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Determinacion del coeficiente de esbeltez de columnas mediante MEF Memoria

1. Introduccidn
1.1. Antecedentes

En este trabajo se hard un estudio relacionado con el pandeo de columnas. El pandeo es
un fendmeno muy importante en los elementos estructurales sometidos a compresién
sobre todo cuando aumenta su esbeltez. Uno de los parametros mas importantes en el
estudio del pandeo, es sin duda la carga critica, porque a partir de un cierto valor de la
carga la estructura entra en una situacién de inestabilidad. Por este motivo es esencial
saber el valor de carga critica, el cual puede variar segun diferentes condiciones de
contorno, disposicién de carga y geometria de la estructura. Pero el valor de la carga
critica depende de la longitud del pandeo que es otro de los pardmetros determinantes
en el fendmeno del pandeo. La longitud del pandeo es la longitud de la columna
multiplicado por un coeficiente de esbeltez B.

1.2. Objeto

En este trabajo se implementara un procedimiento para determinar el valor de
coeficiente de esbeltez (B) para diferentes casos y posteriormente se hard un estudio
comparativo entre los resultados obtenidos y los disponibles en la bibliografia y
normativas.

1.3. Alcance

Como se ha dicho anteriormente, para calcular el coeficiente beta primero se debe
determinar el valor de la carga critica de pandeo. Hay varias maneras para calcular la
carga de pandeo, basandose este trabajo en la determinacién de la matriz de rigidez.
Con este método se halla la matriz de rigidez del elemento teniendo en cuenta la no
linealidad geométrica (suma de la matriz elastica y la matriz geométrica) y
posteriormente se hallan los autovalores o valores propios. Por lo tanto la herramienta
principal es la matriz de rigidez que calcularemos por el método de elementos finitos.

El proceso de ensamblaje de la matriz y posterior determinacion de los autovalores
puede ser dificultoso, sobre todo cuando aumenta su tamafio a causa del incremento
del numero de subelementos. Debido a ello se hace practicamente imposible calcular
la matriz sin una herramienta informatica, y para resolver este problema se ha elaborado
un codigo especifico de Matlab apropiado para los calculos matriciales a realizar.
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Determinacion del coeficiente de esbeltez de columnas mediante MEF Memoria

2. El Pandeo

Para la realizacidn de este trabajo se hace imprescindible una revisién y extensién de los
conceptos relacionados con el fendmeno del pandeo de barras. Segun su definicion
el pandeo es un fendmeno de inestabilidad eldstica que puede darse en elementos
comprimidos, y que se manifiesta por la aparicién de desplazamientos importantes
transversales a la direccidn principal de compresion, como podemos ver en la Figura 1.

N N

\ Flexién lateral (PANDEO)

Figura-1: Pandeo de una viga sometida a compresion simple

Los elementos estructurales que resisten esfuerzos de traccidn, cortante o torsién fallan
cuando la tensién en el elemento alcanza una cierta limitacién de resistencia del
material. Por lo tanto, una vez que se conoce el limite de resistencia de material, es una
cuestién relativamente simple para determinar la carga que lleva la capacidad del
elemento. Pero, el pandeo no tiene lugar como resultado de alcanzar el limite de
resistencia de material. El esfuerzo en el pandeo se produce depende de una variedad
de factores que van desde las dimensiones del elemento a las condiciones de contorno
hasta las propiedades del material del elemento. La determinacién de la tensiéon de
pandeo es una tarea que puede resultar compleja.

Si el pandeo no tiene lugar porque en el material se alcanza un cierto limite de
resistencia, entonces uno se puede preguntar, ¢un elemento bajo compresion puede
esquivar el pandeo? Salvadori And Héller explica con claridad al fenédmeno de pandeo
gue no es una pregunta tan facil de explicar, citando lo siguiente (Salvadori y Héller,
1963): “Una esbelta columna se acorta cuando se comprime por un peso aplicado a su
parte superior, y, al hacerlo asi, disminuye la posicion del peso. La tendencia de todos los
pesos para bajar su posicion es una ley bdsica de la naturaleza. Hay otra ley fundamental
de la naturaleza que, siempre que haya una posibilidad de elegir entre diferentes
caminos, un fendmeno fisico sequird el camino mds fdcil. Frente a la opcidn de doblar
hacia fuera o acortamiento, la columna le resulta mds fdcil acortar para cargas
relativamente pequefias y se doble hacia fuera para relativamente grandes cargas. En
otras palabras, cuando la carga alcanza su valor de pandeo de la columna le resulta mds
fdcil reducir la carga de la flexion que acortando.”
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Determinacion del coeficiente de esbeltez de columnas mediante MEF Memoria

En caso de pandeo veremos que no hay una relacién lineal entre las cargas y los efectos
que producen (desplazamientos, deformaciones y tensiones) siendo un
comportamiento claramente no lineal, dificultando con ello la modelizacién del
fendmeno.

Si realizamos un ensayo sencillo en el que sometemos una columna a una carga de
compresiéon P aplicada en el baricentro de la seccién y medimos el desplazamiento
horizontal del punto medio de la columna, podremos ver que:

e Inicialmente el punto medio de la columna sufre acortamiento axial y no se
desplaza horizontalmente. Sin embargo, a partir de un cierto valor de ésta,
cualquier perturbacion transversal producira un desplazamiento significativo en
esta direccidén, produciéndose una situacidon de inestabilidad o pandeo. En esta
situacion la relacidn carga-desplazamiento no es lineal. Pero el comportamiento
eldstico (objeto de este estudio) al retirar la carga la columna vuelve a su posicidn
inicial. Por el contrario, para cargas superiores a la carga que ocasiona el pandeo
la columna queda fuera de servicio.

e Al producirse el pandeo se transforma la energia de deformacion de membrana
en energia de deformacidn a flexién sin variacién de las fuerzas exteriores. Se
denominan esfuerzos de membrana o esfuerzos axiles a los esfuerzos que actuan
en direccién tangente al plano medio de un elemento.

Normalmente en elementos esbeltos la rigidez axil es varios érdenes de magnitud
superior a la rigidez a flexion, por lo que pequefias deformaciones de axial acumulan
una gran energia, si esta energia se transforma en deformaciones de flexién se producen
grandes desplazamientos laterales y grandes rotaciones. En otras palabras podemos
decir que el pandeo se produce cuando la magnitud de las esfuerzas axial de una
estructura es tan alta que anula la rigidez a flexion de la estructura.

Como hemos dicho en la introduccidn para calcular las matrices de rigidez eldstica y
geomeétrica utilizaremos el método de elementos finitos que explicaremos en préximos
capitulos.
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2.1 Carga critica de Euler

La carga critica de Euler es la carga a partir de la cual la el equilibrio no es estable y la
estructura pierde el equilibrio.
X
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Figura 2: Columna bi-articulada

El elemento cargado axialmente se muestra en la Figura 2(a) se supone que es prismatica
(area de seccion transversal constante) y estd hecha de material homogéneo. Ademas,
de esto también hacemos siguientes suposiciones:

Los extremos de la pieza o elemento estan articulados de tal manera que el extremo
inferior esta unido a una articulacion inmovible, y el extremo superior esta soportado
de una manera tal que puede girar libremente y moverse verticalmente, pero no
horizontalmente.

La pieza es perfectamente recta, y la carga “P”, considera positivo cuando causa la
compresidn y ademas es concéntrico.

El material sigue la ley de Hooke.

Las deformaciones del elemento son pequefias, asi que el término (y')? es
insignificante en comparacién a la unidad en la expresién para la curvatura:

I 4 (1_;)3“3;"2 (2.1.1)

Por lo tanto, la curvatura puede ser aproximada por (y'’) .
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- ﬁ — L:vﬁ (2 1 z)
EL [+ (W)2P2 e

Desde el cuerpo libre, la parte (b) en la Figura 2, sacamos la siguiente expresion:

—M(x) = —Py (2.1.3)

ER" +Py =0 (2.1.4)
La Ecuacidn (2.1.4) es una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes
constantes. Sus condiciones de contorno son siguientes:
y=0
cuando
x=0,x=1

Sabemos que:

K = P/El (2.1.5)
Substituyendo la expresion de (2.1.5) en la Ecuacion (2.1.4):

VY =0 (2.1.6)
Suponemos:

y = ae™ (2.1.7)

Las derivadas de y:

‘1,-"' — ame™ (2.1.8)
" 2 mix

Yy = am-e

- (2.1.9)

Los valores de y’ i y”’ substituimos en la Ecuacién (2.1.6):

(m? + I )ae™ = 0 (2.1.10)

m = tki

Sustituyendo valores de ‘m’ en Ecuacidén (2.1.7) obtenemos siguiente expresion.
v = aek* Cgafc’._k’-x — A cos kx + Bsin kx (2.1.11)

A y B son constantes integrales, y pueden ser determinados por las condiciones de
contorno.
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cunado

y=0,x=0

A=0

y cunado

y=0,x=1

Bsinkl =0

Para B diferente de Zero.

sinkl =0 - kl =nn

Substituyendo el valor de k en Ecuacion obtenemos la carga de Euler.

n2m2EIl
12

P, = (2.1.12)
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3. Método de resolucion

El método que usaremos es el método matricial de calculo de autovalores. El andlisis de
pandeo de autovalores predice la carga critica de pandeo de una estructura ideal lineal
y elastica (es decir el punto de bifurcaciéon en la curva carga-desplazamiento de la
estructura) y en nuestro caso no hace falta estudiar mas alld del punto de bifurcacion.
La Figura 3 muestra el punto de bifurcaciéon en un diagrama carga-desplazamiento.

'
F '
/
” Fasdeo no liveal
Pandeo lisesl / /
/
o ’ — o — Treyaciona 61 cargs ieakaade
Imperizcta trayectena de carga el
estructurm
-
Pre pemdecl u
P

Figura 3: Punto de bifurcacion

Sin embargo, cabe indicar que las imperfecciones y otras no linealidades hacen que la
mayoria de las estructuras que podemos encontrar en la vida real no alcancen esta carga
critica cldsica de pandeo, sino que la carga real de pandeo serd menor de la prevista por
el analisis elastico.

El método matricial o método autovalores usa la expresidon de Ecuacién 3.1 para
determinar la carga critica:

IK + AK;| = 0 (3.1)

A continuacién explicaremos como se deriva la Ecuacion 3.1.

Se carga la estructura hasta un nivel arbitrario de referencia de cargas exteriores, Frer.
Se hace un andlisis estdtico lineal para calcular los esfuerzos de membrana en los
elementos

K-D, =F, (3.2)

ref

De la Ecuacidn (3.2) calculamos los desplazamientos Drer y después las tensiones y
esfuerzos correspondientes al nivel de carga Frer.
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En el siguiente paso se calcula la matriz de rigidez geométrica Kg para ese nivel de carga
y después se suma a la matriz de rigidez elastica para completar la matriz de rigidez
global.

K=K+K, (3.3)

Al ser un andlisis lineal, se supone que al multiplicar las cargas por A también se
multiplican las tensiones por el mismo factor, pero sin cambiar la distribucién de
tensiones.

Las fuerzas y desplazamientos para el nuevo valor de carga son:

(K + Kg)Dy = AF¢f (3.4)

Si se aplica una perturbacién sobre la carga 6F, se produce un movimiento 8D. El pandeo
(bifurcacién del equilibrio) sucede cuando es posible un 6D = 0 con 6F=0:

(K + Kg)(Dy + 6D) = AFer (3.5)
Restando las Ecuaciones 3.4 y 3.5 se obtiene la expresion de la Ecuacién 3.1:

K+ 1K;| =0

En un modelo de elementos finitos de n grados de libertad, las ecuaciones anteriores
permiten obtener un polinomio de orden enésimo en A (los autovalores). Los
autovectores {Au}n en este caso, representan la deformacion adicional impuesta sobre
el sistema durante el pandeo. La carga critica elastica esta dada para el valor mas bajo
de A calculado.
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4. Método de elementos finitos
4.1. Concepto general

En este apartado se hace una revisidon del método de los elementos finitos (MEF), en el
que se basa el presente trabajo. Las matrices de rigidez que usaremos las
determinaremos por el método de los elementos finitos y ademas para facilitar los
calculos discretizaremos el elemento contintio con infinitos grados de libertad en varios
subelementos con unos grados de libertad finitos.

El método de los elementos finitos (MEF) ha adquirido una gran importancia en la
solucién de problemas ingenieriles ya que permite resolver casos que hasta hace
relativamente poco tiempo eran practicamente imposibles de resolver por métodos
matematicos tradicionales. La idea general del método de los elementos finitos es la
division de un elemento o cuerpo continuo en un conjunto de pequefios elementos
interconectados por una serie de puntos llamados nodos. Las ecuaciones que rigen el
comportamiento del continuo regiran también el del elemento. De esta forma se
consigue pasar de un sistema continuo con infinitos grados de libertad, definido por un
sistema de ecuaciones diferenciales, a un sistema con un nimero de grados de libertad
finito cuyo comportamiento se modela por un sistema de ecuaciones, lineales o no.

Para la modelizacidn de un sistema podemos distinguir tres partes:

e Dominio: Espacio geométrico donde se va a analizar el sistema.

e Condiciones de contorno: Variables conocidas y que condicionan el cambio del
sistema: cargas, desplazamientos y etc.

e Incdgnitas: Variables del sistema que queremos conocer después de que las
condiciones de contorno han actuados sobre el sistema: desplazamientos,
fuerzas, tensiones, etc.

Lo que hacemos en el método de los elementos finitos, para solucionar el problema, es
la discretizacion (discretizacién es un concepto fundamental en el MEF que mas
adelante explicaremos en detalle) del dominio en subdominios denominados
elementos. El dominio se divide mediante puntos o lineas (en el caso bidimensional), de
forma que el dominio total que queremos estudiar se aproxime mediante el conjunto
de elementos en que se subdivide.

Como hemos dicho antes, los elementos definen por un nimero discreto de puntos,
llamados nodos, que los conectan entre si. Sobre estos nodos se materializan las
incognitas fundamentales del problema. A estas incégnitas se les denomina grados de
libertad de cada nodo del modelo. Los grados de libertad de un nodo son las variables
gue nos determinan el estado o posicion del nodo.

Pagina 9



Determinacion del coeficiente de esbeltez de columnas mediante MEF Memoria

Aplicando las condiciones de contorno, el sistema evoluciona hasta un estado final. En
este estado final podemos conocer valores de diferentes parametros (tensiones,
deformaciones, etc.). Para saber valores de los parametros en el interior del elemento
existen férmulas que relacionan el comportamiento en el interior del elemento con el
valor que tomen los nodos. Este paso se realiza por medio de unas funciones llamadas
de interpolacién o funciones de forma, ya que ‘interpolan’ el valor de la variable nodal
dentro del elemento. Mas adelante explicaremos el concepto de interpolacién y
calcularemos las funciones de forma que hacen falta para nuestro caso.

4.2. Sistemas discretos y sistemas continuos

Al efectuar una clasificacion de las estructuras suelen dividirse en discretas y continuas.
Las primeras son aquéllas que estan formadas por un ensamblaje de elementos
claramente diferenciados unos de otros y unidos en una serie de puntos concretos, de
tal manera que el sistema total tiene forma de malla. La caracteristica fundamental de
las estructuras discretas es que su deformacion puede definirse de manera exacta
mediante un ndmero finito de parametros, como por ejemplo las deformaciones de los
puntos de unién de unos elementos y otros. De esta manera el equilibrio de toda la
estructura puede representarse mediante las ecuaciones de equilibrio en las direcciones
de dichas deformaciones.

Como contrapartida, en los sistemas continuos no es posible separar, a priori, el sistema
en un numero finito de elementos estructurales discretos. Si se toma una parte
cualquiera del sistema, el numero de puntos de unidn entre dicha parte y el resto de la
estructura es infinito, y es por lo tanto imposible utilizar el mismo método que en los
sistemas discretos, pues los puntos de unién entre los distintos elementos, que alli
aparecian de manera natural, no existen ahora.

Las estructuras continuas son muy frecuentes en ingenieria, como por ejemplo:
bastidores de maquinas, carrocerias de vehiculos, losas y placas en edificios, vasijas de
reactores, elementos de maquinas (bielas, poleas, carcasas...), y para su andlisis es
necesario disponer de un método que tenga en cuenta su naturaleza continua.

Hasta la irrupcion del Método de los Elementos Finitos (MEF), los sistemas continuos se
abordaban analiticamente, pero por esa via solo es posible obtener solucién para
sistemas con geometria sencilla, y/o con ciertas condiciones de contorno.
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4.3. Hipotesis de discretizacion

En una estructura discreta, su deformacién viene definida por un nimero finito de
parametros (deformaciones y/o giros), que juntos conforman el vector de
deformaciones A, y la estructura tiene tantas formas de deformarse como términos
tenga dicho vector. Un medio continuo tiene infinitas formas posibles de deformarse,
independientes unas de otras, ya que cada punto puede desplazarse manteniendo fijos
cualquier numero finito de los puntos restantes, por grande que sea este ultimo.

Por lo tanto la configuraciéon deformada de la estructura no puede venir dada por un
vector finito A como el anterior, sino que es una funcion vectorial u, que indica cudles
son las deformaciones de cualquier punto, y que tiene tres componentes escalares:

wlT, . z)
u={vz,y,z)

w(z, y, z)

Esta funcidn es la solucion de la Ecuacidn diferencial que gobierna el problema, y si éste
esta bien planteado, cumplira las condiciones de contorno impuestas, pero en principio
no puede asegurarse que esta funcién u tenga una expresién analitica manejable, ni
siquiera que pueda calcularse. Por lo tanto la funcién u no podra conocerse en general.

Para resolver este problema, el Método de los Elementos Finitos recurre a la de
discretizacion que se basa en lo siguiente:

El continuo se divide por medio de lineas o superficies imaginarias en una serie de
regiones contiguas y disjuntas entre si, de formas geométricas sencillas y normalizadas,
llamadas elementos finitos.

Los elementos finitos se unen entre si en un ndmero finito de puntos, llamados nodos.

Los desplazamientos de los nodos son las incdgnitas basicas del problema, y éstos
determinan la configuracion deformada de la estructura. Sélo estos desplazamientos
nodales se consideran independientes.

El desplazamiento de un punto cualquiera, viene determinado por los desplazamientos
de los nodos del elemento al que pertenece el punto. Para ello se definen para cada
elemento, unas funciones de interpolacidon que permiten calcular el valor de cualquier
desplazamiento interior por interpolacién de los desplazamientos nodales. Estas
funciones de interpolacion serdn de tal naturaleza que se garantice la compatibilidad de
deformaciones necesaria en los contornos de unién entre los elementos.

Las funciones de interpolacion y los desplazamientos nodales definen el estado de
deformaciones unitarias en el interior del elemento. Estas, mediante las ecuaciones
constitutivas del material definen el estado de tensiones en el elemento y por supuesto
en sus bordes.
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Para cada elemento, existe un sistema de fuerzas concentradas en los nodos, que
equilibran a las tensiones existentes en el contorno del elemento, y a las fuerzas
exteriores sobre él actuantes.

La funcién solucién del problema u es aproximada de forma independiente en cada
elemento. Para una estructura discretizada en varios elementos, pueden utilizarse
funciones de interpolacidn distintas para cada uno de ellos, a juicio del analista, aunque
deben cumplirse ciertas condiciones de compatibilidad en las fronteras entre los
elementos.

La funcidn solucién es aproximada dentro de cada elemento, apoydndose en un nimero
finito (y pequefio) de parametros, que son los valores de dicha funcién en los nodos que
configuracion el elemento y a veces sus derivadas.

Esta hipotesis de discretizacion es la columna basica del MEF, por lo que se suele decir
de éste, que es un método discretizante, de pardmetros distribuidos. La aproximacion
aqui indicada se conoce como la formulacién en desplazamiento.

4.4. Funcion de Interpolacion o de Forma

Discretizado el continuo, la idea es tomar un conjunto de funciones (funciones de
interpolacion o de forma) que definan de manera Unica el campo de desplazamientos
dentro del elemento en funcién de los desplazamientos en los nodos del mismo.

Consideremos un elemento finito cualquiera, definido por un nimero de nodos n. Para
facilitar la exposicién se supondra un problema de elasticidad plana aunque el nuestro
cao no es de elasticidad plana. Un punto cualquiera del elemento tiene un
desplazamiento definido por un vector u, que en este caso tiene dos componentes:

u(z,y)
v(z,y) (4.4.1)

1m =

Los nodos del elemento tienen una serie de grados de libertad, que corresponden a los
valores que adopta en ellos el campo de desplazamientos, y que forman el vector
denominado “&”. Para el caso plano este vector es:

T
¥ =\U, V, U, V, .. U V. (4.4.2)

Para entender el concepto de funcion de forma vamos a coger un ejemplo en que se
supone que las deformaciones de los nodos se emplean sdlo los desplazamientos y no
los giros, lo cual es suficiente para elasticidad plana, como se verd mas adelante. Para el
nuestro caso (elementos vigas) se emplean ademas los giros.
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El campo de deformaciones en el interior del elemento se aproxima haciendo uso de la
hipodtesis de interpolacion de deformaciones:

u=Y»_N,U, v=>Y_ NV, (4.4.3)

Donde “Ni” son las funciones de interpolacién del elemento, que son en general

“u.,n o, n

funciones de las coordenadas “x”, “y”. Notese que se emplean las mismas funciones

para interpolar los desplazamientos “u” y “v”, y que ambos desplazamientos se

interpolan por separado, el campo “u” mediante las “Ui” y el campo “v” mediante las

“Vi”. Es decir que la misma “Ni” define la influencia del desplazamiento del nodo i en el
agn

desplazamiento total del punto “P”, para las dos direcciones “x” e “y”. La interpolacion
de deformaciones puede ponerse en la forma matricial general.

u=Na (4.4.4)
La matriz de funciones de interpolacidon “N” tiene tantas filas como desplazamientos

tenga el punto “P” y tantas columnas como grados de libertad haya entre todos los
nodos del elemento.

2
Il

0 N (4.4.5)

Las funciones de interpolaciéon son habitualmente polinomios, que deben poderse
definir empleando las deformaciones nodales del elemento. Por lo tanto se podrdn usar
polinomios con tantos términos como grados de libertad tenga el elemento. Sin
embargo, el aspecto de esta matriz puede ser distinto para otros elementos, como las
vigas o las placas a flexion.

Las funciones de interpolacion estan definidas Unicamente para el elemento, y son nulas
en el exterior de dicho elemento.

Figura 4: Funcién de forma

Estas funciones tienen que cumplir determinadas condiciones y aunque éstas se veran
en detalle mas adelante, con la expresion anterior se puede deducir que la funcién de
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interpolacion Ni debe valer 1 en el nudo iy 0 en los restantes nodos como se ve en la
Figura 4. Esta condicidn resulta evidente si se tiene en cuenta que los términos del vector
6 son grados de libertad y por lo tanto son independientes, y deben poder adoptar
cualquier valor.

4.5. Criterio de convergencia

Antes de estudiar los criterios de convergencia debemos conocer el concepto de
convergencia. En el ambito de MEF un andlisis es convergente cunado a aumentar el
numero de nodos y de los elementos el resultado obtenido tiende a la solucién exacta.

Las funciones de forma elegidas para representar el estado de deformacion de un medio
continuo deben satisfacer una serie de condiciones, a fin de que la solucién obtenida
por el MEF, converja hacia la solucién real.

Las funciones de interpolacién deben ser tales que cuando los desplazamientos de los
nodos del elemento correspondan a un movimiento de sdlido rigido, no aparezcan
tensiones en el elemento. Es a decir, la funcion de forma deben ser capaces de
representar los desplazamientos como solido rigido, sin producir las tensiones en el
elemento.

4

E,R - )

Figura 5: Deformacion de solido rigido

En la Figura 5 podemos observar que los elementos del extremo se desplazan como un
solido rigido, al no existir tensiones mas alla de la fuerza aplicada.

El segundo criterio de hecho es un caso particular del criterio 1, ya que un movimiento
como sélido rigido (con tension nula) es un caso particular de un estado de tensién
constante. En muchas ocasiones ambos criterios se formulan como un sélo criterio.

En este criterio las funciones de forma deben ser tales que cuando los desplazamientos
de los nodos correspondan a un estado de tensidn constante, este estado tensional se
alcance en realidad en el elemento. Claramente, a medida que los elementos se hacen
mas pequefios, el estado de tensiones que hay en ellos se acerca al estado uniforme de
tensiones. Este criterio lo que exige es que los elementos sean capaces de representar
dicho estado de tension constante.

Las funciones de interpolacidn deben ser tales que las deformaciones unitarias que se
produzcan en las uniones entre elementos deben ser finitas. Esto es lo mismo que decir
gue debe existir continuidad de desplazamientos en la unidn entre elementos aunque
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puede haber discontinuidad en las deformaciones unitarias (y por lo tanto en las
tensiones, que son proporcionales a ellas).

/ A / B / A / B
U U
| | — [ ] —
2 U . U
NO e =]
e=du/dx e=du/dx

A |

L______.a-'

Figura 6: Criterio 3 de convergencia en una dimension

3

Con esta Figura 6 podemos entender mejor el tercer criterio de convergencia. Las
graficas de izquierda son las que no cumplen el tercer criterio, en cambio las de derecha
si que cumplen.

La Figura 6 ilustra las posibles situaciones, para un caso unidimensional donde la Unica
incégnita es el desplazamiento u en la direccion x. En la situacién de la izquierda existe
una discontinuidad en el desplazamiento u, que da lugar a una deformacion unitaria
infinita: esta situacidn no esta permitida por el criterio 3. En la situacién mostrada a la
derecha la deformacién es continua, aunque la deformacién unitaria no lo es: esta
situacion esta permitida por el criterio 3.

El criterio 3 exige que las deformaciones unitarias sean finitas en el contorno entre los
elementos. Como estas deformaciones unitarias son las derivadas n-simas de las
deformaciones, lo que se exige es que haya continuidad de las deformaciones y sus
derivadas hasta orden n-1 en el contorno del elemento. Esto es equivalente a imponer
la compatibilidad de desplazamientos en el contorno.

En caso de vigas y placas, (n=2) es necesario emplear como minimo polinomios de grado
2, con continuidad C1 entre ellos, es decir que hay que garantizar la continuidad de la
flechay el giro entre los elementos. En la practica, para la flexion de vigas planas se usan
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4 pardmetros para ajustar la solucién (flecha y giro en cada extremo) por lo que el tipo
de funciones empleadas son polinomios de grado 3.

Como resumen de los tres criterios, para problemas de elasticidad (n=1) es necesario
emplear polinomios completos de orden 1, con continuidad Co entre ellos para
garantizar la convergencia. Es suficiente con usar funciones del tipo lineal, que
aproximan la solucion mediante una linea quebrada, aunque se produzcan
discontinuidades en las tensiones entre los elementos.

4.6. Funciones de Forma de una columna

Las columnas sometidas a cargas axiales a diferencia de elementos de viga
convencionales que tienen dos grados de libertad en cada nodo (un desplazamiento
lateral y una rotacién), tienen un grado adicional de libertad en cada nodo.

v 1 VZT |_F‘": I ,:: I

‘ = -pe By N, =
[ | 3=

X, X,
Figura 7: Elemento viga simple y con carga axial

La Figura de izquierda es de una viga que no tiene carga axial y tiene solo dos grados de
libertad. En cambio la figura de derecha es de una columna que tiene una carga axial y
tres grados de libertad.

De hecho es una suma de elemento viga y de elemento barra. Por lo tanto, podemos
resolver el caso columna aplicando el principio de superposicion.

De esta manera las funciones de forma de elemento pértico seran suma de funciones
de forma de elemento barra y de elemento viga.

4.6.1. Funciones de forma de barra

En el caso del elemento barra el dominio continuo que se analiza se extiende segln una
Unica dimension “x”, teniendo el material un area variable con dicha coordenada A(x).

Figura 8: Elemento unidimensional

El campo de deformaciones es una funcion u(x) de una sola variable, que define la
deformacion axial de un punto cualquiera del dominio. Por lo tanto, la deformacién
unitaria tiene sélo la componente axial du /dx.
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El elemento mds sencillo que puede existir serd de dos nodos, con desplazamientos U;:
y Uz. La interpolacidn del desplazamiento dentro del elemento es:

u=NU +NU,

(4.6.1.1)
| ) U1
u=|N, N [=N¥
) (4.6.1.2)
Con dos parametros nodales, se puede interpolar una linea recta:
u=azxr+b (4.6.1.3)

De esta Ecuacidon podemos sacar una por cada desplazamiento nodal. Después con estas
dos ecuaciones podemos determinar valor de a y b.

Particularizando en los nudos 1 y 2 se obtiene:

U =az +b (4.6.1.4)
U,=az, +h (4.6.1.5)
De estas expresiones se obtienen ay b,
Llr_" B [;-I 2 m! Ll-l - 1:I:\I1 LI-!
& = T o= T (4.6.1.6)

Una vez determinado los valores de a y b sustituimos en la expresion inicial y nos
gueda siguiente expresion:

T -  F—I (4.6.1.7)

1 p
I“z .FI ﬂ’! T

U=

Como hemos dicho antes:

4=NU +N,U, (4.6.1.8)

Las funciones de formes son siguientes:

T, — T
N =2 N, =

1 :-

P (4.6.1.9)

I, — & T, — &,

Con estas funciones de forma podemos determinar la matriz de rigidez elastica.
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4.6.2. Funciones de forma de viga

Antes de empezar a hablar de deformaciones de viga debemos saber que existen dos
teorias sobre las deformaciones de vigas.

La teoria de Euler.

La teoria de Timoshenko.

La teoria de Euler o teoria clasica de flexidon de vigas se supone que las secciones
rectas y perpendiculares a la fibra neutra en el estado sin deformarse mantienen
rectas y perpendiculares a la fibra neutra en el estado deformado. Con esta
hipdtesis y suponiendo pequefas deformaciones, se cumple que el giro que sufre
una seccion recta de la viga es igual a la pendiente de la curva deformada elastica.
En términos energéticos esta hipodtesis corresponde a despreciar la energia de
esfuerzo cortante.

Teoria de Timoshenko se supone que las secciones rectas y perpendiculares a la
fibra neutra en el estado sin deformar se mantienen rectas en el estado
deformado, pero no perpendiculares a la fibra neutra. Con esta hipdtesis el giro
de la seccidn recta no es igual a la pendiente de la deformada elastica, y la
diferencia entre ellas corresponde a la distorsion debida al esfuerzo cortante.
Pero de todas las maneras nosotros seguiremos con la teoria clasica.

Funciones de forma:

Se emplean cuatro grados de libertad en el elemento: la deformacién y el giro en cada
nudo extremo, los podemos ver en la Figura 9. De esta forma se garantiza la
compatibilidad de la lateral v y su derivada primera (el giro) en los extremos de la viga.
Los vectores de grados de libertad y de fuerzas nodales son:

4= ’I‘; g ‘['_ 6__]! F = -P. ar P J[.:..j (4.6.2.1)

Figura 9: Elemento viga plana a flexién

Con cuatro grados de libertad, se puede emplear una ley cubica de interpolacién
de deformaciones:

v=a,+azr+azs +az (4.6.2.2)

L
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Con cuatro grados de libertades tenderemos cuatro condiciones de contorno, dos
de desplazamientos laterales y dos de giros (los giros son primera derivadas de
desplazamientos) aplicando condiciones de contorno en la Ecuacion de
interpolaciéon tendremos cuatro ecuaciones y agrupando las cuatro ecuaciones
obtenidas en forma matricial se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:

r [ 2 s 3
V. 1 =z =z x| a,)
g 0 1 2z 32z°|a
P A T (4.6.2.3)
T-"Z 1 T, T, J"E' G,
. la
%) 10 1 2z, 37|

De este sistema se pueden calcular los cuatro coeficientes ai en funcién de los
grados de libertad. Sustituyéndolos en la Ecuacidén vy reagrupando los términos
de los diferentes grados de libertad se obtiene la ley de interpolaciéon de la
deformacion lateral:

v= DNV, +Nb, + NV, + N& = N (0.6.2.4)

Las cuatro funciones de interpolacion son:

N, = >(2+3c-¢) N, =t(-1-g+&+¢)

Siendo & una coordenada local normalizada que vale -1 en el nudo inicial de la
viga, y +1 en el nudo final, con lo que la interpolacién de coordenadas es lineal:

e o
x =z, l1 *’J + z, [] ;%} (4.6.2.5)

En MEF el uso coordenada & local al elemento resulta muy util, de tal forma que
ésta siempre varie de -1 en el nudo inicial a +1 en el nudo final. En este sistema
de coordenadas local, el elemento siempre es de longitud 2.
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Como hemos definido las funciones de interpolacion en la coordenada local & .
Para calcular la matriz B es necesario que las derivadas de las funciones de
interpolacidn sean respecto X, y por lo tanto se hace necesario establecer algun

tipo de relacion entre la coordenada £y la x a fin de poder completar la
derivacion.

Con la formulacidn isoparamétrica, esta relacidon se introduce mediante las
mismas funciones de interpolacién “N” usadas para interpolar la deformacion,
estableciendo la relacion:

T = Z N z = Nx° (4.6.2.6)

El vector X€ contiene las coordenadas de todos los hodos del elemento.
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5. Matriz de rigidez elastica

En ingenieria, la rigidez es la capacidad de un elemento estructural para
soportar esfuerzos sin adquirir grandes deformaciones.

Los coeficientes de rigidez son magnitudes fisicas que cuantifican la rigidez de un
elemento resistente bajo diversas configuraciones de carga. Normalmente las rigideces
se calculan como la razén entre una fuerza aplicada y el desplazamiento obtenido por la
aplicacion de esa fuerza. Estos confincitos dependen de tres cosas.

e Laseccidn transversal, cundo mas gruesa sea la seccion mas fuerza sera necesaria
para deformarla.

e El material del que esta fabricado el elemento, por lo tanto el médulo de Young.
e Lalongitud del elemento.

La expresién general de rigidez es:

E'S;
I : 5.1
Ki=oips &

Hay varias componentes de rigidez (axial, flexional y etc.), todas estas rigideces
intervienen en una matriz de rigidez elemental que representa el comportamiento
elastico dentro de una estructura.

Existen varios métodos para calcular la matriz de la rigidez, uno de estos es el MEF, y
para calcular la matriz de rigidez por MEF, los instrumentos principales son las funciones
de forma.

Después de calcular las funcionas de formas (que hemos explicado en capitulos
anteriores), el siguiente paso serd de determinacion de matriz B. Esta matriz B
relaciona las deformaciones de los nodos del elemento de con las deformaciones
unitarias en un punto interior cualquiera del elemento. Por lo tanto B representa
el campo de deformaciones unitarias que se supone existe en el interior del
elemento finito, como consecuencia de la hipdtesis de interpolacion de
deformaciones efectuada.

Esta expresion representa de siguiente manera:
B=8N (5.2)
Y que viene de:

e=du=adN§ (5.3)
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¢ = B& (5.4)
Por lo tanto, las deformaciones unitarias son matriz B por el vector de deformaciones
de nodos.

La matriz B de un elemento tridimensional sera de siguiente manera:

N
i 0 0
i
D II.-\IJ.'-|'l'1 CI
oy
N 0 0 0 0 JN, (5.5)
. iz
B=9|0 N, 0= oN, ON,
0 0 N i iy ek
0 N, ON,
dz Oy
dN. 0 an,
iz ir

Una vez que han quedado establecidas las expresiones que relacionan los
desplazamientos y las deformaciones unitarias, en funcién de los desplazamientos de
los nodos, se esta ya en condiciones de calcular las ecuaciones de equilibrio de un
elemento finito. Si se considera un elemento finito cualquiera, las fuerzas que actian
sobre él, en el caso mas general, son las siguientes:

Fuerzas exteriores de volumen aplicadas en el interior del elemento qv (Figura 10), que
son en general variables dentro del elemento, y tienen tantas componentes como
desplazamientos haya en cada punto.

Fuerzas exteriores de superficie aplicadas en el contorno libre del elemento qs (Figura
10), que son en general variables a lo largo del contorno, y tienen tantas componentes
como desplazamientos tenga cada punto del contorno. Al contorno sobre el que actian
las fuerzas de superficie se le denomina s.

Fuerzas interiores qc (Figura 10), aplicadas en la superficie del contorno de unién del
elemento con los elementos vecinos, que son desconocidas. A dicho contorno de unién
se le denomina c.

Fuerzas exteriores puntuales aplicadas sobre los nodos del elemento Py (Figura 10).
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Figura 10: Fuerzas actuantes sobre un elemento finito

El trabajo virtual que producen estas fuerzas es:

ow* = [6uTq,dv + [ su”q,ds+ [ su”q,ds + 85Ty (5.6)

Donde du es una variacion virtual del campo de deformaciones u y 66¢ es la variacién
correspondiente a los grados de libertad de los nodos. Durante estas variaciones, las
fuerzas exteriores se mantienen constantes. Aplicando el principio de los trabajos
virtuales se obtiene que para que haya equilibrio, el trabajo virtual de las fuerzas debe
serigual a la variacion de la energia eldstica U acumulada en el elemento, para cualquier
ou:

SW* J 5eT o du = U (5.7)

Sustituyendo en la Ecuacidn 5.6 tenemos siguiente expresion:

J’ s q, dv + J s’ q, ds + j fm” q, ds + 56 P, J’ﬁﬁ:rrrdﬂ (5.8)

Des de hipdtesis de interpolacién sabemos que la variacién del campo de deformacién
es:

fu = N 58 (5.10)
Y la variacion de las deformaciones unitarias se relaciona con la variacion de las
deformaciones nodales a través de la matriz B:

te =B &° (5.11)

Sustituyendo las variaciones du y 66¢ en la expresidn (2.18) se obtiene la Ecuacién de
equilibrio aproximada mediante la hipdtesis de interpolacién de deformaciones:
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5§°T f N7q, dv —‘!'Nf q, d-3+.!‘NTq__,da +I{:.i 88T ;!Brmﬂ: (5.12)
J" N'q, dv —fqu,,dHfNTq,ffHP.i— fBr o dv (5.13)
K J'BTD B dv (5.14)

D la matriz eldstica, que para un material elastico lineal es constante y depende de sélo
dos parametros: el médulo de elasticidad E y el médulo de Poisson.

Ahora que sabemos todos los conceptos que hacen falta, podemos calcular la matriz de
rigidez de la columna sometido a carga axial, como habiamos dicho antes que para
resolver el caso de una columna con carga axial aplicaremos principio de superposicién.
El elemento vigay barra junta forman el caso viga con carga axial.

Por lo tanto, calcularemos la matriz de rigidez del elemento barra y del elemento viga.
Empezamos con elemento barra.
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5.1. Matriz de rigidez elastica de barra

En apartado de funciones de interpolaciones hemos determinados las funciones de
forma de elemento barra y viga, y sabemos que para el elemento barra funciones de
forma son siguientes:

T, — T T— &
‘..‘I'TI_ 2 )

T, & Ty — @ (5.1.1)

También sabemos que para determinar la matriz de rigidez, primero debemos calcular
la matriz B y que se la derivada parcial de la matriz de formas.

El orden de las derivadas existentes en la energia potencial I del sistema, siempre es la
mitad del orden de la Ecuacion diferencial que gobierna el problema m (n=m/2). La
energia se expresa en términos de €. La Ecuacion de gobierno de una barra es de
segundo orden.

2 (gate
dz dz

+gA=0

(5.1.2)
Por lo tanto, la Ecuacidn de energia potencial serd de primer orden. Segun el tercero
criterio de convergencia las funciones de interpolacion deben ser de orden n
como minimo. El mismo orden que la Ecuacion de deformacion.

£ = E —0gNH
dz (5.1.3)
Y et e | (5.1.4)
dr dr L L

L es la longitud del elemento que es X2-X1

Sabemos que:

1.
K:IBTDde (5.1.5)
En este caso el matriz D es muy sencillo:
D=[F] (5.1.6)
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Por lo tanto, nos queda siguiente expresion:

~1
K:fBTDBd»u:f f E{_—l llAda:
LA (5.1.7)
L

Diferencial de volumen es igual a A por diferencial de x, porque hemos explicado en
aparatados anteriores que en el problema unidimensional (elemento barra es un
caso unidimensional) el dominio se extiende segln una Unica dimensién X,
teniendo el material un drea variable con dicha coordenada A(X)

Suponiendo “E”y “A” constantes se obtiene la matriz de rigidez:

EA I -1 EAlI1T -1

dr =— (5.1.8)

K=—
r -1 1 L -1 1
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5.2. Matriz de rigidez elastica del elemento viga

El procedimiento para calcular la matriz de rigidez del elemento viga sera la misma, solo
cambiaran diferentes ecuaciones que intervienen. La Ecuacién de gobierno sera de
cuarto orden y la de energia potencial serad de segundo.

La Ecuacidn de gobierno:

=4

-D ;r‘j +q=0 (5.2.1)

La Ecuacidn de energia potencial:

du d*v

S P — ’
T Az dr’ y (5.2.2)

En este caso tendremos cuatro funciones de forma que seran polinomios de grado 3. En
caso de elemento barra eran dos porque el elemento tenia dos grado de libertad y ahora
tenemos cuatro grados de libertad.

Las funciones de forma son siguiente:

T o l _ 3" Y- l - 3%
:\1_4(2 3¢+¢%) N, 4(1 £—-€+¢
1, ; 1 ,
N, = 1(-.z+ 3¢ —£%) N, = Z(_—1 —£+ &+ &)
d*v df_-"\.-’] d°N, d°N,  d'N, |
E — — 5 Y = 3 V + . 6 + T I.| + -14 '9-1
. Y %f| 2 1 gl T g 2T g (5.2.3)
B cﬁ"‘ﬁ.ﬂ cizNj dzNa d3N4
T i i &P (5.2.4)
Las derivadas de las funciones de interpolacién son:
dN. dN.df dN, 2
— = - = - 5.2.5
dz  df dz df L (5-2.5)
2\ ’N. d£ °N. ¢
d’N, d°N,d¢2 N, 4 (52.6)

de*  de® de L dE I?
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La matriz B puede ponerse como:

d’N, d°N, d°N, d°N,|4

"

e de  de 4 |

B=-y —y B (5.2.7)

8

En esta expresion se han separado los términos que dependen sélo de la
coordenada longitudinal &, para lo que se ha introducido la matriz:

6¢ 36—1 —6¢ 3£-+1 e
r L L | 5:28)

Sabemos que:
K — f B’DBdv — f BYDB bdzdy (5.2.9)

Siendo b(y) la anchura de la viga. Al estar el material en un estado unidimensional
de tensiones, la matriz elastica es el mddulo de elasticidad E. Sustituyendo el
valor de B se obtiene:

K — f f EB'Bbdzdy — f EB'B, [ f b-yfd-y)d-x (5.2.10)

En la Ecuacidn anterior se identifica el momento de inercia de la secciéon I. Suponiendo
que el producto El es constante e introduciendo el cambio de Coordenadas x/¢ se

obtiene:
L
T T
K = EI [ BB, dz = EI [ BB, [__— J de 5211
Cada uno de los términos de la matriz de rigidez tiene la expresion:
ray 2 -fi ;r d’j_'_nllprl .-.
K, = Eff 1[i al, ol [Ejdag
- \L) d§ d& (2 (5.2.12)
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La matriz de rigidez es queda de siguiente manera:

12/ 6/
6/ 4/L
K = EI )
12/ —6/I
6/} 2/L

-12/0 6/ ]
-6/ 2/L
12/ -6/
-6/ 4/L

Aplicando el principio de superposicidon se suman la matriz de rigidez elastica de barray

viga se obtiene la matriz de rigidez elastica de una columna con carga axial:

£A 0 0
L

0 12EI  6EI

r r

o SEL  AEI

| _ r L
K

- 0 0
L

0 _12E1  6EI

r r

0 6EI  2EI

L r L
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6. Matriz de rigidez geomeétrica

Como hemos mencionado antes en caso de elemento pdrtico no podemos descuidar el
efecto de esfuerzo axial como podemos hacer en caso de viga, también hemos explicado
que podemos resolver este problema solo afiadiendo el efecto de rigidez axial en la
matriz de rigidez flexional.

En el analisis eldstico lineal, las deflexiones se supone que son pequefias en relacion al
tamafio del miembro, es decir, hay una diferencia relativamente pequefia entre la
forma no deformada y deformada de la estructura. Las ecuaciones de equilibrio estatico
de la estructura se basan en la geometria no deformada y las deformaciones son
funciones lineales de los desplazamientos, resultando en ecuaciones de equilibrio
lineales. Sin embargo, cuando los desplazamientos y rotaciones de la estructura de
llegan a ser grandes, es necesario incluir los efectos de la rigidez geométrica con el fin
de obtener resultados que sean fisicamente representativos.

La rigidez geométrica es una funciéon de la fuerza interna en el elemento y el cambio en
la ubicacion de sus nodos. Para que una estructura permanezca en equilibrio estatico,
ya que sufre deformaciones finitas, las fuerzas que se desarrollan en los elementos
deben equilibrar externamente las fuerzas aplicadas. Estas fuerzas internas causadas
por el cambio en la geometria dan como resultado una variacién de la rigidez, conocida
como "rigidez de tensidén " o "rigidez geométrica".

Para resolver estructuras de esta naturaleza, es mas exacto referirse las ecuaciones de
equilibrio estatico a la configuracién deformada. Las deformaciones son entonces las
funciones no lineales de los desplazamientos, lo que resulta en las ecuaciones de
equilibrio no lineales. Este tipo de problema es llamado geométricamente no lineal

Para calcular la matriz de rigidez geométrica partiremos desde método de energia
potencial.

La energia total del uno elemento pdrtico es siguiente:

U — 1/‘(&1 au\* ! /“-U AW +1/“- NEAY
T 2{ 0 a’x X Qt 0 ﬂ‘XE o 2; 0 a'x * (6'1)

La primera integral de la Ecuacién se obtiene la matriz de rigidez para un elemento de

barra asociado con los grados de libertad cinematicos Uz i U.. Con el segundo integral
se obtiene la matriz de rigidez para un elemento de viga. La tercera integral resume el
trabajo realizado por la carga P externo cuando elementos diferenciales dx y esta
integral conduce a la derivacidn de la elemento de la matriz de rigidez geométrica KG.

Como hemos explicado antes:
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v = ZN:_T':_ (6.2)

En caso de viga la Ecuacién diferencial es de segundo orden, pero en tercer integrante
tenemos la primera derivada. Por lo tanto derivaremos las funciones de forma respecto
x para reducir a primera derivada.

dv o :]I‘I_J\'J.
H N dx (6-3)

Las cuatros funcion de forma de elemento viga en coordenadas x son:

3 2 27 xF dx? 27 PR (6 4)
-4 x4 T4 .
IN] = l ets Trte ETE Tite
Aplicamos primera derivada:
frx + o= ’ 4x + 30 6x 6 2x + 3
Gl =| 25 {2 P2 B A (6.5)

La Ecuacidn se queda de siguiente manera:

| ..}'_|_-—'~

AllKa]{a} = Jal [P / 1 c}thm-] (a) (6.6)

Al = v 61 v 62]
(6.7)

Con esta Ecuacién podemos determinar la matriz de rigidez geométrica.

36 3 =36 3

p | 3 4 -3
TO300| 36 -3¢ 36 -3¢
30— 30 47

Ke
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Como que el efecto de rigidez geométrica es de elemento viga. Los componentes de
matriz de rigidez geométrica sumaran con los componentes de elemento viga en el
matriz de rigidez elastica. Y la matriz global sera la suma de dos matrices.

Como hemos dicho en la introduccién el objetivo de este trabajo es determinar el
coeficiente de esbeltez B de diferentes casos.
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7. Los Casos Estudiados

Se plantean tres casos a estudiar: el primer caso es de un columna de seccién constante
sometido a carga variable con diferentes condiciones de contorno, en segundo lugar
tenemos un caso de un elemento con carga puntual intermedia y por ultimo el mismo
caso de carga puntual intermedia con carga no centrada en la seccién del columna.

Los resultados del primer y segundo caso los compararemos con los valores que nos
propone la Norma Basica de Edificacion (“NBE-EA”). La “NBE-EA” tiene una formula
especifica para cada caso que hemos mencionado antes con que calcula el coeficiente
de esbeltez. De esta manera podremos determinar hasta qué punto podemos usar
validos esta formulas. También haremos un andlisis grafico de los resultados del
segundo y tercer caso para ver hasta qué punto afecta la carga no concentrada al
coeficiente de esbeltez.

En la introducciéon habiamos mencionado que por causa de las dimensiones de las
matrices no es facil resolver estos casos sin una herramienta informatica, por este
motivo hemos elaborado un cédigo Matlab que haremos servir para hacer todos los
calculos intermedios. El codigo Matlab se adjunta en el Anexo 1. Este cddigo es capaz de
calcular las matrices de rigidez eldstica y geométrica de cualquiera estructura que se
base en elementos portico.

A continuacién explicaremos con ejemplo sencillo todo el procedimiento de calcular el
coeficiente de esbeltez por el método matricial para que se pueda entender con
facilidad. El codigo Matlab lo que lleva basicamente es la traduccion de todo este
procedimiento a lenguaje informatico.

Tenemos una columna (empotrada un extremo y con movimiento vertical permitido en
el otro) sometida a una carga puntual que se muestra en la Figura 11.

T

Figura 11: Elemento empotrado-apoyada
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Como hemos dicho antes que el caso de una columna resolveremos aplicando el
principio de superposicion (El elemento viga mas el element barra).

El primer paso es de discretizacién segln lo cual un cuerpo continto se divide en una
serie de regiones contiguas y disjuntas entre si, llamadas elementos finitos. Los
elementos finitos se unen entre si en un nimero finito de puntos, llamados nodos. Sélo
los desplazamientos nodales se consideran independientes y el desplazamiento de un
punto cualquiera, viene determinado por los desplazamientos de los nodos del
elemento al que pertenece el punto.

Por lo tanto, en este caso hemos discretizado el cuerpo continuo en dos elementos y en
tres nodos cada uno con tres grados de libertades. En la Figura 12 podemos ver la
discretizacion del elemento en dos elementos finitos.

Figura 12: Elemento discretizado

Como tenemos dos elementos, habra dos matrices de rigidez que deberan ensamblarse
para obtener la matriz global. En los capitulos anteriores hemos explicado con detalle
gue como calcularemos matriz de rigidez elastica y geométrica.

Matrices de rigidez elastica:

I [ o
21 0O 12
}\'I' _ u 0 td i
Fal-g o 0 ¢ (7.1)
50 0 12 —6f 0 12
] ] fal 2= 1] Gl 4f=
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(2) gro| 0 il 44

K = =
E 3 v & 0 0 é (7.2)
g1 0 12 of 0 12
90 0 el 20 —af 4!“3_.
¢ = AL/

Matriz de rigidez ensamblada:

=—3[0 0 447 —af 20
£ (7.3)

51 0 0 —6f 24 0

6L 0 0 2 0 8~

La matriz final de rigidez eldstica es de dimension (5x5), en teoria tenia que ser de (9x9)
porque tenemos tres nodos y cada nudo tiene tres grados de libertades. Pero como que
los movimientos de nudo de 3 totalmente y de nudo 1 parcialmente estdn restringidos,
podemos simplificar las filas y columnas que corresponden a estos nodos. De misma
manera también podremos simplificar la matriz global de rigidez geométrica.
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Matriz de rigidez geométrica:

%]

0 6/5

(1) p3|0 {10 2/ /15
A (7.4)

510 —6/5 —£/10 0 6/5

6 L0 £/10 —£/30 0 —£/10 20715

470

510 6/5
610 £/10 2£/15 (7.5)
710 0 0 0

810 —6/5 —£/10 0 6/5

910 £10 —£/30 0 —£/10 202/15]

Matriz de rigidez geométrica ensamblada:

1fo o 0 0 0
410 0 0 0 0

K = —% 310 0 202/15 —£/10 —£*/30 (7.6)
510 0 —£/10  12/5 0
60 0 —£/30 0 42715 |

Una vez determinadas los dos matrices ya podemos hacer ensamblaje, pero antes
haremos unos ajustes para facilitar los calculos. Consideraremos P = 1 y multiplicaremos
la matriz de rigidez geométrica por A que serad la carga critica de pandeo.
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Matriz global de rigidez:
¢ — 0 0 0
—¢ 2¢ 0 0 0
.2 M (NPT T
s _ 4 _ = R
00 A -mE M E Pt E
18 12 a2 (7.7)
0 0 —-6l+—— 24——— 0
10 El 5 EI
, 1M , 4 A
0 0 2F4+—— 0 - — — —
30 El 15 EI
El siguiente paso es de calcular el determinante de matriz global.
|Kp+ AKE| = 0. (7.8)

Consideraremos que:

w = M?/EIL
b —g 0
¢ 2¢ 0
00 j(j—i_
15
i
0 0 —6+-—
T
L
0 0 24+ —
30

0
0

1]

—6 + —
"0

12(2—

0

L

o

5

0

El determinante de este matriz nos lleva hasta la siguiente Ecuacién polindmica:

3’ — 220u% + 3, 840u — 14,400 = 0

(7.10)

Ahora calcularemos raices de esta Ecuacion polindmica y quedaremos con la raiz mas

pequefiia. Las raices de esta Ecuacion son siguientes:

n=5.1772

w=18.775

W =49.381

El valor mas pequeno es de 5.1772. Por lo tanto, guedamos con este valor.
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Sabemos que:

AlZ
W=7 (7.11)
Por lo tanto:
2
51772 = % (7.12)
1= 5.17;2151 (7.13)

Ya sabemos el valor de la carga critica, lo que haremos ahora serd igualar este valor de
la carga con la de la carga critica de Euler.

Carga critica de Euler:

m2El
P = 7.14
Leq = SL

L es la longitud total del cuerpo continuo.

n?El _ 5.1772EI

AR (7.15)
[ =0.5L
T2EI 5.1772EI

= (7.16)

B2L2 ~  0.25L2
De aqui podemos sacar el valor de B:
B = 0.699

El valor exacto de B para este caso es de 0,7 y el error es muy pequefio, del orden del
0,1%. Para resto de casos no haremos paso por paso sino que solo mostraremos
resultados en una tabla.
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7.1.

Elementos de seccion constante con fuerzo aplicada variable

Aqui tenemos el primer caso de elementos de seccidon constante con fuerza aplicada

variable. La Norma Basica de Edificacion “NBE-EA” utiliza una férmula concreta que esta

mencionada en la Tabla 1 para determinar el valor del coeficiente B para diferentes

condiciones de contorno de elementos de seccién constante con esfuerzo aplicada

variable. La tabla tiene la formulay los valores de B para diferentes casos en funcién de

la relacion N’/N.

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

Coeficiente

0.880

1.880

0.729
0.761
0.792
0.818
0.846
0.875
0.901
0.927
0.950
0.975
1.000

0.510

3.090

0.56%9
0.582
0.596
0.610
0.623
0.636
0.648
0.663
0.675
0.687
0.700

1.650

5.420

i

0.429
0.462
0.455
0.524
0.553
0.579
0.605
0.629
0.654
0.676
0.700

segun el caso

0.930 2.180
7.720 0.800
ol *“é
T ™
0.355 1.122
0.376 1.238
0.392 1.346
0.407 1.440
0.421 1.532
0.434 1.620
0.4495 1.704
0.462 1.784
0.474 1.856
0.488 1.928
0.500 2.000

Tabla 1: El valor de B en funcion de N’/N y condiciones de contorno

Los parametros “C” y “K” son dos constantes que cogen diferentes valores segun las

condiciones de contorno. “N” es la carga maxima a un extremo del elemento y “N’” es

Pagina 39



Determinacion del coeficiente de esbeltez de columnas mediante MEF Memoria

la carga minima a otro extremo del elemento. La variacién de la carga de un extremo a
otro es lineal. Debemos tener en la cuenta que la carga aplicada solo afecte a matriz de
rigidez geométrica y por lo tanto, la matriz de rigidez elastica de todos los subelementos
serd igual.

Lo que haremos nosotros sera calcular el coeficiente  para todos los casos mencionados
en la tabla superior por el método matricial y comparar los resultados. Esta comparacion
se hara mediante error relativo. El Anexo B adjuntado contiene una serie de tablas, una
para cada contorno.

Estas tablas tienen valores de la carga critica y del coeficiente de esbeltez de primera
(de tres nodos) y segunda (de cinco nodos) discretizacion. Aunque el error relativo de
primera discretizacion (de dos elementos finitos) es bastante pequefia que podemos ver
en las tablas de Anexo 2, hemos hecho una segunda (de cuatro elementos finitos) para
mejor los resultados. Y hemos conseguido que el error sea menor que de primera
discretizacion, ademas tenia que ser asi, segln el criterio de convergencia a medida que
aumentamos el nimero de elementos finitos la solucién extiende a valor exacto.

En La Tabla 2 calculando el error relativo hemos hecho una comparaciéon de los
resultados que hemos obtenido nosotros con los que nos facilita la Norma Basica de

Edificacion.
Empotrada Bi Empotrada Bi Apoyada
Apoyada Empotrada Libre Articulada Empotrada

0 2,785 6,417 1,097 3,164
1,082 1,595 5,735 0,263 2,749
2,020 0,510 5,052 0,252 2,181
2,099 0 3,819 0,366 1,639
1,989 0,237 3,067 0,354 1,284
1,554 0 2,407 0,228 0,943
1,322 0,445 1,659 0,443 0,771
0,953 0,432 1,401 0,431 0,301
0,765 0,210 0,700 0,105 0,148
0,295 0,614 0,259 0,205 0
0,114 0,016 0,002 0,040 0,011

Tabla 2: El error relativo en % entre B de "NBE-EA” y B calculada por MEF

Vemos que el error en todos los casos es relativamente muy pequeio, viendo los
resultados obtenidos mediante método matricial podemos decir que la formula
mencionada en la Norma Basica de Edificacidn es bastante precisa para determinar el
coeficiente de esbeltez.
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7.2.

Elementos con carga puntual intermedia

En este caso los valores de coeficiente beta estan en funcién de la relacidn 71 que define

la posicion de la carga en caso anterior era en funcién de N’/N. Para cada posicion hay

un valor de B.

La “NBE-EA” calcula la B mediante estas dos férmulas.

(7.2.1)

(7.2.2)

Aqui “Pi” esla carga puntal y Bi es el coeficiente correspondiente a “Pi” como si actuase

aisladamente. La siguiente tabla es de “NBE-EA” que contiene valor de beta en funcién

de las condiciones de contorno y de las posiciones de la carga.

1:/1

0.0
0.1
0.2
0.2
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

-
|
L =
Pieza
biarticulada
B Bs
1.000 1.000
0.898 0.806
0.805 0.649
0.741 0.549
0.711 0.506
0.707 0.500
0.703 0.494
0.671 0.451
0.592 0.351
0.440 0.194
0.000 0.000

Pieza libre y
empotrada

1.000
0.800
0.600
0.400
0.200
0.000

I}S
4,000
3.240
2.560
1.960
1.440
1.000
0.640
0.360
0.160
0.040
0.000

-
>l
L =
Pieza
empotrada y
apoyada
B B=
0.699 0.4896
0.605 0.3662
0.533 0.2850
0.481 0.2319
0.458 0.2101
0.456 0.2085
0.440 0.1942
0.392 0.1543
0.306 0.0938
0.173 0.0310
0.000 0.0000

Pieza
biempotrada

B
0.500
0.494
0.471
0.430
0.387
0.364
0.362
0.340
0.279
0.163
0.000

I}S
0.2500
0.2446
0.2219
0.1851
0.1502
0.1326
0.1311
0.1159
0.0781
0.0285
0.0000

Tabla 3 : B en funcién del punto de aplicacién de carga y condiciones de contorno.
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Con el método matricial cuando calculamos el coeficiente de esbeltez de los elementos con carga puntual aplicada a intermedio la que hacemos es anular la matriz de rigidez
geométrica de todos los subelementos que estan sobre la posicién de la carga, en este caso tenemos once nodos y por lo tanto, diez subelementos. Y como el caso anterior
la seccidn es constante y homogénea la matriz de rigidez elastica de todos los subelementos es idéntico.

A continuacion hay dos tablas, la Tabla 4 contiene valores de B de diferentes casos segtn las condiciones de contorno y en la Tabla 5 una vez mas, para comparar los resultados
hemos calculado el error relativo entre B de “NBE-EA” y  determinadas por método matricial (MEF).

Empotrada — Libre Empotrada - Apoyada Bi- Empotrada Bi -Articulada
/1 Beta Beta Beta Beta Beta Beta Beta Beta
NBE-EA NBE-EA NBE-EA NBE-EA

0 2 1,998 0,699 0,696 0,5 0,497 1 0,9997
0,1 1,8 1,799 0,605 0,603 0,494 0,493 0,898 0,912
0,2 1,6 1,599 0,533 0,531 0,471 0,469 0,805 0,834
0,3 1,4 1,399 0,481 0,479 0,43 0,427 0,741 0,755
0,4 1,2 1,199 0,458 0,458 0,387 0,385 0,711 0,738
0,5 1 1 0,456 0,456 0,364 0,363 0,707 0,731
0,6 0,8 0,799 0,44 0,439 0,362 0,361 0,703 0,726
0,7 0,6 0,599 0,392 0,392 0,34 0,34 0,671 0,71
0,8 0,4 0,399 0,306 0,305 0,279 0,279 0,592 0,653
0,9 0,2 0,199 0,173 0,175 0,168 0,167 0,44 0,486

1 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabla 4: Los valores de B cal calculados por MEF y de los "NAE-EA”
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11/1 Emp.-Libre | Emp.-Apo. | Biempotrado | Biarticulado
1 0,060 0,429 0,600 0,020
0,9 0,011 0,330 0,202 1,559
0,8 0,006 0,375 0,424 3,602
0,7 0,007 0,415 0,697 1,889
0,6 0,016 0 0,516 3,797
0,5 0 0 0,274 3,394
0,4 0,012 0,227 0,276 3,271
0,3 0,016 0 0 5,812
0,2 0,050 0,326 0 10,304
0,1 0,100 1,156 0,595 10,454
0 0 0 0 0

Tabla 5: El error relativo en % entre  de "NBE-EA"” y B calculada por MEF
En general una vez mas el error relativo no es muy grande, solo en caso de elemento
biarticulado cuando el punto de aplicacién es muy pequefio llega hasta 10%.

Ademas de esto hemos encontrado un error en el catdlogo de “NBE-EA” los valores °
de tabla 3 que hemos cogido des de “NBE-EA” no corresponden a f° sino que
corresponden a $2. Y creemos que ha sido un error de impresion.
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7.3. Andlisis con carga puntual descentrada intermedia

Ademds de comparar los resultados que hemos obtenido de elementos con carga
puntual intermedia con los que nos dice la “NBE-EA”, se ha realizado un andlisis
suponiendo que la carga no esta aplicada en el centro de la seccién de la columna como
es en la realidad que las columnas tienen un apoyo donde descansen las vigas. Se
analizan dos distancias diferentes, en primer lugar consideraremos que la distancia
entre el centro de la seccién y de la carga es de 5% de la longitud total de la columna
(L) y en segundo lugar la distancia es de 20% de la longitud total.

Para ver la diferencia hemos hecho siguientes graficos:
-El color azul es de carga centrada.

-El color amarillo es de carga descentrada (5% de L).
-El color gris es de carga descentrada (20% de L).

BI-EMPOTRADA

Figural: Curvas de variacion del B del elemento bi-empotrado.

BI.ARTICULADA

Figura 2: Curvas de variacion del B del elemento bi-articulado.
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EMPOTRDA-APOYADA

Figura 3: Curvas de variacion del B del elemento empotrado-apoyado.

EMPOTRADA-LIBRE

Figura 4: Curvas de variacion del B del elemento empotrado-libre.
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Basandonos en estos graficos podemos decir que a medida que aumenta la distancia
entre el centro de la seccién y del punto de aplicacidn de carga el coeficiente de esbeltez
también aumenta y no hemos encontrado ni tan solo un unico caso en que el coeficiente
de carga descentrada sea menor que de la carga centrada, aunque este aumento no es
muy grande en primer caso, porque la distancia entre el centro de la seccién de la
columna y del punto de aplicacién de la carga es muy pequefio, pero en segundo caso
se ve con mas claridad que a medida que aumenta la distancia el valor del coeficiente
de esbeltez también aumenta.

Es légico que sea asi porque cuando la carga no es centrada ademads de la carga hay un
momento y el parecer el momento esto favorece el pandeo. Por lo tanto, el coeficiente
de carga no concentrada debe ser mayor que el de la concentrada.
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8. Resumen de Presupuesto
Resumen de presupuesto
Capitol Importe
Estudio iimplementacién de las matrices y el cédigo Matlab | 3795 €
Elaboracion de codigo Matlab 5600€
Realizacion de calculos 1650€
Avaluacion de resultados 1155 €
Presupuesto De Ejecucidon Material (PEM) 12200€
Presupuesto general
Presupuesto De Ejecucion De Material (PEM) 12200€
13 % de gastos generales 1586€
8 % de beneficio Industrial 976€
Presupuesto De Ejecucion Para Contrato Sin IVA 14762€

El presupuesto de ejecucion es de catorce mil siete cientos sesenta dos euros
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9. Conclusiones

Al finalizar el trabajo podemos decir que hemos alcanzado todos los objetivos que
habiamos marcado a iniciar el trabajo, y los resultados obtenidos de los tres casos son
bastante satisfactorios.

Hablando de los dos primeros casos, elementos de seccion constante sometidos a carga
variable y elementos con carga puntual aplicada en la zona intermedia no esperabamos
que los valores fueran tan semejantes con los de Normativa Basica de Edificacion, en
mayoria de situaciones el error es de menos de 1%. Esto demuestra que las formulas
utilizada por “NBE-EA” son bastantes precisas.

Al hacer andlisis grafico entre carga puntal descentrada aplicada en la zona intermedia
de los elementos se ha visto a medida que aumenta la distancia entre centro de la
seccidn y del punto de aplicacion de carga el coeficiente de esbeltez también aumenta
y no hemos encontrado ni tan solo un Unico caso en que el coeficiente de carga no
concentrada sea menor que de la carga centrada. Y nos parece légico que sea asi porque
cuando la carga no es centrada ademas de la carga hay un momento y el parecer el
momento esto favorece el pandeo. Por lo tanto, el coeficiente de carga descentrada
debe ser mayor que el de la centrada.

Por ultimo me gustaria hacer mencidn de la elaboracién del cédigo de Matlab sin este
codigo no se hubiera logrado nuestro objetivo porque no habia manera de calcular las
matrices de hasta (30x30) y sus determinantes. El cédigo elaborado es capaz de calcular
la matriz de rigidez eldstica y geométrica de cualquier estructura que se base en
elementos pérticos. Para el estudio elaborado no hubiera sido posible el calculo manual
de las matrices de hasta (30x30) y sus valores propios. Viendo estas utilidades de
herramientas informaticas nos hace entender su importancia tecnolégica en el avance
de cualquier ambito.
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11. ANEXOS

11.1. Anexo-A
Codigo MATLAB elaborado

El cédigo tiene dos funciones (functions), la primera calcula la matriz de rigidez eldstica
y la segunda la matriz de rigidez geométrica y ademas suma las dos y calcula

determinante.

Los mecanismos de determinar y simplificar la matriz en dos casos son bastante
semejantes, por esta razon los codigos de las dos funciones parecen mucho.

En los dos funciones los datos de entradas son igual, hay tres variables de entradas.

e El vector “BC” de las condiciones de contorno. La longitud del vector se
determina multiplicando grados de libertad (en nuestro caso tenemos tres
grados libertad) por numero de nodos. Este vector es de ceros y unos, cero
representa a movimiento restringido y uno el contrario.

e El segundo vector es “nodecoodinates”,

coordinadas de cada nodo.

e Y Ultimo es el vector “elementNodes”,

en este vector determinamos las

aqui explicamos que como estan

interconectados los nodos para forma la estructura final .

function stiffness=formStiffnessGrid (GDof,
numberElements, elementNodes, xx,vyy,E, I,G,J)

% funcién para calcular la matriz de rigidez eléastica

syms E
syms
syms
syms
syms

H G H®

BC=[0;0;0;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1];%(x,teta,vy)

%condiciones de contorno

0.5; 0 1; 0 1.5;

nodeCoordinates=[0 0; O
)
)

xx=nodeCoordinates(:,1
yy=nodeCoordinates(:,2
elementNodes=[1 2; 2 3;

I

; 3 4; 4 5]

numberNodes=length (nodeCoordinates)
numberNodes=size (nodeCoordinates, 1) ;
numberElements= size (elementNodes, 1) ;

% GDof: numero total de los grados de libertad

GDof=3*numberNodes;

fness=vpa (zeros (GDof)) ;

o° W

tif
sf=1
si=1

o\®

0

2]1;

este vector es de las
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En este parte del cddigo sirve para calcular la matriz de cada subelementos y sumar los
todos.

for e=l:numberElements;
indice=elementNodes (e, :) ;
elementDof=[...
(indice (1)-1)*3+1 (indice(l)-1)*34+2 (indice(1l)-1)*3+3
(indice (2)-1) *3+1 (indice(2)-1)*3+2 (indice(2)-1)*3+3]
xa=xxX (indice (2)) -xx (indice (1))
ya=yy (indice (2))-yy(indice (1))
U=sqgrt (xa*xatya*ya)
C=xa/U
S=ya/U
$I = £*1I
$J =J/f
al 12*E*I/ (L*L*L) ;
a2 = 6*E*I/(L*L);
G*J/L;
4*E*T/L;
ab = 2*E*I/L;
% matriz en eje locals
k =[al 0 a2 -al 0 a2 ; 0 a3 0 0 -a3 0
a2 0 a4 -a2 0 a5 ; -al 0 -a2 al 0 -a2
0 -a3 0 0 a3 0; a2 0 a5 -a2 0 a4]

A
Sw
([l

% matriz de transformaciodn
a=[1 0 0; 0 C S;0 -S C]
R=[a zeros(3);zeros(3) al
stiffness (elementDof,elementDof)=...
stiffness (elementDof,elementDof)+R'*k*R
if 1 < 5
$ £ = £f-0.5

o e
D

[

9]

®

o° o©

-
3

(e

Y

+

=

end

El dltimo trozo sirve para simplificar la matriz.

D = zeros (3*numberNodes, 1)
D = BC

D(3,1)

$Stiffness = stiffness*D
p = GDof

n =1

i=0

MA =zeros (i, 1)
for e= 1:1:p;
D(n)
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i = i+l
Mres (i) = b Smoviments restringits
n = n+l
else
n = n+l
end
end

stiffness(:,Mres) = []
stiffness (Mres, :) []
stiffness=((L*L*L)/(E*I))*stiffness

% funcién para calcular la matriz de rigidez geométrica y determinante
% de matriz global

function KG=KGGrid (GDof, ...
numberElements, elementNodes, xx,vyy,E, I,G,J)

syms
syms
syms
syms
syms
syms

U EH G HOME

% generation of coordinates and connectivities
BC=[0;0;0;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1]1%(x,teta,vy)
%generation of coordinates and connectivities
nodeCoordinates=[0 0; 0 0.5; 0 1; 0 1.5; 0 2]
xx=nodeCoordinates (:,1)
yy=nodeCoordinates (:,2)
elementNodes=[1 2; 2 3; 3 4; 4 5]
snumberNodes=length (nodeCoordinates)

numberNodes=size (nodeCoordinates, 1)
numberElements= size (elementNodes, 1)

% GDof: global number of degrees of freedom
GDof=3*numberNodes;

KG=vpa (zeros (GDof) ) ;

f=1

for e=l:numberElements;

if £ > 3

P=20
else
P=1 4+0.05*L
end
indice=elementNodes (e, :) ;
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elementDof=[ .
(indice (1) -1)*3+1 (indice (1)
(indice (2)-1) *3+1 (indice (2)

xa=xxX (indice (2))-xx(indice (1)) ;

ya=yy (indice (2))-yy (indice (1))

U=sqgrt (xa*xatya*vya);

C=xa/U;

S=vya/U;

1) *3+42 (indice(1l)-1)*3+3
1) *3+42 (indice(2)-1)*3+3] ;

bl = P*6/(5*L);

b2 = P/10;
b3 = P*2*L/15;
b4 = P*L/30;
b5 = 0;
k = [-b1 0 -b2 Dbl 0 -b2;

b5 b5 b5 b5 b5 b5; -b2 0 -b3 b2 0 b4;
bl 0 b2 -bl 0 b2; b5 b5 b5 b5 b5 b5;-b2 0 b4 b2 0 -b3]
=[1 0 0, 0 C S;0 -5 C];
[b zeros (3);zeros(3) bl;
KG (elementDof,elementDof)=...
KG (elementDof,elementDof) +R'*k*R
f = f+1
end
D = zeros (3*numberNodes, 1)
= BC
p = GDof

b
R=

g

MA =zeros (i, 1)
for e= 1:1:p;

D(n)
if D(n) == 0;
t =n
i i+1
Mres (i) = t %moviments restringits
n = n+l
else
n = n+l
end
end
KG(:,Mres) = []
KG (Mres, :) = []
syms Q x
KG = x*KG;

stiffness=formStiffnessGrid (GDof, ...
numberElements, elementNodes, xx,vy,E,I,G,J);

Kglobal=KG+stiffness
D1 =det (Kglobal)
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D2 =
D3 =

D4
D5

D6 =
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11.2. Anexo-B
Coeficientes B de elementos de seccidn constante sometidos a carga variable:

Las siguientes tablas tienen dos valores de B, uno del elemento de 3 nodos y el otro del
elemento de 5 nodos, y el error relativo (respeto valor que nos propone la “NBE”) en %
para cada valor de B.

Beta Error Error

N'/N | "NBE" A Beta En % A Beta En %

0 0,729 | 4,7690 | 0,719 |1,371742112| 1,1343 0,737 1,09739369
0,1 0,761 | 4,3931 | 0,749 |1,576872536| 1,0595 0,763 [0,262812089
0,2 0,792 | 4,0646 | 0,779 |1,641414141| 0,9878 0,79 0,252525253
0,3 0,818 | 3,7766 | 0,808 |1,222493888 1 0,815 |[0,366748166
0,4 0,846 | 3,5229 | 0,836 |1,182033097 | 0,866441| 0,843 |0,354609929
0,5 0,875 | 3,2984 | 0,864 |1,257142857|0,809377| 0,873 |0,228571429
0,6 0,901 | 3,0989 | 0,892 |0,998890122 | 0,766646| 0,897 |0,443951165
0,7 0,927 | 2,9206 | 0,919 |0,862998921 | 0,723883 | 0,923 |0,431499461
0,8 0,95 2,7607 | 0,945 |0,526315789|0,684931| 0,949 |[0,105263158
0,9 0,975 | 2,6165 | 0,971 |0,4102564100,651559| 0,973 |0,205128205
1 1 2,48596 | 0,999 |0,3740000000,617344| 0,9996 |0,040000000

Tabla 6: Los valores de B y el error relativo del elemento biarticulado

Beta Error Error
N'/N | "NBE" A Beta En % A Beta En %
0 0,429 12,000 | 0,453 | 5,594405594 | 3,34586 | 0,429 0

0,1 0,462 10,710 | 0,479 3,67965368 | 2,95558 | 0,457 | 1,082251082
0,2 0,495 9,6379 | 0,505 2,02020202 | 2,61956 | 0,485 2,02020202
0,3 0,524 8,7402 | 0,531 | 1,335877863 | 2,3357 | 0,513 | 2,099236641
0,4 0,553 7,9817 | 0,555 | 0,361663653 | 2,0976 | 0,542 1,98915009
0,5 0,579 7,3352 | 0,579 0 1,89773 | 0,57 1,554404145
0,6 0,605 6,7793 | 0,603 | 0,330578512 | 1,7291 | 0,597 1,32231405
0,7 0,629 6,2972 | 0,625 | 0,635930048 | 1,58579 | 0,623 | 0,953895072
0,8 0,654 58761 | 0,648 | 0,917431193 | 1,46298 | 0,649 | 0,764525994
0,9 0,676 5,5055 0,67 0,887573964 | 1,35689 | 0,674 | 0,295857988

1 0,700 5,1772 | 0,6992 | 0,114285714 | 1,26451 | 0,6992 | 0,114285714
Tabla 7: Los valores de B y el error relativo del elemento empotrado-apoyado
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N'/N | Beta "NBE" A Beta Error en % A Beta Error en %

0 0,569 8,3489 | 0,543 | 4,569420035 | 1,78490 | 0,587 | 3,163444640
0,1 0,582 7,9037 | 0,5587 | 4,003436426 | 1,72083 | 0,598 | 2,749140893
0,2 0,596 7,4932 | 0,574 | 3,691275168 | 1,65965 | 0,609 | 2,181208054
0,3 0,610 7,1151 | 0,588 | 3,606557377 | 1,60128 0,62 1,639344262
0,4 0,623 6,7671 | 0,603 | 3,210272873 | 1,54567 | 0,631 | 1,284109149
0,5 0,636 6,4466 | 0,618 | 2,830188679 | 1,49273 | 0,642 | 0,943396226
0,6 0,648 6,15113 | 0,633 | 2,314814815 | 1,44235 | 0,653 | 0,771604938
0,7 0,663 5,8785 | 0,647 | 2,413273002 | 1,39445 | 0,665 | 0,301659125
0,8 0,675 5,6266 | 0,662 | 1,925925926 | 1,34892 | 0,676 | 0,148148148
0,9 0,687 5,3934 | 0,676 | 1,601164483 | 1,30564 | 0,687 0

1 0,700 5,1772 |0,6992 | 0,114285714 | 1,26451 | 0,699 | 0,011428571
Tabla 8: Los valores de B y error relativo del elemento apoyado-empotrado

N'/N Beta "NBE" A Beta Error en % A Beta Error en %
0 0,359 19,4192 | 0,356 | 0,835654596 | 4,51686| 0,369 | 2,78551532
0,1 0,376 17,8200 | 0,372 | 1,063829787 | 4,22406| 0,382 |1,595744681
0,2 0,392 16,4429 | 0,387 | 1,275510204 | 3,95646| 0,394 |0,510204082
0,3 0,407 15,2483 | 0,402 | 1,228501229 | 3,70846 | 0,407 0

0,4 0,421 14,2049 | 0,416 | 1,187648456 | 3,48153| 0,42 |0,237529691
0,5 0,434 13,2874 | 0,43 | 0,921658986 | 3,27455| 0,434 0

0,6 0,449 12,4757 | 0,444 | 1,113585746 | 3,0861 | 0,447 |0,445434298
0,7 0,462 11,7533 | 0,458 | 0,865800866 |2,91457| 0,46 |0,432900433
0,8 0,474 11,1066 | 0,471 | 0,632911392 | 2,75839| 0,473 |0,210970464
0,9 0,488 10,5224 0,484 | 0,819672131 | 2,61599 | 0,485 |0,614754098
1 0,500 10,0000 | 0,496 | 0,800000000 | 2,486 |0,49992 |0,016000000

Tabla 9: Los valores de B y el error relativo del elemento Biempotrado:

N'/N | Beta "NBE" A Beta Error en % A Beta Error en %
0 1,122 2,48596 | 0,9996 | 10,90909091 | 0,557477 | 1,05 |6,417112299
0,1 1,238 2,02590| 1,103 |10,90468498 | 0,452928 | 1,167 |5,735056543
0,2 1,346 1,66510| 1,217 |9,583952452 |0,377376| 1,278 |5,052005944
0,3 1,440 1,39409| 1,33 |7,638888889 | 0,32167 | 1,385 |3,819444444
0,4 1,532 1,19055| 1,439 |6,070496084 | 0,279471| 1,485 |3,067885117
0,5 1,620 1,03500| 1,544 |4,691358025 |0,246642 | 1,581 |2,407407407
0,6 1,704 0,91348| 1,643 |3,579812207 | 0,220488 | 0,943 |44,65962441
0,7 1,784 0,81646| 1,738 |2,578475336|0,199219| 1,759 |1,401345291
0,8 1,856 0,73750| 1,829 |1,454741379 |0,181614| 1,843 |0,700431034
0,9 1,928 0,67212| 1,916 [0,622406639 | 0,166817 | 1,923 |0,259336100
1 2,000 0,61717|1,9994 | 0,030000000 | 0,154218 | 1,99996 | 0,002000000

Tabla 10: los valores de B y el error relativo del elemento empotrado-libre
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11.3. Anexo C

Presupuesto

Memoria

En este documento explicaremos en detalle el presupuesto necesario para realizacion

del nuestro trabajo.

Precio unitario

Concepto Precio Unitario
Ingeniero 33 €/h
Técnico informatico 21€/h
Matlab 2000 €
Presupuestos parciales
Estudio e implementacidon de la matriz de la rigidez total:
Mano de obra Precio unitario | Horas Total
Ingeniero 33 €/h 115h 3795 £
Elaboracion del cédigo Matlab:
Mano de obra Precio unitario | Horas Total
Técnico informatico | 24 €/h 150 h 3600 €
Material
Matlab 2000€
Precio total 5600€
Realizacion de calculos:
Mano de obra Precio unitario | Horas Total
Ingeniero 33 €/h 50h 1650 €
Avaluacion de resultados:
Mano de obra Precio unitario | Horas Total
Ingeniero 33 €/h 35h 1155 €
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Resumen de presupuesto

Capitol Importe
Estudio iimplementacién de las matrices y el codigo Matlab | 3795 €
Elaboracion de cédigo Matlab 5600€
Realizacidn de cdlculos 1650€
Avaluacioén de resultados 1155 €
Presupuesto De Ejecucidon Material (PEM) 12200€
Presupuesto general
Presupuesto De Ejecucion De Material (PEM) 12200€
13 % de gastos generales 1586€
8 % de beneficio Industrial 976€
Presupuesto De Ejecucion Para Contrato Sin IVA 14762€

El presupuesto de ejecucion es de catorce mil siete cientos sesenta dos euros
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