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Aquest llibre presenta una col-lecciéo de problemes resolts de Resisténcia de Materials
1 Introduccié al Calcul d’Estructures per a estudiants d’Enginyeria i Arquitectura, que
pretenen cobrir els temes basics i que s’han seleccionat tenint en compte 1’experiéncia
dels autors en la docéncia d’aquestes disciplines a 1’Escola Politécnica Superior de la
Universitat de Girona.

L’objectiu del llibre és que I’estudiant trobi exercicis que li serveixin de complement per
a una correcta comprensio dels conceptes teorics i li mostrin, d’una manera esquematica,
I’aplicacid practica d’aquesta materia fonamental en el disseny d’elements resistents.

Si bé I’ordre dels capitols s’adequa al que podria ser un temari classic en una assignatura
introductoria, I’estructura actual dels plans docents universitaris fa que el llibre no
segueixi una assignatura en concret de Resisténcia de Materials i Estructures de les que
s’imparteixen en els primers cursos dels estudis esmentats. Creiem, pero, que I’estudiant
hi trobara el més fonamental de cada tema, de manera que podra seleccionar els exercicis
que més s’adaptin al seu pla d’estudis i, al mateix temps, disposara d’exemples per
complementar la matéria cursada.

Malgrat tot, és impossible que un llibre com aquest cobreixi de manera exhaustiva totes
les tipologies de problemes i tots els graus de complexitat; tampoc ho hem pretes: el
nostre objectiu ha estat seleccionar exemples significatius de cada tema, que permetin
il-lustrar els conceptes teorics.

Finalment, volem donar les gracies a tots els que d’una manera o altra han fet possible que
aquest llibre surti a la llum, i molt especialment a I’Imma Duran, per la seva inestimable

ajuda en ’edicid de textos i figures.

Els autors.






1.Analisi de tensions i deformacions

1. Analisi de tensions i deformacions

Problema 1.1. El vector corriment, Ep, d’un punt P d’un medi continu elastic, té
per components referides a un sistema de coordenades ortogonal, amb origen
al punt O:

u=4-10"-x°
v=8-10"*-2"+10""y
w=-2-10".y?

Determineu:
a) El tensor de deformacions de I’estat definit per u, vi w.
b) Les deformacions i direccions principals en el punt P (0.5, 1, 0.5).
¢) Les deformacions intrinseques en la direccio opP , en el punt P.

a) El tensor de deformacions de ’estat definit per u, v i w.

El tensor de deformacions s’obté derivant els corriments respecte a les variables x, y, 1 z:

gxx:a_”zg.lo—‘*x yxy:a_”Jr@:o
ox dy Ox
g, :%:10_4 7 :?+%:16-10_42—4-10_4);:4-10_4(4z—y)
z
gzz:a_W:O zx:a_w+a_u=0
oz ox Oz

Per tant, ¢l tensor de deformacions [D] resultant és:

1 1
Ce T 57| TR0 0 0
[D]= %yxy e, %;/yz = 5° 107 2:10*(4z-y)
1 1 0 2:107%(4z-y) 0
_57’“ EJ/yz &z |

b) Les deformacions i direccions principals en el punt P (0.5, 1, 0.5).

El tensor de deformacions en el punt P s’obté substituint les coordenades del punt:

4.107 0 0
[D],=| O 0% 210"
0o 210" 0



1.Analisi de tensions i deformacions

Per determinar les deformacions principals, es calculen els valors propis del tensor
anterior, solucionant I’equacio

det([D]-&1)=0

on [ és la matriu identitat.

1 1
&, —€ — —
1" 2V %7 410" -¢ 0 0
Sl 6 TE SV |F 0 10%-¢& 2107 |=0
1 1 0 2-10 —¢
— -V, E.—¢&
_27):2 27/yz z |
£ ~-1.56-107"
g, |=| 2.56-107
&y 4-107

Les direccions principals en el punt P s’obtenen determinant els vectors propis associats
a cada deformaci6 principal.

(i) Direccié principal associada a la deformacié principal &, =—1.56-10:
4107 — ¢, 0 0 |[a] [0
0 107" —¢, 2107 || B, |=|0
0 210 —¢, |y | |0

Substituinte, =—1.56-10":

556-10%a, =0
256108, + 2:107'y, =0
21078,  + 156-10"y, =0

La tercera 1 quarta equacio del sistema anterior son linealment dependents, per tant cal
afegir una condicio extra per tal de poder solucionar el sistema. Per a fer-ho s’introdueix
la segiient condicio:

2, p2 .2
ar + ;7 +y; =1

El sistema d’equacions a resoldre és:

-10 -



1.Analisi de tensions i deformacions

5.56-10" ¢, =0
256-107° 8, + 2-107'y, =0
alz + ﬁlz + 712 =1

Els valors «,, 3, 7,, solucio del sistema d’equacions anterior son les components de la

direcci6 principal associada a la deformaci6 principal &, = —1.56-10.

a, 0
B |=| 0.62 n, =[0,0.62,-0.79]
7] =079

(ii) Direccié principal associada a la deformacié principal &, =2.56-10™:

Seguint el mateix procediment que en |’apartat anterior, el sistema d’equacions a
resoldre és:

1.44-10" , =0
-1.56-10*3, + 2-107'y, =0
0‘22 + 1322 + 722 =1
a, 0
B, |=|-0.79
7, | |-0.62

i el vector propi associat a aquesta deformacio principal:
n, =[0,-0.79,~0.62]"

(iii)  Direccié principal associada a la deformacié principal: £, =4-10™:

0 =0
— 31078, + 2107y =0
+ 21078, - 4107y =0

En aquest cas només hi ha dues equacions no nul-les que imposen la condicio f =y =

0, sigui quin sigui el valor de ;. Si afegim la condicié que el vector ha de ser unitari,
llavors cal afegir la condicid

2, p2 2
ap + 7 +yr =1

que es complira sempre que a; = 1. Per tant, la direccid principal associada a la
., .. _ 4 4.
deformacio principal &, =4-107 és:

-11 -



1.Analisi de tensions i deformacions

—_—

n, = [1,0,0]

¢) Les deformacions intrinseques en la direccié OP, en el punt P.

Per calcular les deformacions intrinseques cal projectar sobre el pla perpendicular a la
direcci6 considerada.

El modul del vector OP = [0.5 1 0.5] val lopP| = \/(0.52 +17 +O.52)= 1.22 . Per tant,

el vector unitari que defineix la direccio OP és:

n=[0.41,0.82,0.82]

El vector de deformacio unitari £ s’obté multiplicant el tensor de deformacions en el

punt P, pel vector director unitari n:

4-10% 0 0 |[o041] [1.64-107
¢e=[Dln=| 0 10 2.10*||0.82|=|246-10"
0o 210" 0 0.82| |1.64-107"

Per tant, la deformaci6 intrinseca en la direcci6 normal al pla perpendicular al vector

unitari #:

0.41
—z-n=[1.64-10" 246-10° 1.64-10"]-0.82|=4.03-10"
0.82

gl’l

I la deformaci6 intrinseca en la direccid tangent al pla perpendicular al vector unitari n:

ey =Je? — 2 =/(1.64:107 ) + (26410 +(1.64-10* ] —(4.03-10*] =2.2-10"*

-12 -



1.Analisi de tensions i deformacions

Problema 1.2.En I’element tensionat de la Figura 1.2 determineu:

a) La tensio normal i la tensio tallant en el pla indicat.

b) Les tensions principals.

¢) Les deformacions principals. Dades:

Modul d’elasticitat del material (E) = 10° MPa

Coeficient de Poisson (v) =0.2

(Tensions en MPa)

Figura 1.2

a) La tensio normal ¢ ila tensié tallant 7 en el pla indicat.

Es defineix un sistema d’eixos de manera que |’estat tensional s’escriu:

o, =-300MPa 7., = 0MPa
o, =500 MPa r,. =400 MPa
o, =0MPa 7, =100 MPa

En notacio6 tensorial:

On Ty T -300 O 100
(r1=|z, o, t7,.|=| 0 500 400
T, T, O, 100 400 O
El vector director n del pla indicat a la Figura 1.2 és:
y
1
/L o= arctan(gj =26.6°

n=|0.447
0

z o
%: n o\ n, = cos(a) = cos(26.6°) = 0.894
s i } n, =sin(a)=sin(26.6°) = 0.447
0.894
< fF

-13 -



1. Analisi de tensions i deformacions

El vector de tensions ¢ en el pla indicat s’obté multiplicant el vector director pel
tensor de tensions:

y
~300 0 1007 [0.894] [-268
t=[r]'n=| 0 500 400|-|0.447|=| 224 |MPa

z o -
vf t 100 400 0 0 268
n
< Per tant, els moduls de la tensido normal & i de la tensio
tallant 7 valen:
al2

|

268
az‘é‘zﬁT-2=[0.894 0.447 0]-| 224 |=-140MPa
268

t = /(- 268) +2247 + 268> =440 MPa

T=|T

=l =1a]” = /l440” —[140]" = 417MPa

b) Les tensions principals.

Per calcular les tensions principals cal determinar els valors propis del tensor de
tensions:

det([D] - 5~I) =0 on I és la matriu identitat.

~300-0 0 100 o, =724MPa
0 500—c 400 |=0 o, =-166MPa
100 400 0-o o,y =—358MPa

¢) Les deformacions principals si £=10°MPa i v=0.2.

Les deformacions principals es calculen a partir de la llei de Hooke generalitzada, que
relaciona les tensions i les deformacions:

g, . Il -v -v|]| o
1 :E' - 1 —v Oy
Enr - -V 1 Oy
Per tant,
g, . 1 -02 -02 724 828-107 8.28-10°
ey |=—<-02 1  —02]|-166|=|-239-107 |=|-2.39-10° |us
0
£ ~02 -02 1 ||-358| |[-470-107| | -4.7-10°

-14 -



1. Analisi de tensions i deformacions

Problema 1.3.Dos cubs de costat 10 mm se sotmeten a les condicions de carrega i

de contorn de la Figura 1.3. Calculeu, les tensions a les cares de cada cub i
els allargaments unitaris resultants.

Figura 1.3
Dades:

Modul d’elasticitat del material (E) =2.1-10° MPa

Coeficient de Poisson (v) = 0.3

Forca aplicada (F) = 15 kN

L’estat de tensions a les cares de cada cub sera:

Les equacions, que relacionen tensions i deformacions (llei de Hooke generalitzada)
per a cadascun dels dos cubs, seran:

gxzog %(0' +0) g'x:GE"‘ %(a +0' )
gz% %(a +a) g'y:% %(a +0' )
6= %o, 0,) 5=l 1)

-15 -



1. Analisi de tensions i deformacions

En forma matricial,

' '
£, | 1 -0 -v| | o, g | 1 -0 -v| |0,
) =E -v 1 -v |0, " =E -0 1 —-v|-|o',
1 '
. -v -v 1 o &', -v -v 1 o',

Per solucionar el sistema anterior s’han de plantejar les condicions de contorn:

(1) Els dos cubs no es poden moure horitzontalment; per tant, ¢, + &' . =0.

(i) Com que l'area de contacte entre les cares és la mateixa, per equilibri de
forces s’obté que o, =o' .

(iif) La tensié o, €s igual a la forga externa £ aplicada sobre la cara dividida per

I’area de la cara, o = i =—-150MPa.
71010

(iv) La tensio o', ¢s igual a la forca externa 2-F aplicada sobre la cara dividida

per l'area de la cara, o', = I()z—ll(j =-300MPa.

(v) Com que la cara z és una superficie lliure, o, =o', =0.

'
z gz'

Les dades desconegudes son: o, ¢, £,,8',,¢&

Finalment, substituint en les expressions anteriors, s’obté:

o 0.3
S0 ~150+0)= 45 1.3.1
T e ) (13.1)
~150 03 I
- - 0 = ~150-0.3 132
© T 210° 2.1-105( +o.) 2.1-105( o) (1.32)
0 0.3 1
B - ~150)= -0.30, +45 133
© =m0 2o 0TI e 03 49) (133)
o 0.3 1
mE =T ~300) = 90 1.3.4
amor 2o 00 el %) (1.3.4)
~300 03 I
= - 0)= ~300-03 135
72107 2.110° (@, +0) 2.1-105( o) (13.5)
0 0.3 1
= - -300+0,)= 90-0.3 13.6
# om0 2o o0 e o) (1.3.6)

Igualant les equacions (1.3.1) 1 (1.3.4), s'obt¢ el valor de la tensio o =0o,'.

-16 -



1. Analisi de tensions i deformacions

2 110° (O'x +45)+ﬁ(0'x +90)= 0 = o, =—-67.5MPa

Per tant, les tensions a les cares de cada cub son:

o, =0' =-675MPa
o, =-150 MPa

o', =-300MPa

o, =0' =0MPa

Substituint el valor de o, a les equacions anteriors, s’obtenen els valors de la resta
d’incognites:
1

£, = —(-67.5+45)=-107-10"°
2.1-10

1
= -150-0.3(-67.5))=-618-10"°
e 2.1-105( ( )

1
= —0.3(-67.5)+45)=+311-10"°
S =g agr (0TS A=

g, = ;5(— 67.5+90)=+107-10"°
Y2110

1
=~ (=300-0.3(-67.5))=-133-10"°
“ 2.1-105( ( )

1
' 90 —0.3(—67.5))=+525-10"°
RETRTH (-67.5) =+

-17 -



1. Analisi de tensions i deformacions

Problema 1.4.El cub de la Figura 1.4 esta sotmés a una carrega de compressio.

Determineu:
a) La carrega maxima P que es pot aplicar de manera que no entri en

contacte amb les parets laterals.

b) La variacié de volum per a aquesta carrega.

400 mm |

{y 400 mm 400 mm r;
- ALCAT PLANTA I
Figura 1.4

Dades:
Modul d’elasticitat del material (E) = 10* MPa

Coeficient de Poisson (v) =0.2

a) La carrega maxima P que es pot aplicar de manera que no entri en contacte

amb les parets laterals.

La relacid entre tensions i deformacions en un estat tridimensional és:

- . 1 —-v -v| |0,
W =E' - 1 -vl|-|o,
-V -v 1 (o

-18 -



1. Analisi de tensions i deformacions

Les condicions de contorn del problema son:

(1) Les tensions en la direccid x son nul-les perque no hi ha contacte entre el cub
1la paret vertical, o =0.

(i) Les tensions en la direccio y son iguals a la carrega aplicada entre ’area de la

. -P
superficie, o, =———.
400 - 400

(iii) Les tensions en la direccid z no son nul-les perqué existeix contacte entre el
cub 1 la paret vertical, o, # 0.

(iv) La deformacié en la direcci6 x no és nul-la perque el cub té espai per

T 1

deformar-se. No obstant, aquesta deformacio esta limitada, 0 # ¢ < 200"

(v) La deformacio en la direccid y no és nul-la perque el cub té una superficie
lliure, la qual es pot deformar, ¢, # 0.

(vi) La deformaci6 en la direcciod z és nul-la perque no existeix espai entre el cub
1 la paret vertical i, per tant, no es pot deformar en aquesta direccio, ¢_ =0.

! 0
400 | I -02 -02 o
£, |= 7 1-02 1 02—
1-10 400-400
0 -02 -02 1 o

zz

25107 =1.2510"°P-2.10"0,

gyy

0:

=—62510"°P-2.10"0c,
12510 P+1.10% 0,

La solucio del sistema d’equacions anterior €s:

g, =-0.01
o.. =-20.8MPa
P=16.7-10°N

-19 -



1. Analisi de tensions i deformacions

b) La variacié de volum per aquesta carrega.

El volum inicial és: V. =a-b-c=400-400-400
El volum final és: Vf=a'(1+8xx)'b'(l"‘gw)'c'(l"‘gzz):
=V, - L PR (1+0)=0.9927,
400 100

Per tant, la variaci6 de volum és:

AV =V, ~V, =0992V, —V, =—0.00753V,

I la variaci6 unitaria de volum,

V= % =-0.00753=-0.753%

o

-20 -



1. Analisi de tensions i deformacions

Problema 1.5. L’element de la Figura 1.5 esta sotmés a un estat pla de tensions.

a) Determineu les tensions principals (oy i or) i la tensié tallant maxima
(ZTmax) de ’element de la Figura 1.5.

b) Dibuixeu I’estat tensional en I’orientacié corresponent a la tensio tallant
maxima, especificant I’angle que I’element ha girat.

’—: 100 MPa
y ¢
150 MPa

200 MPa 200 MPa
150 MPa T
100 MPa
Figura 1.5

a) Determineu les tensions principals (o7 i op) i la tensio tallant maxima (zuay)
de I’element de la Figura 1.5

Es defineix un sistema d’eixos 1 un conveni de signes per a o1 ren el pla:

—— T
|+ 2 $+¢

T — =

A partir de ’estat de tensions bidimensional, es construeix el cercle de Mohr:

La distancia des de I’origen de coordenades fins al centre del cercle de Mohr és

-21 -



1. Analisi de tensions i deformacions

I el radi del cercle de Mohr,

R :\/(axx ~0C) +1,.°

xy

Sabent que
o, . =200MPa

G, =-100MPa
7, =-150 MPa

el valor de la distancia OC és:

_ 200+ (-100)

ocC =50MPa

I el radi,

R =+/(200-50) +150% =+/150> +150” =212 MPa

Un cop situat el centre, C, i conegut el radi, R, del cercle de Mohr, les tensions
principals son:

o, =0C+R=50+212.13=262MPa
o, =0C—R=50-212.13=-162MPa

| 7 (MPa)

(-100, 150)

262 MPa
o (MPa)

-162 MPa

(200, —150)

-22 -



1. Analisi de tensions i deformacions

Per obtenir aquest estat tensional cal girar els eixos un angle ¢,des de P a P".

7(MPa)

0, = 1 arctan(&J

= —-arctan(l) = 22.5°= 2 rad , en sentit antihorari.
2 200-50) 2 8

AN

R

b) Dibuixeu I’estat tensional en I’orientacié corresponent a la tensié tallant
maxima, especificant I’angle que I’element ha girat.

La tensi6 tallant maxima és igual al radi del cercle de Mohr: 7, , = R=212MPa.

Per obtenir aquest estat tensional, cal girar els eixos un angle

6, =0, J_r% = % —% = %rad = 22.50° en sentit horari.

Si girem els eixos -22.5°, 'estat tensional és:

Oy = % —;Gy i - ;Gy COS(2¢9)—TW sin(2t9)

200 +(~100) , 200 (-100)

O(ns) =

cos(—45)—(~150)sin(- 45) = 50 MPa

-23 -



1. Analisi de tensions i deformacions

200 +(-100) , 200 (-100)

: cos(—225)—(~150)sin(- 225) = 50 MPa

O (L225-90) =

Per tant, la representacid grafica de 1’estat tensional €s:

S’observa que la tensio normal és correspon amb el valor de I’abscissa del centre del
cercle de Mohr, 1 igual en totes les cares de I’element.

-4 -



1. Analisi de tensions i deformacions

Problema 1.6.Les deformacions a les galgues a i b de la Figura 1.6 son 125u¢ i
200ue, respectivament, i la deformacio angular, y,, = SOue.

a) Calculeu la deformacio de la galga c.
b) Calculeu les deformacions principals.

¢) Si es considera que les galgues estan situades en un punt on ’estat de
tensions ¢és pla, calculeu ¢ i les tensions o , o; .

.| il

X

450

gt

|
\
\
\
\
b
\
\
\
\
|

Figura 1.6
Dades:
Modul d’elasticitat del material (E) = 2.1-10° MPa

Coeficient de Poisson (v) = 0.3

a) Calculeu la deformacio de la galga c.

La deformacié de la galga c és igual a ¢, ila de la galga b, igual a ¢ :

E. =&

X c

£, =&

La deformacio de la galga a es pot calcular a partir de les deformacions ¢, ,¢ .7, -

5 = &, ;‘gy n &g, ;gy COS(ZH)_%SIH(ZH)
ga _ gx "'2200 n gx _200 'cos(2.45)_%,sln(2-45)

1252 =¢_+200-50, per tant, & = ¢, =100us

-25 -



1. Analisi de tensions i deformacions

b) Calculeu les deformacions principals.

Per calcular les deformacions principals s’utilitza el cercle de Mohr.

&, =100ue
g, =200ue
7y =50us

El centre del cercle de Mohr és:

oC =M: 150#5

I el radi:

R= \/(200—150)2 +(?T -

2
= 50%(?) =559u¢

Per tant, les deformacions principals son:
g, =0C+R=150+55.90=206uc

£, =0C—R=150-55.90 = 94.1¢

Per obtenir aquest estat de deformacions cal girar els eixos un angle 9,des de P a P'.

z
2

1 50,7 1 1 o
6, = —-arctan| —~=— | = —-arctan| — | = 0.23rad =13.3°, en sentit antihorari.
2 200-150 | 2 2

-26 -



1. Analisi de tensions i deformacions

¢) Si es considera que les galgues estan situades en un punt on ’estat de tensions
és pla, calculeu ¢; i les tensions oy, o;.

La llei de Hooke generalitzada relaciona les deformacions i les tensions:

. . I -v -v||o,
£, :E. -v 1 -v||o,
£, -v -vuv 1 o,

Si és un estat de tensio plana, vol dirque o, =7,_ =7, =0

100 | 1 -03 0] [o,

200|-10¢ =1 —-[-03 1 0|lc
2.1-10 .

e, | -03  -03 1]]|0

100 ] o,-030,

200 (-0.21=| -0.30, +0,

€. ] —-0.30, -0.30,

100-0.21=0, -0.30,
200-0.21=-0.30, +o0,
£,021=-030, -030,

Les solucions son:

o, =36.9MPa
o, =53.1MPa
e, =—128us
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Problema 1.7. A partir de ’estat tensional mostrat a la Figura 1.7, i considerant
un estat pla de tensions,

Figura 1.7
Determineu:
a) Les tensions en els eixos x i y.
b) La tensio6 tallant maxima considerant I’estat tridimensional.

a) Calculeu les tensions en els eixos x i y.

Per calcular les tensions en els eixos x 1 y, es dibuixa el cercle de Mohr a partir de
I’estat tensional en el pla x,y,, que és el que es mostra en la Figura 1.7. S’ observa que
els eixos x,), son eixos principals ja que la tensio tallant és nul-la. Per tant, les
tensions en cada cara son tensions principals i defineixen els punts A i B del cercle de
Mohr:

04 =300
OB =100
OA'=o,
OB'=o0,
0=15°

A, B representen I’estat tensional dels plans definits pel sistema d’eixos x;,, y,.
A’, B’ representen I’estat tensional dels plans definits pel sistema d’eixos x, y.
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El centre del cercle de Mohr és:

_OB+04 _
2

ocC 200

El radi del cercle de Mohr és:

_04-0B _

R 100

Un cop representat el cercle de Mohr, es calculen els valors de les tensions oy, 6y 1 7,
en els eixos x 1 y:

o, =0C + Rcos30 = (20 +10cos30)o = 28.7c
o, =0C — Rcos 30 = (20— 10cos 30)o = 1130
T, = R-sin30 =+100sin 30 = +50

b) Determieu la tensio tallant maxima considerant I’estat tridimensional.

Per determinar la tensidé tallant maxima considerant [’estat tridimensional cal
representar dos cercles de Mohr addicionals corresponents als dos plans
perpendiculars als eixos x,, ¥,

y
\ /
300

z

— 100

IOU\X"
300

L’estat tensional en el pla x,y, és el que es mostra a continuacio:

%

300

100~

El cercle de Mohr d’aquest estats €s el de 1’apartat a).
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L’estat tensional en el pla x,z és el que es mostra a continuacio:

/
— 106 — 100‘
100> !‘ 100~

Les cares perpendiculars a la direccié x, tenen una tensié de 100 en canvi, en les
perpendiculars a z, la tensi6 €és nul-la. El cercle de Mohr en aquest pla és:
T

&
0 Um(y c

L’estat tensional en el pla y,z és el que es mostra a continuacio:

g

300

2~

300

Les cares perpendiculars a la direccid y, tenen una tensié de 30o; , en canvi, en les
perpendiculars a z, la tensi6 €s nul-la, igual que en el cas del pla x,z.
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El cercle de Mohr en aquest pla és:

300 ©

Ja que en aquest cas no hi ha esforgos aplicats en la direcci6 z, es tracta d’un estat
uniaxial de tensions i, per tant, I’altra tensio principal és nul-la i se situa en el punt O.

D’aquesta manera, els tres cercles de Mohr queden definits pels diametres AB (cercle
representat a I’apartat a), OB 1 OA.

150

100

50

0 100 300 O

L’ordenada dels punts situats en els extrems superior i1 inferior de cada cercle
corresponen a les tensions tallants maximes, associades a cada parell de tensions

normals principals: 7, ., 7, 17, .
,

b
Yp? XpVp

La tensio tallant maxima és la major d’aquestes tres: 7, =150
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Problema 1.8.Determineu per a quin valor es poden multiplicar les tensions de
I’element de la Figura 1.8 per tal que no arribi a fallar, i determineu quan
valdran aquestes tensions en el cas limit de fallada. Suposeu que es tracta
d'un material dictil i que s’han d’aplicar les teories de:

a) La tensio tallant maxima.

b) L'energia de distorsio per unitat de volum.

Dades:
Tensio6 de fluencia (S,) = 250 MPa

Tensio en la direccio x (o) = 62.5 MPa

Tensid en la direccid y (o;) =-12.5 MPa

Tensio tallant en el pla xy (z,) =21.5 MPa

Figura 1.8

a) Teoria de la tensio tallant maxima.

Si es defineix 7z, com el valor del tallant quan a I’assaig de traccid comenga la
fluéncia, aplicant la teoria de la tensio tallant maxima, la fallada té lloc quan 7z,
arriba a 7.

S,/2 *T(M*Pil)* T TT T = Assaig de traccio
g . \
/
y \
/ \
| \
o(MPa)
\
\ /
\ /
N /
Ve
h -
S/2l o I
S

S’ha de complir que 7, <
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El centre del cercle de Mohr és:

0,40, 625-125

oC = > =25MPa

I el radi:

R=\(0,-0C) +7,> =(62.5-25) +21.5 =43.2MPa

Les tensions principals son:

0,=0,=0C+R=25+43.2=68.2MPa
0,=0,=0C—-R=25-432=-18.2MPa

Amb aquestes dades es pot representar el cercle de Mohr i determinar la tensio tallant
maxima.

7(MPa)
125 P o T Assaig de traccid
P N
p N
, \
4324 !
T\625.21.9) \
~18.2 Y 68.2 \
ol —"c / o(MPa)
(-12.5, 21.5% |,
4320 !
. /
. /
N e
125 . -

=R=43.2MPa.

max

La tensi6 tallant maxima ¢és igual al radi del cercle de Mohr:

Per tant, es compleix la condici6 anterior 7, < Ty

max

A partir d’aquest valor, es pot determinar el coeficient de seguretat i les tensions limit
que portarien 1’element de la Figura 1.8 a la fallada.

El coeficient de seguretat, en aquest cas, es calcula amb la formula segiient:

S /2
p =2 202, e
- 43.2

max

Per tant, el coeficient de seguretat és 2.89.
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Els valors de les tensions en el cas limit de fallada es calculen multiplicant la tensio
inicial pel coeficient de seguretat:

o!=0n=62.52.89=181MPa
=0 n=-12.52.89 = -36.1MPa
7=t n=2152.89 = 62.1MPa

Les dades anteriors es poden representar graficament. La representacio grafica de la
superficie de fallada és:

oy, (MPa)

250

-250

250 oa (MPa)

-250

on oy 1 o, son les tensions principals 1 S, = 250 MPa ¢és la tensi6 de fluéncia (o de
fallada) obtinguda a 1’assaig de traccio.

Si a la representacié grafica del limit en 1’estat anterior es representen l’estat de
tensions actual (Punt A) 1 I’estat de tensions en el moment de la fallada (Punt B)
s’obté:

oy, (MPa)

250

-250 0] 68.2 197
-18.2 "y " /250 oa (MPa)
55.7F - AT

-250
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on la linia continua correspon a les tensions principals obtingudes per a 1’estat de
tensions actual:

o, =68.2MPa
o, =—182MPa

i la discontinua, a les noves tensions principals obtingudes a partir de les tensions
limit:

o, =197MPa
o, =—55.7TMPa

. . B
Llavors, el coeficient de seguretat es pot determinar graficament: n = % =2.89

b) Teoria de I’energia de distorsié per unitat de volum.

En aquest apartat, perque I’element no falli, s’ha de complir la condicié segiient:

Per calcular el valor de la tensi6 equivalent s’aplica la formula segiient:

— 2 2 . 2
O, —\/O'x +0,-0,0,+37,

o, =625 +(~12.5) —62.5(-12.5)+321.5’
o, =78.9MPa

Com que 78.9MPa < 250MPa , I’element no falla.
A partir d’aquest valor, es pot determinar el coeficient de seguretat i les tensions limit
que portarien 1’element de la Figura 1.8 a la fallada.

El coeficient de seguretat, en aquest cas, es calcula amb la formula segiient:

S
2 2054
o,

U(,q

78.9

Per tant, el coeficient de seguretat és 3.17.

I els valors de les tensions en el cas limit de fallada es calculen multiplicant la tensio
inicial pel coeficient de seguretat:

o'=0 n=62.5-3.17=198MPa
o =0 n=-125-3.17 =-39.6 MPa
7 )=t n=21.5-3.17 = 68.1MPa
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En aquest cas, la representacio grafica de la superficie de fallada en I’estat pla de

tensions €s:

o, (MPa)

On o3 1 0, son les tensions principals i S), és la tensio de fluéncia obtinguda a 1’assaig

de traccio.

Si es calculen les tensions principals a partir de les tensions de I’enunciat i les
tensions principals a partir de les tensions limit, es poden representar en el grafic

anterior.

oy, (MPa)

Fent una taula resum dels resultats obtinguts amb I’aplicacié de les dues teories:

Teoria n 0.’ (MPa) | ¢,’(MPa) | 7,’(MPa)
Tensi6 tallant maxima 2.89 181 -36.1 62.1
Energia de distorsi6 per unitat de | 3.17 198 -39.6 68.1

volum
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Si es comparen els resultats es pot observar que aplicant la teoria de I’energia de
distorsio per unitat de volum, el coeficient de seguretat és més gran que 1’obtingut
amb la teoria de tensio tallant maxima i, per tant, les tensions limit tenen valors més
elevats amb aquesta teoria.
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Problema 1.9. Determineu el coeficient de seguretat i les tensions limit que
portarien I’element de la Figura 1.9 a la fallada, per als dos casos segiients:

a) Les tensions son: o, = -80MPa,o, =10MPa,zr  =30MPa.
b) Les tensions son: o, =50 MPa,o, =120 MPa,r,, = -30MPa .

Es tracta d'un material fragil amb S, =100MPa i S, =300MPa i es
demana aplicar les teories de:

L. Tensio normal maxima.
II.  Friccié interna (Criteri de Mohr — Coulomb).

III. Fricciéo interna modificada (Criteri de Mohr - Coulomb
modificat).

Figura 1.9

a) Les tensions son: o, = -80MPa,o, =10MPa,zr  =30MPa.

I. Teoria de la tensiéo normal maxima.

En aquesta teoria de la tensi6 normal maxima, tenint en compte que o, > o,, s’han

de complir les condicions segiients: o, <SS, 1 O'b| <S,..

on oy 1 0, soOn les tensions principals i S, 1 S, sOn les tensions de ruptura obtingudes
en els assaigs de traccid i compressio.

Les tensions principals s’obtenen utilitzant el cercle de Mohr. El centre del cercle de
Mohr és:

o.+o0 —
0C=——"="= 802+10:—35MPa
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I el radi:

R=\/(c,~0C) +7,> =/(~80+35) +30° =54.1MPa
Les tensions principals son:

o,=0,=0C+R=-35+5408=19.1MPa
o, =0, =0C — R =-35-54.08=-89.1MPa

Amb aquestes dades es representa el cercle de Mohr:

7(MPa)

(-80, 30) \

-89.1 -3N7/19_1 o(MPa)
(

10, -30)

Com que

o, <S, = 19.1MPa <100MPa
| < S, = |-89.1MPa| < 300MPa

es comprova que les dues condicions es compleixen, 1 que per tant, segons aquesta
teoria, I’element no fallara.

A partir de les tensions principals, es pot determinar el coeficient de seguretat i les
tensions limit que portarien a I’element de la Figura 1.9 a la fallada.

El coeficient de seguretat, en aquest cas, es calcula amb la formula segiient:

b _SUC SU[
n, =min ;
ol o,
n —min —0 1001554
| |-89.1"19.1
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Per tant, el coeficient de seguretat és 3.36.

Els valors de les tensions en el cas limit de fallada es calculen multiplicant la tensio
inicial pel coeficient de seguretat:

o, = 64.1MPa

o =0.-n=10-3.36=33.6MPa = ,
v o, =—300MPa

r,=1,-n=30-3.36=101MPa

Xy

o. =0, -n=-80-336=-269MPa {

La representaci6 grafica de la superficie de fallada en I’estat pla de tensions és:
o, (MPa)

100

100
2300 o (MPa)

-300

Si es calculen les tensions principals a partir de les tensions de l’enunciat i les
tensions principals a partir de les tensions limit, es poden representar en el grafic
anterior.

o, (MPa)

100

100

=300 oqa (MPa)

-89.1

19.1
=T - - - - - 641

-300

-300

La linia continua representa les tensions principals obtingudes amb les dades de
I’enunciat, 1 la discontinua, les noves tensions principals obtingudes a partir de les
tensions limit.
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II. Teoria de la friccié interna (Criteri de Mohr — Coulomb).

Per poder aplicar la teoria de la friccid interna, cal saber en quin quadrant de la

representacié grafica en el pla 0,05 es troba 1’element, per poder aplicar les formules
adequades.

o, (MPa)
11 I
100
19.1 1100
-300 J‘ 0a (MPa)
—89.1
111 v
-300

En aquest cas, I’element de la Figura 1.9 es troba en el quadrant IV, perque es
compleix que:

c,>0=19.1MPa >0
o0, <0=-89.IMPa<0

El coeficient de seguretat, en aquest cas, es calcula amb la segiient férmula:

1 o, o,

nmohr—coulomb Sut Suc

1 1901 -89
nmohrfcoulomb 1 00 3 00

=0.49

Per tant, el coeficient de seguretat és 2.05.

I, els valors de les tensions en el cas limit de falla es calculen multiplicant la tensio
inicial pel coeficient de seguretat:

c.=0,-n=-80-2.05=-164MPa

y o, =39.1MPa
o,=0,-n=10-2.05=20.5MPa =

o, =-183MPa
r,,=7,,-n=30-2.05=61.5MPa
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A la representacio grafica de la superficie de fallada en ’estat pla de tensions es
poden representar les tensions principals a partir de les tensions de I’enunciat, i les
tensions principals a partir de les tensions limit:

o}, (MPa)
1 I
100
2% 100
2300 | o (MPa)
~89.1/% |
|
|
11 —183 ¢+ 1A%
2300

IIL.Teoria de la fricci6 interna modificada (Criteri de Mohr — Coulomb

modificat).
oy, (MPa)
Ila I
IIb 100
|
' 19.1 |100
-300 -100, Ta (MPa)
|
—89.10e
-10 IVb
11 IVa
-300

Per poder aplicar la teoria de la friccid interna modificada, s’ha de seguir el mateix
procediment que amb la teoria anterior. Cal saber en quin quadrant de la representacio
grafica es troba I’element de la Figura 1.9, per poder aplicar les formules adequades.

En primer lloc, s’han de determinar els valors de les tensions principals. A 1’apartat |
s’han trobat aquests valors amb 1’ajuda del cercle de Mohr:

o,=0,=19.1MPa i 0, =0, =—89.1MPa.

Per tant, I’estat tensional de 1’element de la Figura 1.9 es troba en el quadrant [Va, ja
que es compleix que:
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c,>0=19.1MPa >0
0, <0=-89.IMPa<0
o, <|o,|=19.1MPa <|- 89.1MPa

El coeficient de seguretat, en aquest cas, es calcula amb la formula segiient:

1 o, o
nmohrfcoulombfmodiﬁcat % Suc
SHC - Sut
1 19.1 -89.1
= - =0.42
n 100-300 300

mohr —coulomb—modificat

300-100
Per tant, el coeficient de seguretat és 2.36.

I els valors de les tensions en el cas limit de fallada es calculen multiplicant la tensio
inicial pel coeficient de seguretat:

o, =45MPa

o, =-210MPa

c.=0,-n=-80-2.36=-189MPa
o,=0,-n=10-236=23.6MPa = {

z,, =1,,-n=30-236=70.7MPa
A la representacio grafica de la superficie de fallada en I’estat pla de tensions es
poden representar les tensions principals a partir de les tensions de I’enunciat, i les
tensions principals a partir de les tensions limit:

o, (MPa)
Ila I
Ib 100
| —
! a2 {100
300 100, ! oa (MPa)
|
—89.15%
-100] \, IVb
11 / 1Va
210
-300

En la taula segiient es resumeixen els resultats obtinguts amb 1’aplicaci6 de les tres
teories:
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Teoria n 0.’ (MPa) | ¢,’(MPa) | 7,’(MPa)
Tensi6 normal maxima 3.36 -269 33.6 101
Friccid interna 2.05 -164 20.5 61.5
Friccid interna modificada 2.36 -189 23.6 70.7

Si es comparen els resultats es pot observar que, aplicant la teoria de la tensid normal
maxima, el coeficient de seguretat és més gran que els obtinguts amb les teories de
fricci6 interna i de friccid interna modificada 1, per tant, les tensions limit tenen valors
més elevats amb aquesta teoria. En aquest cas, la teoria més restrictiva és la teoria de
la fricci6 interna.

b) Les tensions son: o =60 MPa,o, =-150MPa,r, =-30MPa .

I. Tensiéo normal maxima.
En aquesta teoria, tenint en compte que o, >0o,, s’han de complir les condicions

seglients: o, <S8, 1 |0'b| <S>

on oy 1 0, son les tensions principals i S, 1 S, sOn les tensions de ruptura obtingudes
en els assaigs de traccid i compressio.

Es calculen les tensions principals amb el cercle de Mohr. El centre del cercle de
Mohr és:

+ —
oc=2x 2% _30 2120 _ _45MPa

1 el radi,

R=\/(o,~0C) +z,” =/(60+45) +(~30) =109 MPa
Les tensions principals son:

o,=0,=0C+R=-45+109=642MPa
o, =0,=0C—R=-45-109=—154MPa

Per tant, tenint en compte que 64.2MPa >—-154MPa 1 recuperant les condicions
anteriors:

o, <8, = 642MPa <100 MPa
o] < S,. = |-154MPa| <300MPa

Es pot comprovar que les dues condicions es compleixen i que, per tant, I’element no
fallara quan s’apliquin les tensions de I’enunciat.

A partir de les tensions principals es poden determinar el coeficient de seguretat i les
tensions limit que portarien I’element a la fallada.

El coeficient de seguretat, en aquest cas, es calcula amb la formula segiient:
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S. S
— mi uc . “ut
n J/HUX - mln >
|Jb Ga

n, =min ﬂ,ﬂ =1.56
-154]" 64.2

max

Per tant, el coeficient de seguretat és 1.56, 1 els valors de les tensions en el cas limit de
fallada es calculen multiplicant la tensi6 inicial pel coeficient de seguretat:

o,=0,-n=60-1.56=93.5MPa
o,=0,-n=-150-1.56 =-234MPa
z,, =7, -n=-30-1.56=-46.7MPa

xy

o, =100 MPa
7 o, =—240MPa

A la representacié grafica de la superficie de fallada en I’estat pla de tensions es
poden representar les tensions principals a partir de les tensions de 1’enunciat i les
tensions principals a partir de les tensions limit:

o, (MPa)

100

64.2

300 100 oa (MPa)

~154

240 | _ _

-300

II. Friccid interna (Criteri de Mohr — Coulomb).

Per poder aplicar la teoria de la friccid interna, cal saber en quin quadrant de la
representacié grafica es troba 1’element de la Figura 1.9, per tal d’aplicar les formules
adequades. A I’apartat I s’han trobat aquests valors amb I’ajuda del cercle de Mohr,
o,= 64.2 MPa i o, = —154 MPa. Per tant, I’element de la Figura 1.9 es troba en el
quadrant IV, perque es compleix que:

c,>0=642MPa>0
0, <0=-154MPa <0
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o, (MPa)
1l I
100
N
<t
\O
-300 100 oa (MPa)
-154
111 v
-300

El coeficient de seguretat, en aquest cas, es calcula amb la formula segiient:

I _o._o
nmohr—coulomb Sul Suc

1 :64'2—_154=1.16
n 100 300

mohr—coulomb

Per tant, el coeficient de seguretat és 0.865, i els valors de les tensions en el cas limit
de fallada es calculen multiplicant la tensio inicial pel coeficient de seguretat:

c.=0,n=50-1.03=51.9MPa
a'y =o0,-n=-120-1.03 =-130MPa
r, =7, -n=30-1.03=-26MPa

xy

o, =55.5MPa
= ,
o, =-133MPa

A la representacio grafica de la superficie de fallada en I’estat pla de tensions es
poden representar les tensions principals a partir de les tensions de 1’enunciat 1 les
tensions principals a partir de les tensions limit:

o, (MPa)
1 I
100
\n
g)
e}
-300 /100 oa (MPa)
|
|
-133 |
11 v
-300
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III. Friccio interna modificada (Criteri de Mohr — Coulomb modificat).

Per poder aplicar la teoria de la friccid interna modificada, s’ha de seguir el mateix
procediment que amb la teoria anterior. Cal saber en quin quadrant de la representacio
grafica es troba I’element de la Figura 1.9, per tal d’aplicar les férmules adequades.

o, (MPa)
IIa |
b 100
[ N
! 3
2300 -100° 100 Ga (MPa)
_-100, >
~154 Vb
1 IVa
-300

En primer lloc, s’han de determinar els valors de les tensions principals. A I’apartat I

s’han trobat aquests valors amb 1’ajuda del cercle de Mohr, o,= 64.2 MPa i g,=—154
MPa.

Per tant, I’element de la Figura 1.9 es troba en el quadrant [Va, perque es compleix
que:

o,>0=642MPa>0
0, <0=-154MPa <0
o, <|o,|= 64.2MPa <|-154MPa
O-a
Sut'Suc
S.—S

uc ut

—g—b<1:>0.942<1

uc

El coeficient de seguretat, en aquest cas, es calcula amb la formula segiient:

1 __ 0, _0,
nmohr—coulomb—modiﬁcat % S uc
S ue Sut

nm()hr —coulomb —modificat

Per tant, el coeficient de seguretat és 1.06, 1 els valors de les tensions en el cas limit de
fallada es calculen multiplicant la tensi6 inicial pel coeficient de seguretat:

c. =0, -n=60-1.06=63.7MPa

, o, =68.1MPa
o, =0, n=-150-1.06 = -159MPa = { .

, o, =-164MPa
r, =1,-n=-30-1.06=-31.8MPa

Xy xy
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La representacio6 grafica es mostra en la figura segiient:

IIb

Oy (MPa)

-300 -100

III

100

IVa

-300

! IVb

oa (MPa)

En la taula segiient es resumeixen els resultats obtinguts amb 1’aplicacio de les tres

teories:
Teoria n o.’(MPa) | ¢,’(MPa) | 7,’(MPa)
Tensid normal maxima 1.56 93.5 -234 -46.7
Friccio interna 0.865 51.9 -130 -26
Friccid interna modificada 1.06 63.7 -159 -31.8

Si es comparen els resultats, es pot observar que el coeficient de seguretat de la teoria
de la fricci6 interna és menor a la unitat 1, per tant, no €s adequada per aquest estat de
tensions. Pel que fa a la resta de teories aplicades, amb la teoria de la tensié normal
maxima s’obté un coeficient major que amb la teoria de la friccid interna modificada.
Per a I’estat de tensions de I’enunciat, la teoria de la friccid interna ¢és la més

restrictiva.
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1. Analisi de tensions i deformacions

Problema 1.10. En realitzar assaigs sobre unes provetes d’un material
fragil, s’han obtingut els valors de fallada segiients:

Assaig de traccio: fallada quan la tensio arriba a 100 MPa.
Assaig de compressio: fallada quan la tensio arriba a —400 MPa.

Assaig biaxial o, = —50,: falla quan o, =50 MPa i 0, = —-250 MPa.

Determineu quin és el criteri de fallada més adient per a aquest material i
dibuixeu la superficie de fallada que en resultaria.

Sabent que es tracta d’un material fragil, s’aplicaran les teories segiient:
a) Tensié normal maxima.
b) Friccid interna.
c¢) Friccid interna modificada.

De I’assaig de traccid s’obté la resisténcia del material a traccido S, =100 MPa 1 de

’assaig de compressio, S, = —400 MPa .

a) Tensio normal maxima:

Aplicant la teoria de la tensidé normal maxima quan es realitza ’assaig biaxial
o, =50, el material hauria de fallar:

Sio,=S, =  o©,=100MPa —~ 0, =-500MPa
Sio,=S§, = o, =—400MPa = o, =80MPa
o, (MPa)
Sut
Oy
Sud Sut Ou (MPa)
Ol—-
Suc

L’element hauria de fallar quan o, = 80MPa; en canvi, en 1’assaig biaxial ha fallat a

o, =50MPa, un valor inferior al que prediu la teoria de la tensié normal maxima.
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1. Analisi de tensions i deformacions

Per tant, aquesta teoria no és adequada per a aquest material.
b) Friccid interna:

Aplicant la teoria de la fricci6 interna, quan es realitza ’assaig biaxial o, =50, el
material hauria de fallar:

Si {ﬁer}{ﬁ—sﬂ}:l - o, =44.4MPa

Sltl SltC SMI SIAC
o, (MPa)
11 I
S ut
oy
Suc Syt oa (MPa)
111 v
O
SMC

L’element hauria de fallar quan o, =44.4MPa; en canvi, en ’assaig biaxial ha fallat
a o, = 50MPa, un valor superior al que prediu la teoria de la fricci6 interna. Per tant,

aquesta teoria no ¢s adequada per a aquest material, perque és massa conservadora.
¢) Friccio interna modificada:

Aplicant la teoria de la friccio interna modificada, quan es realitza 1’assaig biaxial
o, = —50,, ¢l material hauria de fallar:

' o Oy o -50

TS "9 —400. o= — 50MP
S5, s, T #0100 T ag0 ' T = 0MP
Is.|-S, 400100

L’element hauria de fallar quan o, = S0MPa. Aquest valor coincideix amb el trobat
amb |’assaig biaxial, en el qual ha fallat a o, = 50MPa. Per tant, aquesta teoria és
adequada per a aquest material.
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1. Analisi de tensions i deformacions

Suc

O-b (MPa)
ITa
ITb Sut
|
. o1
'Sut.\ Sut
|
L__4d_
-Sut IVb
111 IVa
Oy
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2.Traccié / compressio

2. Traccid i compressio

Problema 2.1.Calculeu la for¢ca P que s’ha d’aplicar a I’extrem del cilindre de la
Figura 2.1 de manera que la seva expansio no deixi espai lliure entre les dues

peces.

Dades:

Longitud (L) = 500 mm

Diametre exterior (g.,,) = 70.25 mm

/ ~ Diametre interior (g;,/) = 70 mm
E, o / N

Figura 2.1

Modul d’elasticitat del material 1 (E;) =2-10° MPa
Modul d’elasticitat del material 2 (E,) = 3.1-10° MPa

/% Coeficient de Poisson (0) =0.4

La deformaci6 unitaria transversal, &;, que ha d’experimentar el cilindre interior per

omplir el joc disponible, és:
Ap=¢,,—¢,, =7025-70=0.25mm

Ag 0.25mm
(C,‘T ==
¢, 70mm

=3.57-10

I la deformaci6 unitaria longitudinal, ¢, , és:

pe L __fr_ 357107
g v 0.4

=-8.93-107

A partir de la llei de Hooke, s’obté¢ la tensio a la barra interior:

oc=F-¢
A partir de la tensid, es determina I’esfor¢ normal:

7-70°

N=c-4A=-27.68- =-107-10°N

Per tant, la for¢a P és de 107 kN.
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Problema 2.2.Determineu ’allargament total de I’element de la Figura 2.2, de
gruix constant.

X S 'QN
ly
r e — |

L [} L

Figura 2.2 Dades:
Forga (F) =50 kN
Longitud (L) = 500 mm
Algada 1 () =50 mm
Algada 2 (h) =25 mm
Gruix (e) = 6 mm
Modul de Young (E) = 2.10° MPa

Es resol la meitat de la peca, ja que presenta simetria geometrica i de forces.
L’allargament total sera el doble de I’obtingut.

L’allargament sera:

500

5:2jadx:2jgdx
0 0

(2.2.1)

on:

EA (2.2.2)
La variaci6 de la seccio transversal al llarg de la pega és :
A=h(x)-e (2.2.3)
on A(x) és una funcio lineal:

h(x) = A+ Bx
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Es poden determinar les constants 4 i B a partir dels valors coneguts de 2 punts de la
recta:

x =0mm h(x) =25mm
x=500mm h(x) =50mm
1, per tant:

h(x)=25+0.05x

Substituint 1’equaci6 anterior a 1’equacid (2.2.3), s’obté la funcié de la variacio de
’area:

A=150+0.30x (2.2.4)

A partir de ’equacié (2.2.1), tenint en compte les equacions (2.2.2) i (2.2.4), i
considerant que 1’esfor¢ N és constant i igual a 50 kN al llarg de la peca, s’ obté:

x=500 500 4
§:2J.idx:2j‘5104- dx
oo EA o 710" 150+0.30x

=3.17mm

L’allargament total és de 3.17 mm.

-54 -



2.Traccié / compressio

Problema 2.3.La Figura 2.3 representa un cilindre de diferents materials. Calculeu
les tensions dels dos materials, per a les segiients situacions:

a) Aplicant una forca de 100 kN.

b) Sense aplicar cap forca i amb un increment de temperatura de 20 °C.

Seccio A-A’°
A,

z Al
y

Dades:
Area del material 1 (4,) =10’ mm
Area del material 2 (4,) =2-10° mm

Modul d’elasticitat del material 1 (E,) = 2-10° MPa

Figura 2.3

Modul d’elasticitat del material 2 (E,) = 2-10* MPa
Coef. de dilatacié térmica material 1 (o) = 12-10° °C"'

Coef. de dilatacié térmica material 2 (o) = 20-10° °C!

a) Aplicant una forca de 100 kN.
Es plantegen les equacions d’equilibri:

SF, =0 100+ N, + N, =0 2.3.1)

on N, és la forga axial en el material 1 1 NV, en el material
2.

Es tracta d’un cas hiperestatic amb dues incognites 1 una

sola equacid d’equilibri. Per solucionar-lo cal tenir en
compte la compatibilitat de deformacions:

0, =9, (2.3.2)
Les deformacions es poden determinar mitjangant la llei

de Hooke, i substituint en I’equacié anterior, la deixen
de la forma segiient:
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N,-L _N,-L
El 'Al Ez 'Az
Per tant:

N1 _ Nz
El 'Al Ez 'Az

Introduint els valors corresponents a les arees transversals i els moduls elastics es té:

N,=5-N,

(2.3.3)

A partir de les equacions (2.3.1) 1 (2.3.3), es determinen N; 1 N,:

100+ N, +N, =0

N, =5N,

N, =-83.3kN

N, =—16.7kN

Finalment, s’obtenen les tensions en els dos materials:

o4 10°

o, =

N, 833:10°

N, _ 16.7-10°
4, 2-10°

=-83.3MPa

=—-8.33MPa

7

b) Sense aplicar cap for¢ca i amb un increment de
temperatura de 20 °C.

Es planteja I’ equacio d’equilibri:
IF, =0

N,+N, =0 (2.3.4)

On N, és la forca axial en el material 1 i NV, en el material
2.

Es tracta d’ un cas hiperestatic i per a solucionar-ho es
planteja 1’equacié de compatibilitat de deformacions:

5, =46, (2.3.5)

La deformaci6 de les dues peces es pot determinar tenint

en compte la llei de Hooke i la llei de deformacions per temperatura:

8 =0M+06"=a,-L-AT +

N,-L

1'A1
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N,-L

S, =0 +6) =a, L-AT +

24,
que substituint a (2.3.5) i dividint per L queda:

N2

E, -4,

N
a AT +——=a, -AT +
A

174
1 substituint els valors coneguts:

N

N -2 00
2-10*-2-10°

12'1076 '20+W1103:20'1076 20+

1 simplificant:

N,=32-10°+5N,

A partir de les equacions (2.3.4) 1 (2.3.6), es determinen N; i N,:
N, +N,=0 N, =5.33kN
N, =32000+5N, N, =-533kN

Finalment, es poden determinar les tensions:

3
oy =1 233300 5350 py
410
3
o, =222 330 5 67npa
4, 2410
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2.Traccié / compressio

Problema 2.4.La Figura 2.4 representa una columna de formigé armat sotmesa a
una carrega de compressio. Calculeu la tensio del formigé i de ’acer en les
situacions segiients:

a) Aplicant una forca de 800 kN.

b) Amb una variaci6 de temperatura de 30 °C.

¢) Aplicant simultaniament la forca i la variacio de temperatura.

-

F z Seccio A-A’°
y

[
I M/ g
Dades:
oy / V
J A -z Longitud (L)=2m
13 ~ Seccid de la columna (z - x) = 300 mm-300 mm

Diametre de I’armadura (g,,) = 20 mm

Modul d’elasticitat del material 1 (Ey) = 3-10* MPa

!

%z Modul d’elasticitat del material 2 (E,) = 2-10° MPa

Coef. de dilataci6 térmica material 1 (¢) = 11.2:10° °C!

Figura 2.4

Coef. de dilatacié térmica material 2 (&) = 12:10° °C!

a) Aplicant una forca de 800 kN.

Nf + Ng

|*

Es planteja I’equaci6 d’equilibri:
IF, =0
800+N,+N,=0 (2.4.1)

on Nyés la forga axial en el formigd 1 NV, la forca axial a ’acer.

Es tracta d’un problema hiperestatic amb dues incognites i una
sola equaci6 d’equilibri. Per solucionar-lo, es planteja la
condici6 de compatibilitat de deformacions:

5, =96, (2:4.2)

Les deformacions queden definides per la llei de Hooke:
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Nf-L
5f :E.-A.
Ay
-L

0, = N,
E, -A,

Substituint en 1’equacid (2.4.2) s’obté:

Nf_N

a

E,-A, E,-A

a

on Ay és I’area del formig6 1 4, I’area de I’acer.

A, =nr’
2
A, = ﬂ(%) 4, =1.26-10° mm’
A, =4,-4, on 4, és ’area total de la seccio.

A F=xz- r?
A, =300300-1257 A, =8.87-10" mm’
Substituint valors es troba:

N, N

3-10*-8.87-10* 2-10°-1.26-10°

a

N, =10.59-N, (2.4.3)

A partir de les equacions (2.4.1) 1 (2.4.3), es determinen N, 1 Ny

800+N,+N,=0 N, =-69kN

N, =10.59-N, N, =-731kN

Finalment, es poden determinar les tensions en el formigé i en 1’acer.

N 10°
o, =t = PO ¢ rampa
4, 88710
3
o =Na_ 09.02:100 _ o\ o0 ipa

“ 4 1.26-10°
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b) Amb una variacié de temperatura de 30 °C.

Es planteja I’equacié d’equilibri:

y N, +Na IF, =0 N,+N,=0 (2.4.4)
N ,
A A Es un cas hiperestatic, amb dues incognites i una sola equacio.
Lﬁ ] 7J Es planteja la compatibilitat de deformacions:
AT

,ﬁ 5, =6, (2.4.5)

La deformacié de les dues peces es pot determinar tenint en
compte la llei de Hooke i la llei de deformacions per

temperatura:
N, L

5, =6 +6) =a, L-AT+—
' ' ‘ ' by -4,
N, L

5, =6 +6N=a,-L-AT +—~

Substituint a I’equaci6 (2.4.5), s’obté:

N, L N L
L —q, -L-AT +—=°

E/ 'A/' a " “a

a, L AT +

1 substituint valors:

N, N,
112:10° 30+ ——————=1210°-30-———_——— (2.4.6)
3-10*-8.87-10 2-10°-1.26-10

A partir de les equacions (2.4.3) 1 (2.4.6), es determinen N, 1 Ny

Ny + Ny =2.4107 N,=55kN
3-10°-8.8710"  2-10°-1.26-10° -
N,=-55kN
N,+N,=0

Finalment, es poden determinar les tensions en el formigo i en 1’acer.

N, .10°
o :_f:Ll()z‘: 0.062 MPa
: Af 8.8710
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3
gy Na 53O e
A 1.26-10

a

A causa de la similitud de valors dels dos coeficients de dilatacid, es pot observar que es
generen forces i tensions relativament baixes si es comparen amb les de 1’apartat a).

¢) Aplicant simultaniament la forca i la variacio de temperatura.

Per trobar I’efecte combinat de la carrega i de I’increment de
la temperatura, s’aplica el principi de superposicio:

Ny Na o, =—8.24+0.062 = —8.18MPa

AL o, =—54.9-438=-59.3MPa
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Problema 2.5.Per a I’element de la Figura 2.5, format per dos materials (alumini i
acer), suposant que no intervé el pes propi i que hi ha adheréncia perfecta
entre els dos materials, calculeu:

a) La tensio normal que suporten ’acer i I’alumini al tram BC.

b) El desplacament del punt B i del punt C.

l y ) E Alumini - Acer
2
N

N ¥,

k Lyp |

Dades:

Forca 1 (F;) =100 kN

Figura 2.5 Forga 2 (F,) =200 kN
Longitud del tram AB (L,5) = 0.8 m

Longitud del tram AB (Lzc) = 0.8 m

Diametre del tram AB (g,45) = 250 mm

Diametre exterior del tram BC (gpc.;) =250 mm
Diametre interior (@zcin;) = 200 mm

Modul d’elasticitat de I’acer (E,) = 2-10° MPa

Modul d’elasticitat de 1’alumini (E£,)) = 7.5-10* MPa

a) La tensiéo normal que suporten ’acer i I’alumini al tram BC.

Es talla la peca per una seccid generica del tram BC 1 es planteja I’equacio d’equilibri de
forces horitzontals:

N + N3¢ =200kN 2.5.1
a al
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Es tracta d’un cas hiperestatic amb dues incognites i una sola equacié d’equilibri. Per
solucionar-lo, es planteja la compatibilitat de deformacions:

BC _ oBC
561 - 5511

Substituint les deformacions per les expressions corresponents en la llei de Hooke
s’obté:
BC BC
Na — Nal
Ea ’ Aa Eal ’ Aal

on A, és I’area de ’acer 1 A, la de I’alumini.

= @uced —Fpcn) _ (2507 ~200°)

. =1.7710* mm’

4 4
2 2

4, = Pew” 7200 51 410% mm?

4
Substituint valors, s’obté:
NZ¢ _ NE¢
2-10°-1.7710*  7.5-10*-3.1410*
NEC =1.5N2¢ (2.5.2)

A partir de les equacions (2.5.1) 1 (2.5.2), es determinen N i N2¢:
NP+ N2F =200kN NP =120kN
NP =15N2¢ NE¢ =80kN
Finalment, es poden determinar les tensions dels materials:

se NS 120-10°
“ 4, 1.7710°

a

o =6.79MPa

sc NOJ© 80-10°

B ~3.1410*

o == =2.55MPa

al
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b) El desplacament del punt B i del punt C.

Per determinar el desplagament dels punts B i C, abans cal determinar els esforgos en el

tram AB. Es talla la peca per una seccié gencrica d’aquest tram i es planteja 1’equacio
d’equilibri de forces:

N =F, - F, =200-100
N2# =100kN

Comqueel punt Aésfix, 6, =0, 10, =03 +0p--

B B AB 3
N . L . .
S =[edx=] N gD Ly 100 io 8002 =0.02173mm
y YW AE E, A, 75107125
c C BC 3
N . L . .
Sy = [edx =] N =N ae 120510 500 _0.02716mm
> 3 AE E, -4, 2-10°-17671.46

0y =0,; =0.02173mm

Per tant, el punt B es desplaca 0.0217 mm cap a la dreta.

S, =03, + 0, =0.02173+0.02716 = 0.04889 mm

Per tant, el punt C es desplaca 0.0489 mm cap a la dreta (+x).
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Problema 2.6.La Figura 2.6 representa una barra encastada pels extrems amb una
forca aplicada en el punt C. Determineu:

a) Les reaccions en els recolzaments de la barra, sabent que esta sotmesa a
un increment de temperatura de 30 °C.

b) El desplacament del punt C.

N

5 N\ Dades:
Forga aplicada en el punt C () = 100 kN
Longitud (L)=1m
C = Area de la barra (4) = 10> mm®
‘F Modul d’elasticitat del material (E) = 2-10° MPa
Coef. de dilatacio térmica del material () = 5:10° °C”!
r
A 2 Increment de temperatura (A7) = +30 °C
Figura 2.6

a) Les reaccions en els recolzaments de la barra, sabent que esta sotmesa a un
increment de temperatura de 30 °C.

Es planteja I’equacié d’equilibri de forces:

Ry
ly SF, =0 R,+R, =F

B
‘ ' R,+ R, =100kN (2.6.1)
Es tracta d’una estructura d’un grau d’hiperestaticitat; per
tant, cal imposar una condicié de deformacio.
C
0,, =0
F L4 Ny .y N . .
; La deformaci6 esta composta per la deformacié térmica i la
r ‘ A deformaci6 causada pels esfor¢os normals:
SN +65 =0
R4

Substituint les deformacions de I’equacid anterior per les expressions corresponents en
la llei de Hooke i en la llei de deformacions térmiques, s’obté:

2.6.2
NCB'LCB+NAC'LAC+a_L AT =0 ( )
E-4 E- 4 w
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Per determinar una relaci6 entre els esforcos axials i una de les reaccions es realitza un
tall i es planteja I’equilibri de forces.

Tram BC Tram AC
l}’ }y
NCB
N
C
F
! A
Ny=F-R,=100-R, N,.=-R,

Substituint les relacions anteriors a 1I’equacié (2.6.2), s’obté:

(100-10° ~R,)-0.5-10° (R,)-05-10°

a4l 2 45-10°-1-10°-30=0
2-10°-1-10 2-10°-1-10

D’on es determina que R4 = 80 kN. Substituint el valor obtingut a I’equacio (2.6.1)
s’obté Rz =20 kN.

b) El desplacament del punt C.

" El desplagament del punt C respecte del punt A s’obté tenint en
Ly compte la llei de Hooke i la llei de deformacions térmiques:
N
B N, L
S, =00 +6% =ﬁ+a-@c AT
ol Sabent que N, =—-R,
c ®
‘ ~810*0.510° . :
= ; 7—+5107-0.510" - 30
V 210° -110
o B
0,6 =—0.2+0.075=-0.125mm
A\
7,

El tram AC s’escurga, i per tant el punt C es desplaga 0.125 mm
cap avall (-y).

- 66 -



2.Traccio / compressio

Problema 2.7.L.’element de la Figura 2.7 representa una barra d’un sol material
amb dos trams de diferent seccid, sol‘licitat per forces i sotmes a una variacio
de la temperatura. Negligint I’efecte del pes propi, determineu:

a) Les tensions normals i les deformacions unitaries al tram 4B.

b) El desplacament del punt B.

s

S
cal _ N
A S B C
Lp _
\ Dades:
Figura 2.7 Forga aplicada en el punt B () =30 kN

Forga aplicada en el punt C (F,) = 10 kN
Longitud del tram 4B (L5) = 0.8 m
Area del tram 4B (4,3) = 10’ mm’
Modul d’elasticitat (E) = 1-10* MPa
Coef. de dilatacio térmica del material () = 1:107 °C”!
Increment de temperatura (A7) = +30 °C
a) Les tensions i deformacions unitaries al tram AB.

En primer lloc es calcula la reacci6 a ’encastament plantejant 1’equilibri de forces:

, SF, =0

R, +F-F,=0
S
R, Fy F, .y )
T e e e e - Substituint les varia-
' bles conegudes:
A g B C 8

R, =-20kN

Per calcular el valor de 1’esfor¢ normal al tram AB, es planteja 1’equilibri entre forces
externes i internes (esfor¢os), aplicant un tall fictici a una secci6 intermedia S-S:
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SF, =0
S sts = _RA
Re b Nss N =20kN
A g

A partir del valor de I’esfor¢ normal, es pot determinar la tensio de la seccié S-S i, per
extensiod, en tot el tram AB:

N.. 20-10°
BT

=20MPa

La deformaci6 unitaria al tram 4B ¢€s la suma de la deformacid unitaria causada per la
tensio 1 per la variacié de temperatura:

c
ep=¢"+&" =E+a-AT

20
&, = +1-107°.30
2 10f

La deformacié unitaria al tram 4B resulta ser 2.3:107.

b) El desplacament del punt B.

Com que el punt A es considera fix, 0, =0J5,.
l y

Com que la deformacio6 unitaria del tram AB ¢és constant,
Sy =6, L= =2310"-800=1.84mm

s L)

~tl}

C
%\ Lgp | O 4p

El tram AB s’allarga, 1 per tant el punt B es desplaga 1.84 mm cap a la dreta (+x).
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Problema 2.8.L’estructura definida a la Figura 2.8 esta formada per un cable des
del punt D fins al C i per una barra d’acer i alumini en el tram AB i d’acer
en el tram BC. Aquest conjunt esta subjectat pels punts A i D i en el punt C
s’han aplicat dues forces F; i F,. Totes les unions se suposen articulades.
Determineu:

a) Els esforcos a I’acer i a I’alumini al tram AB.
b) La tensié normal maxima de I’acer de la barra AC.

¢) El desplacament del nus C.
cZ A A
Seccio 11‘-}[1 AE y
Aal ’ Eal

Seccio B-B’
Aa 5 Ea

Seccio C-C°
Ac, E

c

Figura 2.8

Dades:

Forga aplicada en el punt C horitzontal (/) =30 kN
Forga aplicada en el punt C vertical (£,) = 100 kN
Longitud del tram AB (L45) = 1.8 m

Longitud del tram BC (Lgc) = 1.2 m

Area de ’acer (4,) = 200 mm?®

Area de I’alumini (4,) = 400 mm’

Area del cable (4,) = 400 mm’

Modul d’elasticitat de I’acer (E,) = 2-10° MPa
Modul d’elasticitat de I’alumini(E,;) = 7-10* MPa

Modul d’elasticitat del cable (E.) = 2-10° MPa
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a) Els esforcos a I’acer i a I’alumini al tram 4B.

) Rp En primer lloc es plantegen les equacions
Y d’equilibri per trobar les reaccions:

F =0 R, —R, -cos(45)+30=0

SF, =0 ~ R, -sin(45)+100=0

R, =141kN
R, =70kN

L’esfor¢ normal al tram AB es repartira entre 1’acer 1 I’alumini. Plantegem I’equilibri en
una seccio qualsevol de la barra 4B:

NalAB+ NaAB

TF. =0 R, +N”+N=0
7010° + N + NP =0 (2.8.1)

Es tracta d’un cas hiperestatic amb dues incognites 1 una sola equaci6é d’equilibri. Per
solucionar-lo, es planteja la compatibilitat de deformacions:

AB _ < AB
501 - 5al

Tenint en compte la llei de Hooke 1 substituint:

N =143.N% (2.8.2)
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Resolent el sistema format per les equacions (2.8.1) 1 (2.8.2), es determina N i N1%:
N"® =143.N2* N* =-412-10°N

7010° + N + N3P =0 N ?=-28.8:10°N

b) La tensié normal maxima de I’acer de la barra AC.

La barra AC suporta un esfor¢ normal constant. En el tram BC aquest esforg el suporta
integrament la barra d’acer, 1 per tant sera en aquest tram on ’acer suportara la tensio
normal maxima.

Es plantegen les equacions d’equilibri per trobar el valor de I’esforg normal N ¢:
F, =0 R, +N=0 NP =-70kN
d’on:

sc NI -70-10°
“ A 200

a

=-350MPa

(e}

¢) El desplacament del nus C.

Per obtenir el desplagament del nus C cal determinar les deformacions de la barra AC i
del cable DC:

Deformacio de la barra AC

N*®.L., NP.L 1
5AC = 5AB +5BC = AAB +— =

a

1

8,0 =—————(-41.2:10°-1800-70-10° -1200) = ~3.95mm
2-10°-200
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Deformacio del cable DC

X RD
y

Per equilibri, Rp és igual a N.PC

_NcDC'LDC

DC Ea . AC

3000

cos(45)
O = =7.5mm
pe 2.10°-400

141-10° -

El desplacament horitzontal i vertical del nus C s’obté a partir dels allargaments de les

barres:

La deformada s’ha exagerat per tal que es visualitzi millor.
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El desplagament horitzontal, paral-lel a I’eix x, €s igual al desplagament de la barra AC.

0, =0, =-395mm

El desplagament vertical —en la direccio y— de C és igual a la suma del desplacament del
punt 1 al 2 més el del punt 2 al 3:

0,=a+b
a =0, -sin(45)="7.5-sin(45)=5.3mm

¢=0,.+0,.-cos(45)=3.95+7.5-cos(45)=9.25mm b = c___ 92 =9.25mm

tan(45) - tan(45)

5y =53mm+9.25mm=14.6mm

El desplacament del nus en la direccio x és -3.95 mm i en la direccid y, 14.6 mm.
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Problema 2.9.Per a ’estructura de la Figura 2.9, formada per elements d’acer i
d’alumini, determineu:

a) Les tensions dels materials a la seccié S1-S1°.

b) L’allargament total entre D i C’.

¢) L’allargament entre B i A. Seccié S1-S1°
X z Aa, Ea
y Fl y Aal ’ Eal
Ip
S1 D st A
I 8
C | Seccié S2-S2’
F, = Fy Seccio S3-S3’
821 ‘ 182 2 Ay, Ey
T S
B' |
S3 l j B ] l S3' i'g‘
A =
7,
Figura 2.9
Dades:

Forga aplicada en el punt D’ (£) = 500 kN
Forga aplicada en el punt B* (F,) =20 kN
Longitud del tram AB (L,3) = 500 mm
Longitud del tram B’C (Lg-¢) = 750 mm
Longitud del tram CD’ (L¢p) = 750 mm

Area de I’acer (4,) = 300 mm?

Area de I’alumini (4,/) = 600 mm*

Modul d’elasticitat de I’acer (E,) = 2-10° MPa

Modul d’elasticitat de I’alumini (E,)) = 7 10* MPa
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a) Les tensions dels materials a la seccio S1-S1°.

ly £y Es planteja I’equacio6 d’equilibri de forces en el tram DC’:
| ) SF, =0 NP+ NP+ F =0
S1 D' S’ , ,
L e NP 4 NPC 4500-10° =0 (2.9.1)
|
Na+ N,

Es tracta d’un cas hiperestatic amb dues incognites i una sola equacié d’equilibri. Per
solucionar-lo, es planteja la compatibilitat de deformacions:

pC' _ oDC'
511 - 5al

Tenint en compte la llei de Hooke I’equacido queda en funcié dels esforcos dels
materials:

DC' DC'
Na 'LDC' _ Nal 'LDC'

Ea 'Aa Eal 'Aal

NPC _ NEC
2-10°-300 7-10*-600

NPC =1.43.-NLC (2.9.2)

A partir de les equacions (2.9.1) 1 (2.9.2), es pot resoldre el sistema d’equacions i
determinar N> i N5

NPC =143-NJ© N,=-294-10°N
NP¢ =-NJ“-500-10° N, =-206-10°N

A partir dels valors de N> i N, es determina la tensi6 de cada material a la seccio
S1-S1°:

pc 103
afc' _ N, _ 294-10 2N — _981MPa
A 300mm

a

nc 103
o, = No_ =206-10 2N =-343MPa
A 600mm

al
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2.Traccio / compressio

b) L’allargament total entre D i C’.

L’allargament dels dos materials és el mateix, per compatibilitat de deformacions:

N,-L,.
5 " p— 5 p— p— —a DC
DC a al Ea . Aa
3
. 294 150 750 _ _3.68mm
2-10°-300
X Fl
l y ¢) L’allargament entre B i A.
DY
5 Es planteja 1’equacié d’equilibri de forces per
determinar el valor de la reacci6 en el punt A:
c SF, =0
25, IC
R, +2F,-F =0
Bl
& < -1 d’on, tenint en compte el valor de les forces:
A R, =460kN
Ry

Es planteja I’equacid d’equilibri de forces en el tram BA:

SF, =0

Y N 45 Ny +R, =0

N,, +460=0

S3 S3'
[N N,, =—460kN

Conegut I’esfor¢ del tram BA, es pot determinar

R4 I’allargament mitjangant la llei de Hooke:
S. = N, Ly,
B4
Eal : Aal
_ —460-10°-500

= =-548mm
b 7-10*- 600

-76 -



3. Cisallament

3. Cisallament

Problema 3.1. Es vol fer un forat circular de 30 mm de diametre en una xapa
d’acer de 6 mm de gruix amb un punxd cilindric del mateix diametre, tal
com s’indica a la Figura 3.1. Determineu:

F
a) La forca necessaria. Jy i
b) La tensié normal en el cilindre. T [
Dades:

Tensié de cisallament de I’acer de la xapa (z.): 200 N/mm®

Figura 3.1

a) La forca necessaria. z

F
F=t.-A,,..,=200-(7-30-6)=113-10°N [y '

b) La tensié normal en el cilindre.

F 113-103 ” l llo
o= ="~ =160N/mm’ , Gmm
punxo 0 J
4 Tc j
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Problema 3.2. Trobeu la longitud dels cordons de soldadura necessaria per
transmetre una carrega F, d’un element sotmeés a traccié pura compost per
dos perfils laminats L 70.70.7, a una xapa de 12 mm de gruix, d’acord amb
la Figura 3.2.

‘ | 70.70.7

12 mm

4447

L

Figura 3.2

Dades:

Tensié admissible en les soldadures (7,4,): 200 N/mm?

Gorja de la soldadura (@): 5 mm

La forca F de traccio estara aplicada al centre de

gravetat de la seccid6 composta. D’acord amb les ‘ &
caracteristiques dels perfils, la posicio del centre de E— ‘ —

gravetat (c.d.g) és la de la Figura 3.2.1.

[—
‘

Figura 3.2.1

La for¢a transmesa pels cordons de soldadura ha de garantir I’equilibri:

BN
i Fi e =F,-e,
) F
s F+F =F
Y N —
£

Considerant que les soldadures treballen a cisallament i tenint en compte que hi ha
dos cordons superiors i1 dos d’inferiors:

Fvl :2L1 'a'z—adm

F,=2L,-a-7,,
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Substituint,

2L1'a'Tadm'81:2L2.a.T ez

adm

2L, a7, +2L,-a-t,, =F

adm

Tenint en compte que @ =9 Mm
e, =50.3 mm

e, =19.7mm

7. =100 N/mm’

Es determinen, [, =84.4mm
L, =216mm
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4. Diagrames d’esforgos

Problema 4.1.A la Figura 4.1 es representa una biga isostatica simplement

recolzada sotmesa a una carrega uniformement distribuida en el tram AB i a
un moment en el punt C.

X

y
10 kN/m 20 kNm

ALY B c>  p

1 m

Figura 4.1

¢) Dibuixeu els diagrames d’esforcos tallants /(x) i de moments flectors AM(x) a
partir dels diagrames de cos lliure dels diferents trams de la biga.

d) Dibuixeu els diagrames d’esforcos tallants /(x) i de moments flectors A(x)
aplicant les expressions V, =V, -S ,i M,=M +S,, ,on S;; és Dl’area del

diagrama de carregues entre els punts i i j, i S,; és I’area del diagrama de
tallants entre els punts i i.

El diagrama de cos lliure de la biga és:

10 kN/m 20 kNm

A partir de les equacions d’equilibri estatic es calculen les reaccions:

SF,=0) R, =0kN
SF,=0) R, +R,, =10-2=20kN R,, =10kN

SM,=0) R, -4=10-2-1+20 R,, =10kN
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a) Dibuixeu els diagrames d’esforcos tallants J(x) i de moments flectors M(x) a
partir dels diagrames de cos lliure dels diferents trams de la biga.

Per determinar les expressions dels esforgos tallants i dels moments flectors al llarg de
la biga, es divideix aquesta en diferents trams. En els punts A, B, C i D hi ha
discontinuitats pel que fa a ’estat de carregues; per tant, s’analitzen els trams AB, BC i
CD.

El conveni de signes ¢és:

- Tallant: T¢ &ET
- Moment:(> QE)

Tram AB: 0m<x<2m

Es fa un tall en una seccid qualsevol entre les seccions A i B. A partir de les equacions
d’equilibri es determinen V(x) 1 M(x).

ly
V(x)=10-10x
A NV X
i HM M(x)lex—leazlox—sz

10 kN -

10 kN/m

S’observa que en aquest tram ’esfor¢ tallant varia linealment mentre que el moment
flector té una variacid parabolica.

Tram BC:2 m<x<3m

X

y
10 kN/m

V(x)=10-10-2 =—10kN
Al ! IB 4

N M
M(x)=10x —10-2(x = 1) = —10x + 20

En aquest tram 1’esforg tallant es manté constant i el moment flector varia linealment.

10 kN

Tram CD: 3 m<x<4m

ly
10 kN/ 20 kN
- & V(x)=10-10-2 = —10kN
A B /g\ 4

i — M{’)M M(x) = —10x +40

10 kN
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L’esfor¢ tallant es manté constant i el moment flector varia linealment. A causa del
moment puntual aplicat en el punt C, s’obté un salt en el diagrama de moments de 20
kNm. Per ax =3, M(3) en el tram BC val —10 kNm i M(3) en el tram CD val 10 kNm.

A partir de les funcions V(x) i M(x) de cadascun dels trams, es dibuixen els diagrames
d’esforgos tallants i moments flectors:

10 kN/m 20 kNm
A B /g\ D
0 kN ( o
| \
10 kN | 10 kN
L 2m e Im ‘L 1m
— —
] ] x
=1

10 kN

Mx)\

-+10 kNm
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b) Dibuixeu els diagrames d’esforcos tallants V(x) i de moments flectors M(x)
aplicant les expressions V, =V, -S i M =M, +S on S,; és ’area del

vijj
diagrama de carregues entre els punts i i j, i S,; és I’area del diagrama de
tallants entre els punts i i.

N

10 kN/m 20 kNm
Al E B /g\ D
- |
7. 7,
- Ilm | Im | Im | Im |

Tram AE:

En el punt A el tallant és igual a la reaccid (V4 = Ry). El tallant en el punt E és igual al
tallant en el punt A menys la carrega distribuida aplicada sobre la biga (10 kN/m) per la
distancia entre A 1 E (1 m). Per tant, el tallant en aquest punt és nul.

Pel que fa al diagrama de moments, en el punt A el moment és nul, ja que la biga esta
articulada per aquest punt. Per tant, el diagrama parteix de 0. El valor del moment en el
punt E és igual al moment en el punt A més ’area del diagrama de tallants entre els
punts A i E.

V,=R,=10kN M , =0kNm

V.=V,-10kN/m-1m = OkN

Vix)
Va

M,=M, +lOkN/m-1m-%m:5kNm

Es pot comprovar que quan el tallant V' és nul, el moment Mg és maxim.
Tram EB:

Se segueix el mateix procediment que en el tram AE.

Vy, =V, —-10kN/m-1m = -10kN M,=M, —10kN/m~lm~%m =0kNm
Vix)
VA
=) M T =
LN &=
=t M(x) Mg

Vg
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4.Diagrames d’esfor¢os

Tram BC:

Per seguir amb el diagrama de tallants en aquest tram BC, es parteix del valor de V', el
qual es manté constant fins al punt C, ja que la biga no esta sotmesa a cap carrega

externa en aquest tram.

V.=V, =-10kN M. =M, —-10kN-Im =—-10kNm
V(x)
V4 Mc
t
, l\ Ve M, - My \(%D
[T (E2)
=
] " "
Vg Ve
Tram CD:

En el diagrama de tallants la grafica es manté constant, per la mateixa ra6¢ que en el tram
BC. El diagrama de moments presenta una discontinuitat en el punt C a causa del

moment flector aplicat.

V,=V.=-10kN M, =M, +20kNm—10kN-1m = 0kNm

Vix)
Mc

Vs
1 (=D
Vi M, N Al@(?//{ﬂ/n - Mp
11 (ED ED)
=)
i " "

Vg Ve Vb
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Problema 4.2.De la biga simplement recolzada de la Figura 4.2, sotmesa a les
carregues que s’hi indiquen, es demana:

20 kNm

* C
ly D
£

10 kN
10 kN/m
60°
Al
B
7,
2m 2m 2m
Figura 4.2

a) Dibuixeu els diagrames de N(x), V(x) i M(x).
b) Dibuixeu la corba aproximada de la deformada.

¢) Determineu N(x), V(x) i M(x), aplicant el principi de superposicio, si en
el punt B hi tenim una carrega de 20 kN en comptes de la de 10 kN.

Determinacio de les reaccions:
20 kKNm

* C
v D
RVD?

SF,=0) R, =0kN

10 kN SF, =0) R, +R,, =10-2+10=30kN
10 kN/m -
A R,, =20kN
RHA
A B SM,=0) R,,-6=10-2-1+10-2+20
RVA
R,, =10kN
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a) Dibuixeu els diagrames de N(x), V(x) i M(x).

Com que en els punts A, B, C i D hi ha discontinuitats pel que fa a ’estat de carregues o
variacions en la direccio6 de la barra, s’han de fer els talls en els segments AB, BC i DC.

Tram AB: 0m<x; <2m

Es fa un tall al mig del tram, a una longitud x; d’A. Es determinen N, Vi M en funci6 de
X1.

F N(x,)=0

10 kN/m

V(x,)=20-10x,

A V
NJ'r> M
| ) M(x,)=20x, — 10x1 5= =20x, -5

X

20 kN ™

No hi ha esfor¢ normal, I’esfor¢ tallant varia linealment i el moment flector té una
variacid parabolica.
N(x,)=10sin60°+10-2sin 60°-20sin 60°

Tram BC:2 m<x;<4m N N(x,) =8.67kN
F 10 kN *:@ V(x,)=-10c0s60°-10-2cos60°+20cos 60°
10 kN/m V(x,)=-5kN
A
| B M(x,)=20x,-10-2-(x, =1)=10-(x, = 2)
20 kN N - M(x,) =—10x, +40

Tram CB:2 m<x;<4m

També es poden analitzar els esforgos de la biga prenent com a referéncia el punt D. Si
es fa un tall a una longitud x, de D, es determinen N, V1 M en funcid de x;.

20 kNm
. N(x,) =10sin 60°=8.67kN

(\ i V(x,)=—10cos60°=—-5kN
10 kN

;% M(x,)=10x, — 20
&

w\

F N(x,)=0kN
y *N D V(x,)=—-10kN
v |

X L0kN M(x,)=10x,
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4.Diagrames d’esfor¢os

En els trams BC, CB i DC I’esfor¢ normal i el tallant es mantenen constants; en canvi, el
moment flector varia linealment.

A partir de les funcions N(x), V(x) 1 M(x) per a cada un dels trams, es poden representar
els diagrames de moment i de tallant i d’esfor¢ normal:

20 kNm
X C D
l y
' |
10 kN
10 kN
10 kN/m
60°
A
0N
1
20 kN
N(x)
[ ]
=
N
V(x) +20kN 10N
N
&
1=t
| T
SN ¢Ea))
M(x)
"+20 kKNm
5
O
(D
+20 kNm

— +20 kNm
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b) Dibuixeu la corba aproximada de la deformada.

A partir del signe dels diagrames de moments es pot deduir la curvatura de les barres, i
tenint en compte les restriccions de moviment, dibuixar de forma aproximada la
deformada. 20 kNm

X
C
y D

10 kN/m

o
=~
Z

20 kN

¢) Determineu N(x), V(x) i M(x), aplicant el principi de superposicid, si en el punt
B hi tenim una carrega de 20 kN en comptes de la de 10 kN.

S’analitza I’estructura amb I’increment de carrega AP, =20—-10=10kN

-

10 kN,

60°
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Determinacio de les noves reaccions provocades per la carrega afegida de 10 kN:

SF,=0) R, =0kN

SF, =0) R, +R,, =10kN R, =?kN
10
SM,=0) R, 6=10-2 Ry =—kN

Tram AB: 0m<x;<2m

Es fa un tall al mig del tram, a una longitud x; d’A. Es determinen N, Vi M en funci6 de
X1.

b

N(x,)=0kN

V(x,) :2?0 = 6.67kN

A V
o
A M(x,)) =?xl= 6.67x,

X1
6.67 kN -

L’esforg tallant es manté constant i el moment flector varia linealment.

Tram CB:2 m<x;<4m

! " N(x) =2 6in 60°= 2.89 kN
y 3

\ V(x,) = %cos 60°=1.67kN

S
\Z% M(x,)=3.33x,
N

L’esforg tallant es manté constant i el moment flector varia linealment.

Tram DC: 0 m<x;<2m

F N(x,)=0kN
M( $N D V(x,)=-3.33kN
v | M(x,)=3.33x,

- 3.33 kN

L’esforg tallant es manté constant i el moment flector varia linealment.
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Aplicant el principi de superposicio, amb els resultats dels apartats anteriors s’obtenen
els diagrames de N(x), V(x) 1 M(x):

Estructura amb
Estructura inicial I’increment de carrega de Estructura final
10 kN

[

10 kN/m

+33.3 kNm

+33.3 kNm
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Problema 4.3.La biga simplement recolzada de la Figura 4.3 esta sotmesa a una
carrega distribuida en el tram BC. Es demana:

X 20 kN/m
y

10 kN/m
A B C D

2m 3m 1m

Figura 4.3
a) Dibuixeu els diagrames de V(x) i M(x).

b) Determineu el punt en el qual M,,,.

Es calculen les reaccions en els recolzaments:

y

10 kN/m
A B C D
Ry
A A
Ry, Ryp

SF,=0) R, =0kN

SF,=0) R, +R, =10~3+%=45kN R,, =17.5kN

SM,=0) R, -6:10-3-(2+1.5)+¥-(2+§-3J R,, =27.5kN
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a) Dibuixeu els diagrames de V(x) i M(x).

Com que en els punts A, B, C 1 D hi ha discontinuitats pel que fa a I’estat de carregues,
es fan els talls pels segments AB, BC i CD.

Tram AB: 0m<x;<2m

Es fa un tall al mig del tram, a una longitud x; d’A. Es determinen N, Vi M en funci6 de
X1.

-

V(x,)=17.5kN

A V
i N#’\>M M(x,)=17.5-x,

X

17.5kN -

L’esforg tallant es manté constant i el moment flector varia linealment.

Tram CD: 0 m<x;<1m

v
V(x,)=-275kN

M‘# 0 M(x,)=27.5
1% “ (xz)_ . 'X2

4 27.5kN

L’esforg tallant es manté constant i el moment flector varia linealment.

Tram BC: 0 m<x3<3m

V3 X
"—; (x3)—* V(x3 —175—10 X3 — 32 3 =
y 10 kN/m
A 3 2
5 2
i gt 5—10x, — -3
2m | X “ 3
| | .
17.5 kN M(x)=17.5-(x,+2)-10-x, - 225 5
2 2 3
2 50

=17.5-(x; +2)-5x2 - =35 +175x, —5x7 -

L’esforg tallant varia parabolicament, mentre que el moment ho fa segons una funcid
cubica.
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4.Diagrames d’esfor¢os

A partir de les funcions V(x) i M(x) de cadascun dels trams, es poden representar els
diagrames d’esforg tallant i de moment flector:

* 20 kN/m
y

10 kN/m
A B C D

0 kN
17.5 kN , - 275kN
Vi
1=
L[] -
X
- -27.5kN
I T
| ¢E3)) , ,
M) _ 5 /-27.5 kNm
35 kNm N / |
] \\\ ’//

Mmi +48.2 kNm

b) Determineu el punt en el qual M,,,,.

A partir de I’equacio V(x3) del tram BC, s’observa que hi ha un zero a x; € [0,3]. Aquest
zero a V(x3) és un maxim o un minim a M(x3).

V(x,)=17.5-10x, —gxf =0

S’obtenen 2 valorsdex: _x, =—747m esta fora de I’ interval
x; =1.42m; per tant,a x; =1.42m
V(x3 ) =0

M,, =M(1.42)=482kNm

max
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4.Diagrames d’esfor¢os

Problema 4.4. A partir del diagrama de tallants d’una biga representat a la Figura
4.4, determineu:

a) L’estat de carregues aplicat sobre la biga (d’A a E), sabent que a la
seccid E hi ha aplicat un moment flector en sentit antihorari.

b) El valor del moment en el punt C, M¢.

) |
+25 kN
£ +10 kN
+5 kN
jEa] -
A B T Tc D E x
=1
-15 kN -
| Im ’ 2m Im ‘ 1m J
[ | | o
Figura 4.4

a) Determineu P’estat de carregues aplicat sobre la biga (d’A a E), sabent que a la
seccio E hi ha aplicat un moment flector en sentit antihorari.

Si

AB:

BC:

CD:

DE:

Discontinuitat de 25 kN ->

Diagrama constant >

Discontinuitat de —20 kN ->

V(x) lineal amb pendent

de —10 kKN/m >

V(x)=a+bx six=0
six=2

V(x)=5-10x

q(x) =—-10kN/m

Discontinuitat de 25 kN ->

V' (x) lineal amb pendent

de —10 kN/m >

V(x)=0 iconstant >

-94 -

¢s el tallant 1 g(x), la carrega distribuida.

Carrega puntual de 25 kN
No hi ha carrega,

Carrega puntual de —20 kN

q(x) =—10 kN/m
V)y=5 a=5kN

V(2)=-15 b=-10kN/m

Carrega puntual de 25 kN

q(x) =—-10kN/m
No hi ha carrega, g(x)



4.Diagrames d’esfor¢os

10 kN/m ME

¢ \
25 kN 25 kN

1m 2m 1m 1m

Per obtenir el valor de M, es planteja I’equilibri de moments a la biga:

SM,=0)  20-1+10-3-(1+1.5)-25-3-M, =0 M, =20kNm

b) Determineu el valor de M.

V) |
+25 kN
|ER
+5 kN
A B T e Y
. =
-15 kN
1m 2m Im 1m

Per calcular S, ,. cal determinar la distancia x.

L’equaci6 de I’esforg tallant en el tram BC és:

V(x)=5-10x

Si el tallant és nul, V' (x) =0, es pot determinar la distancia x fent:
0=5-10x x=0.5m

El valor del moment en el punt C, M, és:

M.=M,+S, =0+25-1+5-%—15-%:15kNm
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4.Diagrames d’esfor¢os

També es pot determinar M¢ amb el diagrama V(x) a la dreta de la seccio C:

Vi(x)

+10 kN

..; .
S C D E x
1m 2m Im Im

El valor del moment en el punt C, M, és:

M,=M.+S,., 20=M_, +1o% M. =15kNm
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4.Diagrames d’esfor¢os

Problema 4.5.Determineu els diagrames N(x), V(x) i M(x) del portic de la Figura
4.5.

b

30 kNm 20 kN/m
¢ E 25kN
N ! ' N
20 kN D
g g
Y
B F .
G 7,
g
. A;
1.5m 2m 1m

Figura 4.5

Es calculen les reaccions als suports plantejant I’equilibri de forces i moments:

L

30 kNm 20 kN/m
¢ E 25kN
20 kN D
| R
B HF F
G
RVF
A
RVA
SF,=0) R, +25=0 R, =-25kN
SF, =0) R, +R, —20-20-1=0 R, =25kN
1
R,, =15kN

IMp=0) Ry 3+25:1-201-—+30-20:45=0
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4.Diagrames d’esfor¢os

Es fan talls al llarg del portic. Com que en els punts A, B, C, D, E, F 1 G hi ha
discontinuitats pel que fa a I’estat de carregues o canvis de direccid, es fan els talls pels
segments AB, GB, BC, CD, EF i DE.

Tram AB: 0m<x;<1m

Es fa un tall al mig del tram, a una longitud x; de la secci6 A. Es determinen N, Vi M en
funcid de x;.

b

s
4

A —
= I N(x,)=-15kN
< V(x,)=0kN
M (x,) =0kNm
15 kN

Tram GB: 0 m<x;<1.5m

’—§ N(x,) =0kN

20 kN
V(x,)=20kN

al |
N# ’)M M(x,)=-20-x,

X2

Tram BC: 1 m<x;<2m

- 7 N(x,)=20-15=5kN
’y 20 kN ol
= V(x,)=0kN
Gl r I (1)
M(x,)=-20-1.5=-30kNm

g - 1.5m =
1

15 kN
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4.Diagrames d’esfor¢os

Tram CD: 0 m <x3<2m

Ly 30 kNm

N (*ﬁ

g 20 kN X3
G N 0N
E 1.5m V(x3):15_202_5kN
- A
M(x;)=15"x, —|—3O—20(x3 +1_5): —5x,
15 kN

Tram EF: 0m<x;<1m

L

<
/T\

S N(x,) = -25kN
I
- V(x,)=25kN
25kN_ | ||F
T M(x,)=-25-x,
25 kN

Tram DE: 0 m<x5<1m

[y 20 kN/m N(x.) = 0kN

,Jg e
M v XT 25kN V(xs)=20-x5-25
5

el

1m

M(X5)=25-x5—25-1—20.x5.x?5:

25kN

=—10-x7 +25-x,-25
25kN
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4.Diagrames d’esfor¢os

A partir de les funcions N(x), V(x) i M(x) de cada un dels trams, es poden representar
els diagrames d’esfor¢ normal, d’esforg tallant i de moment flector:

c D 5
N(x) i
i
M F
G B[b 225 kN
Ai 51N
C D E
e T[S TIPS
-5 kN
G B 225 kN \ \
(. F
o
[
220 kN
A
15 kN -25 kNm
10 kNm 1> Km
M(x) -30kNm C e 25 kNm
7/\‘7 D ’/\
7] 1]
-4 —-30 kNm ™
G —1. B
F
A
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5.Tensions en elements a flexio

5. Tensions en elements sotmesos a flexié

Problema 5.1.La seccio representada a la Figura 5.1 es troba sotmesa a flexio
simple. Sabent que la deformacié unitaria en el punt A és de 500 wue,
determineu:

a) La curvaturai el radi de curvatura de la seccio. z 10
y ‘ B
b) La tensio normal en el punt B.

¢) La forca normal resultant de I’area ratllada. ‘

80

d) El moment flector que hi ha aplicat a la seccio.

10

Dades:

Modul d’elasticitat del material (F) = 2-10° MPa. Figura 5.1 (Cotes en mm)

a) La curvaturai el radi de curvatura de la seccid.

£
Apliquem la teoria fonamental de la flexio: C = 1 =,
ry
l y
N LN.
Sy y

Si g4 = 500 ue, cal coneixer el valor de y,4 per trobar la curvatura. Per tant, en primer lloc
caldra situar el centre de gravetat (c.d.g.) de la seccid, que coincidira amb la linia neutra
(L.N.), perque es tracta d’un cas de flexio simple.

B

> Ay 70-10-5+2-70-10-45

= = =31.7mm
el TS T70410+ 27010
—‘;cdg
La curvatura de la seccio sera:
. -6
c=Ee 09 55110 mm
y, (31.7-10)
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5.Tensions en elements a flexio

I el radi de curvatura, r = é =43.3m

b) La tensio normal en el punt B.

Sabent que la seccid es manté plana després de la deformacid, i que I’allargament de la
linia neutra és nul, es dedueix el diagrama de deformacions unitaries, &:

z
y B €B

£
=)
%
1 DNec+s00ue |
g
g
€y &g
217 —483
483
£, = =29 500ue = —1.12-10° e
BT o1 a

Per altra banda,

gB
-48.3

C=23110" =

£y =-2.31-107-48.3=~1.12-10° ue
Com que el material compleix la Llei de Hooke:

oy =&y E=-223MPa

¢) La forca normal resultant de I’area ratllada.

La for¢a normal resultant és la integral de la distribucié de tensions en la superficie
indicada, on y; =21.7 mm1y, =31.7 mm.

Per tant,

F, = Io*dA = y_fa(y)-b-dy :T E-¢(y)bdy :E-b]z Cydy :E-b-C-y?2
A

N N N

=86.2kN

2 2
=2.10°-70-231-10"° (Mj
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5.Tensions en elements a flexio

Alternativament, sabent que la distribucid de tensions ¢és lineal, la for¢ca normal també es
pot calcular com el volum de tensions en la zona indicada:

z
X
y

trapezi oc

21.7 mm

31.7 mm

o, _ O¢
217 31.7

0,=500-10"°-2-10° =100 MPa

o, =146 MPa

F,=4,,,.b=—(146+100)-10-70 = 86.2kN

trapezi

| —

d) El moment flector que hi ha aplicat a la seccio.

El moment flector es pot calcular com:

c=M: ~  M.=CEI

E-1

z

La inércia de la secci6 respecte a ’eix z és:

V4

I —%-70-103 +70-10-(31.7=5)° +2{%~10-703 +10~7O-(48.3—35)2j:1.32-10" mm*
El moment flector sera:
M, =231-10"-2-10° -1.32-10° = 6.12kNm

Aquest moment també s’hauria pogut calcular a partir de la tensié en qualsevol punt i
aplicant la formula de Navier. Per exemple, en el punt A:
. . . . 6
MzzaAIZ - MZZO'AIZ:+IOO 1.32-10
V., V, +21.7

=6.12kNm
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5.Tensions en elements a flexio

Problema 5.2.La Figura 5.2 representa una biga simplement recolzada sotmesa a
una carrega uniformement distribuida i a una carrega puntual. Calculeu les
tensions normals maximes de tracciéo i compressio i escolliu el perfil més
adequat entre els que s’indiquen.

Dades:

Tensi6 normal admissible (oy4,) = 173 MPa

Taules de perfils laminats UPE i IPE

X
’y 15 kN

A |

7.5 kKN/m

A
i

Figura 5.2
Perfils que es poden escollir:

a) IPE b) IPE ¢) 2 UPE d) 2 UPE

|
‘ |
’ ﬂ%%ﬁ» dani L i
i

En primer lloc cal trobar el moment flector maxim ja que sera el determinant per al
dimensionament:

!y 15 kN

7.5 kKN/m
Al B
RHA —
A A
RVA RVB
> F, =0) R, =0
Y F, =0) R, +R,=755+15 R,, =27.8kN
> M, =0) R,,-5=75-5-25+15-2 R, =24.8kN
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5.Tensions en elements a flexio

Partint de les reaccions i1 de les forces aplicades sobre la biga, es pot determinar el
diagrama de tallants V(x):

!y 15kN

7.5 kN/m

27.8 kN 24.8 kN

El moment maxim es dona en el punt on el diagrama de tallants passa per zero. Per tant,
en aquest cas, el moment maxim es troba a 2 m del recolzament A.

Per trobar el valor del moment maxim M,,,, es fa un tall en una seccidé qualsevol
(Seccid S-S) i es determina 1’equacioé del moment M en funcio de x.

L

A

27.8 kN

2

7.5 KN/, M(x)= 27.8x—7.5-%
P

M

“—, perax=2m,

N

M, (x=2)=40.5kNm
X

El modul resistent minim de la seccid sera

M,, 40.5-10°

max

W =

min

=234-10° mm’
173

adm
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5.Tensions en elements a flexio

a) Perfil IPE amb flexio segons I’eix y:

Wi =W, 1pp = (Taules) = IPE — 220 (W, =252-10° mm’)

min
Les tensions maximes de tracci6 i compressio seran:

M,,.  40.5-10°

=161MPa

O, = =
t Wy,IPEzzo 252-10°

o, =—0, =—161MPa

b) Perfil IPE amb flexio segons ’eix z:

Wi =W, e = (Taules) = IPE - 550 (/.= 254-10° mm”)

min ¥4
Les tensions maximes de tracci6 i compressio seran:

M,,.  405-10°

max

—=159MPa
Wz,IPESSO 254-10

o, =

o, =-0, =—159MPa

¢) 2 perfils UPE amb flexio segons I’eix y:
Woin = Wy,ZUPE

En aquest cas, cal buscar quin és el modul resistent per a 2UPE treballant amb flexio
respecte a I’eix y:

R

| =21,

= wa‘—

‘ _Iy' 21}’ 2W

1 W)'=r>=—>=
‘Z‘ZZ) y % % y

El modul resistent de la seccid6 composta sera el doble del modul resistent de la seccio
simple. Per tant:

3
[/— =%= 117-10° mm® = (Taules) = 2UPE—180 (W,upz = 150-10°

mm’)
Les tensions maximes de traccio i compressio seran:

M 40.5-10°
o, =—0,= = 0.5-10 T =135MPa
W, uppso  2:150-10
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5.Tensions en elements a flexio

d) 2 perfils UPE amb flexio segons I’eix z:
Woain =W 2upe

El modul resistent per a 2UPE treballant amb flexid respecte a 1’eix z sera:

En aquest cas no es pot trobar directament el perfil que compleix aquestes condicions;
per tant, es trobara per tempteig:

2 UPE-220: /. =246-10*mm*; 4=33.9-10° mm?;b =85mm;c =27 mm.
1.'=2-246-10* +2-33.9-10(85-27)* =2.77-10" mm*

~2.77-107

w' =326-10°mm’ >234-10° mm’

z

Com que el modul resistent obtingut és superior al necessari, es pot provar d’optimitzar
el perfil:

2 UPE-180: /. =144-10" mm*; 4=25.1-10>mm’ ;b =75mm;c = 24.7mm.
1.'=2-144-10* +2-25.1-10%(75-24.7)’ =1.56 10" mm*

1.56-10’

W =208-10° mm’® <234-10° mm*

z

Aquest perfil no compliria la condicid. Per tant, es prova el perfil immediatament
superior:

2 UPE-200: /. =187:10* mm*; 4 =29-10> mm?;b =80mm;c =25.6mm.
1.'=2-187-10* +2-29-10%(80 - 25.6)’ = 2.09-10” mm*

107
W - 209100 _ 261-10° mm® > 234-10° mm®

z

Aixi doncs, el perfil optim seria 2 UPE-220. Les tensions maximes de traccio i
compressio seran:
M _40.5-10°

max

=173MPa

O, =—0,= = 3
Wz,zUPEzoo 234-10
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5.Tensions en elements a flexio

Problema 5.3.La biga de la Figura 5.3, originalment de fusta i de seccio
rectangular de 60-120 mm’>, es refor¢a en els 2 m centrals amb una platina
d’acer de 40-12 mm®*. Es demana quina és la carrega maxima P que pot
resistir aquesta biga.

Figura 5.3

z  Seccid A-A Secci6é B-B Dades:
y
Modul d’elasticitat de la fusta (E)) = 10* MPa
Modul d’elasticitat de I’acer (E,) = 2-10° MPa

120

Tensi6 maxima de la fusta (G,4m,) =40 MPa

12

Tensidé maxima de I’acer (0,4p,4) = 240 MPa

60 1
]

(Cotes de les seccions en mm)

Cal estudiar quins son els esforgos maxims que pot resistir la seccid sense reforgar
(Seccid A-A) 1 la seccid reforcada (Seccié B-B). El moment maxim estara determinat
per les tensions maximes que resisteixen els materials de la seccio.

-

Seccio A-A:

| —O
=1
\g _ymax,f
] | tz | LN.
/ [ Ymary = 60 mm
T

o

A la fibra més allunyada de la linia neutra, la tensié6 normal no pot ser superior a la
tensio maxima de la fusta. Per tant, podem calcular el moment maxim que pot resistir la
seccid de fusta:

M .
— 40 MPa — max ymax,f

z,A-A

o

max,

I, .= %-60-1203 =8.64-10° mm"*
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5.Tensions en elements a flexio

_40-8.64-10°

M =
max, 60

=5.76kNm

Seccio B-B:

A les fibres d’acer i1 de fusta més allunyades de la linia neutra (L.N.), la tensi6 normal
no pot ser superior a la tensié maxima del material corresponent.

Per trobar la L.N. d’aquesta secci6 s’utilitza el concepte de seccid equivalent: es
transforma tot el material a fusta i es busca el centre de gravetat de la seccio:

’—; ’—? 60
|
y — y
E, 210
n=—L~= 2 =20
- E, 10 /
0

Fﬁ)’):

b,, =20-40 =300mm

120

‘ycdg

—r ol

12

~800-12-6+60-120-72

= =34.3mm
Yete = 7800-12 460120

Les distancies maximes a la linia neutra (L.N.) son:

v, =34.3mm
Y, =120+12-34.3=97.7mm

El moment d’in¢rcia de la seccid equivalent és:

s hs :é-60-1203 +60-120-(72-34.3)° +é-800-123 +800-12-(34.3-6)

I
=2.67-10"mm*

Els diagrames de tensions ficticies i reals son:

Uﬁctt’cies O reals
z
y Gmax,fusta O—max,fusta

=)
g =N
«a
<t
o

- LN

E%
O-max,_ fict,acer Umax, real,acer

o =0 ‘n
max,real,acer max,fict,acer
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5.Tensions en elements a flexio

El moment maxim que pot resistir la seccio reforgada el dona el minim de

CrarsLopp  40-2.67-107

Mmax,f = =10.9kNm
Yy 97.7
i . . 7
g =S znn L 24020710 1 g 34104m
’ V., n 34.3 20

El moment maxim que pot suportar la seccid A-A és de 5.76 kNm i la seccio B-B, de
9.34 kNm. El diagrama de moments flectors de la biga és:

P/2 P2

M(x) Mmax=(P/2)-3 m

Per tant, la carrega P que provocara el moment maxim que pot suportar cadascuna de
les dues seccions és:

MWA_A:E-2=P = P=576kN

’ 2
M 5 :5-3:1.5-P = Pzﬁzé.ZZkN
G ) 1.5

La carrega maxima que podra suportar la biga és el minim de les dues carregues
anteriors: P =5.76 kN.
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5.Tensions en elements a flexio

Problema 5.4.Determineu el moment maxim M, que pot resistir la seccié de
formigé armat de la Figura 5.4, per tal que la tensi6 maxima al formigé no
excedeixi 10 MPa y la tensié maxima a I’acer no excedeixi 200 MPa.

50

’ FA—) ades:
’y—‘ . - Dad

Modul d’elasticitat del formigé (E,) = 10* MPa
50 Modul d’elasticitat de I’acer (E,) = 2-10° MPa

200

[eae] 2

175

3916  (Cotes en mm)
Figura 5.4

Considerant que el formigé €s un material que no suporta esforcos de traccid, només es
representa la part de la seccié comprimida. En aquest cas, la part de la seccié d’acer es
transforma a formigd per aconseguir una seccid6 homogeneitzada (d’un sol material) o
seccio eficag:

. 200 108
, - n=E”=210 50
L A

4
= E, 10
: 2
w | JLLL Aacer :3(72-16 ]:603mm2
a 50 4
A,y e
g\ A eacer— y =n-A,_ =20-603=12-10° mm®

eq,acer acer

Seccid eficag

La linia neutra de la secci6 coincideix amb el centre de gravetat de la seccio eficag:

2
200-50-(y +25)+ 50'2y ~12-10° - (225~ y)

0= 5 = y =100mm
200-50+50y+12-10

La inércia de la secci6 homogeneitzada és:

(En el calcul de la inércia equivalent s’ha negligit la ineércia de les armadures d’acer
respecte al seu c.d.g.)

I =é-200-503 +200-50-(25+100)° +§-50-1003 +12-10° - (225-100)* =

eq

=364-10°mm*
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5.Tensions en elements a flexio

El moment maxim que pot resistir cada material és aquell que es produeix quan les
fibres més allunyades de la linia neutra estan sotmeses a la tensié maxima del material.

M

_ max,i ymax,i .
max,z

e
1,

Moment maxim que suporta el formigo:

M, ., -(50+100)

~10MPa = — "/~ _ M,,. , =242kNm
364-10 -
Moment maxim que suporta 1’acer:
Mmax a ’ (225 - 100)
200MPa = ’ c -20 = M, . =29.1kNm
364-10 ’

El moment maxim que resisteix la seccid €s el minim dels que resisteix cada material,
sigui, Mg = 24.2 kKNm.
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Problema 5.5.A la peca de la Figura 5.5, trobeu la carrega maxima P que es pot
aplicar si no es vol superar la tensio de 150 MPa a la zona corba.

N
_
=]

OJV/
/V 4

Seccid S-S

Figura 5.5

Els parametres de la seccio6 son:

7, = radi exterior de la curvatura

. o E | R =radi de I’eix centroidal longitudinal

R r=radi de I’eix neutre de la biga
r
‘ ‘ f-—%‘ r; = radi interior de la curvatura

e = distancia entre 1’eix centroidal 1 1’eix neutre

\ |
\ .é ‘ ¢, = distancia de la fibra superior a 1’eix neutre
: |
il G distancia de la fibra inferior a I’eix neutre

p = distancia del centre de curvatura a una fibra
qualsevol.

Amb les dades de I’enunciat s’obté: , =170 mm; r, =120mm .

Es determina la posici6 de I’eix centroidal de la seccio S-S a partir de la geometria de la
peca:

YAy 20-40-40+20-10-20+10-40-5

= =27.1mm
Ve TNy 20-40+20-10+10-40

Per tant, el radi de I’eix centroidal longitudinal és:

R=7,+yy,, =120+27.1=147mm
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5.Tensions en elements a flexio

El moment a la seccid S-S és:
M =P-(80+R)=P-(80+147)=227P Nmm

Es determina el radi de 1’eix neutre de la biga, sabent que 1’area total de la secci6 és
1400 mm”.

!
Yz

p

r on p ¢s la distancia del centre de curvatura a una fibra qualsevol.

o Ty ] 1 : 1 2
d_A:J'@ :40.lnﬂ+10.1nw+1o.mr—0:
“p D 7, r, +10 r.+10+20

1

120+10+10-ln120+10+20+10-1 170

= 40In n———
120+10 120+10+20

1400
r= =145mm
40-1In @ +101n @ +101n @
120 130 150

La fibra més interior esta sotmesa a una tensio de:

o P Muee P 227P-(145-120) P
" A4 Aer 1400 1400-(147-145)-120 1400

max

+1.8:10°P=1.87-10P

per tant la carrega maxima perque no falli la fibra interior és:

o, <150 = P >8.03kN

mentre que la tensid a la fibra més exterior sera:

P M, P 227P-(145-170) P

o, = + =
A Aer, 1400 1400-(147-145)-170 1400

-1.24-10°P=-1.17-10P

Per tant, la carrega maxima perque no falli la fibra interior és:

lo,| <150 = P >12.8kN

El valor maxim de la carrega P que es pot aplicar per tal de no superar la tensio de 150
MPa és 8.03 kN.
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5.Tensions en elements a flexio

Problema 5.6.Es disposa de dos perfils armats d’acer, (a) i (b), per resistir els
esforcos de la biga simplement recolzada sotmesa a tres forces puntuals de
la Figura 5.6. Es demana que calculeu la for¢ca normal maxima per unitat
de longitud que ha de resistir cada cord6 de soldadura en ambdés casos.

LPI ipz i& Dades:
A ¢ D E B Carrega | (P))=7.5kN

Carrega 2 (P;) =5 kN

Carrega 3 (P;) =2.5kN

Figura 5.6

r; @ ’y—— ) 120 .
y

# - ol i
I /| U~y
Cordo de - S ].10
soldadura = ST
a
%}{ 12
|
60
- E N 1
100
(Cotes de les seccions en mm) a

La forga que resistiran els dos cordons de soldadura sera la for¢ca d’esquingament que
hi ha entre les dues parts de la peca:

z Seccio (a): Seccio (b):
Y 120

15 — -
% i ol |
on
7 U =y
- |
Feﬂ = = % _10
NE -
“y
h o Y
E N | |
AM 100
FB:]_.Me S

z

on AM ¢s la maxima diferéncia de moments flectors per metre lineal. Aquest
increment maxim per unitat de longitud del diagrama de moments (dM/dx) es troba on
el tallant (V' = dM/dx) és maxim.
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5.Tensions en elements a flexio

Les reaccions a A 1 B son:

7.5 kN 5 kN 2.5kN
A ci Di Ei B
RHA —
A A
RVA RVB
DY F,=0) R, =0
D> F,=0) R, +R,=15 R,, =6.25kN
>M,=0) R,4=753+52+251 R, =8.75kN
Els diagrames de tallants i de moments flectors de la biga son:
g ys kN f kN iz.s kN
A C D E B
RHA —
I | | I
RVA : : RVB
Vix) |
8.75 kN
LN 1.25 kN
T T T 11 -
T x
!
3.75kN || 1
6.25 kN
M(x) 10 kNm
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5.Tensions en elements a flexio

L’increment maxim de moment per metre lineal es troba en el tram AC i és de AM,4y
= 8.75 kNm.

Les propietats geometriques de cada seccid son:

Seccio (a):

4- 30 70.
o v 2 Ay _80-30:15+30-70-65 _ o,
S S > 4 80-30+30-70

Y
g i y cdg
Y
1

I =E-80-303 +80-30-(38.3-15)° +é-30-703 +30-70-(65-38.3)° =3.84-10° mm*

80

z

Seccio (b):
J—; - 120
Yy
= i i
| L™
2 10
S
o)
12 —
‘ <‘;cdg
[ | [ |
100 T
«a

ZA')/ 100-12-6+12-128-76+2-10-20-130+120-10-145
ycdgz = =80.7mm
ZA 100-12+12-128+2-10-20+120-10

I =%-100-123 +100-12-(80.7 - 6)° +é-12-1283 +12-128-(76 -80.7)" +

z

+%-2-10-203 +2-10-20-(130-80.7) +%-120-103 +120-10-(145-80.7)" =1.43-10" mm*
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5.Tensions en elements a flexio

El moment estatic de cada tros de peca és:

Seccio (a):

e

gqycdg M, =80-30-23.3=56-10" mm’
!

80

Seccio (b):

. 120
Ly

NN
=
30

Y

10
)

1

b M, =2-10-20-(130-80.7)+120-10-(145-80.7) =
cd;

L =96.9-10° mm?

Per tant, la for¢a d’esquingament maxima per metre lineal és:

3
Seccio (a): F, = W%-W =128 kN
3.84-10
3
Seccio (b): F = u96.9 -10° =57.3kN
1.48-10

La for¢a que ha de resistir cada corddo de soldadura és la meitat de la forga
d’esquingament:

Seccio (a): Fiedwra =128/2 = 63.8kN/m
Seccio (b): F o ieawra =57.3/2=28.6kN/m
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5.Tensions en elements a flexio

Problema 5.7. La biga de la Figura 5.7 esta sotmesa a una carrega puntual de 10
kN en el punt B. Dibuixeu el diagrama de flux de tensions tallants i el de
tensions tallants suposant les seccions indicades, sabent que la forca passa
pel centre d’esforcos tallants i que produeix flexio respecte a I’eix 7 de la
seccio:

10 kN

10

35 |

’_? ('cl)I . ) o
y

15
150

200

200

\ 150 \

10

(©

200

10

150

Figura 5.7

Si les seccions soén de parets primes, les tensions tallants es poden considerar
constants en tot el gruix i el flux de tensions és f = re:

VM,
T =

V-M,
I e /= 1

z
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5.Tensions en elements a flexio

Cal calcular el moment d’inércia de la seccid, el moment estatic de cada tram, i
determinar el sentit del flux de tensions tallants. Amb aquestes propietats
geomeétriques i les equacions anteriors es pot dibuixar el diagrama de tensions tallants:

Cas a)

Calcul d’L:

10

15
1 =i-150~2003 —L‘135~18O3 =3.44-10" mm*
12 12

200

z

10

Y cdg

’ [ 1 St/

] 911/

Calcul dels punts representatius del diagrama de flux de tensions tallants:

_10-10°-40.4-10°
3.44-107

fi=> M, =425-10-95=40.4-10° mm’ = f, =11.7 N/mm

_10-10°-102-10°

=M _ =108-10-95=102-10° mm’ =
& “ & 3.44-107

=29.7 N/mm

Sonae =M e =M + M, +15-90-45=203-10° mm* = f, .. =59.1N/mm

e,max max
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5.Tensions en elements a flexio

29.7 N/mm
11.7 N/mm

U T
T .

11.7 N/mm
29.7 N/mm

Diagrama de tensions tallants:

7
m
z
I 73
L I
y

Tmax

[ ] (X

Cas b)

41.4 N/mm

59.1 N/mm

41.4 N/mm

7, :%:1.17MPa

e, =/, =297MPa

e fz%j ~2.76MPa

max

_fmax —
Ty =77/ s =3.94MPa

Calcul d’L: En aquest cas, com que la biga no presenta simetria respecte de 1’eix z, es
calcula préviament el centre de gravetat de la seccio:

J—? ® 51
y @

15

10

200

150
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5.Tensions en elements a flexio

> A4y 2.10-150-75+180-15-108

= = =90.4mm
Ve TNy 210-150+180-15

I. =%-2-10-1503 +2-10-150-(90.4 - 75)° +é-180-153 +180-15-(108-90.4)°

=7.18-10° mm*

Sentit del flux de tensions tallants:

|, Mmfz

%fl 1t

\

|

1

|

|

|
i

=

/

| =

Calcul dels punts representatius del diagrama de flux de tensions tallants:

fi=>M, =10-(35+7.5)-((150—427'5j—90.4j =16.3-10° mm’ =

~10-10°-16.3-10°
7.18-10°

= f =22.7N/mm

f, =M, =95-15-(108-90.4) = 24.4-10°mm* =

~10-10°-24.4-10°

= =34 N/mm
& 7.18-10°
2
fmax = Me,max =%: 409103 mm3 f—
3 3
—f - 10-10°-40.9-10 _ 56.9N/mm

7.18-10°

Diagrama de tensions tallants:

Tmax
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5.Tensions en elements a flexio

T, = f% =2.27MPa

- *fz% — 5.67 MPa

T, = f%S =2.26 MPa

_ f,,,/ _
Ty =714 = 5.69 MPa

[—? 34 N/mm 34 N/mm
y
Cas ¢)
Calcul d’L:
fz © )
y /
|10
15 -
10 &
ycdg
150
1 3 1 3, 1 3 7 4
/. =—-150-200" -2 —-10-100" + —-57.5-180° |=4.24-10" mm
12 12 12

Sentit del flux de tensions tallants:

il




5.Tensions en elements a flexio

Calcul dels punts representatius del diagrama de flux de tensions tallants:

3 3
fi=M,=10-45-725=32.6-10'mm’ = f, = 10 14?243?667 10 _ 7 69N/mm
3 3
f,=>M,=M,+70-10-95=99.1-10° mm’ = f, = 10 14?249?617 10 _ 23.4N/mm
. 3, 103
Fowe =M, =2M , +15:95-47.5=266-10’mm’ = f, = 10 4110242?3710 =

= 62.7 N/mm

Diagrama de tensions tallants:

WWWW e, =/ =227MPa
yr: m ME % Tzzf/lsz2.26MPa

w722 —301MPa

m m E § £ = Iras/ = 4.18MPa

1 73

23.4 N/mm
7.69 N/mm 7.69 N/mm

z
I 7.69 N/mm
y

m M E 46.7 N/mm

I M 62.7 N/mm
m m E 46.7 N/mm
7.69 N/mm
7.69 N/mm 7.69 N/mm

23.4 N/mm
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5.Tensions en elements a flexio

Problema 5.8.Trobeu el centre d’esforcgos tallants per a la seccio del cas a) del
problema 5.7.

yr? (frl)I ;

| 35
\

(=]
—

200

10

‘ 150 ‘

Figura 5.8 (cotes en mm)

El centre d’esforcos tallants és el punt per on ha de passar la resultant dels esforcos
tallants a la seccio per tal de no produir esforgos de torsio. Per tant, el sumatori de
moments produits per totes les forces tallants respecte d’aquest punt és igual a zero.

> M, =0)

.
L ? (F, —F,,)I9=F, e

e= (FHI _FH2)190

v

——————

——
F Fu

Les forces horitzontals s’obtenen amb la integracié de tensions tallants en aquests
trams.

De I’exercici anterior, €s coneix:

’y—; l'lﬂdﬁéﬁa‘m\
B

Per tant: Fy, :%-1.17-42.5-10:249N z

y

FHz=%'2.97-108-10=1.6-103N %%m
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5.Tensions en elements a flexio

La forga vertical coincideix amb el tallant de la seccid Fy = 10 kN.

La posicio del centre d’esforgos tallants O esta determinada per :

1.6-10° —249
e=———>—

o0 190=256mm
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6.Deformacions en elements a flexio

6. Deformacions en elements sotmesos a flexi6

Problema 6.1. La biga simplement recolzada de la Figura 6.1 esta sotmesa a una
carrega uniformement distribuida i a una carrega puntual. Determineu:

a) La fletxa en el punt C.

b) L’angle que formen les tangents a I’elastica entre els punts A i C.

, ' m 10 kN

5 kN/m
v !
A
. B
7. 7
B 3m B 3m |
6m
Figura 6.1 Dades: (E-) = 10° Nm®

El problema es resol mitjancant els teoremes de Mohr (també es pot resoldre amb
I’equacid de I’elastica).

a) La fletxa en el punt C.

Per trobar la fletxa en el punt C, s’aplica el metode de la biga conjugada pel calcul de
fletxes i el principi de superposicio.

En primer lloc, es troba la biga conjugada per a cadascuna de les carregues a que esta
sotmesa la biga:

, * 5 kN/m ro kN
A B ’
| 1
TTTT1 X
(D
M(x) Mmax=22.5 kNm

M max=22.5 kNm

Mya=13.3 kKNm
(R4l ? [Rg; ? [RA]J ' [Rg]j

- 127 -




6.Deformacions en elements a flexio

Les reaccions de les bigues conjugades seran:

[R,] =[R,] =%-(§-6 - 22.5} = 45kNm’

[R,], =—-G-6-13.3)§ =17.8kNm®

La fletxa en el punt C es pot calcular com la suma de les fletxes degudes a cada carrega:

ANLA!

5C:[5c]1+[5c]z: I P

[M,]

La curvatura de cada biga conjugada [Hj es calcula plantejant I’equilibri de

moments:

X
Ly
22.5 kNm

/ﬂT T
+ cl B
A C e Ml
xl xz
" 17.8 kNm?

45 kNmzﬁ

[Mc]1 :453_(%3225jx1 =844kNm2
3

on x; ¢és la distancia entre el c.d.g. de la carrega distribuida i el punt C,

x1=§-3=1.13m.

[M.], =17.8-3—(%-3-10)-x2 = 38.3kNm’

on x; ¢és la distancia entre el c.d.g. de la carrega distribuida triangular i el punt

C, x, =%~3=1.00m.

La fletxa a C és:

s _Mch+mc] _(844+383)10° o0

¢ E-I 10°
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6.Deformacions en elements a flexio

b) L’angle que formen les tangents a I’elastica entre els punts A i C.

L’angle que formen les tangents a 1’elastica entre dos punts es pot calcular aplicant el
primer teorema de Mohr:

-S
0,0, - M,AC

E-1

on Sy 4c és l’area del diagrama de moments entre A 1 C. Aplicant el principi de
superposicio,

TTTTT <~ N =
() (&) 10 kNm
S aca :%22.5-3:451<Nm2 Syaca :%-2-?+%.(?+10j.1:25k1\1m2

L’angle buscat és:

45+ 25)-10°

0.-0, :( T =—0.07rad
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6.Deformacions en elements a flexio

Problema 6.2.Determineu la fletxa en el punt D de la biga de la Figura 6.2.

3m 1.5m

Dades: E-1 = 10° Nm>.
Figura 6.2

El problema es resol mitjangant els teoremes de Mohr (també es pot resoldre amb
I’equacio de ’elastica).

La fletxa en el punt D (&, ) es calcula aplicant el principi de superposicio de
moviments. El primer moviment se suposa que és de flexio del voladis sense gir a la
seccid C (0,,). El segon moviment del voladis seria el de cos rigid causat pel gir de C

(502 ).
50 = 501 + 502

Aplicant el segon teorema de Mohr, la fletxa del punt D, considerant que C no gira ¢és,

m@ A

[SkNm g [—1-7.5-1.5-1)103
’ 5 = Swep | 2 ~5.63
D1 — ] - 5 =2.0omm
c D ET 10
—- dl -— !
- 15m

Com que O¢ és un angle petit, es calcula la segona
component de la fletxa a D aplicant els teoremes de la biga conjugada en el tram AC 1
s’aplica el principi de superposicio.

0p, ®0.-1.5m

VRPN A A A
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6.Deformacions en elements a flexio

Els diagrames de moments, les bigues conjugades i les seves reaccions a C son:

L

10kN 7.5 kNm
5 kNm ¢ >
10 kNm
5 kNm
[RA]I RC]] [RA RC]Z RA]3
7.5 kNm
[RC]S

Fent I’equilibri de moments respecte al punt A s’obtenen els valors de les reaccions en
el punt C:

[R.], =%-4.5 -5=3.75kNm’

[R.], = —-(1-4.5-10-2.5j =12.5kNm’
452

[R.], = —%-4.5-7.5 = —11.3kNm?

El gir total en el punt C és la suma dels girs en el punt C en cada situacio:

0.0, 10, v0, Vehtlel Ul (Rl +[R) #[Re) _ 500

E-I E-I 10°
=-5.10"rad

Per tant,
Op, #0.-1.5m=-5-10"-1.5=-7.5mm
El valor total de la fletxa en el punt D és:

Op =0, +0,,=563-75=-1.88mm

-131 -



6.Deformacions en elements a flexio

Problema 6.3.Per a la biga de la Figura 6.3, recolzada en el punt B i subjectada per
un cable pel punt C, trobeu:

a) Totes les reaccions i el desplacament en el punt C.
b) L’equacioé de I’elastica entre el punt B i el punt C.

¢) Elgir en el punt B.
l y

4 kN/m

Dades:

Longitud cable (L) =1 m
Y s0kN

1 m 2m Area del cable (4) = 300 mm?

I
!
i
!

Modul d’elasticitat cable (F) = 2:10° MPa

Figura 6.3
Inércia AC (1) = 6:10° mm”*

Per conveniéncia, en aquest exercici les unitats de forca seran kN, i les de longitud, m.

a) Totes les reaccions i el desplacament en el punt C.

Determinacio de les reaccions:

4 kN/m

SF,=0) R, =0
SF,=0)  R,-43-50+R,=0 R, =53kN

SM.=0) 2-R,-12:15=0 R,, =9kN
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6.Deformacions en elements a flexio

Calcul del desplagament en el punt C:

N, =R, =53-1°N

3

- 53 105 1000 _ 0.8%3mm
2-10”-300

El desplagament en el punt C és de 0.883 mm.

b) L’equacio de I’elastica entre el punt B i el punt C.

Tram BC:1m<x<3m

n_ M)
r; - E-I
4 kN/m IM(x)=0) _4.x2+9-(x—1)—M(x)=0

2

1 14
N M
A B ' E-T1-y"=2x"-9x+9
9kN? .

|
- E-I-y':%)c3—2)c2+9x+C1
3 2

E-I-yzixél—2)c3+2xz+C1x+C2
12 6 2

Pera x=1 y(x)=0

E-I-O:£-14—2-13+2-12+1-Cl +C,
12 6 2
C, +C, __D
6

Pera x=3 y(x)=84-10"m

2

1.2-10°-8.4-107* =E-34 —%33 +%32 +3-C, +C,

3C, +C, =—275
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6.Deformacions en elements a flexio

C, =—%kNm3 , C, ==kNm’

L’equacio de ’elastica és:

YO =008

¢) El gir en el punt B.

dy

0. =2~
5 dx

- 1 = 3.13_2.12+9-1—E =4.17-10"* rad
1.2-10° (3 2 3

x=lm
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6.Deformacions en elements a flexio

Problema 6.4.La biga de la Figura 6.4 esta encastada per una banda i lliure per
P’altra. Esta sotmesa a carregues uniformement repartides de diferent valor
en els trams AB i BCi a una forca puntual a I’extrem lliure. Determineu:

a) L’equacio de I’elastica per al tram BC.

b) El cantell de 1a biga per tal que la fletxa sigui inferior a 2 mm.

ly 10 kN/m ly

5 kN/m i

2a

LA B C | !

50 kN 4
2m 2m Dades:

Modul d’elasticitat (E) = 2-10° MPa

Figura 6.4

Per conveniéncia, en aquest exercici les unitats de forga seran kN, i les de longitud, m.
a) L’equacio de I’elastica per al tram BC.

Es calculen les reaccions:

X
ly 10 kN/m

5 kN/m

V V
#» MC
1A B C ' Ruc

50 kN

SF,=0) R, =0
SF,=0)  50-5-2-10-2+R,. =0 R, =—20kN

SM.=0) 50-4-10-3-20-1-M_ =0 M. =150kNm
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6.Deformacions en elements a flexio

Tram BC:2 m<x<4m

b

.
N#»M

I A B ’ )

50 kN

M (x)
E-1

"__

2
SM(x) = 0) 50-x—10-(x—1)—M—M=0
M =50x—-10x+10—5x* =20 +20x = =5x* + 60x —10

E-1-y"'=-M =5x>—-60x+10

E-T- y—§x3—@x +10x + C,
3 2
E-]-y—ix“—@x3+&xz+C1x+C2
12 6 2
Perax=4 y'(x)=0
3
0=§-43—@ 4> +10-4+C, C1:£1<Nm2
3 2 3
Perax=4 y(x)=0
0= .44 60 4,10 4 +C,-4+C,
12 6
4C, +C, =@ C, = ~880kNm’

L’equaciod de I’elastica en el tram BC (2 m <x <4 m) és:

1000

y(x)zﬁ-(%x4—10x3+5x2+ x—880j
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6.Deformacions en elements a flexio

b) El cantell de la biga per tal que la fletxa sigui inferior a 2 mm.
La fletxa maxima, en el tram BC, es produeix per a x =2 (en el punt B).

El moment d’inércia de la seccio val:

L

2a

% Izzé-a-@a)}:%-a4
a

E =210 kPa

i
!

Substituint x =2 a I’equaci6 de I’elastica i fixant y<2-10~ m

2-107 z;(%-z“—lo-zﬂsaz +@~2—880J

2-108-%4
3

a=0.356m

S’obté que la biga ha de tenir com a minim un cantell de 356 mm.
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6.Deformacions en elements a flexio

Problema 6.5.Determineu les reaccions de la biga continua de la Figura 6.5.

b

Figura 6.5

Es plantegen les equacions d’equilibri en el diagrama de solid lliure de la biga:

10 kN
: ¢
MA HA I
Ry A B cl
ST
2F, =0) ~ 2m —_ = sl
2F, =0) R,+R,+R. =10 (6.5.1)
M, =0) M,-2R, 4R  +3-10=0 M, =2R, +4R.-30 (6.5.2)

S’obté un sistema de tres equacions amb cinc incognites. Calen dues equacions
addicionals basades en la compatibilitat de deformacions. Es tracta d’un sistema

hiperestatic de grau dos.

Per conveniéncia, en aquest exercici les unitats de for¢a seran kN, 1 les de longitud, m.

Es presenten tres alternatives diferents per obtenir les dues equacions que falten.

”

Alternatival: 6, =0; 6, =6,
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6.Deformacions en elements a flexio

Tram AB:

S’aplica el principi de superposicio.

L

MA( [ | + | | >MB
M "?ﬁ 2m é;
Les bigues conjugades seran:
MA MB

BEEERES ¥

|
(R4l [R3]; ? [RA]2¢ [RB]z?
[R,] —lM -2 [R,] —lM 2 [R,] —lM 2 [R,] —lM 2
Al_3 A 31_6 A A2_6 B 32_3 B
Tram BC:

L

¢IO kN

MB( | | | |
® ®

Les bigues conjugades seran:

5 kNm

m\’\!\ + m
[RBL [Rc] [R 314 [RC]
1
[Ry]; = %MB [Rely =3 M, [Ry], =2.5kNm [R.], =2.5kNm
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6.Deformacions en elements a flexio

Es determinen els angles aplicant els teoremes de la biga conjugada:

0, :é.([RA]l + [RA]z)

B :_é'([RB]l + [RB]z)
03” :é'([RBL + [RB]4)
6, =0,

1 1 2 1 2
—— =M, + =M, |=—| =M, 25| =>M, =—4M ,-7.5
El [3 473 Bj El (3 : j * ’

De les equacions 6.5.316.5.4, es troben M , i

M, = —%MB M, =-2.14kNm
M,=-4M,-175 M, =1.07kNm

A partir de M, es pot trobar R,.:

SM,=0) M,+1-10=2R.  R.=3.93kN

(6.5.3)

(6.5.4)

Amb les equacions inicials, 6.5.1 1 6.5.2, es determinen la resta d’incognites:

R, =-1.61kN

R, =7.68kN
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6.Deformacions en elements a flexio

Alternativa 2: 6, =0; 0, =0.

S’aplica el principi de superposicio:

10 kN
4 ¢ P
% ] 1 ] 1
A ?B C 1A B C AA B C
RB RC
[ 4m [ [ 4m [ | 4m |
h ! ! | \
© sokm @ ®
=h -10 kNm
(| x e T =
2R
2R c
B 4Rc
M(x) M(x) M(x)

Es calculen els desplagaments verticals dels punts B i C amb el segon teorema de
Mohr.

R.=7——R, (6.5.5)
5VC =0, :_L'(SM,AC 'dc)
EI

Spe =0
():_L. (z.RB .EJ.[E.Q+2j_(30.§)[2.3+1j+[4.13c ig4)

EI 2 3 2 3 23

1
R, =6—4-(405—20RB) (6.5.6)
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6.Deformacions en elements a flexio

De les equacions 6.5.516.5.6, es troben R, 1 R.:

R, :7—§RB R, = 7.68kN
R. = é -(405-20R,) R. =393kN

Amb les equacions 6.5.1 1 6.5.2 es determinen la resta d’incognites:

R, =-161kN

M, =1.07kNm

! ”

Alternativa3: 6, =6, ; 0,, =0

b

NN
gl
=/[
|
<l
=\
|
—_
= 4
<
oo
+
s
A
_—
|
=/f
|
|
|
|
|
[@!

o RVB/2 5VB =0 RVB/2
031 — QB"

Tram AB:

En aquest tram es calculara &, amb el segon teorema de Mohr i €, amb el primer
teorema de Mohr.

L

2m Z 2m

w, QO

Ih...---; +

e —
=1

=
x
e —
4K\4
=
| ]

M) M(x)
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Tram BC:

”

En aquest tram es calculara €, amb els teoremes de la biga conjugada.

L

[RB] [Rc]3
Del tram AB:
1
5VB =A;= _E'(SM,AB 'dB)
5,,3 =0

-,

Dels trams AB 1 BC

0 == Ay

0, =, +[r,))
0,=0,
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6.Deformacions en elements a flexio

M, = %(21/3 -25) (6.3.8)
Es resol el sistema format per les equacions 6.3.7 1 6.3.8:

~

MB=§VB V, =-1.61kN

M, = % (27, —2.5) M, =-2.14kNm

~

A partir de M, , es pot trobar R_.:
XM, =0) M, +1-10=2R, R. =3.93kN

I amb les equacions inicials, 6.5.1 1 6.5.2, es determinen la resta d'incognites:

R, =-1.61kN

R, =7.68kN
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6.Deformacions en elements a flexio

Problema 6.6.La biga de la Figura 6.6 esta encastada pel punt A, recolzada pel
punt C i té un voladis al costat dret. Esta sotmesa a un moment en el punt B i
a una carrega puntual en el punt D. Determineu:

a) Les reaccions de la biga.
b) El diagrama d’esforcos tallants i el de moments flectors.

s

5 kNm

2m 3m

Figura 6.6 Dades: £/ = 10° Nm®

Per conveniéncia, en aquest exercici les unitats de for¢a seran kN, 1 les de longitud, m.

a) Les reaccions de la biga.

Es tracta d’una biga hiperestatica de grau 1. T¢ impedits 4 moviments (0p4, Oy4, Ovc,
6,4), que corresponen a 4 reaccions (Ry4, Rys, My, Rc), 1 es disposa de 3 equacions
d’equilibri:

5 kNm 10kN
» N !
My I [ -
R, A B C D
RC
SF,=0) R, =0 (6.6.1)
SF,=0) R, +R.=10 (6.6.2)
SM,=0) M,+5-5R.+10-6=0 M, =5R.—65 (6.6.3)

Es planteja una biga isostatica equivalent amb una condicié de gir o desplagament que
reprodueixi el comportament de la biga original amb les seves restriccions. En aquest
cas es proposa alliberar el grau de llibertat corresponent al moviment vertical del punt C

1 plantejard,. =0.
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6.Deformacions en elements a flexio

El problema es resoldra aplicant el segon teorema de Mohr.

Aplicant el principi de superposicid, s’obté:

10 kN
5 kNm !
A S A A
= . ]+ ]
A B D AA C? AA D
2m
] 6m 6m Rc 6m
5 kNm 60 kNm
[[]T]]
[ 11]] oo +
(£
SRc

S __SM,CD'd
¢ E-I
C1 :—(2 (_5)4): 40 kNl’l’l3
E-I E-1
(1.5.5130)35 A1TR
5C2 [ = CkN 3
E-1 1
1.5-(—50)-3-5+5-(—10)-2.5
5C3 - _ = kNm
E-I E-1
0.=0
40—-41.7R_+542
é‘C :( £ )=0
E-1
R, =14kN

Amb el valor d’aquesta reacci6, es poden trobar la resta de reaccions, amb les equacions

d’equilibri 6.6.1, 6.6.2 1 6.6.3:

SF,=0) R, =0kN
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6.Deformacions en elements a flexio

2F, =0) R, =10-14=-3.96kN
XM, =0) M,=-5-10-6+14-5=4.8kNm
b) El diagrama d’esforcos tallants i el de moments flectors.

El diagrama d’esforgos tallants i el de moments flectors son:

L

S5kNm 10kN
ﬁ# S | __ |
M, l ( - -
R, A 'B C ? D
Vix) ‘ 3 RC‘ 3
: ‘ ‘ :I0.00kN
Ea!
. L
l || = '
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6.Deformacions en elements a flexio

Problema 6.7.La biga continua de la Figura 6.7 esta recolzada pels punts A, Bi Ci
té un voladis de 1.2 m. Esta sotmesa a un moment en el punt A i a dues
carregues puntuals, una entre el tram BC i ’altra a I’extrem del voladis.
Determineu:

a) Les reaccions de la biga.

b) El diagrama d’esforcos tallants i el de moments flectors.

2F-1 E-]

Figura 6.7

Per conveniéncia, en aquest exercici les unitats de forga seran kN, i les de longitud, m.
a) Les reaccions de la biga.

El problema es resol descomponent la biga continua en dues bigues isostatiques
equivalents 1 amb una condicidé de compatibilitat: 1’angle girat pel recolzament B és el
mateix per al tram de I’esquerra i per al de la dreta.

X 30 kN 10 kN
10 kNm ¢

!
( | | )m L —————
%/ % 05" Sm ~ 12 kNm

5 7
/,9 "

Mitjancant els metodes de la biga conjugada i el principi de superposicid, es determina
el|gir del recolzament B en cada biga.

y ( 10 kNm >
mNm m
[RA]I [RB] [RA]2 [RB]z
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6.Deformacions en elements a flexio

: 0.5
H’_[VB] _ [RB]l_[RB]z _ 6 3 °
Y | 2E-1 2E-1
ly 30 kN 10 kN | 12 kNm
¢ Y >
] + | ] + ]
C C C
7 S5m g S5m 7 S5m 7
Mg 36 kNm
[Rg]; ? [Rcls ? [Rg]j [Rc]j [Rgls ?

12 kNm

[Rcls

0" s ' [R,], +[R,], +[R,], 423M, +100.8-17.04
3BT 3E1 - 3E1

"

Igualant 6, =6, ,s’obté, M, =—-14.3kNm.

Les reaccions de ’estructura s’obtenen aplicant les equacions de 1’estatica a les bigues
1sostatiques corresponents a cada tram (AB 1 BC).

R,, = OkN
R,, =—4.86kN
R, =4.86kN
R,, =18.5kN
R. =21.6kN
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6.Deformacions en elements a flexio

b) El diagrama d’esforcos tallants i el de moments flectors.

El diagrama d’esforgos tallants i el de moments flectors son:

10 KNm ro kN 10 kKN

RVA RB RC
18.5 kN
Vix)
1 10 kN
N
[T 7
e
-4.86 kKN el =
-11.6 kN
-14.3 kNm
-12 kNm
=D (=D
1] L1 -
X
4.8 kNm
M(x)

- 150 -



6.Deformacions en elements a flexio

Problema 6.8.El voladis de la Figura 6.8, format per dues seccions i amb materials
diferents, esta sotmes a una carrega puntual en el tram BC. Determineu:

a) La fletxa en el punt C.

b) Les tensions maximes en els dos materials.

“ Tram AB ™
y \

77
%

Seccio

b

=

200

10

2m
_I10kN E,
1 E,
| —
C
A 1.5m EA 1.5m |
Dades:
Modul d’elasticitat del material 1 (E,) = 10* MPa
Seccio Modul d’elasticitat del material 2 (E;)=2-10° MPa
Tram BC
1
%
o S
- S| S
— (@]
| Y
10 || 100 || 10
ST (Cotes de les seccions en mm)
Figura 6.8

a) La fletxa en el punt C.

El problema es resol aplicant el segon teorema de Mohr:
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6.Deformacions en elements a flexio

Es calcula el valor de les rigideses per a cada tram:
Tram AB

La seccio d’aquest tram esta formada per dos materials 1 s’ha de determinar la rigidesa
de la seccid equivalent a un sol material (en aquest cas, el material 1).

p— S
. e
|
\%g L €
(@\l (@\]
E
\ ‘ n="2=20
J‘/ ‘ L /{ | El
100 | © b, o
- 7 ! - b,, =100n=2-10° mm

Les propietats de la seccié equivalent seran:

Ly, = é~(2ooo :220° —1900-200° )= 5.08 -10° mm*

El,,, =10"-5.08-10° =5.08-10"” Nmm®

Tram BC

De la mateixa manera,

s

|
]
4 ol o =1 o
— — (e] (e S
— (@\| — (@\]
| | |
10 || 100 10 beg 100 bey

b,, =10n =200 mm

Les propietats de la secci6 equivalent seran:

Lye, =é-(100-2003 +2-2O().10()3):1‘108 mm*

Ely., =10"-1-10° =1-10" Nmm®
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6.Deformacions en elements a flexio

Plantejant les equacions d’equilibri estatic es calculen les reaccions de I’element, de
manera que el diagrama de cos lliure és:

10 kN
10 kN |
? 7
20 kNm 4
A B C
El diagrama de moments de la biga és:
M(x)
Mpyz=5kNm

, ||| —
A Ed 3 B g pc C X

Per aplicar el segon teorema de Mohr, la rigidesa E-I de la biga ha de ser constant. En
aquest cas, la rigidesa de la biga varia entre els trams AB 1 BC. Per tant, cal crear una
biga equivalent d’inércia constant que la seva deformada sigui igual a la de la biga
original.

Es crea una biga equivalent d’inércia constant i igual a E-I5. El diagrama de moments
d’aquesta biga equivalent, per tal que es deformi igual que la biga original, ha de ser:

M(x) M
M 4, =20 kNm

Beg 25.4 kNm

=Y

A Fly, B C

on Mp., ¢és el moment en el punt B en el diagrama de moments de la biga
homogeneitzada. S’ obté a partir del moment en la biga original Mjp:

12
o=, Elas 5 508 11(2) = 25.4kNm
“ El. 1-10
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Finalment, la fletxa en el punt C s’obté aplicant el segon teorema de Mobhr:

M(x)|

' 25.4 kNm 4
20 kNm

J

%

5 kNm
SITIEITTIIRNG -
A B X
5 _Sl'dl +S2-d2+S3-d3 B 1.5m =2‘5£= I m _
¢ E-I, |
1 1 2 12
—5-1.5-15-2.5—1.5-5-2.25—525.4'0.5' 1+§0.5 -10
Op =— =10.5mm

5.08-10"

b) Les tensions maximes en els dos materials.

Les seccions on es pot tenir la tensié maxima soén la seccid A (moment d’inércia I4) 1 la
B (moment d’inércia /c):

Per al material 1:

6
Seccid A: O = w =3.94MPa
5.08-10
6
Secci6 B: O = % =5MPa

La tensid maxima en el material 1 és a la seccio B 1 val 5 MPa.

Per al material 2:

6
Seccio A: O = w e 86.6 MPa
5.08-10° E,

_5-10°-50 E,

O = =2 = 5MPa
1-10°  E

Seccid B:

La tensidé maxima en el material 2 és a la seccio A 1 val 86.6 MPa.
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6.Deformacions en elements a flexio

Problema 6.9.Per a I’element de la Figura 6.9, sotmés a una carrega uniformement
distribuida en el tram 4B, a una de puntual en el punt B i a un moment en el
punt C, es demana que trobeu I’equacié de I’elastica.

X 20 kNm
y

C D

s

10 kN,
10 kN/m
60°
Al
B
7,
2m 2m 2m
Figura 6.9

Cal plantejar-ho tenint en compte els trams on canvii I’equacié de moments flectors. En
aquest cas: AB, BC1 CD.

Tram AB: 0m<x;1<2m

X nw_ M)
y VTR

10 kN/m
" 2
A N M(x,) = —Ely,"' = =5x,> + 20x,
M
i # s
, 3 2
20 kN A Ely'=3x -10x%"+C
Ely = ‘+Cx, +C
3% Exl - X t0x +C,
1 5 10
125(12 ]4_?xl3+clxl+cz)
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6.Deformacions en elements a flexio

Tram BC: 2 m<x1<4m

M(x,) =—EIy," = —10x, + 40

N
’y " 10 kKN &:Q Elyz':5xl2 —40x, + C,

10 kKN/m
Ay | / Ely, = %xﬁ —20x,” +Cyx, +C,
“ X N 15
20 kN ! - ¥, =E(§xl3 —20x,” +Cyx, +C,)

Tram DC: 4m<x;<6m,0m<x;<2m

* M (x,)=10x,
y

X, =6-1x

D
N
M(V i M(x,)=10(6-x,)

X2

10 kN
EDy,"=—-10x, + 60

Ely,'= —5x12 +60x, +C,

Ely, =—§x13 +30x,”> + Cyx, + C,

s =$(—§xﬁ +30x, +Cyx, +C,)

Aquestes tres equacions de 1’elastica, corresponents als diferents trams de la biga,
tenen sis constants d’integracié. Aplicant les condicions de contorn:

(1) Pera x, =0 ¥,(x)=0

(2) Pera x, =2 yi(x) =y, (x)
(3) Pera x, =2 Y (x)=y"(x)
(4) Pera x, =4 ¥, (%) = y3(x))
(5) Pera x, =4 V() =5 (%)
(6) Pera x, =6 y5(x,)=0
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6.Deformacions en elements a flexio

Apliquem la condicio (1):
10
»(0)=0 -—X +?x1 +Cx, +C, =0 G =0

Apliquem la condici6 (2):

»(2)=y,(12) %x14 _?xf +Cx, :§x13 _20x12 +Cx, +C,

2C,-2C,-C, = —%

Apliquem la condicié (3):

¥, (2)=5,2) gxf —10x,”+C, =5x,"—40x,+C, C,-C, = —%
Apliquem la condicio (4):
5 3 2 5 3 2
v, 4)=y,4) gxl -20x," +Csx, +C, :Exl =30x,” +Cix, + C;
4C, +C, -4C, - C, =-160
Apliquem la condicio (5):
V', (@) =y, (4) 5x° —40x, + C, =5x" = 60x, + C;  C, —C, =80
Apliquem la condicid (6):
y,(6)=0 §x13 —30x," +Cx, +C, =0 6C +C, =720
110 ) 2
Cl =TkNm C2 =0 C3 =70kNm
C, =—20kNm’ C, =150kNm’ C, =-180kNm’
Per tant, I’equacio de ’elastica queda de la manera segiient:
1 5 4 10 5 110
Peraltram AB(0m<x;<2m =—(F—x, +—x +—x
( 1 ) N £l ( nh 3 ™M 3 1)
1 S5 3 2
Per al tram BC 2 m <x; <4 m) Y, = E(_§x‘ +20x,” +70x, —20)
Per al Tram CD (4 m < x; < 6 m) y, = %(—gxf +30x,> +150x, —180)
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Amb aquestes tres equacions es pot dibuixar la corba de la deformada.

X 20 kNm
y

10 kN : 5
10 kN/m o ¥, =E(—§xl3 +30x,> +150x, —180)
Al |
0 kN
A B
20 kN
y(x)

1 5
y, = E(—gxf +20x,” +70x, — 20)
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6.Deformacions en elements a flexio

Problema 6.10. A la Figura 6.10 es representa una biga simplement
recolzada amb voladissos a ambdods costats, sotmesa a una carrega
uniformement distribuida en tota la seva longitud i a una carrega puntual
en el punt C. Determineu I’equacié de I’elastica en el tram BC.

X
!y 50 kN

20 kN/m
AY B C D EY
 Im 3m | Im
Figura 6.10

Es determinen les reaccions:

X
!y 50 kN

20 kN/m
Al B C D EY
?RB ?RD
SF,=0)  R,+R,=20-5+50=150kN R, =75kN
SM,=0) R,-3=50-15+20-5-1.5 R, =75kN

Tram BC: 0 m<x<1.5m

L

20 kN/m

%»M

Ry -

L’equacié de moments flectors en funcié de x és:

(x+1)2

SM_=0) M =-20- +75x M =-10x* +55x-10
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L’equaci6 diferencial de I’elastica és:
—E-I1-y"=-10x>+55x-10

—E'I~y':—mx3+ﬁx2—10x+C
3 2 1

_El.y:—1_0x4+%x3

5 —-5x" +Cx +C,

Per determinar C; 1 C, podem partir de les segiients condicions de deformacio:

Pera x=0,
y(x)=0 0=—&x4+£x3—5x2+C]x+C2 C,=0
12 6
Pera x=1.5,
Y'(x)=0 0--10 +%x2 ~10x+C, C, =—-35.6kNm’

y()c):L Ex4 —éx3 —gx2 —35.6x
E-1\12 6 2
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7. Torsio

7. Torsio

Problema 7.1.L’element de la Figura 7.1 esta encastat per un costat i lliure per
P’altre. El tram AC és de seccio tubular i el tram CE és de seccio massissa.
La seccié B esta sotmesa a un moment M i la seccié E, a un moment M.

Es demana que:
a) Calculeu I’angle de gir, ¢ 4.
b) Calculeu ¢4 a partir de ¢4, aplicant el principi de superposicio.

¢) Calculeu la tensi6 tallant maxima a la secci6 d’unio, D, entre els dos

materials.
X El, Vi E2’ Va
L y
Mtl F M
2
NA B C D F |E
. 2m | Im |  1Im
Dades:
= Secci6 Secci6 Moment en el punt B (M,;) = 30 kNm
y Tram AC Tram CE N

< D 0% Moment en el punt E (M ;) = —10 kNm

Coef. de Poisson del material 1 (1) =0.3

Coef. de Poisson del material 2 (15) = 0.25

(mides en mm) Modul d’elasticitat del mat. 1 (£y) =2-10° MPa
Modul d’elasticitat del mat. 2 (E,) = 10° MPa

Figura 7.1

a) Calculeu ’angle de gir, ¢ 4F.

_ le 'LAB +Mt2 'LAC +Mz2 'LCD +Mt2 'LDF
Gl .IPA(,' Gl .]PAC Gl 'IPCE Gz 'IP(,'E

D yr

G111 Gy son els moduls de tallant dels materials 11 2:
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7. Torsio

5
G ="t - 210 _4.77.10° MPa
2-(1+v,) 2-(1+0.3)

5
G, = £____ 10 =0.4-10° MPa
2-(1+v,) 2-(1+0.25)

117, 11, ,elsmomentsd’inéreia polar dels trams AC i CE:

I, :312-(¢;; ):312-(1504):4.97-107 mm*

Per tant,

_30-10°-10°  10-10°-2-10°  10-10°-10° 10-10°-0.5-10°
P = 077107 2.78-10°  0.77-10° -2.78-10°

0.77-10°-4.97-107 0.4-10°-4.97-10’ B

=+40.0416rad = 2.38°

b) Calculeu ¢.4£ a partir de ¢4, aplicant el principi de superposicio.

M, L, 10-10°-0.5-10°
=@+ Ppp = P + —2—"E =0.0416 rad- =0.0391rad = 2.24°
O = Par = Pre = Par 75 A, 0.40-10°-4.97-10’

¢) Calculeu la tensié tallant maxima a la secci6 d’uni6, D, entre els dos
materials.

En la zona d’unio:

i M,=M, =10-10° Nmm
y

e B Coax =

M,? 10°.

= 4:” 10 775=15.1MPa
I, — 497-10

D
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7. Torsio

Problema 7.2.Calculeu I’angle de gir per unitat de longitud i la 7,, de les
seccions indicades, sotmeses a torsio sense coaccions, suposant que formen

part d’un element com el segiient:

2m

b)

B

M,

|—>>

¢)

Dades:

Moment torsor (M, ) =1 kNm

Modul elasticitat transversal (G) = 8-10" MPa

d)

200 mm

Figura 7.2

B 150 mm o

Les seccions a), b) i c¢) es constitueixen a partir de dos perfils en U de les

caracteristiques segiients:

=
—

i#

a) Seccio tanTada de paret pi?i]
y

ma.

200

Tmax

150
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7. Torsio

44 4-42 _ 4-(144-190)

I, = - =
ds 2!‘”@_,_4‘”“@ 2.@4_2.&
g 6 o 10 6 10
. . 6. . 3
oML T2 100 6 60077 1ad = 0.0440

G-I, 08-10°-3.25-10
M, 1-10°

T = =3.05MPa
2-e-4 2-6-(144-190)

b) Seccioé oberta formada per rectangles.

L

200
200

La inércia de torsi6 /7 es calcula amb 1’expressio segilient:

=3.25-10" mm*

(mides en mm)

I, =a-2I,, on Ir; és la inercia de torsio de cada rectangle 1 o s’obté amb la Taula

7.2.1. Aquest coeficient varia en funcié de la forma de la seccid.

o, Seccion m=b/e m B
10 |_ | 1.0 0.208 0.141
15 0.238 0.196
11 I: L _| 2.0 0.256 0.229
1.3 (en doble T) 25 0.269 0.249
3.0 0.278 0.263
Taula 7.2.1
4.0 0.290 0.281
La inércia de torsié de cada subrectangle es 50 0298 0.291
calcula amb I’expressio segiient:
6.0 0.303 0.299
I, =-b-&,on fésun coeficient que 7.0 0.307 0.303
s’obté amb la Taula 7.2.2, b és el costat 80 0.310 0.307
major 1 e és el costat menor.
9.0 0.312 0.310
Amb aquesta taula s’obtenen els coeficients 10.0 0.314 0.313
F 1, a partir de les dimensions de la seccio
. >10.0 0.333 0.333
de la peca (b 1 e). Aquesta taula correspon a
la Taula 3.A3.1 — Peces sollicitades a torsio
uniforme de la normativa NBE EA-95. Taula 7.2.2
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Com que la seccid és una doble T, el coeficient de forma ¢, segons la Taula 7.2.1, és
1.3.

Com que es considera que la peca esta formada per tres rectangles, el valor S per a
cada subrectangle és:

b 150
m=—=——=15>10= £ =0.333
’—Z e 10
[ |
y
1
m:é:ﬂ:15.8>10:>ﬂ:0.333
e 12

Per tant,

5
I, =ad 1, =1.3-0.333-190-12° +2-0.333-150-10°| = 2.7210° mm*
i=1

6
0= M, = 15 10 ; =46-10"° rad/mm
G-I, 0.8-10°-2.72-10
6
T :M’-e 1-10 -12 =44.1MPa

max ]T max = m

¢) Perfil obert.

En aquest perfil s’ha afegit un passama de 50 mm a la base.

75 72 IB =0.305
ty ] L “ H % | | v ] H J {
£ =0.333
[e) [e=]
5 2
6 = 6 B=0333
! i
200 R
— = B o o (mides en mm)

I, =aZIT‘_ =1.1'(0.305'72‘103 -2+0.333-190-6° ~2+0.333~194~103)=1.49-105rnm4

La inércia de torsi6 d’aquest perfil és 1.49-10° mm®*, sensiblement inferior a la del

perfil a).

- 165 -



7. Torsio

6
M 1-10 =83.9-107° rad/mm

t

0= = 5 5
G-I, 0.8-10°-1.49-10

6
o=, o 10 67.1MPa
1, 1.49-10

d) Seccio rectangular.

z IT:,B-b-e3
y i
. m=&=1.33 = £=0.178
£ 150
[«
S = u=0.228
! I, =0.178-200-150° =1.2-10° mm*
150 mm r— o
M 10°
! I-10 =10.4-10"° rad/mm

0= = 5 8
G-I, 08-10°-1.2-10

M M -10°
: : 110 =0.975MPa

Tmax = = 2 = 2
W, wu-b-e” 0.228-200-150
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Problema 7.3.L’element hiperestatic
extrems i esta compost per dos
en el tram BC.

a) Calculeu les reaccions.

b) Determineu el valor de 7.

L

de la Figura 7.3 esta encastat per ambdos
tipus de seccid, una en el tram AB i Paltra

Mtl M[Z
o
N A B cv
B 2m | im

2 Seccid Seccio .

y Tram AB Tram BC Dades:
Moment torsor 1(M;;) = 10 kNm

o 10

Ue}

- Moment torsor 2 (M) = 15 kNm

150 150 Modul d’elasticitat transversal (G) = 8:10* MPa

(mides en mm)

Figura 7.3
a) Calculeu les reaccions.
\Y
M, My Mg M,
A B C
M, =0) M, +M,+10-15=0
Es tracta d’un cas hiperestatic de grau 1.
2 2
_4-A4y-e_4-(140-140) 10 27410 mm’

I
Lap s 140-4

I, = 0.141-150-150° = 7.14-10° mm*
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M,-L  10-10°-10° 15-10°-2-10° 15-10° -500

= = +
Pac ZGJTI. 0.8-10°-2.74-10" 0.8-10°-2.74-10" 0.8-10°-7.14-10°

M, -2-10° M, -1-10°
+ +
0.8-10°-2.74-10"  0.8-10°-7.14-10°

M, =9.6kNm

M, =-4.6kNm

b) Determineu el valor de 7,4y .

A partir del diagrama de moments torsors es poden veure els esforgos maxims per
cada tipus de seccio:

-9.6 kNm
oim Jill
pazons I T
'
Sy
M(x)
M 5.4-10°
=Y oA 2-10-1407 2 EMPa
— . 6
M ‘9'6 10‘ =13.7MPa

T = =
B u-b-e*  0.208-150-150°

La seccio més desfavorable és AB, amb un valor de 7= 13.8 MPa.

- 168 -



7. Torsio

Problema 7.4.El perfil tubular de la Figura 7.4 esta encastat per una banda i
lliure per ’altra. Determineu el gir total acumulat a la seccié C del tub si:

a) El tub esta compost per dues seccions. El tram AB per la Seccio O
(oberta) i el tram BC per la Seccié T (tancada) de la figura.

b) La seccioé és constant al llarg del tub i igual a la Secci6 T (tancada)
de la figura.

l—‘x r‘z Seccid O Seccio T
y 00

y 200 2
5 5
B M, gf
L ——
YA C 2

0.2 m 1.8 m (mides en mm)

Figura 7.4
Dades:
Moment torsor (M) = 15 kNm
Modul d’elasticitat transversal (G) = 0.8-10° MPa

a) El tub esta compost per dues seccions. El tram AB per la Seccié O (oberta) i
el tram BC per la Seccié T (tancada) de la figura.

L’angle de gir degut a un moment torsor s’obté amb I’expressio:
ML
TG

P

El modul de torsio de cada tram és:

1;

AB

(2007 —2)-0.333-15° = 7.04-10° mm*

_ z-(200* -170*)

.= =7.51-10" mm*
BC 32

El tub de secci6 de paret prima 1 oberta, per analogia amb la membrana, es comporta
com un perfil rectangular.
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Per tant, I’angle de gir val:
M. L . .10°-1.8-10° .10%-02-10°

g = Mr BC+MT Ly _ 15 105 1.8 107+ 15 105 0.2 105=0.057rad
G-I, G-I, ~ 08-10°-7.51-10° 0.8-10"-7.04-10

=3.27°

b) La seccié és constant al llarg del tub i igual a la Seccié T (tancada) de la
figura.

ML 15-10°-2-10°
G-I  08:10°-7.51-10

P =0.00493rad = 0.282°

Es pot veure que en aquest cas el gir és molt inferior a I’obtingut en I’apartat anterior.
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8. Esforgcos combinats
Problema 8.1.Una biga de coberta IPN-160 esta simplement recolzada i sol-licitada

per una carrega g uniformement repartida. Determineu la tensié normal
maxima i la fletxa total en la seccio central.

b

Dades:

Carrega distribuida (¢) = 2 kN/m
Longitud (L) =3 m

Angle d’inclinaci6 (a) = 18°

Modul d’elasticitat (£) = 2-10° MPa

Figura 8.1

Es descompon la carrega en els eixos geometrics principals y 1 z de la seccid:

g, =q-cosa

q.=q-sina

El moment d’inércia de la IPN segons la direccid dels
eixos principals és:

I,=547-10°mm*

I.=9.35-10°mm*
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El moment maxim ¢€s a la secci6 central de la biga:

q
A B
Rua
A A
RVA RVB
T X
(ED
M max M _ q- L2
Mix) " 8

La descomposicié del moment M.x en els eixos geometrics principals de la seccid
resulta:

YA (3-10°

Mmax,qv :%T:qu 'COSOl=2 3810 -c0s18°=2.14-10° Nmm
2 2 3

M, :%:qu -sinoz:2 3810 -5in18°=6.95-10° Nmm

La tensi6o més desfavorable es trobara en el punt més allunyat del c.d.g., que és el punt

max,qz

= — + — =65.3-10°MPa
I I I 9.35-10 5.47-10

z y

. ]\JWDc -y Mmax .z 14-10°- 95.10° -
O'AZZM Y _ 4y A+ . A_214 10°-80 6.95-10° -37
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L’expressio de la fletxa en el punt mig d’una biga simplement recolzada amb carrega
uniforme és:

5 LY
S
384 E-T

La fletxa en cadascun dels eixos geométrics principals de la seccid és:

L : °(3.10°)'
foS &l 5 2-cosi8 3 106) o7
" 7384 E-1. 384 2-10°-935-10

4 1 o, . 3 N
jo S gcL' 5 2sinis 3 102 s omm
384 E-1, 384 2.10°-547-10

1 la fletxa total:

f= 1/fj + £ =6.38mm
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Problema 8.2.La biga en voladis de la Figura 8.2, de secci0 rectangular, esta
sotmesa a dues carregues, una en la direccio y i I’altra, en la z. Determineu la

tensio normal en el punt A (o).
l10 N %

z
A T
| ; —— |ﬁ
=l

20kN_—

1m 1m

10 cm

Figura 8.2

Les carregues i els diagrames de moments segons els plans xy i xz sén:

X X
ly 10 kN l 20 kN

AN

-20 kKNm

-10 kNm (=D
=D ‘ ‘

=
=

M)l M,

Els moments d’inércia corresponents als dos eixos del pla de la secci6 son:
z

’y 1

I =—-200-100° =16.7-10° mm*
-10 kNm 12

z

-20 kNm 1 =%-100-2oo3 =66.7-10° mm*

5
1m

La tensio en el punt A val:

M-y, M-z, _(-10-10-(-50) (-20-10°)-(~100)

: ——=30+30=60MPa
1, 1, 16.7-10 66.7-10

o, =
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8.Esfor¢os combinats

Problema 8.3.La biga de la Figura 8.3, de secci0 rectangular, esta simplement
recolzada i sotmesa a dues carregues, una en la direccié y i ’altra, en z.
Determineu la tensié normal en el punt A (o).

ﬁ l10 kN }&
%

Figura 8.3

Representem les carregues i els diagrames segons els plans xy 1 xz:

=1

[T ] T ‘ ‘
3.33 KN (=D T,
M:(x) .67 kKNm MV ¢ 67 1Nm

13.3 kNm
Els moments d’inércia corresponents als dos eixos del pla de la seccid son:

z

ly I, =é-200~1003 =16.7-10° mm"*

13.3 kNm

*ﬂ IY:%-100-2003=66.7-106mm4

6.67 kNm

La tensi6 en el punt A val:

_M,a M, -b_(3.33:10°(=50) (6.67-10°)-(=100) _

- _ ~10-10=-20MPa
I, I, 16.7-10 66.7-10

Oy
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Problema 8.4.La columna de la Figura 8.4 esta encastada — lliure i sotmesa a dues
carregues puntuals. Determineu la tensio normal en el punt A (oy).

: ,  Seccio S-S
X 20 kN _- i
y

200

10 kN,

\<7

Jog_

000N

Seccid S-S
/ 74

;P>

(mides en mm)

Figura 8.4

S’han de buscar els esforcos a la seccid de la base. Es fa un tall en aquesta seccio i es
planteja I’equilibri de forces. En aquest cas, es fa per la superposicid6 de dos casos
corresponents a cadascuna de les forces actuants sobre la peca tallada.

Els esforcos s’han de trobar amb la resultant aplicada al centre de gravetat de la seccio
de la base.

Cas 1: Forc¢a de 10 kN.

* ’7le Vl :10103N
y

rid
A MZI:10-103~1000=1~107Nmm

N, =20-10°N

M, =20-10°-100=2-10° Nmm

M_ =20-10°-50=1-10° Nmm
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Per trobar les tensions normals es considera 1’esfor¢ normal de la seccio i els moments
flectors totals en cada direccio.

Z

ﬁ SN, —
y = M,

on els parametres a :%mm i b:%mm son les distancies entre el c.d.g. de la

seccid i el punt A.
Els moments d’in¢rcia corresponents als dos eixos del pla de la secci6 son:

1 1

I, =—b-h’=—-200-100 =16.7-10° mm*
12 12

I, ~ Lo =L 100-200° = 66.7-10° mm*

Y12 12

Per tant, la tensi6 en el punt A és:

-20-10° —1-10"-(-=50) 1-10°-(=50) —2-10°-(~100)
o, = + + 5 + .
200-100  16.7-10° 16.7-10 66.7-10

o,=-1+30-3+3=29MPa
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Problema 8.5.La columna encastada — lliure de seccio variable de la Figura 8.5 esta
sotmesa a quatre carregues puntuals. Determineu:

a) Les tensions normals maximes de traccié i compressio a la seccié S-S.
b) L’equacio de la linia neutra a la seccio S-S.

¢) L’increment que s’hauria d’aplicar a la forca vertical de 40 kN per tal que
la seccié S-S no estigués sotmesa a tensions de traccio.

z 40 kN 15 kN
X
[ y ng) — 10 kN

o] 030
o =
_| £

)
b
=

Seccid S-S
o 0.15
II\. ——
(=]
20 kN

! —
A
| e

A f
2 | 0.25
S 1

| :
0.25
(mides en m)
Figura 8.5
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a) Les tensions normals maximes de traccié i compressio a la seccié S-S.

S’han de buscar els esforcos a la seccid S-S. Es fa un tall en aquesta seccio 1 es
planteja 1’equilibri de forces. En aquest cas, es fa per la superposicié de tres casos
corresponents a cadascuna de les forces actuants sobre la seccio. Els esfor¢os s’han de
trobar amb la resultant aplicada al centre de gravetat de la seccid S-S.

Cas 1: Forca de 40 kN.

z

M N, =40-10° N
y i M21 j 1

M. =40-10°-75=3-10° Nmm

Cas 2: Forca de 15 kN.

~ Ny N, =15-10°N
X MZZ %‘ :
y

S M, =15-10°-(300-75)=3.38-10° Nmm

M, =15-10° -?:1.88-106 Nmm

Cas 3: Forca de 10 kN.

z

V,=10-10°N
X ’7M23
y Vs

M. =10-10°-750 =7.5-10° Nmm

Per trobar les tensions normals es considera I’esfor¢ normal total a la seccio i els
moments flectors totals en cada direccio.

z

~ N,
X M
B C
’ .gf%;? gg;? gg? wgé?
A D

Punt B:
150 250
1.13-10°-— 1.88-10°-—=
25-10° o)

- + + 2 __0.67+120+1.20=1.73MPa

O-max,t - l l
150-250 1 »s50.150° 1 .150-250°
12 12
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Punt D:

25.10° 1.13-10° - —— 150 1.88-10° - 250

__ _ 2 _ 2 __067-120-1.20=-3.07MPa

O-max,c 1 1
150-250 5250150 -150-250°

b) L’equacio de la linia neutra a la seccio S-S.

Per trobar 1’equacio de la linia neutra, es planteja I’equacid que dona la tensid normal
en un punt genéric P(z,y) del quadrant positiu del sistema de referéncia escollit i
s’iguala a zero:

___2510°  11310%x  188:10%z o
S _ _ _
150-250 12-250-1503 112-150-2503

z(x)=-69.4—1.67x

_ () Zona Traccionada
LN~ y

(=) Zona Comprimida

¢) L’increment que s’hauria d’aplicar a la forca vertical de 40 kN per tal que la
seccié S-S no estigués sotmesa a tensions de traccio.

Si s’afegeix un increment de carrega (AP) a la mateixa posicio que la forca de 40 kN,
apareixen nous esforcos a la seccio S-S:

Cas 4: For¢ca AP.

iy B
b M:
y ’ 150

My4 APT_75AP

AP

Perque la seccid estigui tota ella comprimida, el punt més traccionat de I’apartat a), el
punt B, ha de tenir una tensié nul-la; aixi la resta de punts estaran sotmesos a
compressio.
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Les noves tensions en el punt B son:

25100 AP (113:10°+75-AP) 150 1.88:10° 250

O-max,t:_ - + 1 1 :O
150-250 150-250 1 oo icr 2 L jegse 2
12 12
733 AP _175-AP~75 o
12
AP=16.2kN
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Problema 8.6.En I’estructura de la Figura 8.6, les barres AC i EG estan sotmeses
a un moment i la barra CE, a un altre moment. Determineu:

a) Els valors de 6,4x i Tiax.

b) L’angle ¢gr

Dades:

MB:MD:MF: 10 kNm

Diametre de les barres (¢) = 200 mm

Figura 8.6 Modul d’elasticitat del material (£) = 2:10° MPa

Modul d’elasticitat tranversal del material (G) = 8.1-10* MPa
a) Els valors de 6,ux i Tiax.
Es tracta d’una biga hiperestatica i per resoldre aquest apartat s’han de tenir en

compte les dues condicions segiients: ¢, =6, 1 0, =@, .

En primer lloc es descompon ’estructura en trams:
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Es calculen els angles ¢c4 1 @rg. Es defineix ’angle de gir en el sentit de Mp (sentit
horari) com a positiu.

My-d, M.-d, 10-10°-2:10° M.-3-10°

Pac =761, G-I, G-I, G-1,
0 :MF-dGF+ME-dGE:10-106-4-103+ME-6-103
“ G-, G-I, G-I, G-I,

Tot seguit es calcula el gir de la barra sotmesa a flexi6 CE:

Q
1
B
L
es]

C U * ¢t = Ug * ¢t ,@
Me 5 kNm Me
R N
[RC]lﬁ [RE]lﬁ [Rc]zﬁw [RE]2$ [Rc]j [RE]j
1
[R:-], ZE-MC 6=2M,
1
[R,], :g‘Mc 6=M,
1
[R5 :g'ME 6=M,
1
[Rp :E.ME 6=2M,
[Re], =R 1, =—2.5kNm’

1 2 1 1
R.1,-6=-5.3.—2.345.3.—.(3+—-3)=2.5kNm?>
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_ 7] _[R) +[RL+[R] _ (2-M (=25 +M,)-10°-10’

eC
EI EI EI
0 :[VE]:_[RE]I_[RE]z_[RE]S :_(MC+2'5+2'ME).106.103
EEI EI EI
on
4
G-1,=8110-72% _157.10" Nmm?
4
E1=210°-72% _157.10" Nmm?

S’igualen els angles de gir calculats en el punt C: ¢, =6,

10-10°-2-10° M. -3-10° 3 2-M.-25+M,)-10°-10°

1.27-10" 1.27-10" 1.57-10"

6.37-10°M, +127-10* M. =1.73-10"
ienelpunt E: ¢, =06,

10-10°-4-10° M, -6-10° (M +25+2-M,)-10°-10°

1.27-10" 1.27-10" 1.57-10"
1.27-10* M, +637-10° M, =-3.31-10"

Finalment, es resol el sistema d’equacions:

6.37-10°M, +1.27-10°M_. =1.73-10"" M, =—-43.7kNm
127-10° M, +6.37-10° M, =-3.31-10" M. =35.6kNm

La tensi6 normal maxima o, €s trobara en alguna seccid de la barra CE, atés que és
I’inica que suporta tensions normals. Les reaccions als extrems de la barra CE i els

diagrames d’esforcos son els segiients:

SM,.=0) R,-6=356+10+437 R, =14.9kN

SF,=0)  R.=-R,=-149kN
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M)

La tensid normal maxima es trobara en el punt C 1 sera de compressio:

M, -r 43.7-10°-100

max

o = =55.7MPa

met g 200"
64

La tensi¢ tallant maxima 7,,,, deguda al moment torsor es trobara o bé a la barra CA o
bé a la barra EG:
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ﬁ( 33.7 kNm
y

25.6 kNm

43.7 kNm

M)\ ﬁ M)\

La tensi6 tallant maxima deguda al moment torsor es localitza en la seccid E i el seu
valor és:

. _M,or_43.7:10°-100
e, 7-200°
32

=27.8MPa

Finalment, es calculen les tensions tallants degudes a la flexi6 a la barra CE: El tallant
V' es manté constant al llarg de tota la barra CE, V' =14.9kN Per tant, la tensio tallant
maxima sera la mateixa en cada seccid de la barra CE, i el seu valor és:

4.V 4.149-10°
Tmaxzf = = 2
3-4 3 7-200
4
Per tant, G4 1 Tinar SON 55.7 MPa 1 27.8 MPa, respectivament. El valor de o, es
troba a la seccio E, 1 el de 7,4, a totes les seccions del tram EF.

=0.63MPa

b) L’angle @gr.

6 3 6 3
g Mide Mp-dg 10410 4110 43.7-10 41310 o 106.10 rad
G-I, G-, 1.27-10 1.27-10
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Problema 8.7.La biga ABC esta formada per dues seccions diferents, en el tram
AB té seccié rectangular i en el tram BC, circular, i esta sotmesa a una
carrega puntual en el punt B. Determineu:

a) Les reaccions.

. b) El gir de torsio en el punt D (¢.1p).

x ¢) La fletxa en el punt D (dp). z  Secci6é Tram AB
y

_

A

Base (b) = 100 mm
Alcada (k) = 200 mm
Diametre (¢) = 100 mm
Modul d’elasticitat longitudinal (E) = 2.1-10° MPa
Modul d’elasticitat transversal (G) = 8.1-10* MPa

Seccidé Tram CE

0

Figura 8.7
a) Les reaccions.

Es planteja el diagrama de cos lliure de I’estructura per determinar-ne les reaccions.

SF,=0) R, =0kN
SF,=0)  R,+R.=10

R, =10-R,
SM,, =0) M,=4-R.—4-10=4R,. —40
SM,, =0) M, =3-R.=3R,
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Com que es tenen tres equacions i quatre incognites, es tracta d’un cas hiperestatic.
Per poder solucionar el sistema d’equacions s’han d’afegir equacions basades en la
compatibilitat de deformacions.

S’utilitzen dues metodologies diferents per solucionar el problema hiperestatic: i) a
partir de 1’equaci6 de 1’elastica 1 i) utilitzant els teoremes de Mohr.

Solucié a partir de I’equacio de ’elastica

Tram AB: 0m<x<4m

}y M(x)=R,,-x+M,

1
A 4 y'(x) = (=Ry, -x—M,)
MA(@% ]%M E'IAB " !
Ry "(x)= 1 —lR X' =-M, x+4
X _ y'(x) E']AB( o v 4 )
(x) = ! (—lR LY x>+ A-x+B)
y El, 6 VA y
Tram BC:0m<z<3m
ly
10kN M(z)=R,,-z+M,, —10z
Is 4 (@)= (“Ryyz-M,, +10z
My, ? N % »'(z) E. [BC( 7 T4 )
Ryy 1 1
z "(z) = ——R, 2" M, z+52*+C
- V'(2) E'IBC( 5 v T4 )
(2)= (—lR -23—1M -22+§Z3+C~Z+D)
y El,. = 6 VA y 3

Les constants d’integracid es determinen a partir de les condicions de contorn:

(1) Per x=0 y(x)=0 = B=0
(2) Per x=0 y'(x)=0 = A=0
(3)Per x=41z=0
1 32 D
yx)=y(z = E-1 ‘[_?RVA_SMAsz'I
AB BC
(4) Per x=41z=0
R.-3-4 C
pu=y() = TR
” G-Iy E-Tye
(5) Per z=3 y(z)=0 = —%RVA—%MAT+45+3C+D:O
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S’han afegit tres equacions a les dues que ja es tenien i dues incognites a les tres que
ja es tenien, 1 queden, per tant, cinc equacions amb cinc incognites:

~

R, =10-R, (R =0.76kN
M, = 4R, —40 M, =-37kNm
M, =3-R.=3R, R,, =9.24kN

1L (232 —sm, |- 1D=145
El, \ 3 E-1,

_Re34_ € C=-2.55
G'ITAB E']Bc
—%RVA —%MTA+45+3C+D:O M., =229kNm

-

Solucio 2: Amb els teoremes de Mohr

Es transforma en un cas “isostatic”, substituint la coaccié a C per una forga vertical
Rc 1es planteja la condici6 de compatibilitat o, =0.

O s
7EAB'LBC Sc

6BC

El desplagament del punt C val: 6c=0
Oc =03 @5 Ly + 05
on
1
G-1 TAB

10,; 10, s’obtenen utilitzant el segon teorema de Mohr:

PugLye =—

(R.-3-4)-3

comqueo,. =0
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0=— 1 .(Rc_lo).4.i.z.4_RC'3'4.3_ 1 .3.RC.§.2.3
E-1, 23 G, = E-, 2 3
R.=0.76kN

Amb el valor de R¢ es poden trobar els altres valors: Ry M1 Myy,

b) El gir de torsio en el punt D (¢.(p).

M, L, 0.76-3-1
G-I, 8.1107-0.229-0.2-0.1°

Pup = =6.15-10"" rad = 0.04°

¢) La fletxa en el punt D (dp).

Aplicant el segon teorema de Mohr entre A 1 D s’obté:

V
1m
‘—J 4m V, =10-R. =10-0.76 = 9.24kN

A D B

M)\

dp |

on Syp és I’area del diagrama de moments entre els punts A i D i dp ¢és la distancia
entre el c.d.g. de I’area Syp i el punt D.
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5y = (S, dy) = -9.24-4-l-1-l-(3-1+3j+9.24-3-1-(1-1+3j =
El, El, 4 23 2

=0.00814m =8.14mm

- 191 -



8.Esfor¢os combinats

Problema 8.8.El voladis de la Figura 8.8 té seccio rectangular i esta sotmés a una
carrega puntual a I’extrem, a un moment flector i a un moment torsor.
Determineu les tensions principals (o;pa) i la tensié tallant maxima (Gay)
en els punts A, B i C de la seccio S-S.

Z

X z  Seccid S-S
y 10 kN y B

Seccid S-S ¢ [

~ / ; | % 10 kNm %% |
B 2m Klm | 5 kNm )

1>
@)

Figura 8.7

Dades:
Base () = 100 mm
Algada () =200 mm

Es determinen els valors dels esforgos interns fent un tall a la seccid S-S i plantejant
I’equilibri:

z

{y 10 kN

MS MS
14 14
s :/ My M, \: ?S ‘ 10 kNm
5 kNm
Ve =10kN
Mg =—10kN-1m-5kNm = —-15kNm
M ¢ =10kNm

A la seccid S-S hi apareixen tensions normals degudes al moment flector M 1
tensions tallants degudes a ’esforg tallant Vs 1 al moment torsor M.

z

yf:"

o(Ms) o(Vs) (M)

[ S —
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Punt A

Per fer 1’analisi de tensions al punt A es considera un element diferencial que
I’envolti. Al punt A només hi ha tensions tallants, 7(Vs) i 7(Mys). Per fer-ne I’analisi
s’ha considerat un estat de tensio plana a XY.

ﬁ o,(Mg)=0MPa
y

Ve-S,
AA%%, = T,(Vy)= b1
M g
p T, (M) = W,
=

& o £, (Vo) + 7, (M)

T
@ o(Myg) ﬁ»

. és el moment d’inércia de la secci6 respecte de I’eix z, S, és el moment estatic de la
part de seccid que queda per sobre del punt A respecte de 1’eix z 1 Wy és el modul
resistent a la torsid de la seccio rectangular.

bk’ 100-200°

N =66.7-10° mm*
12

1

S, =A-d=100-100-50=0.5-10° mm’
W, =pu-h-b*>=0.256-200-100° =0.512-10° mm’

El parametre u es calcula a partir de la relacid entre els costats llarg (%) 1 curt (b) del
rectangle (m=h/b). Peram =2, = 0.256.

Per tant, la tensio tallant en el punt A val:

Ve-S, 10-10°-0.5-10°

r,(Vy) = =0.75MPa
as) b-I.  100-66.7-10°
M 10-10°
T, (M) = WTS =500 - 95 MPa
0.

r,=1,(V)+1,(M,;)=0.75+19.5=20.3MPa

En el punt A només hi ha tensions tallants; per tant, z,, = 74. En representar I’estat
tensional del punt en el cercle de Mohr, s’observa que 7,,, coincideix amb el radi del
cercle i que aquest esta centrat a I’origen de coordenades.
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Tensions en el punt A:

T4~ Tmax

S —

|

—

Punt B

7(MPa)

(0,20.3)

l 203 0

(0, -20.3)

C=0,=0MPa
R=17,=20.3MPa
7T, =R =203MPa

o,=C+R=203MPa
o, =C—-R=-20.3MPa

20.3 o(MPa)

Per fer I’analisi de tensions en el punt B es considera un element diferencial que
I’envolti. En el punt B tindrem les tensions degudes als moments torsor #«(Mrys) i
flector o(Ms), 1 a diferéncia del punt A, la tensio tallant (V) sera nul-la. Per fer-ne
I’analisi s’ha considerat un estat de tensio plana a ZX.

7B

oy

Op

M-y
JB(MS)=;—

7,(Vs)=0MPa

T5(Mpg) = A

Ty =75(My)

I, és el moment d’inércia de la seccid respecte de ’eix z:

I.=66.7-10° mm*

Per tant, la tensio normal en el punt B val:

oy(Mg

- 15-10°-100
66.7-10°

=22.5MPa
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1 la tensid tallant:

7,(Vs)=0

19.5-100
TB(MTS):W
7, =0+9.77=9.77TMPa

=9.77MPa

Al punt B hi ha tensions tallants i tensions normals.

7(MPa)

Op

TB‘ V

Punt C

(22.5,9.77)

Tensions en el punt B:

_(225+0)

C =11.3MPa

R=4/(22.5-11.3)* +(9.77)*
R=149MPa

Toax = R =14.9MPa
o,=C+R=262MPa
o, =C-R=-3.65MPa

26.2 o(MPa)

Per fer I’analisi de tensions en el punt C es considera un element diferencial que
I’envolti. El punt C és simetric al punt A en la seccid, respecte a I’eix principal

vertical. Per tant, només hi haura tensions tallants, 7(Vs) 1 7(M7s). Per fer-ne 1’analisi,
s’ha considerat un estat de tensio plana a XY.

§

@ o(Mrs) o~

o.(Mg)=0MPa

V.-S
e(Vy) ==
M

Te(My) = WTS
T

7o =7.(Vs) —7(My)

. és el moment d’inercia de la seccid respecte de 1’eix z, S4 és el moment estatic de la
part de seccid que queda per sobre del punt A respecte de I’eix z i Wy és el modul

resistent a la torsio de la seccid rectangular.
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I, =66.7-10°mm*
S,=0.5-10°mm’

W, =0.512-10° mm’

Per tant, la tensio tallant en el punt C val:

10-10°-0.5-10°

7.(V.)= =0.75MPa
cs) 100-66.7-10°

10-10°
TC(MTS):mzlg‘SMPa

7. =0.75-19.5=-18.8MPa

Al punt C només hi ha tensions tallants, i per tant 7z,

= 7.. En representar 1’estat

tensional del punt C en el cercle de Mohr, s’observa que el cercle de Mohr esta centrat

a l’origen de coordenades.

7(MPa)
(0,-18.8)
%
‘P
Tc = Tmax
i T -18.8 0 18.8 o(MPa)
(0,-18.8)
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9.Energia de deformacio

9. Energia de deformacio

Problema 9.1.L.’element de la Figura 9.1, format pels trams AB, BC i CD, esta
sotmes a una carrega puntual P en el punt D. Calculeu P’energia de
deformacio elastica.

Dades:
Forga puntual (P) =20-10° N

Seccié de la barra (4) = 2.25-10* mm?

11:1.51'1'1
12:1.511’1
l3=1.5m

Moment d’inércia (/) = 42:10° mm4

Figura 9.1

Maodul de torsi6 (I7) = 70-10° mm4
Modul d’elasticitat longitudinal del material (£) = 2-10° MPa

Modul d’elasticitat transversal del material (G) = 80-10° MPa

Tram DC: 0 <x <1l
Aquest tram esta sotmes a un esforg tallant i a un moment flector:

Msz-x

m V=P

| _ (s (P-x)dx x)’dx ¢ . Pldx
‘ . Unc I 2E-1 jof 24-G
' P} P* -1,

= 6F -1 J 24-G

on f'¢és el factor de forma per tallant (per a seccio circular 1.11).
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Tram CB: 0 <x<,

Aquest tram esta sotmes a un esforg axial i a un moment flector:

z X Mf:PZ3
y

N;é -

S : J‘lz (P l) dx jlz Pzdx
2E -1 0 24-F
‘ B i :(P'l3)2'12+P2'12
2E -1 2A-E

Tram BA: 0<x <1,
Aquest tram esta sotmes a un esforg tallant, a un moment flector i a un moment torsor:

z M,=P-x

f
YK" M, V=p

/V/

M, M,=P-I,
P'l3
\ P J‘ll (P .X) dx J-llf- Pzdx J‘ll (P l ) dx
N7, 2E-1 24-G 2G -1,
_PL P (Pl

C6E-1 24-G 2G-1,

El moment d’inércia que s’ha d’emprar en cada barra és el corresponent a I’eix
perpendicular al pla de la flexid.

Tenint en compte els valors de 1’enunciat, es calcula
E-1=84-10°Nm’ G-1,=5.6-10°Nm’
A-G=18:10°N A-E=45-10°N

Substituint valors s’obté:

(20-10°)*-1.5° (20-10°)*-1.5
e = 12—
6-8.4-10 2-1.8-10

=26.79+02=27]

_ (0 10°-1.5)*-1.5 L (2010 )15
2-8.4-10° 2-45-10°

=80.36+0.07=80.4J

BC
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3\2 3 32 3 2
. _(20-10%) 16.5 L 1. (20:10%) 91.5+(20 10 1.5)6 LS e 704 094 120.5 =
6-8.4-10 2-1.8-10 2-5.6-10

=148]J

U,pp =27 +80.4+148 =255]

S’observa que els termes de 1’energia deguda a esfor¢ normal i a esfor¢ tallant son
negligibles enfront dels causats per flexid i per torsid. Aquesta ¢és la situacié habitual, si
bé el pes de cada factor per a casos especifics es pot determinar amb les expressions

generiques deduides.
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Problema 9.2.La biga de la Figura 9.2 esta sotmesa a una carrega puntual en el
punt B. Determineu:

a) L’energia de deformacio elastica deguda a la flexio.
b) El desplacament vertical del punt B.

¢) El treball efectuat per la forca exterior aplicada.

Dades:

Figura 9.2

Moment d’inércia de la seccié (7) = 9-10° mm*

Modul d’elasticitat del material (E) = 2-10° MPa

Per conveniéncia en aquest exercici les unitats de forga seran N i les de longitud, m.
Amb aixd, E-1=1.8-10° Nm”.

a) L’energia de deformacio elastica deguda a la flexio.

La biga esta sotmesa a un moment flector i a un esforg tallant. Negligim la influéncia de
I’energia deguda a I’esforg tallant enfront de la del moment flector.

!y 15 kN

A LB C M ?dx
2F -1

Es calculen les reaccions en els recolzaments:

SF,=0) R, =0kN

2F, =0) R, +R,.=P R, ==P
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M, =0) R, -5=2P va=gp
Tram AB: 0 <x;<2m
Es determina M en funcio de x.
3
M (x) :gP-x1

A %
N M U,-= o)
| v 2E-1
3

Ry & L (3) .. x| _o4sp?
2E-1 \5 3|, E-I
Tram BC: 0 <x;, <3 m
J—T; M(x)=—_P-x,
y
2
? C (ZP-xz) dx
M N 305
4 i A o 2ET
L 2
B Rye 1 '(EJZ , x| 0.72P?
2E-1 \5 3, E-I

U=U, ,+U,
Substituint valors, s’obté:

2
g_l2P 1205000 o

E-1 1.8-10°

b) El desplacament vertical del punt B.

Aplicant el teorema de Castigliano,

3
5, = oU :2 1.2 P:2.4 P:2.4 15-10 —0.02m = 20mm

oP,, E-I E-I 1.8-10°
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¢) El treball efectuat per la forca exterior aplicada.

P

W=jj”Pd5=j:Bk-5d5=%k-5; -

chk————

_Lp s, :%-15-103 10.02 =150

2

que coincideix amb I’energia de deformacié
de la pega.
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Problema 9.3.El portic de la Figura 9.3 esta format per tres barres, AB, BD i DE,
amb les rigideses indicades. Aplicant el teorema de Castigliano, determineu:

a) L’angle de gir del nus B.

b) El desplacament vertical del punt C.

1 kN
r B 2E] cV! 2EI D
T e e !
" ‘ 2B E
" E_ 1
|
g E ‘
wv
|
|
|
|
1 Al
% 7z
2m 1 m

Figura 9.3
Dades:

Modul d’elasticitat del material per la inércia de la secci6 (E-I) = 10> Nmm®

Per conveniéncia, en aquest exercici les unitats de forca seran N i les de longitud, m.
Amb aix0, E-1=10° Nm?.
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a) L’angle de gir del nus B.

Es planteja I’energia de deformacié en funcié d’un moment aplicat en el nus B (M3). Es
negligeix I’energia deguda a I’esforg tallant i a I’esfor¢ normal en comparaci6 amb la
del moment flector. 1 kKN

. My
y B 2E1 cl 2E1

El
05 = a(j\;]
A B
7z %z

Tram ED: 0 <x<1m

|

| -
1E

Tram DC: 0 <x<1m

es!
-

1KIN

x - M(x)=-1-10°x
y ( C D
M ——— 1
2(~1-10°x) dx
E UCB:'[( )

0 2.(2E-1)
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Tram BA: 0 <x<5m
- M, 1 kN
Ly ﬂa\\ C D

i

\
|
= ‘ M(x)=2-1-10°+ M,
s(2:10° + M,V d
UBA:IO( 2E-IB) -
|

Es deriva respecte de My abans d’integrar respecte de x i1 aixi se simplifiquen les
expressions. Un cop feta la derivada, se substitueix Mp = 0 per simplificar la resolucio
de la integral.

2.(2:10° + M
0, =% ~0+[ (210" M, Jax 1 [(210°d = ——2.10°] =
oM,  h 2E-1 E-1 % 110 0
-1 10.10°=0.01rad
110

Si és positiu, significa que el gir és en el sentit del moment M.

b) El desplacament vertical del punt C.

S’aplica la carrega gencrica al punt C i es
planteja 1’energia de deformacié en funcid

|
|
|
|
| 5 U
|
|
|

E1 de Pyc.
vc — aPVC
Tram ED: Ugp = 0.
Tram DC: Upc = 0.
A
%z, %
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Tram CB: 1 m<x<3m

fx x
Y C D

g

Tram BA: 0 <x<5m

Pyc
X
Y B C

es]
‘4

M(x)=-P, -x

Ues = J-o

2(_PVC 'x)zdx
2-(2E-1)

M(x)=2B,

Up, :_[

5(2'PVC)2d)C
o 2F-7]

Es deriva respecte de Pyc abans d’integrar respecte de x, 1 un cop feta la derivada se

substitueix Pyc = 1000 N.

Cheaf 8 )}_

(2E-1I) 2E-I

5 =
e aPVC aPVC {

_J'zz'(_PVc 'X)~(—x)dx +J'52'(2'PVC)~2dx
Rl 202E 1) Y

= jl 10°x 2dx+— jl 10°dx =

1-10° 3‘2 4-10° |5_1-103 2 4-10°

= x|+
3.2-1-10° o 1.10°
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Problema 9.4.El portic de la Figura 9.4 esta encastat pel punt A i recolzat pel D,
esta format per trams de rigidesa diferent i sotmes a dues carregues
puntuals. Trobeu les reaccions del portic mitjancant el teorema de

Castigliano.
\ Y 1 kN
A 2E1 B El \E
NJr— ;
N
E-1 g
(@]
C 1 kN \
|-—— ﬁ—
E-1 g
(@\]
D I
AN
3m g 1.5m

Es dibuixa el diagrama del solid lliure i es plantegen les equacions d’equilibri. Es pot
simplificar el problema si les forces aplicades al voladis es redueixen al nus B.

L 1 kN

1.5 kNm
Ri A 2E-1
SF, =0)
M,
R
Z . R, +R,-1=0 (9.4.1)
SF, =0)
“l f<!1K¥NR +R, -1=0 (9.4.2)
SM , =0)
E-1
3R, +4R,, - M, —2-1-3.1-1.5=0

R
= ? D 3R, +4R,, —M ,—65=0 (9.4.3)
RVD
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Es tracta d’un cas de 2 graus d’hiperestaticitat. Per solucionar-lo, es plantegen dues
equacions addicionals de compatibilitat de deformacions:

5. =0 (9.4.4)
S,y =0 (9.4.5)

Si es resol el problema pel teorema de Castigliano, es poden calcular aquests
desplagaments amb les equacions segiients:

ou ou

OR,,, OR,,,

VD

Cal plantejar les equacions de I’energia de deformacié en funcié de les dues variables
escollides.

U :f(RHD’RVD)

Tram DC: 0 <x<2m

/T\ M(x) =Ry, - x
[
‘ 2(R,,, - x) dx
Rpup Dx UDC:J.O HE)E.]

Tram CB: 0 <x<2m

-

=
/T\
‘ i
|-
C \ 1 kN
‘ M(x):RHD-(x+2)—1x:2RHD+RHDx—x
‘ U _J-2(2RHD+RHDx—x)2dx
@ 2-(2E-1
Ryp D 0 ( )
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Tram BA: 0 <x<3m
1 kN

X
ly
—~ 1.5 kNm

M( —

M(x)=4R,, +R,, - x—-1-x-15-2=
=4R,, +R,, - x—x-3.5

C 1 kN
U _f (4RHD +RVDx—x—3.5)2dx
R 2-(2E-1)
oU
Oup = =0
HD aRHD
RHD D

Es poden fer les derivades abans d’integrar:

ou :JZZ-(RHD -x)-xdx+jzz-(2RHD 4Ry - x=x)-(2 x)dx

oR,, 2E -1 0 2E-1
+J-32-(4RHD +Rypx—x—3.5)-4dx
0 4E-1

Ryp - x )dx (4RHD 4R, X+ R, - x° —2x—x2)dx
gt |, *

E-1

+J- (SRHD +2RVD -x—2x—7)a’x

0 E-1

2 2

R x* x? x’

HD3 ARy X+ 2Ry 3™+ 2_? 8R,p X+ Ry -x xz—7x|3
= +

E-I E-I E-I .,

= ﬁ-(l%RHD +27R,, —110)
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Aplicant la condici6 de I’equacio (9.4.4), queda:

136R,,, +27R,, —110=0 (9.4.6)
oU
oR,,

oU  32-(4R,, + R, - x—x—3.5) xdx =J'3(4RHD-x+RVD-x2—x2—3.5x)dx _
0 2E -1

OR,, D AE -1

3

_ (18R, +9R,, —24.75)

2E-1

Aplicant la condici6 de I’equacio (9.4.5), queda:

18R,,, +9R,, —24.75=0 (9.4.7)

Finalment, es resol el sistema de les cinc equacions plantejades. A partir de (9.4.6) i
(9.4.7) es poden trobar Ryp 1 Ryp, 1 la resta, amb (9.4.1), (9.4.2) 1 (9.4.3).

(R, +R,—1=0 (R, =—0.88kN
R, +R,, —1=0 R, =0.56kN

{ 3R, +4R,, —M ,—65=0 { M,=0.88kNm
136R,,, +27R,, —110=0 R,, =1.88kN
| 18Ry, +9Ry, —24.75=0 | Rup = 0.441N
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9.Energia de deformacio

Problema 9.5.L’estructura de barres articulades de la Figura 9.5 esta sotmesa a
dues carregues puntuals aplicades en els nusos D i E. Determineu el
desplacament vertical del nus B:

a) Aplicant el teorema de Castigliano.
b) Aplicant el métode de la carrega unitat.

500 kN
1.5m

500 kN

Dades:

Longitud de les barres (L;) = 1.5 m
Modul d’elasticitat de les barres (E) = 2-10° MPa Figura 9.5
Area de les barres 1, 2, 7 (A1, A2,47) = 2:10° mm’

Area de les barres 3, 4, 5, 6 (43, A4, As, Ag ) = 2-10° mm*

Per conveniéncia en aquest exercici les unitats de forca seran N 1 les de longitud m.
a) Aplicant el teorema de Castigliano.

En ser una gelosia de barres articulades pels extrems, aquestes només estaran
sotmeses a un esfor¢ axial. L’energia de deformacio total sera la suma de la de cada
barra.

500 kN 500 kN

N*-1
U= ————— 9.5.1
ZzAi-Ei ©:3.1)
I per tant:
NZ.1 2N.-l. ON. N.-I. ON.
v :Z_a ATILEN R o AL\ S ALY E)
oP,, 0P, | 24, - E, 24 -E, 0P, A -E 0P,
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9.Energia de deformacio

Cal trobar els esfor¢os a cada barra en funcié de Pyp. Una manera comoda de fer-ho
¢s aplicar el principi de superposicio als casos segiients:

PVB

Es poden confeccionar les taules segiients i fent el sumatori de la columna final s’obté
el valor de oy3 (el valor de P, =0 (*) s’ha de substituir a la pentltima columna, un

cop ja feta la derivada):
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9.Energia de deformacio

weQ-AsTT =X
a4 7.QC* .
Y0-dAST9 €0-d80°[- 86°0- 80+dV Gl _ .no%mwmmwom- 414-8S°0- mo+m.aw ¢ L
a4 7.QC* .
70-dS ¥0-499°8- 85°0- 60+d1 Sl _ mo%ﬂwhm%m- 414-8S°0- mo+m.Fh g 9
0 0 850 60+d1 Sl 14860 1d4-8G°0 0 S
0 0 850 60+d1 1 414-8S°0 1d-85°0 0 14
qA 3.QC* :
¥0-dS 0-499°8- 85°0- 60+d1 Sl _ mo.awmwwhow- 414-8S°0- mo+m.Fh g €
q4 7. .
Y0-dC1°¢ €0-d80°1 6C0 80+d¥ Sl d-6¢ o. 1d-67°0 | SO+468°T 4
+ S0+d68°C
a4 5.67°
P0-ACl'€ €0-d80°I[ 6C0 80+dV Gl d6 o. 14-6T°0 | SO+H68°C I
+ S0+d68°C
] ! a1, i ; 8 5
T-¥ o g |t N gy | o=y | 0 | (0N | () e
ﬁﬁ:v ...».. _/< -/1u A.uwum:v ..__\_ ..__.(_. ?ﬂﬁw v\. m

El desplagament vertical en el nus B és de 2.25mm.
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9.Energia de deformacio

b) Aplicant el métode de la carrega unitat.

: ON
De [D’apartat anterior es pot observar que els valors de la columna —- es
VB
corresponen als esfor¢os que hi hauria a les barres si s’apliqués una carrega unitaria al
nus on es vol calcular el desplacgament. Amb el métode de la carrega unitat el
desplagament s’expressa:

Nl

Syp = N, (9.5.3)

iu
i i

i i

es calcula amb els valors dels esfor¢os a cada barra corresponents al cas 1’
i

1N, son els esforgos a cada barra en el cas 2’ amb una carrega unitaria aplicada al

nus on es vol calcular el desplacament.

500 kN 500 kN

CAS T

Fent una nova taula i aplicant 1’equacio (9.5.3) es pot veure que el resultat és el
mateix que a |’apartat a).
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10. Vinclament

10. Vinclament

Problema 10.1. La columna d’acer de la Figura 10.1 esta formada per un perfil
tubular rectangular de 150-120-8. Esta encastada a la base i lliure a I’altre extrem, en
el qual s’aplica una carrega P de compressio. Determineu:

a) La tensio critica d’Euler.
X P
b) La carrega critica d’Euler. {y ¢

¢) La carrega admissible. ‘ I

Dades:
Longitud de la columna d’acer (L) = 3-10° mm
Area del perfil de la columna (4) = 3.84-10° mm”. =

Moment d’inércia respecte a 1’eix z (1) = 117-10° mm”*
Moment d’inércia respecte a 1’eix x (Z,) = 827-10* mm*
Radi de gir (i;) = 55.2 mm
Radi de gir (i,) = 46.4 mm

Acer S275: z
- Tensi6 associada al limit de fluéncia (o) = 275 N/mm’ V‘ b
- Modul d’elasticitat del material (£) = 21-10* MPa. B\ ﬂ»i | = Y
Coeficient de seguretat (n) = 2 2 i
8 (mides en mm)
- 150 |
a) La tensio critica d’Euler. Figura 10.1

La longitud de vinclament de la columna encastada — lliure és:
L,=2L=2-3-10=6-10’mm

L’esveltesa maxima correspondra al vinclament en un pla perpendicular a 1’eix x (radi de
gir minim).

3
PRI P
i, 464

X

La tensio critica d’Euler és:

7 E 7x*-21-10°
O, = 2 2
A, 129

=124N/mm?
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10. Vinclament

b) La carrega critica d’Euler.

La carrega critica d’Euler és:

P, =0, -A=124-3.84-10° =476-10°N
¢) Carrega admissible.

La carrega admissible és:

3
p _ta_476-10

n

=238-10°N
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10. Vinclament

Problema 10.2.

La columna d’acer de la Figura 10.2 esta formada per un perfil

rectangular de 150-120-8. Esta articulada pels extrems i travada en el punt mig,
de manera que s’impedeix el moviment en el pla perpendicular a I’eix x, pero no

en ’altra direccié. Determineu:
a) La tensio critica d’Euler.
b) La carrega critica d’Euler.

¢) La carrega admissible.

Dades:
Longitud de la columna d’acer (L) = 7-10° mm
Area del perfil de la columna (4) = 3.84-10° mm?®

Moment d’inércia respecte ’eix z (I.) = 117-10° mm*

Moment d’inércia respecte I’eix x (I,) = 827-10* mm”*

Radi de gir (i,) = 55.2 mm
Radi de gir (i,) = 46.4 mm
Acer S275:

- Tensio associada al limit de fluéncia (o;) = 275 N/mm?
- Modul d’elasticitat del material (E) = 21-10* MPa

Coeficient de seguretat (n) = 2

a) La tensié critica d’Euler.

yﬁf

>
-
—

>

L2

AvA
A

L/2

o8 (mides en mm)
150
Figura 10.2

La longitud de vinclament en el pla perpendicular a I’eix z és:

L,.=L=7-10’mm

La longitud de vinclament en el pla perpendicular a 1’eix x és:

L =§=3.5-103mm

ox

L’esveltesa en el pla perpendicular a I’eix z és:

3
=te IOy
i 552

L’esveltesa en el pla perpendicular a I’eix x és:

3
PR £ 1 (G
i 464
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10. Vinclament

Per calcular la tensi6 critica d’Euler s’ha de considerar I’esveltesa maxima. Com que
Ay < A, I’esveltesa maxima és en el pla perpendicular a I’eix x.

7 E _=x*-21-10°

o, — = —— =129 N/mm’
A, 127

b) La carrega critica d’Euler.

La carrega critica d’Euler ¢€s:
P . =0, -4=129-3.84-10°=495-10°N

¢) La carrega admissible.

La carrega admissible és:

3
p P _495:10
n

adm

=248-10°N
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10. Vinclament

Problema 10.3. L’element d’acer de la Figura 10.3 de seccio tubular esta sotmés
a dues carregues de compressio, una centrada i D’altra excentrica. Esta
encastada a la base i lliure per I’extrem superior. Emprant ’equacio6 de la secant
per al vinclament, determineu:

z
+‘e_2’¢
a) La tensié maxima de compressio. X

y P 1 P 2
b) El desplacament transversal a I’extrem lliure.

Dades:
Longitud de la columna d’acer (L) = 2.5 m

Diametre exterior de la seccid (g.,) = 120 mm

Diametre interior de la secci6 (g;,,) = 100 mm
Carrega 1 aplicada (P;) = 50 kN

Excentricitat de la carrega 1 (e;) = 0 mm

Carrega 2 aplicada (P,) =40 kN

Excentricitat de la carrega 2 (e;) = 150 mm
Modul d’elasticitat del material (E) =21-10* MPa

Figura 10.3

a) La tensio maxima de compressio.

La tensié maxima, emprant I’equaci6 de la secant per a peces esveltes sotmeses a carregues
de compressio, s’expressa aixi:

P e-c L, P
O =— | 1 +——sec| — N
A i 2i VE-A4

on P, ¢s la suma de totes les carregues aplicades; 4, 1’area de la seccio de I’element d’acer;
e, I’excentricitat de la resultant de les carregues aplicades; c, la distancia de la linia neutra a
la fibra de maxima tensio; i, el radi de curvatura i L,, la longitud de vinclament.

Les caracteristiques de la secci6 escollida son:

I,=1=2.(, -0t ):%-(1204—1004):527-104mm4

y z = a : ext nt

4 =%-(@2 s ):%-(1202—1002):3.46-103mm2

int
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10. Vinclament

3
\ﬁ [5270:10° o
A 3455.75
L’excentricitat de la resultant de les carregues aplicades €s:

z

. . 103 .10° . e
cheath-e 5010 0+4o310 150 _cem ﬁ e
B +P, 90-10 y ¢P=P1+P2

La longitud de vinclament és:

L,=2L=2-25-10=5-10’mm

Substituint,

3 3 3
_90-10 (1+66'7 60-sec[5 10 \/ 90-10 D—116N/mm2

Omax = 3 2 ’ 3 3
3.46-10 39.1 2-39.1 V210-10°-3.46-10

b) El desplacament transversal a I’extrem lliure.

El desplacament transversal a I’extrem lliure es calcula amb ’equaci6 segiient:

L
A, =e-|sec —=- P -1
2 VE-I

I, en aquest cas, el valor del desplacament transversal és:

3 3
A, =606.7-|sec 510 \/ 9(1 10 7 |—1|=21.5mm
2 210-10°-527-10

- 220 -



10. Vinclament

Problema 10.4. Calculeu la carrega admissible de compressio per a I’element

d’acer de la Figura 10.4, de seccié circular, amb els extrems articulats per als
dos casos:

a) L=2m.
X P
b) L=1.5m. Y

Dades:

Diametre de la seccid circular (d) = 70 mm

Acer S355:

- Tensio associada al limit de fluéncia (o;) = 355 N/mm?

- Modul d’elasticitat del material (E) = 21-10* MPa %_

Coeficient de seguretat (n) =3

Figura 10.4
Considereu que el seu comportament obeeix les equacions (10.5.1) 1 (10.5.2):
2
Equaci6 d’Euler: o, = 7r/12E pera A >4, (10.5.1)
2
Parabola de o, 1
=c —| 2. L A< A,
Johnson: Ou =0y (27[ ’1] E pera A <4, (10.5.2)

o
. . _ 0,
En aquestes equacions, 4, és la corresponenta o, =—-.

a) L=2m.

La grafica que defineix el comportament de la pega comprimida és:
ocr (MPa) .,
El valor de /,, es pot trobar amb 1’equacid

o
d’Euler pera o, = Ty :

o z.
= ”/12 Eoo 4, =108
Tim
A



10. Vinclament

La longitud de vinclament és:
L,=L=2-10"mm

El radi de gir és:

i:\/z:1:7—0=17.5mm
A 4 4

I Pesveltesa:

3
A:L" =2 10 =114>4
17.5

lim

Com que A >4, ,latensio critica es calcula amb I’equacié d’Euler:

2 2 4
acr:” 2E:7z 21210 =159 N/mm”*

A 114
La carrega admissible és:

2

iy 159. 7 70

p, =2o 2 4 -204-1°N
n 3

b) L=1.5m.

La longitud de vinclament és L, = L =1.5-10° mm

3
i Pesveltesa, A :ﬂ = 1510 =85.7<A
i 17.5

lim

Com que A < 4, , la tensio critica es calcula amb 1’equacio de la parabola de Johnson:

2 2

o

o,=0,—-|—=-1 -i=355— 3£-85.7 -L“=243N/mm2
Y \2x E 2 21-10

La carrega admissible és:

7-70°
oA 243.

p, =%« _ 4 _312.10°N
n 3
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10. Vinclament

Problema 10.5. Calculeu la carrega de vinclament de la columna de la Figura
10.5 utilitzant el metode d’Euler. Determineu la tensi6 que suporta cada
material un cop s’assoleixi la carrega critica.

=

P

|

~ Dades:

Longitud de la columna (L) =5m
Modul d’elasticitat del material 1 (£,) =2:10° MPa
Modul d’elasticitat del material 2 (E,) = 1-10* MPa

v,

(]

wv

|

[

E /)& x
N\ )

lz |

200 @

(mides en mm)

Figura 10.5

La carrega critica d’Euler s’expressa de la manera segiient:
2
- E-1
Bo=—0—
LP
I la longitud de vinclament és:

L, =p-L,on =2 (columna encastada — lliure).

L,=2-5=10m
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10. Vinclament

Com que en la seccio6 de la columna existeixen dos materials diferents, es calcula una
secci6 equivalent per a cada un dels plans de vinclament:

Vinclament en el pla perpendicular a I’eix x: la seccio gira respecte a I’eix x.

- h,, =200n=4-10" mm on n="L1 220

2

]
b =Zi-h-b3 =%-(4-103 :300° —3.8-10° -200° )=

200-E,/E, = 4000

B g XX 12
(o]
!
I —  =647-10'mm*
=2
v
2 2 4 9
p 7 E22 L, 7110 6.4217 10° _ 29 10'N
L (1-10%)

(mides en mm)

Vinclament en el pla perpendicular a I’eix z: la secci6 gira respecte a 1’eix z.

L.

=3

50-2

200

!
200

50-20

(mides en mm)

b,,=50n=100mm on n =£=2O
EZ

zz

s e t(250 1200%)=
=Y bl = ((2-50-20+200)-200°)

=1.47-10°mm*
2 2 4 9
Pm:ﬁ E22 I, _x*-1:10"-147-10 145.10°N
- L (1-10*f

La carrega de vinclament és 145-10% N,

Per a aquesta carrega, les tensions son:

Material 1:
o_F

cr

145-10*

e =740 T (250-20+ 200)- 200

Material 2:

cr

2

=3.3MPa

c? =c" % =3.3-20=65.9MPa
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10. Vinclament

Problema 10.6. Calculeu la carrega maxima, F, que es pot aplicar a I’estructura
de barres articulades de la Figura 10.6 per tal que cap barra es vincli. Totes les
barres son tubs de seccié circular.

Dades:
Diametre de la secci6 circular (d) = 40 mm
N~ E @ D Gruix de la paret dels tubs circulars (¢) =2 mm

Modul d’elasticitat del material (E) = 21-10* MPa
Figura 10.6

La Figura 10.6.1 indica, amb el signe negatiu (—), les barres que estan comprimides, amb el
positiu (+) les que estan traccionades, i amb (x) les que no estan sotmeses a cap esforg.

Figura 10.6.1

Les barres comprimides son (1) 1 (2):

w-LF

N2 =—§F
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10. Vinclament

Es calcula la carrega critica a cadascuna i es mira quina barra causara la carrega maxima, F:

e Barra 1: Aquesta barra esta sotmesa a compressio i la seva longitud ¢s de 400 mm.
7 E-1
L

o

La carrega critica és P" =

I==-\g* — o’ ), on o,y és el radi exterior i o;,, el radi interior.
4 ext 2

Per tant, la carrega F'” per tal que falli la barra 1 és:

3. pn 3 7°-21-10"-432-10°

F(1)=
g8 < 8 400>

=210kN

e Barra 2: Aquesta barra també esta sotmesa a compressio, pero la seva longitud és de
500 mm.

2
X e - E-1
La carrega critica és P”) = ———.

L

o

Per tant, la carrega F* per tal que falli la barra 2 és:

FO 3 po =§_7r2-21-104.43_2.103

s s 5002 =215kN

Observant els dos resultats, la carrega maxima F que es pot aplicar a I’estructura de barres
articulades per tal que cap barra es vincli és de 210 kN.
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