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Introduccio

La Universitat de Girona, en una linia de suport i millora del rendiment
académic, ha ofertat assignatures anomenades basiques orientades a estu-
diants amb una base insuficient de coneixements de fonamentacio..

Aquest [libre ha estat preparat per ser utilitzat com a material de text de
Matematiques basiques, que és una assignatura de lliure eleccid de 6 crédits,
dels nous plans d’estudis d’Explotacions Agropecuaries i d’Industries
Agraries i Agroalimentaries de la Universitat de Girona. 1.’ objectiu principal
€s ajudar als estudiants que, per les seves mancances en matematiques no
poden seguir el ritme normal de P’assignatura troncal de Fonaments de
matematiques de la seva especialitat. Hem procurat, doncs, dissenyar un
material senzill i adequat per a aquest objectiu.

El llibre recull els conceptes basics de matematiques que Pestudiant hau-
ria de coneixer per iniciar amb unes certes garanties d’éxit els estudis d’am-
bit agricola de les dues titulacions que s’imparteixen a I’Escola Politécnica
Superior de la UdG. També inclou gran quantitat d’exercicis, problemes i
situacions practiques amb ’objectiu que reforci les habilitats matematiques
de I’estudiant provinent d’educacié secundaria.

Volem agrair al Departament d’Informatica i Matematica Aplicada de la
UdG la sev aajuda en la realitzacié d’aquest projecte i, especialment, als pro-
fessors Carles Barceld 1 Jordi Poch per la seva implicacio al llarg de tot el
procés de correcci6 1 millora del text.

Francisco Martin i Jordi Vilarrub{
Girona, gener de 2000
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Capitol 1

INTRODUCQI() A LA
COMBINATORIA

1.1 Introduccid

Moltes vegades formem conjunts amb un gran nombre d’elements, perd pot ser
que no ens interessi quins sén els elements concrets que formen el conjunt siné
quants sén els elements que el formen. La combinatoria precisament el que fa
és donar diverses técniques per comptar els elements que formen un determinat
conjunt. Aquestes técniques seran diferents segons com s’hagin manerat els
conjunts. Distingirem diversos casos segons si a I’hora de construir el conjunt
importa l'ordre en qué agafem els elements, si pot haver-hi elements repetits o
no, si agafem tots els elements o només uns quants.

Ezemples

1) Si volem manerar nombres de dues xifres amb els nombres de I'1 al 9, no
sera el mateix tenir el nombre 21 que el 12, per tant importara 'ordre en
queé colloquem els elements,

2) Donats 4 llibres diferents, de quantes formes els podem ordenar?
Queda clar que importa Pordre, perd en aquest cas agafem per a cada
ordenacié tots els elernents.

3} Quants grups de 4 alumnes es poden manerar en una classe de 20 alumnes
per realitzar un treball de matematiques?

En aquest cas per manerar els grups no importara Uordre ja que un cop
triats els 4 alumnes tant hi fa Pordre amb que s’hagin escollit, ja que el
resultat serd el mateix.

Estudiem, doncs, aquests diversos casos, cada un dels quals es pot resoldre amb
una técnica diferent.
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1.2 Variacions ordinaries

Definicio

Donat un conjunt manerat per m elements, anomenem variacions ordinaries o
simplement variacions de mida n ( n < m) les colleccions de n elements di-
ferents que es poden fer amb els m elements del conjunt. Entenem que dues
colleccions sén diferents si contenen elements diferents o bé si contenen els ma-
teixos elements perd estan en ordre diferent. Cada element del conjunt pot ser
utilitzat una sola vegada, és a dir, no pot haver-hi repeticié d’elements.

El nombre de variacions dels m elements d’un conjunt de mida n es nota de la
manera segiient: Vi, 5.
Per calcular-les es pot fer aplicant la férmula segiient:

Vinn =m(m = 1) (m —2) ... (m—n+1)

Ezemple

Quants norbres de dues xifres diferents es poden manerar amb les xifres
de Pl al 9 si no es poden repetir les xifres?

Es un cas de variacions, ja que per manerar els nombres de dues xifres
importa 'ordre amb qué els agafem i no es permet repeticid de xifres. Per
tant tindrem V5 2 =9-8=72

Erercicis

1) En una cursa d’atletisme de 100 metres llisos corren vuit atletes. Quantes
possibilitats diferents hi ha a I'hora de repartir les tres medalles?

2) En Daniel, la Maria, en Jordi i la Montse sén quatre candidats a manerar
part d'una cornissié manerada per una persona que n'ocupi la presidéncia,
una altra la vicepresidéncia i la tercera la secretaria. Quantes corissions
diferents es poden manerar?

1.3 Permutacions ordinaries

Definicis

S’anomenen permutacions ordinaries o simplement permutacions dels n ele-
ments d'un conjunt totes les diferents ordenacions que es puguin fer amb els
-elements d'aquest conjunt.

El nombre de permutacions dels n elements d’un conjunt es nota de la manera
seglient: P,
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Realment les permutacions dels elements d’un conjunt no sén res més que un
- cas particular de variacions en qué s’agafen tots els elements del conjunt, és a
dir, n = m. Per aixd, per calcular-les ho podem fer de la manera segiient:

Po=Von=n{n-1)(n-2)...(n-n+)=nn-1)(n-2)...1=n!

Bxemple

Donats 4 llibres diferents, de quantes maneres els podem ordenar?

Fs un cas de permutacions ja que hem d’agafar els llibres i anar-los can-
viant d’ordre. Per tant tindrem Py =4-3-2-1 = 24,

Erxercicis

3} De quantes maneres diferents poden seure vuit persones en una filera de
vuit cadires?

4) Quantes paraules diferents de quatre lletres poden fer-se amb les letres
de la paraula AMOR? (Nota: no cal que la paraula tingui significat).

‘1.4 Variacions amb repeticié
Definicid

-S’'anomenen variacions arab repeticié dels m elements d'un conjunt d’ordre n
les colleccions de n elements diferents o no que es poden fer amb els m elements

o2 del conjunt. Entenem que dues colleccions sén diferents si contenen elements

- diferents o bé, si contenint els mateixos elements, es troben ordenats de manera
diferent. Cada element del conjunt pot ser utlhtzat més d'una vegada, és a dir,
pot haver-hi repeticid.

El nombre de variacions amb repeticié dels m elements d’un conjunt d’ordre n
es nota de la manera seglient: VR,
Per calcular-les es pot fer aplicant la férmula segiient:

VB, n =m"

Ezemple

Quants nombres de quatre xifres es poden manerar amb les xifres 1,2, 3,
4, 5167

En cap moment no es diu que les xifres no puguin ser repetides. Per tant,
hem d’acceptar que hi ha repeticié. Per tant tindrem VRe, 4 = 6% = 1296.

Ezercicis
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5) De quantes maneres podem pintar 5 franges si només tenim 3 colors?
(Considereu que dues franges consecutives poden ser del mateix color)

6) Quahtes travesses diferents es poden emplenar?

1.5 Permutacions amb repeticio

Definicié
S’anomenen permutacions amb repeticid de n elements entre els quals hi ha
o elements iguals entre si, b iguals entre si, ..., h iguals entre si, essent

a+b+---4+ h = n, les diverses ordenacions que es poden fer amb aquests
elements.

El nombre de permutacions amb repeticié es nota de la manera PR brcslt,

Per calcular-les es pot fer aplicant la férmula segiient:

a by b n!
PRy T albl . Rl

ona+b+---+h=n
Ezemple

Quants grups de banderes diferents poden fer-se amb tres de color vermell,
dues de color groc i dues de color blau, considerant-les totes alhora?

En agafar totes les banderes alhora sén permutacions, perd com que hi ha

banderes iguals, s6n permutacions amb repeticié. Tenim, doncs, P‘Rg’g’2 =
7!
grgia 210
Erercicis

7) Considereu un grup de nombres manerat per dos 3, dos 4, tres 5 i un
6. Quantes ordenacions possibles de vuit nombres es poden fer a partir
d’aquest grup?

8) Quantes paraules diferents podeu escriure amb les lletres de la paraula
MATEMATICA? (Recordeu que no cal que tinguin significat en catald)

1.6 Combinacions ordinaries

Definicid

S’anomenen combinacions ordiniries o simplement combinacions dels m ele-
‘ments d’un conjunt presos de n en n (n < m) les colleccions de n elements
diferents que es poden fer amb els m elements del conjunt. Entendrem que dues
colleccions sén diferents si tenen elements diferents i no si 'ordre és diferent.




1.7. NOMBRES COMBINATORIS 13

. En aquest, cas doncs, les colleccions les creem sense que ens importi 1’ordre.

El nombre de combinacions es nota de la manera segiient: Cp, n
Per calcular-les podem aplicar la férmula segiient;

Cm n = V____m,_n

» P«n

Agquesta férmula es pot escriure també d’aquesta altra manera:

m!
Cra,n = n!(m ~ n)!
: m!
- JaqueVm,n:m(m—l)(m"n‘['l):m

Ezemple

Quants grups de 4 alumnes podem manerar en una classe de 20 alumnes
per realitzar un treball de matematiques?

Com que no importa l'ordre amb qué s’escullen els 4 alumnes, es tracta
p

20!
de combinacions. Per tant tenim Cyg 4 = T8 = 4845

- Ezercicis

9) En una pastisseria es fan dotze tipus diferents de galetes que, per vendre-
les, es colloquen en grups de quatre, de manera que en cada grup de quatre
no n’hi ha cap de repetida. Quants grups de quatre galetes poden fer-se?

10) El professorat del departament de matematiques disposa duna collececid
de trenta exercicis diferents. Quants examens diferents pot fer si en cada
prova posa cinc exercicis?

1.7 Nombres combinatoris

Definicio
Anomenem nombre combinatori d’ordre n una expressié del tipus:

(%)

- ~amb n <m, n i m han de ser nombres naturals, n pot ser 0. Aquesta expressié
és la mateixa que la que feiem servir per calcular Cp, n.
- Aquest nombre combinatori es calcula de la manera segiient:

(%) =mey
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Propietats
1) () =138 que per conveni 01 =1
m(T)=m
5 (m)=1
9 (%) =(n"0)

9 () (a5)=(75)

Ezemple

.. . 1
Calculemm m en la expressio Seguent:( ﬂf 1 ) =1

Si desenvolupem el nombre combinatori tenim:

{m+1)! _q
(m=-Dm+1-(m=-1D]

Ja que (m+1)! = (m+1} m (m—1)! es pot escriure Pequacié de la manera:

(m4+1)m(m - 1)! 1
(m—)m+1—-m+1)

Fent, les operacions del factorial del denominador queda:

(m+1)m(m-—1)!

mnia

Dividim numerador i denominador entre (m — 1)! 1 queda:

(m+1)m _

1
2

efectuant tenim ’equacié de 2n grau m? +m — 2 = 0, que té com a solucid
m=1im=-2

Rebutgem el resultat negatiu, ja que els dos termes del nombre combina-
tori han de ser positius. Per tant, la solucié és m = 1.

Ezemple
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n—1 6

Per poder-la resoldre, podem aplicar la quarta propietat dels nombres
combinatoris.

Pertant, 8 =m+218—-(n—1) = 6.

Resolent aguestes dues equacions surt m =61 n = 3.

Calculem m i n en la expressié segiient: ( 8 ) = ( m %2 )

Exercicis

~ 11) Trobeu el valor de z i y en les equacions segiients:
2 (%)+(7)-(3)
0 (2)-(2)-(2)
0 (2)+(9)- (%)
- 12) Escriviu la seglient expressié en manera d’un sol nombre combinatori:

(2)=(5)+(0)=(3)+(5)-()

{1.8' Binomi de Newton

_‘::?S:’a.nomena binomi de Newton el desenvolupament de (a + b)® amb n natural.
EBsadir (e+0)"=(a+b)-(a+b}...(a+b) n vegades. -

Per an = 1 tenim a + b. Si posem els dos coeficients d’ai b en manera de
nombres combinatoris, queda

(5)er(3)e

Per a n = 2 tenim (a + b)® = a® + 2a b + b2, Posant els coeficients en manera
de nombres combinatoris, tenim:

(6)2e(2)e=(3) 5

Peran = 3 tenim (a+b)® = a®+3 a2 b+3a b2+ b®. Posant també els coeficients
en manera de nombre combinatori, queda:

()=(3) e () w+(3)
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Per tant, en general podem escriure el desenvolupament de la manera segiient:

(a+b" = (’8

+

Propietats:

1) El nombre de sumands és n+ 1

)a”-!—(?)a”‘"lb—i—(g
n n—1
--«’r-(n_l)ab -l-(

) a'n—2 b2 +

n)bﬂ
n

2) La suma dels exponents d’e i de b en cada sumand és n.

3) Els coeficients del binomi de Newton sén nombres combinatoris de les
diferents files de 'anomenat triangle de Pascal-Tartaglia:

Ezemple

[em]

(
(

0
0

2

)
)

[y

Do

)

[ S )

(

PN
LR I 1
—

Per trobar els coeficients del desenvolupament de (a + b)® podem construir
el triangle de Pascal-Tartaglia fins a la sisena fila:

[ R

- Q2
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Si calculem aquests coeficients, sén 1, 5, 10, 10, 5, 1. Per tant, el desen-
~ volupament quedara:

(a+b)P=a°+5ab+10a%b® + 100 5° + 5ab* + b5

EBzxercicis
| 13) Calculeu el desenvolupament dels binomis segiients:

a) (2z% +3yz)*

ab® 2a°b
b) (37— )?

c) (2vz—-3y)®

14) Calculeu els termes que s’indiquen dels binomis segiients:

a) El quart de (22 4 y2)'?
b) L'onzé de (v/a — b2)*°

¢) El tercer de (% - %)5

1.9 Exercicis de repas

o 1) Amb les xifres del conjunt {1,2,4,6,8,9}, quants nombres de 3 xifres dife-
rents podeu manerar?

~2) Amb les xifres del conjunt {1,3,5,7,8}, quants nombres de 3 xifres repetides
o no podeu manerar? -

3) Disposeu de 6 llums diferents per fer senyals. Cada senyal consta de dos
d’aquests llums. Quants senyals diferents podeu fer?

4) Un grup de 15 persones volen manerar un club fent carrecs rotacionals
de president, secretari i tresorer, passant totes les persones per tots els
carrecs. Quantes juntes diferents es poden fer?

'5} En una bossa hi ha 4 boles amb els nombres 1, 2, 31 4. Es treu una bola,
s'observa quin nombre és i, tornant-la, se’n treu una altra. Calculey el
nombre de casos possibles.

6) Amb 15 jugadors, quants equips de 5 es poden fer? (Se suposa que per a
cada equip es té en compte Pordre pel qual s’escullen.)

7} S’escriven tots els nombres possibles amb 4 xifres diferents del conjunt
{1,2,5,7,8}. )

a) Quants sén més grans que 50007

TR
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b) Quants sén més petits que 20007

8) Calculeu quantes banderes de 4 colors diferents es poden manerar amb els
set colors de V'espectre disposant-los només en sentit horitzontal. Quantes
es maneraran amb la condicid que en totes hi entri el groc?

9) De guantes maneres diferents es poden asseure 4 persones en 4 cadires
diferents d’una taula?

10) En una prestatgeria d’una llibreria hi ha 8 llibres. De quantes maneres es
poden collocar?

11} Quantes paraules es poden manerar amb les lletres A, B, E, C, I sense
repetir lletres? Quanies comencen per A7

12) Quantes permutacions diferents es poden fer amb les xifres del nombre
12334567 Quantes comencen per 367

13) Sis llebrers han de perseguir sis llebres. De quantes maneres ho poden fer
sabent que-el lebrer més petit ha de seguir la llebre més gran?

14) Teniu tres llibres d’un manerat i dos de manerat més petit. De quantes

maneres es poden ordenar en una prestatgeria si han d’anar junts els que
tenen el mateix manerat?

15) De quantes maneres diferents podeu collocar 7 libres de diferent mida de
manera que el més gran i el més petit sempre estiguin junts?

16) En una cursa de cavalls s’han de collocar 3 obstacles de la classe A, 3 de
laBi2delaC:

a) Quantes maneres hi ha de collocar-los?

b) Quantes d’aquestes tenen els dos obstacles C seguits?

17) Disposen de 5 llapis iguals de color blanc, 3 iguals de color vermell i 4

iguals de color verd. De quantes maneres diferents els podeu posar I'un al
costat de laltre?

18) Traient 3 cartes d'una baralla espanyola de 48 cartes,

a) Quants grups de 3 cartes diferents poden sortir?
b) Quants grups hi ha en que les tres cartes siguin copes?

19) Amb un rellotge, un llibre, una cartera, un boligraf i un estoig,

a) Quants regals de tres objectes es poden fer?
b) Quants contenen el rellotge?

20) En una urna hi ha 4 boles blanques, 6 de negres i 5 de vermelles. Quants

grups de 3 boles podeu manerar que continguin dues boles blanques i una
de vermella?
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21) Quants resultats possibles hi ha a la Loto 6/49 sense comptar el comple-
mentari?

22) En un joc de cartes se n’empren 5 de les 48 que té la baralla. Quants jocs
diferents se’n podran tenir?

23) Sabent que d’un grup de persones es poden escollir 171 comissions mane-
rades per dues persones, trobeu el nombre de persones d’aquest grup.

24} A un senyor li toquen 13 discs a triar entre un grup de 25. D’aquests 25

n’hi ha 5 que li agraden. Quantes maneres diferents de triar té agafant els
5 preferits?

25) Desenvolupeu les poténcies segiients:

2) (o — 3)°
b) sy - 3)’

) (@ - =)
& (VE+vD)°
& (VI+ Bz

1
26) Trobeu el coeficient de z° en el desenvolupament de (2 -+ ;)7

1
- 27) Trobeu el terme cinqué del desenvolupament de (2 — —2—)10

+28) Trobeu el vuité terme del desenvolupament de {(z + 3 y* )

1.10 Solucions
1) 336
2) 24
' 3) 40320
4) 24
5) 243
| 6) 14348907
7 1680
8) 15120
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9) 495
10) 142506

11) a)z=1iy=19
b) 5
c) 6

()
13) a) 1822+ 962y 2 + 2162892 22 + 216 23 % 2% + 8Lyt 2*
1 5115 2 6113 8 7 nrll 16 829 16 917 32
e - QT 22 B g0y~
b) 53t g e 225% T3 T3
c) 8vVz® — 36zy + H4/Zy? — 27y°

14) a) 220¢5 18
b) 184756 b2% a®

10 bﬁ

O g 2
c)36:r:y

Exercicis de repas:
1) 120
2) 125
3) 30
4) 2730
5) 10
6) 360360

7) a) 72
b) 24

8) 840, 480

9) 24

10) 40320

11) 120, 24
12) 2520

13) 120
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14) 12
15) 720

16) a) 560
b) 140

17) 27720

18) &) 17296
b) 220

19) a) 10
b) 6

20) 30
21) 13983816

22) 1712304
23) n=19
24) 125970
1
25) a) I12~3Imy+'§$892"gmﬁy3+%§m4y4“%mzy5+;_4ys
b) 16$4y4—16:ﬁ4y3+6$4y2—$4y+%6$4

1

al?

d) 22 +6vad y+ 153:2y+20\/z3\/y3+15$y2+6\;/5\/y5+y3

e) 16 + 256z + 179222 + 7168z° + 17920 z* + 28672 2° + 2867225 +
16384 z7 + 4096 z®

1
c) a12—6a8+15a4—20+15-;1-—6-1—8+
(¢} a

26) 4482z°
197 84015
28) 721710y* z!
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POTENCIES I RADICALS

2.1 Poténcies d’exponent natural i enter

Definicid

Una poténcia és una expressid del tipus a”, on a és un nombre real qualsevol i
n és un nombre enter. A o 'anomenem base i a n exponent.

Sin > 0 llavors a” es calcula fent a-a-a ...... -a-a 1 vegades.

1 , s
Sin < 0 llavors a™ = ~—; on —nés positiu.

Ezemples
1) 2¢=2-2.2-2=16
2) (=3)° = (=3)- (=3) (=8) - (=3) - (-3) = 27

1 1 1
(A R —
3) 477 = 42 7 4.4 16
1 1 1
— -3 = = fruad
W = e T R 0 T 1o
Propietats

Les segtients propietats es dedueixen immediatament de la definicié de poténcies.

1) a® @™ = g™t™

Ezemples

1) 2828 =27

23
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R

3) (42)3 — 46

2.2 Radicals

Definicid

Donat un nombre real ¢ 1 un nombre natural n, es diu que el nombre & és arrel
enesima d’e i s’escriu /o = k, st k™ = a. El nombre n s’anomena index del
radical, i el nombre a s’anomensa radicand.

Ezemples
1) VI=23jaqued®=9i(-3)2=0.
2) ¥/125 =5 ja que 5° = 125
3) ¥—27=-3ja que (-3)° = -27

Propietats

1) Per multiplicar radicals amb el mateix index, es multipliquen els nombres

de dins del radical.
Ya- Vb= %¥a b

2) Divisié de radicals amb el mateix index, es divideixen els nombres de dins

del radical.
Ya \/E
Yo Vb

3) Potencia d’un radical, s’eleva a la poténcia el radicand.

4) Arrel d’un radical, es multipliquen els indexs.

Vve="+a

Exercicis

1) Calculeu sense utilitzar la calculadora:

a) V1000
b) 1296
25
C) “é"'i“
d) /-1
e} v0.001
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0 i/

2) Tot i que a primer cop d’ull no ho sembla, els resultats de les arrels segiients
sén tots racionals. Calculeu-los.

9 \E
0 %

c) 50
98
/3
3 —
4) 81
Definicic

Direm que els radicals {/a i 3/b s6n radicals equivalents si representen el mateix
nombre real.

Ezemple

Comprovem si sén equivalents els radicals v4 i ¥/16.

Caleulemn V4, que déna +2 1 -2, i calculem també /16, que també déna
+2 1 -2. Per tant, com que els dos radicals donen el mateix, podem dir
que sén equivalents.

2.2.1 DPotencies d’exponent fraccionari

Tota poténcia d’exponent fraccionari representa un radical P'index del qual és el
denominador i el radicand és la base elevada al numerador, al®) = Vam

Fzemples

2) 8(2) = B

Exercicis
3) Expresseu en forma de poténcia:
a) &7
b) Va3
¢) V10
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d) {/(a+ 2)

e) Vbs

1

£y ./

)3
4) Expresseu en forma d’arrel:

a) 25(%)

5) Les poteéncies d’exponent fraccionari verifiquen totes i cadascuna de les
propietats de les poténcies d’exponent enter. Apliqueu aquestes propietats
per expressar en funcié d'una sola poténcia:

a,) 2(‘12') . 2(%}
b) 3(%) :3('}{)

5 (<%)(a)2

9.4(3)

ey

2.2.2 Operacions amb radicals
Reduccié a comi index

Per reduir radicals a index comtd hem de trobar radicals equivalents als inicials
amb el mateix index.

Si els posem com a poténcies d’exponent fraccionari, com que Yindex és el
denominador de P'exponent, el que hem de fer és reduir a comi denominador
les fraccions exponent.

Ezemple
Reduim a index comi els radicals ¥/2; +/7: V32

Siels posem en forma de poteéncia tenim:

11=28), vr=:3), v ()
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1 1.2 0 15
P i = =i -
r;nem els exponents 35 i T i reduim-los a comd denominador - 35 30
' 30

@),.(®). (@)
Per tant queda 2 30 0 7 30 ;3 30 , que posat en forma d’arrel sera
ao/“_210; so/—715; W

Fzxercicis

6} Redufu a index comu els radicals seglients:
a) ¥3; V27, W4a?
b) VB Y VT

Simplificacié de radicals

Definicid
Simplificar radicals vol dir trobar un radical equivalent a l’anterior amb I'index
més petit.

Si posem el radical en forma d’exponent fraccionari, només s*haura de simplificar
la fraccid exponent.

Ezemples
1) Simplifiquem el radical v/212

Posem-lo en forma de poténcia fraccionaria 2(132), simplifiquem la fraccié
de exponent i queda 2¢ = 16

2) Simplifiquem el radical +/324

Posem-lo en forma de poténcia fraccionaria 3(%) , simplifiquem la fraccié

de lexponent i queda 3(8) = l\a/‘?ﬁ

Extraceié de termes d’un radical

Si en posar el radical en forma d’exponent fraccionari el numerador és més gran
que el denominador i la divisié del numerador entre el denominador no déna
exacta, es descompon la fraccié exponent com a suma d’un enter més una fraccié
amb numerador més petit que el denominador. D’aquesta manera quedara un
factor amb exponent enter, per tant, sense arrel, i un altre factor amb exponent
fraccionari, és a dir, un radical.

Exemple
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Extraiem tot el que puguem del radical /24
Posem en forma de poténcia fraccionaria o(%)

Descomponem la fraccié del numerador com a suma de dues i queda
12 2
o(#+3)

Simplificant queda o) . 2(3) = 91 . 9(8) = 1. /37

Lzercicis
7) Traieu tots els factors que pugueu fora de P’arrel:
a) V&
b) V413
c) V117
8 YTIF

Introduccid de termes dins d’un radical

Per introduir termes dins d’un radical s’eleva el nombre que es vol introduir a
Pindex de Parrel.

Eremple

Donat el radical 2+/5 = v/22 5, introduim tots els termes dins del radical:
25 = V225 = /20

Ezercicis

8) Introduiu els factors dins de I'arrel:

a) 27
b) 35

c)%{;@
d) 2°/6

Sumes 1 restes de radicals

Per sumar i restar radicals només es pot fer en el cas que es tracti exactament
de la mateixa arrel.

aVb+eVo=(a+c) Vb
a¥b—cVb=(a—~c) Vb

Ezxemples
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1) 5vV3+2V/3=0(6+2)V3=7v3
2) V4-10¢4=-9¥1

Ln el cas que no es tracti de la mateixa arrel, s’ha d’extreure tot el que es pugui
de cada una de les arrels i sumar o restar les que quedin exactament iguals.

Fzremple

Calculem /50 — /18.

El primer que farem serd descompondre els radicands en factors i tindrem
50=2-52118=2-32

Per tant tindrem que /50 — v18 = v/52.2 — /32 . 2.
Si ara traiem tot el que es pugui fora de Parrel ens queda 5+/2 — 3/2.

Com que les dues arrels ara ja sén iguals, les podem restar i tindrem 2+/2

Ezercicis

9) Feu les operacions segiients.
a) V2+2+v32+4+/18 - 3/50
b) \/a+\/a_3—3x/$+g+1(a>0)
¢} V45 — /80 + 2+/180 — 3v20
d) 7\/6-5\/a_2+3\/c—1+§+3a(a>0)
18 -

2 VT2 \/5 16
o EtT et

Producte i quocient de radicals

Només es poden multiplicar i dividir radicals amb el mateix fndex. Per fer-ho
es multipliquen o divideixen els valors de dins del radical.

Eremple
V3 V3= 6

En el cas que no es tinguin els mateixos indexs, el que s’ha de fer és reduir-los
a comi index, i un cop ja tenen index comi, es multipliquen o divideixen els
valors de dins del radical.

Ezemple
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Multipliquem els radicals ¥/2 . /3

Primer posem aquestes arrels en forma d’exponent fraccionari i tenim:
o(3) . g(®)

si ara reduim a comi denominador les fraccions exponents quedara:
o(2) . 5(2)

Si ho expressem en forma d’arrels sera:

Com que ja tenim el mateix index, només ens queda multiplicar els valors
de dins del radical i tindrem:

V22 .33 = ¥108

Ezercicis

10) Feu les operacions segiients:

a) ¥z 3zy
b) V2-V/5- V4
c) ﬁ

2
q) Gf;:

2.2.3 Racionalitzacié de denominadors

Definicic
Racionalitzar el denominador d*ura fraccié és trobar una altra fraccié equivalent
a la inicial, perd de manera que el denominador sigui un nombre racional.

Vegem amb alguns exemples les ticniques més usuals per racionalitzar denomi-
nadors.

Eremples
Racionalitzem els denominadors de les fraccions segiients:

S

V3

51 multipliquem numerador i denominador per v/3 queda:

3 _ 3-8 _3\/?7:\/g

V3 V333
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1
9N — =
)3z V2
Multipliquem numerador i denominador pel conjugat del denominador
3+21 queda:
1 3++2 _ 3442 _3+42
3-v2 (3-v2)-8+v2) 9-2 7
2
3
) 7
Multiplicant numerador i denominador per +/52 ens queda:
2 2-y62  2.95
V5 5.5 5
Ezercicis

11) Racionalitzeu les expressions segilients:

z) i o

2.3 Exercicis de repas

1) Escriviu en forma de poténcia els radicals:
a) V3
b) V4
c) vm

o i
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e) Vo b
2) Expresseu com una sola poténcia:
a) V2. V2
b) V5: V5
¢) vo?

a) (“63)2

3) Escriviu en forma de radical les poténcies segiients:

4) Expresseu com una sola arrel:

a) 10(3) . 10(-%)
b) 7(%) . 705
o (200
4y 2(3) . 3(3)
5) Feu les operacions seglients:
a) V7 + V28~ 63
b) 121 + 169 — /225
¢} V10z* —3v1602% + 590 z°
d) va- Va?
e} Vi® Vb
f) Va2 b Va3 -02-Va-b
5Vad bt Va2 P
g) 7
h) V2

) V8a® Vb3
) VVel0p?

k) L am™ +pm
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6) Racionalitzeu les expressions segiients:

1++3
1-+3

7) Feu les operacions i expresseu el resultat en forma de radicals:

a) (V5-3v3) V5

by VZ-7-2/14

c) (1+7)-(1-4v7)
4 (2v3)"

e) (V7+v8)°

f} (2\/3“~?):«/§ -

¢) (V3-2v2)°
b) (VI8+3v8-2+20):5+2
i) (2v3-v2) - (vV2+3V3)

8) Calculeu i simplifiqueu les expressions segiients:
VE-2
V5 +2
23+ V2
V2-1
o 2 V5 -2
V5 =22
V6 + /7

VT + 26

a)

b)

33
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3)
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[}

.+.
— T

B

(7]
pa
o

a-t+/a
a —+/a

3

<
>

va+Vb

g)

Solucions

a) 10
b) 6
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5)

6)

8)

10)

11)

e) Vb2
a,) 2(%)
b) 3(3%)

13\ (
9 (3)
d) 2(#)
a) V312, V26, U
by V4 V5T, Y7
a) 8/8
b) 4° V4
c) 11* /11
d) (-2) ¥(-22
a) V28
b) /135

wjta

)

4 2
) /135
d) /2544

a) 62
4
b) <1+a—302+%—) Va+1

c) 55
Q) 212\/5
e) %\/ﬁ

a) +/3z%y
by ¥/2651045
c) 2

b?
d ¢ 66°

0.3
a) V2
32

® 5

—2a

35
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5 /83
c) 5
d) V2443
N 4 (3+72)

5
2 (V6 - 3)

f) ————~

3
6 (v7+2)

g) 5

Ezercicis de repas:

1)

2)

3)

4)

b) 4(3)

NG
v (5)
e) (ab)(®)
a) 2(8)
b) 5(3%)
c) af?)
d) »(%)
a) v4
b) ¥=3
) ¥r
d) 6
a) v10
b) V7
c) v22
d) V6
a) 0
b) 9
c) 4z% /10
d) Va7
e) Vb
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£ 80/q53 p37T

g) /5B 49 pls o3

n) b

i) /85 15 38 ¢3

i) Vadb

k) "12/a(m n) p{2m)
35

a) —

5

2
o 08
c) 222

4 23
d) 35

e) -2 (V2 -+/3)
£y V2%

a {+/a—vb
&) ‘(Tb‘“‘)“
a) 5—-3v15
b) 28
¢} —27—-37
d) 144
e) 15+2+/56

5
f) 5
g) 13 —4+/10

9-2+10
5
i) 16— 6
2) (\/33”2)
b) (2v3+vZ) - (vV2+1)
c) —2-+/10 ‘

r—12 -6z
z—24

h)

d)

37
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(Vz+2)°

4—zx

p et V&)

a% ~q

e)
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EQUACIONS I
INEQUACIONS

3.1 Equacions de 2n grau

Definicid
Una equacié de 2n grau és una expressié de la forma az? +- bz + ¢ = 0 amb

a# 0.

Les equacions de segon grau poden tenir 0, 1 o 2 solucions.

3.1.1 Resolucié de ’equacié de 2n grau

Per resoldre-les es pot fer de diverses formes, depenent dels coeficients del poli-
nomi. Estudiem aquests casos.

Casb=10
L’equacié queda de la forma az? +¢c =0
. : . C L. C, .
Per resoldre-la r’hi ha prou d’aillar la z i ens queda z* = —=. Si —= és negatiu,
a a
I'equacid no té solucié. En cas contrari té dues solucions, que sén z; = 4/ —= i
a
c
To = — —_—
a
Ezemples

1) Resolem lequacid 212 — 8 =0

39
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Passem el 8 a Valtra banda i queda:

22% =8
Si dividim per 2 tenim:
=4
Per tant, 7 = 21 £9 = —2 sén les dues solucions.

2) Resolem l'equacié 322 +27=0
Passem el 27 a I’altra banda i queda:

3z% = -27
Si dividim per 3 tenim:
T3
=27, . . . .
Com que z = 3" és negatiu 'equacié no té solucié.

Casc=0

L’equacié queda de la forma az? + bx = 0
Traiem factor comn z i queda:

z{az+b) =0

. . b
Per tant, queden dues solucions z = 0iaz+b =0, d’on surt z = ——.
a
En aquest cas 'equacié sempre té dues solucions i una és £ = 0.

Eremple

Resolem Yequacié 222 4+ 52 =

Traiem factor comi la z i queda:
z(2z+5)=0
Tgualant a zero cada un dels factors, surt ;3 = 01 22+ 5 = 0, d’on

5 . . ) <
Ty = —5> que sén les dues solucions de I’equacid.

Casb#0ic#0

L'equacié té com a expressié la seva forma general a 22 +bz+c = (. Manipulant
aquesta equacio es poden arribar a escriure les solucions de la forma:

_ b+ Vb —dac, ~b— /b ~4dac

9a 2 = Y

L’expressié de dins del radical, b — 4 a ¢, s’anomena discriminant. Segons el
signe del discriminant, tenim els casos segilents:

Ty
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1) Si 4% —4ac > 0, Havors hi ha dues solucions diferents.

2) Si b? ~ 4ac =0, lavors hi ha dues solucions iguals, és a dir, una soluciéd
doble.

3) Sib% —4ac <0, ’equacié no té solucié.

Ezemple

Resolem Pequacié 222+ 3z -2 =0

-3+ /A=) 2 V35 1
= 2.2 =3t =3
3 /3 _4(-2) 2 V75

= = 3 — =2
72 2.3 -1

EBzercicis
1) Resoleu les eqnacions segiients:
a) 22 ~6V2z +18 =0
b) 2z° -7z +3=0
c) 22 —6z+9=0
d) 22 ~z+1=0

e) 3z2 =0
£) 922 —25=0
g) 22 —-22x=0

h) Qz+1)(z+5)=2
) (z-vV3)?-1l+z=¢
D l+(x-22=1
k) (z+1)>=2
2) Calculeu el valor del discriminant de les equacions segiients i indiqueu el
nombre de solucions de cadascuna.
a) 222 -32z4+1=0
b) 322 ~z+1=0
¢) 322 +23z+1=0
d) 22 +z-1=0
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3.1.2 Suma 1 producte de les arrels

Donada Uequacié de 2n grau az® + bz + T es verifica que:
g q

.. . b
1) La suma de les arrels d’'una equacié de 2n grau compleix que a; +xp = ——
a

2) El producte de les arrels d’una equacié de 2n grau compleix que z, -73 = 5

on I i 7 sén les solucions i ¢, b i ¢ sén els coeficients de equacié de 2n grau
ar®+bz+c=0.

Si e = 1 podem escriure l'equacié de la forma segilient: z
§=T1+ T2 lp=1x - T

2—sz+p=20,on

‘Ememple

BEscrivim una equacié de 2n grau que té com a solucions els nombres 51

2
3
1 2 7
T3T3T%
12 1
P=3'373
Llavors Pequacid queda:
g iz 1
T8 - -E- -+ ‘5 ={

o bé, multiplicant-la per 6,

62° —Tx+2=0

3.2 Equacions biquadrades

Definicid

S’anomenen equacions biquadrades les equacions del tipus az?™ +bz™ +c = 0.
Per resoldre-les s’intenta transformar-les en una equacié de 2n grau fent el canvi
de variable t = 5. Aixil'equacié quedard at?4+bt4c = 0, que ja és una equacid
de 2n grau.

Per tant, podem resoldre l'equacid en ¢ i un cop trobada tindrem z = ¥/

Ezemple

Resolem l'equacié 33 + 32 —4 =0

Si fem z? = ¢ llavors queda:

32+t ~4=0

N T T e T R
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Les solucions d’aquesta equacié sén t; = 1ity = —-:—.

Amb aquests dos valors trobem la z.

Sit=1lavorsz? = 1, pertant z; = 1i 2o = —~1.

Sit= --g- lavors 22 = —%, cosa que no pot ser.

Les tniques solucions seran z; =11 25 = —1.
Exercici

3) Resoleu les equacions segiients:

a) 2% —22-6=0

b) z* —3z27+2=0

¢) 2 - 112 +18 =0
d) 3zt -1222+9=0
e) —2z* +1222 - 16 =0
f) —zt—42°-45=0
g) 28 -5 +6=0

3.3 Equacions racionals

Definicio
Sén equacions racionals aquelles equacions en les quals apareixen fraccions
algebriques.

Per resoldre-les es duen a terme les operacions pertinents fins a reduir-les a
equacions de les que ja hem vist anteriorment. Després es resolen aquestes

equacions i, finalment, cal comprovar si les solucions d’aquestes equacions ho
son de les racionals.
Vegem el procés amb uns exemples.

Eremples
T+ 2
1) Resolem 'equacié - =1
) mred r—2 2
Primer de tot restarern les dues fraccions algébriques. Per tant, 'equacié

quedara:
r-(z-(@E+2) _,
2(z - 2) -

Si arreglem el numerador tenim:

4z — (z? —~ 4) _y
2(x~2)
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Multiplicant els dos termes de Pequacié per 2 (z — 2) tenim:
4~z +4=2(z—2)

Fent les operacions 1 posant tots els termes al mateix costat de la igualtat
queda:

-2z -8=0

que és ja una equacié de 2n grau. Si la resolem obtenim z; = 41 29 = —2.

Ara hem de comprovar en ’equacid inicial que realment sén solucié:

2-4 4+2
Si fem = = 4 tenim yyr ————;— = 1, igualtat que és certa.
. . 2(-2 —242 ..
5ifem ¢ = —2 tenim ; )2 - 2+ = 1, que també és certa.
Per tant les dues solucions de ’equacié de 2n grau ho sén de la racional.
2 4+1 T 19z
2 P i6 =
) Resolem Pequaciéd + ) 5

Si reduim a comd denominador els dos termes de 1’equacié queda:

12(z* + 1) (z* - 1)+ 1222 1927 (22 — 1)
12z {z2 - 1) C 12z (2? - 1)

Multiplicant els dos costats de la igualtat per 12z (z? ~ 1) tenim:
12(z® + 1) (22 ~ 1) + 122 = 192% (2% — 1)

Fent ara les operacions als dos costats i posant tots els termes al mateix
costat, queda 7z* — 31 7% + 12 = 0, que é5 una equacié blquadrada

Si la resolem surten 4 solucions, que sén:

$1=2,$2=“2,$3=\/?—'1$4:—\/;.

Comprovem si aquestes quatre solucions ho s6n de ’equacié racional
22+1 2 19-2

Sifem z = 2 tenim 5 + Fo1T 13 igualtat que és certa
—2)2+1 —2 19 (-2
Sifem z = —2 tenim ( 1;— + —27 -1 = 952 ), igualtat que

també és certa.

\f " Siowf
Sifem z = \/‘ tenim \/_ [ =I5
—1

, igualtat que ne és

certa
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Sifem z = —\/‘ tenim \/7\;+ i \f\{f_ ) = ° (_1_2\/; , igual-

Per tant, les solucions de l'equacio racional sont 21 = 21 22 = —2.

tat que tampoc ne és certa.

Exercict

4} Resoleu les equacions segiients:

a)lzm
T
3z+2
b) P =z+6
c):z:-3_:c+1 1
z—1 43 z-3
5 3 4
4 (z—22 z-2 5
&) 8 _ 7 +1_13
22—8z 9—z2 1z 4
2 _
) i —g—2 15

— 4224+ 2+6 224z

3.4 Equacions irracionals

Definicio
S’anomenen equacions irracionals les equacions en les quals la incognita apareix
en el radicand d’una arrel.

Per resoldre aquest tipus d’equacions cal seguir els passos segiients:

1) El terme que conté D'arrel es deixa aillat en un dels membres. Si n'hi ha
dues, se’n situard una a cada membre.

2) S’eleven al quadrat els dos membres de 'equacid per fer desapargixer I'ar-
rel.

En el cas que hi hagi dues arrels, caldra repetir aquests dos passos.
3) Es resol I'equacié que queda.

4) Es comproven les solucions obtingudes en 'equacié inicial.

Vegem aquest procediment amb uns exemples.

Ezemples
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1) Resolem l'equacié z — 2+4/z = 15

Alillem Parrel en un dels dos costats i tenim:
z~15=2+z
Elevem al quadrat a cada costat (z — 15)? = (2+/2)?, i queda:

22—~ 30z +225 =4z

Si ajuntem termes tenim z® ~ 34 z + 225 = 0, que &s una equacié de segon
grau. Resolent-la obtenim z; = 251 22 = 9 com a solucions.

Comprovem aquestes solucions en P’equaci6 irracional inicial.
Si fern = = 25 queda 25 — 2+/25 = 15, igunaltat que és certa.
Si fern 7 = 9 queda 9 — 2+/0 = 15, igualtat que no és certa.
Per tant, inica solucié de 'equacid és ¢ = 25.

Resolem l'equacié v2z + 10— /22 +3 =1

Deixem una arrel a cada costat de la igualtat i tenim:

V2z+10=+v2z+3+1
Elevem al quadrat a cada costat +/2z + 0 = (V2z 43 4+ 1)?, i queda
224+10=2243+2/22+34+ 1.

Si fem les operacions que queden tenim 3 = /2 z + 3, expressié que encara
£é una arrel; per tant, tornem a repetir el proceés.

Elevem al quadrat a cada costat 3% = /22 + 3. Fent les operacions
queda 9 =2z + 3, per tant, z = 3.

Comprovem a I'equacié inicial si és o no solucié.

Sifem z = 3 tenim /2 -3 + 10 —+/2 -3+ 3 = 1, igualtat que és certa, per
tant, z = 3 és solucid.

Exercict

5)

Resoleu les equacions segiients:

a) 1-bz=+2z+1
b) lzm

T

0 2(;:_—%34) =9
d) Ve —1++z+4=5

e) Vi—-z++/2x+2=0

f) vV6++v4z—3=3
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3.5 Inequacions

Definicio
S’anomenen inequacions les desigualtats entre expressions algébriques.

Bremple
Les expressions segilents sén inequacions:

) 4zx+5<7

<
2)T< 2z + 2
5 10

2z

7 <

3)

L)

z—1

3.5.1 Inequacions de 1r grau amb una incodgnita

Aquest tipus d’'inequacions es resolen aplicant els mateixos processos que en
les equacions de 1r grau amb una incdgnita, tenint en compte dues diferéncies
fonamentals:

1) Una inequacié sempre té infinites solucions.

2) En multiplicar els dos membres d’una inequacié per un nombre negatiu la
desigualtat canvia de sentit.

Ezemples

1) Resolem 4z +5<7

Passem el 5 a l'altra banda i queda:
4x <2

Dividint per 4 tenim:

:.:<1
2

. ) . 1
Es a dir, el conjunt de valors de z de linterval (—oo, -,;)

2) Resolem 6z <4z -7

Passem el 4z de costat i gueda:
<=7

Es a dir, el conjunt de valors de z de Vinterval (—oo, —7)
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152—-9 2z
5 —~+ "i'b" <8z -7
Reduint a comi denominador els dos membres de la inequacié queda:
5(150-9)+2z < 108z —1)
10 10
Si multipliquem cada costat per 10 tenim:

3) Resolem

5(152~9)+22 < 10(8z — 1)

Fent les operacions tenim:
TS5z —-45+2z < 80z - 10

Ajuntant termes semblants i aillant la z queda:

3

Es a dir, el eonjunt de valors de = de Pinterval (—_-§—§, o0)

Ezercici
6) Resoleu les inequacions de primer grau segiients:
a) 3—5x<8

b) 2(z—2)4+3z<52+6
220-3 bHax-1 _3_-$_

9 3 2 <77
2-3z 4zx—-1 z+1

5+ <7

1

e) 5(z-—2)—§<3($—1)+2$
-1

) L 1<32+7—5(22—3)
z—3 3(z-1)

g —5— <z

h)4$”152x+g

3.5.2 Inequacions de 1r grau amb dues incognites

Per resoldre les inequacions de 1r grau amb dues incdgnites ho farem de forma

grafica, és a dir, farem la representacié grafica d’una de les incodgnites en funcié
de laltra.

Vegem-ho amb un exemple.

Ezemple

R P e b
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Resolem la inequacié 2z + y < 10.
Afllem la y en funcié de la z i queda y < 10 — 2z.

Considerem ara I'equacié y = 10 ~ 2z i fem-ne la representacié grafica.

Aquesta recta divideix el pla en dues parts, dos semiplans. Cada un
d’aquests semiplans compleix una de les segiients inequacions: y < 10—2z
oy > 10—2z. Es tracta de saber quina regié correspon a cada inequacié.

Per fer-ho prenem un punt qualsevol d’una de les dues regions i el subs-
tituim a la nostra inequacid.

P(0,0) 0 < 10— 20, ja que la relaci6 és certa, la regié on hi ha el punt
P(0, 0), la zona ombrejada del grafic, és la regié solucid.

Exercicis

7) Resoleu i indiqueun si els parells segiients pertanyen al conjunt solucié de
la inequacié 3(x — 1} < 2y — 3.
ay z=0,y=0
" b)zx=3,y=1
¢y rx=-l,y=4

8) Resoleu graficament les inequacions segiients:

a) y>3

b) > -2

¢) z+2y <5
d) 3z—y> -1
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e) 5:1:—-;;:52:1:——%
f) 3(y—z)<3y-5
9) Donada la inequacié 3z — 2y <6 —y:

a) Quins punts de l'eix d’ordenades sén solucié de la inequacié?

b) Quins punts de I'eix d’abscisses sén solucié de la inequacié?

3.5.3 Inequacions racionals

Les inequacions racionals amb una sola incognita sén desigualtats entre fraccions

algebriques, és a dir, la incognita és a I’hora al numerador i al denominador d’una
© fraccid algébrica.

Vegem la manera de resoldre-les a través d’un exemple:

Ezemple

Resolem 2z -1
T

‘Trobem primer les arrels del numerador i denominador, és a dir, 2z—1 = 0

<0

. . . . 1

1z =0, amb la qual cosa obtenim dos valors de z que sénz =01i z = 5

Aquests dos valors parteixen els nombres reals en tres intervals {—oco, 0},
1., .1

(01 5) 1 (?.2') OO)

La solucié que busquem és en algun d’aquests intervals. Per comprovar-
ho, n’hi ha prou d’agafar un valor de cada un dels intervals i comprovar
si compleix la inequacié.

Comprovem-ho a linterval (—oco, 0). Per aixd agafem z = —1; si subs-
tituin queda:
2(-1) -1
il S
-1

que no és negatiu, per tant no és valid.

1 1
En Pinterval (0, -2-), prenem = 7 substituint tenim:

que €s negatiu; per tant, compleix la inequacié.

1
I finalment, en I'interval (5, co), prenem & = 1. Substituint tenim:

2:-1-1
_—_ 1
1
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Tampoc no compleix ja que és positiu.

1
Per tant, la solucid seran els valors de z de linterval (0, 5)'

Bxerciei

10} Resoleu les inequacions racionals seglients:

z—3

a)$+1>0

b) 2:1:—150
- -4

C):c 3z 0
T

2 —2x—3

d} Y >0

3.5.4 Imequacions de 2n grau amb una incognita

Les inequacions de 2n grau sén inequacions que tenen la forma a x> +bz+¢ > 0;
az?+br+e<0az’ +br+c>0az?+bz+c<0.

Vegem mitjancant un exemple el métode per poder resoldre aquestes inequaci-
ons.

Ezemple

Resolem la inequacié 22 -5z +6 > 0

Agafem Pequacié de 2n grau associada 2* — 52 +6 = 0 i trobem les seves
solucions, que sén x =21 = 3.

Amb aquests dos valors construim els tres intervals amb qué queden di-
vidits els nombres reals i estudiem quin o quins d’aquests intervals sdn la
solucid.

Els intervals seran (—oo, 2), (2, 3) 1 (3, c0). Per comprovar quin o quins
sén la soluci6 n’hi ha prou d’agafar un valor de cada interval i comprovar-lo
en la inequacid. ) '

En Vinterval (—oco0, 2)
0 -5-0+6=6

que és positiu. Per tant, és solucid de la inequacid.

En linterval (2, 3), prenem z = 2.5. Substituint queda:
2.57 = 5254+ 6= —0.25

que és negatiu. Per tant, no és solucid.
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I en Pinterval (3, co), prenem z = 4. Substituint queda:
£ -5.44+6=2
positiu. Per tant, també és solucié.

Com que la inequacié ens diu que és valida la igualtat i les arrels de
l'equacié sén 2 i 3, Havors la solucié seran els valors de z que pertanyen
als intervals segiients (—oo, 2]J[3, o0).

Erercici

11} Resoleu les inequacions de segon grau segiients:

a) z° ~6zx+9>0

b) 3z +52-2<0

¢) 2 +2x>0

d) 22 4+1<0

e) (z-3)* <4

f) 322 — 1) ~5(z—2) <0
g) —3(z~-1)<2? -7

h) x2+%<$—2

i) 3z < 2(5—~1%)

) 912<2:c—1
A 5

3.6 Sistemes d’equacions

Definicid

Un sistema d’equacions és un conjunt d’equacions que es verifiquen simultiniament
per als mateixos valors de les incdgnites. Aquests valors s’anomenen solucions
del sistema.

Hi ha sistemes que no tenen solucié (incompatibles) i d’altres que si (compati-
bles).
Distingirem dos tipus de sistemes a ’hora de resoldre’ls:

1) Sistemes lineals: cada terme té com a maxim grau 1.

2) Sistemes no lineals: hi ha algun terme amb grau superior a 1.

Exemples
1} El sistema STy =3 €s un sistema lineal.
22+ 3y =8
2) El sistemna 2'2;3_1" ; 2 } és un sisterna no lineal.
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3.6.1 Sistemes lineals

Comencarem estudiant els sistemes de dues equacions amb dues incognites.
Aquests sistemes es poden resoldre aplicant els métodes de reduccid, substi-
tucid i igualacié.

Metode de substitucid

El procés consisteix a aillar una de les incognites de qualsevol de les dues equa-~
cions i substituir-la a Paltra, aix{ aconseguirem una equacié de primer grau amb
una sola incognita.

Ezemple

Resolem ] sistema ST-y=3 }

2r+3y=28

Agafem una de les dues equacions, per exemple la primera i aillem una de
les incdgnites, per exemple la y, ens queda y = 5z — 3. Substituint a la
segona equacié tenim 2z 4+ 3 (5z — 3) = 8. Fent operacions surt z = 1.

Si substituim ara la z de la segona equacid per aquest valor obtenim y = 2.

Per tant, la solucié del sistema ész =11y = 2.

Metode d’ignalacié

Es tracta d’aillar una incognita, la mateixa, de les dues equacions, i posterior-
ment s’igualen les dues expressions. Aixd fard que ens quedi una equacié de 1r
grau amb una incognita.

Ezemple
: 0z —y=3
Resolem el sistema 2z +3y=8 }
e cL 8§—-2zx
De la segona equaci6 aillem la y i tenim y = 3

De la primera també aillem la y i ens queda y = 5z — 3. Si ara ignalem
les dues expressions ens queda:

8-2zx

Sr—3=

Si fem operacions trobem que z = 1. Posteriorment, substituint la z a
una de les dues equacions, trobem que y = 2.

Per tant, la solucié del sistema ésx =11y = 2.
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Metode de reduccid

Definicis
Direm que dos sistemes sén equivalents si tenen les mateixes solucions.

Ezemple

Els sistemes ST-y =3 } 10z -2y =6

2z4+3y=8 6z+9y =24
T =11y = 2 s6n solucié dels dos sistemes.

} son equivalents, ja que

Aquest métode consisteix a transformar el nostre sistema en un altre que sigui
equivalent, de manera que en sumar o restar les equacions del nou sistema
s’elimini una de les incognites.

‘Vegem-ho amb un exemple

Ezemple
. Sz—y=23
Resolem el sistemna 2z +3y =8 }
Si multipliquem la primera equaci6 per 3 obtenim el segiient sistema equi-
valent:
15z -3y=9
2z4+3y=28§

S5i ara sumem les dues equacions ens queda:
17z =17

Per tant, = = 1. Substituint ara el valor de z en una de les dues equacions
trobem y = 2.

- Per tant, la soluci6 del sistema ész =11y = 2.

Erercicis

12) Resoleu pels tres metodes (reduccid, substitucié 1 igualacid) cadascun dels
segiients sistemes d’equacions.

1 3
2) 5“’“21"-1}

b) 224+3y=4 }

) 3z —-3+2y=1
“ 9z -_7y-21=2

Estudiem ara un métode que ens permeti resoldre sistemes de qualsevol mida.
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Metode de Gauss

El metode de Gauss consisteix a obtenir un sistema equivalent a Foriginal (que
tinguin la mateixa solucié), perd de manera que en cada una de les equacions
hi hagi una incognita menys que a les anterjors.

Per obtenir un sistema equivalent a I’original es poden fer les operacions segiients:
1) Multiplicar qualsevol equacié per un nombre diferent de zero.

2) Substituir una equacié per ella mateixa més una combinacié lineal de
les altres, és a dir, afegir a una equaci6 les altres multiplicades per una
constant. ’

Vegem el métode amb un exemple.

Ezemple
z+y—z=1
Resolem el sistema 2z -y +2z=28
dz+y—2=5

Si restem a la segona equacié el doble de la primera, el sistema queda:

r+y—z=1
—3y+4z=6
3z+y—2z=5H

Restant a la tercera, la primera multiplicada per 3 queda:

e

r+y—z=1
—3y+4z=86
-2y+2z=2

Si dividim per dos la tercera equacid i canviem d’ordre la segona i la tercera-

tenim:
r+y—z=1
—y-+z=1
~3y+4z=6

Restem a la tercera la segona multiplicada per 3 i obtenim:

rt+y—z=1
-y+z=1
z=3

Com que a la tercera equacié només hi ha una incdgnita podem trobar ja
el valor de z, que serd z = 3.
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Substituint aquest valor a la segona equacié ens queda:
—y+3=1
Per tant, aillant y tenim y = 2.

Finalment, substituint a la primera equacié la y i la z pels seus valors
tenim:

z+2—-3=1
Per tant, z = 2.

Aquest métode es pot aplicar a qualsevol sistema sigui de la mida que sigui.

Vegem com el mateix metode es pot aplicar en notacié matricial,

.Deﬁm'cz'o'
Direm matriu del sistema, a la matriu formada pels coeficients de les incdgnites.
Lzemple
zt+y—z=1
Donat el sistema 2z ~ y+2z=8
dx+y—z=5
1 1 -1
La matriu del sistera sera { 2 —1 2
3 1 -1
Definicis

Anomenarem matriu ampliada la matriu obtinguda afegint a la matriu de] sis-
tema una columna, la dels termes independents.

Exemple
rty—z=1
Donat el sistema 2z — y+2z=8
3z+y—2=5
1 i -1 1
La matriu ampliada associada a aquest sistema és | 2 —1 2 38
3 1 -1 5

El métode de Gauss consistia a aconseguir un sistema equivalent, de manera que
cada equacié tingués una incdgnita menys. Aixd en el llenguatge matricial seri
fer que cada fila (equacid) tingui un coeficient dels que representen les incdgnites
menys, ¢s a dir que es transformi en zero. Per fer-ho farem servir les mateixes
regles que hem vist en l'exemple anterior.

Agafem Pexemple que hem resolt anteriorment i resolem-lo en forma matricial,

Ezemple
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r4+y—z=1
Resolem el sistema 2z —-y+22=8
3z +y—2=25

Escrivim la matriu ampliada associada a aquest sistema, que sera
1 1 -1 1

2 -1 2 8
3 1 -1 5

Agafem la segona fila de la matriu ampliada 1 i restem la primera multi-
plicada per 2. Aixod fa que ens quedi:

11 -1 1
0 -3 4 6
3 1 -1 §

Si ara a la tercera fila li restem la primera multiplicada per 3 obtenim:

1 1 -1 1

0 -3 4 6

0 -2 2 2
Dividim la tercera fila per 2 i tenim:

1 1 -1 1

0 -3 4 6

0 -1 1 1
Intercanviem la segona i la tercerafiles. Aixo ho podem fer ja que recordem
que les files representen equacions. Ens queda: -

1 1 -1 1

0 -1 11

0 -3 4 6

A la tercera fila li restem la segona multiplicada per 3 i ens ddna:

1 1 -1 1
0 ~1 11
0 0 13

Recordem que a cada fila I'iltim valor correspon al terme independent de
l’equacié. Per tant, a I'iltima fila (equacid) només hi ha una incognita.
Si la tornem a escriure en forma d’equacié tenim z = 3.

Si ara posem la segona fila també en forma d’equacid i substituim la z per
3 ens queda —y -3 = 1, per tant y = 2. Si repetim el mateix a la primera
fila substituint ara la y per 2ila z per 3, ens queda . +2 -3 = 1. Per
tant, r = 2.
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FErercici

13) En el cas de ser compatibles, aplicant el m&tode de Gauss, determineu les

solucions dels sistemes d’equacions segiients:

r—3y=-10
a) 3z+8y =12
~bx—19y = -35
2xt+y=2
T-3y=6
b) T+ 1ly=-14
4z —-5y=14

2z+2y+5z2=~5

¢) Jz4+2y+z=-2
drx+2y—-3z=1
3rx+2y+2=0

d) 2z+2y+52=0

~Tz—~4dy+22=0

z+y+z=0
z—y+z=0
°) r+z2=0

STz -y+5z=0

3.6.2 Sistemes no lineals

Un sistema que tingui alguna equacié no lineal (algun dels seus termes de grau
més gran que 1) s’anomena sistema no lineal.

Per resoldre els sistemes no lineals s’utilitza basicament el meétode de substitucid.
Vegem-ho amb alguns exemples:

Ezemples
. T—-y=3
1) Resolem el sistema 2 4 y? = 45 }

A una de les dues equacions aillem una de les dues variables. En aquest
cas aillem, per exemple, la variable ¥ i ens queda y=z-—3.

Substituim ara a la segona equacié la ¥ pel que ens ha sortit i ens queda:
SE2+(.’E-—3)2 =45

que €s una equacid de segon grau.

Resolem aquesta equacié i ens queda 71 = 6 i 25 = —3.

Substituim aquests valors a la primera equacié per trobar la y i queda:

Per £ = 6 tenim y = 3.

Per £ = -3 tenim y = —6.




3.7. EXERCICIS DE REPAS 59

2) Resolem el sistema me_yB__Z_jS: 2 }
Agafem igual que en l'exemple una de les dues equacions i aillem una de
les dues incognites, per exemple la y, i ens queda y = 23:3“ 2
Substituim a ’altra equacidé i queda:
{2z —2
CLES N
que és una equacid de segon grau.
Resolent aquesta eguacié tenim x; = 41 z5 = —3. Sustituint aquests

valors a la primera equacié obtenim:

Perz =4 tenim y = 2

Perz = -3 tenim y = —%.

Exercici

14) Resoleu aquests sistemes d’equacions no lineals:

z—2y=2

a) 332-—;’2,: }
y—x=zx-—1

) Jzy—z+12=0

¢ 3r+y=28

o, Y=V )
22+ (y—-2)2 =1

3.7 [Exercicis de repas

1) Indiqueu, sense calcular-les, el nombre de solucions de les equacions seglients:

a) 222 ~3z+1=0
2
b) %--—2:r+5=0

Q) 322 +2v3z4+1=0
d) 352> -2z=0
2) Resoleu:

a) 6z —z-2=0

b) 22 —Tz+6=0
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¢) 22 —6z-+9=0
d) (@ -2P+zr=4-2(1-2)?
e) (z—1)2—-5(z-2)=z+13

3) Determineu el valor de m perqué les dues solucions de Vequacié 22 +mz+
63 = 0 difereixin en dues unitats.

4) Calculeu el valor de & perqué una de les dues solucions de I’equacié k z? 4-
6z — 12 = 0 sigui el doble de Daltra.

5) Resoleu:

a) 9z ~ 1222 +3=0

$2+2 3:4""8 -

¢) (e —4)2 =5 —d)+4=0

s 6) Trobeu les solucions de:

z+7 2
RN A
T —2 1
o =1
b) z4+1 x?2-1
) 2z -3 3:c+1“_ 13

w24 £+2  5(z~2)
a) 2 -4 z+z44
r—2  3z-8

7} Resoleu les equacions irracionals: v
a)3-vVz—-1=z J -
b) Vi+vr+1=2
¢) VEFT+/T=7
) VETIET =1~z G
REICENELES: 1

8) Resoleu les segiients inequacions de primer grau amb una incognita:

a) 5z —3+1~4dz<4z-1
b) r—2 29 H5z-2 -3

5 TES T3 T3
¢) 7(2z~1)~-3z<2{(z+1)~9

d) 3(z-7)+22<5(z—1)
: e) 43z —1)-5z<7(z—1)+3
P 2z+1 55—z T2
b f) 1 3 <3 3
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9) Representeu les solucions de les inequacions segiients:

21— 3—2
T y< T4y

3 —3 5
b)$;6y<2y—5

- 5y—1
c)x‘)gy— y3 <0

2
d) -33—5+y-2<3+3y—1
10} Resoleu:
r—3
>
2) z+1—
2z +xz—3 422
z—1
(#2+1)(2? — 9z + 8)
r? 4+ 2 =
% — 25

<
d) mg-—?:z:—i—lO“O

b) <3(z—-1)

¢)

11) Resoleu les inequacions de segon grau segiients:
a) (z-2)(x+1)> 18
b) 92° -624+1<0
c)z+z+1<0

d)@-2ﬂx+ﬂ+¢7<$;3

12) Resoleu els segilents sistemes d’equacions lineals:

T+y=3
2) 4$+y=10}
2r+dy=2
b) y—zxz=28 }
| 3z +6y=—42
©“ 2z43y=6
q Fr2y=15
3$+6y=19

dr2y—z=2>5
e) S5z—-3y+z=3
2z —y+2=3
zHy+z=10
fy 7z+2y—2=0
3z+5y+4z2=0
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g) 4dz+2y—4z=4
2z —3y+z=~3

3z4y—2z=2 }

3z—4y+22=-3 } v

h) zt+y—z=1
2z4+2y—-3z=1

z2—2y—z+3+t=1
) —-3zx+6y+2z—-6t=4
3z—6y—2z4+3t=-11

2x4+4y+52=1
T+3y+3z=-1
) 4dz+5y+4z=2
3z+3y+22=2
2z4+5y—2=-7
c+y—z4+1t=4
T~y—z+2t=5
27 —3y+z+3t=3
3z +2y—2z2—-5t=2

z+y+z+t—u=1 }

k)

) —z—-y—-z—-t+2u=2
THdyt+z+2¢t=0

13) Trobeu, si és possible, els valors del parametre perque els sistemes segiients
tinguin solucié. En els casos en queé sigui possible, trobeu també la solucid
dels sistemes.

rtay=1
2) ar +y=a? }

z~3y=1
b) 2z4+y=3 L
Jrx+2y=c

mrt+yt+tz=1
c) z+my+z=1 I
T+ty+mz=1

—x—kz=k
d) z—-y-3z=5
22 -ky=0

2y—z=b
3z —2z2=11

ytz=6
2z+y—-4z=%

14) Resoleu aquests sistemes d’equacions no lineals: . -'
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2 _ =
2) - —3y=3
2z -3y = -12
b) 2 —2zy+y® =16
z+y=6
15} Calculeu el valor que ha de tenir m perque aquest sistema no lineal tingui
solucid dnica.
y=max—2

16) El polinomi P(x) = az? + bz + ¢ compleix que: P(1) = 0; P(-2) = 12;
P(3) = 2. Calculen q, b1 c.

17) Una familia decideix fer una donacié de 112500 ptes. Els pares hi aporten
conjuntament una determinada quantitat i entre els tres fills Iliuren la
quarta part del que donen els pares. Quant ha aportat cada fill st cadascun
aporta el mateix?

18} Un pare reparteix entre els seus fills 3000 ptes, de manera que el més gran
rep H00 ptes més que el mitja, el qual rep 200 ptes més que el petit. Quant
rep cada fill?

19) Busqueu quatre nombres enters consecutius que sumin 366.
. . 7
20) Busqueu dos nombres sabent que sumen 7 i els seus inversos T3

21) Calculeu les dimensions del costat d’un rectangle sabent que el seu perimetre
és de 20 cm i la diagonal de +/58 cm.

22) Si augmenteu en 2 dm cada aresta d’un recipient cibic, la seva capacitat
augmenta en 98 litres. Esbrineu la capacitat inicial del diposit.

23) Busqueu un nombre de dues xifres sabent que la suma de totes dues és
& 1 que, en dividir-lo pel que resulta d'invertir I'ordre de les seves xifres,
s'obté 4 de quocient i 3 de residu.

24} La xifra de les desenes d’un nombre de tres xifres és igual a la suma de
les altres dues, i la suma de les tres xifres és 10. Si invertim 1’ordre de les
xifres, en resulta un nombre més gran que el donat en 99 unitats. Calculen
el nombre inicial.

25) Un galerista d’art compra 70 litografies de tres pintors per 1105000 ptes.
Les del pintor A les ha pagat a 15000 ptes cadascuna, les del pintor B a
20000 ptes cadascuna i les del pintor €' a 12000 ptes cadacuna. Esbrineu
el nombre de litografies de cada pintor si n’ha comprat tantes del pintor
A com dels pintors B 1 C junts.

26) Esbrineu per quins valors del radi I’area d’un cercle és superior a 17 cm?.
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27} Una empresa textil ha fabricat 1500 camises amb un cost de produccié de
300 ptes per unitat. Si venent totes Jes camises obté un benefici de més
de 600000 ptes, a quin preu ven cada unitat?

28) La base d’un rectangle mesura 2 cm més que la seva altura, i la seva area
no supera ¢ls 35 cm?. Quina pot ser altura del rectangle?

28} Un professor informa els seus 35 alumnes que el triple del nombre d’apro-
vats en la seva assignatura és inferior al doble del nombre de SUSpesos.
Quin ha estat el nombre mixim d’aprovats?

30) La base d’un rectangle mesura 5 cm més que la seva altura. Si sabeu que
la superficie és superior a 14 em?, calculeu els possibles valors que pot
tenir laltura.

3.8 Solucions
1) a)z=3v22=3v2

b) :1:'"-:%,:1::3
c)r=3,z=3
d) No té solucié
ey z=0,z=0

3 -5
f) .ng,iﬁ—“‘é‘—
g z=0,z=2

11 1 1 1

h)ﬂ:——*&*"i‘z\/g_?‘,mu——'z*z 97

rz=14+v3,2=-1+3
NHe=2,z=2

k) g=~14+v2,2=-1~2

2) a)2
b) 0
c) 1
d) 2
3) a)z=+3z=—v3

x
r=lz=-1,z=+2, 2=—/2
r=-3,z=3,z=+v2,z=-/2
Izl,m:—l,xzx/g,a:::-—\/g
T=2,c=-2,x=+2, 5=-2

T O R T
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f) No té solucié

g) z=V3,z=+2
4) a)z=1,z=-1

b) z=-4,2=2

¢) z=-5+2V13, z=~5—-2/13

13
d) 2= — = =2
Yz 3,z )

24 1 24 1
:4 = -— —_— o i, T
e) x \ T 3 + 13 V381, z 313 381

fla=52z=9
5) a)z=0

b) z=1

c) z=25

d) =5

e) No té solucid.

f) =3

6) a)z>-1
b) (—o0, )

c)>1
T2

2
d).’f;(E

e) (—o0, co)
f) < ii—g
g) (-OO) OO)
h) (_001 OO)
7)  a) Si.
b) No.
¢) SL
9) a) (-6, o)
b) (~o0, 2)
10) a)z<-1,z>3
by 2>0,z< :

2
cyr>—-1,z<0,2>4
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dl r<-2,z>~-1,z<2,z>3
11) a) z#3

1
b) .’L‘Z—Q,mgg

c)z<—-2,z>0
d) No té solucid.
e) £ <5 z>1

f) No té solucio.
g < -5z>2
k) No té solucié.

3 1 3 1
i [ s e~ D
i) z < 4+4VS9,$_ ) 4w./89

i) No té solucié.

—45
124

9
2 —_— —
1 ) a) T 19 y Y

b) y=0,z=2
2 —61 74

0 y=

25T 55

13) a) No té solucié. i

; —10 12
by=—io= ;
) = —1m 3 13$ 5
c :a:—m,zm4 Y= 5 2

1

f‘ e)yzo,mz_Z,Z:Z !

14) a)y=-3,z=—-4o0q =§,$=

Exercicts de repas:

T e s e S it ey

1) a)2
b) Cap. £

c) 1
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2) a)z=

6
=3,z=3
2

+3v2,2=4-32

3} nn=-7,m=16,50=-90x:;, =9, m=-16,2,=7

e

Ym=3k="m=6

1 1
gVhe=-3V3

[y

3) a)r=lz=-1,z=

2,:3:—-2\/5_3,:1;:\/5,3::—\/5

2
8
Il
I3
I
s

7Y a

d} Qualsevol nombre real.

e} No té solucid.
-19

f)l‘)"“‘éo—

10) a)z<—-1,z2>3

67
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a 1 9
b)ﬂf(a‘“z\/:a‘,‘i'f‘
c)z>1l,z<8
d) z<2, > -5

]

11} a)z<—~4,z2>5
1
¢} No té solucié.

~15 LA
d)$<—1,$>-—~4—a b

2 7
12) a’)y:E:l':g

b) 2 =-5y=3

c) z="54,y=~34

d) No té solucié

e) $=E§:\y=§,z=?ﬁ
15 G 15

f) 2=0,y=0,2=0

g) z=lLz=1y=2

h) z=l,z=1,y=1
—5 3 S

i) FEt=g,0=2y—-6,y=y

a=2y=-22=1
k) t=lLz=-2t=1y=0
1) y=y,t=-4u=3,z=z,z=—-y—2+8
13)  a) Sia=1ltenimy=y, z=~y+1
St @ = —1 no té solucid.
_ a?+a+1
a-+1

Sia#lia# ~1tenimy=— )

a+1

1 1
b) Siczgtenimyz?,;gz_o

2
Sic# §7-- no té solucié.
c) Sim:ltenimy:y,z:z,:cz-—y—-z-l-l
511 = —2 no té solucié.

Sim#1lim# —2tenim z =

L1 pns]
m+2 " T my2 YT L
d) Sik=0tenimz=0,2=2y=-5-3; R

5i £ = —1 no té solucid.

: . . 3+k 1 _ k
Sik#0ik#£ -1 tenlmz_mm,y—4m,m—2m
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e) Sib=6tenimy=4,z=2,z=35
Si b 5 6 no té solucid.

14) a) y=2,x:——30z=5,y:%2—
by y=1,z=50z=1,y=35

15) m =3, m= -3

16) a=1,b=-3,c=2

17} 7500 ptes.

18) Petit 700 ptes. Mitja 900 ptes. Gran 1400 ptes.

19) 90, 91, 92 i 93.

200 y=3,z=4o0z=3, y=4

2 z=7,y=30y=7,z2=3

22) 14 litres.

23) 71

24) 253

25) a=35,b=20,c=15

26) r>1/}z
™

27) © > 700
28) h < 5
29) = < 14
30) k> 2

69




Capitol 4

POLINOMIS 1
FRACCIONS
ALGEBRIQUES

4.1 Polinomis. Definicié i principals caracteristiques

Definicig
Un polinomi és una expressio de la forma: a, 2™ + I g Qg on
ar, 7 0, amb els nombres Gy Qn—1,..., G1, Gp 86N nombres reals (constants) que

s’anomenen coeficients, la variable z I'anomenem indeterminada i els exponents
de la indeterminada han de ser nombres naturals.

Per anomenar un polinomi sol fer servir la notaci6 segiient: P(z) = a, 2" +
Qn—1 2™V gy T+ ap.

Fremples
1) Les expressions P(z) = 625 — 242 7, Qe) = -22° + 52—~ 3, R(2) =
1523 ~ 4z sén polinomis.

Els coeficients de P(z) sén 6, =2, 7; els de Q(z) sén —2,5, =3 i els de
R{z) 15, —4.

srg VEHL 2273 no sén polinomis.

2) Les expressions

Definicid
Els termes d’un polinomi sén cadascun dels sumands de que consta el polinomi.
Aquests termes també s’anomeneri monomis.

Ezemple

71
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Donat el polinomi P(z) = 22?43z ~ 4, els seus termes sén 2a%; 3z 1 —4.

Definicions

El grau d’un terme o monomi és Pexponent de la indeterminada.

El grau d’un polinomi és el més gran de tots els graus dels seus terimes.
El terme de grau 0 s’anomena terme independent.

Ezemple

El grau de cada un dels termes del polinomi P(z) = 2z° +3 $?—dz—2
son:

" del terme 22%, 3
del terme 3 z%, 2
del terme —4x, 1
i del terme —2, C.

El grau del polinomi €s 3, ja que és el més gran dels graus de cadascun
dels fermes.

Definicic
El valor numeéric d'un polinomi P(z)peraz =aésel valor que pren el polinomi
en substituir la indeterminada z pel nombre a. Aquest valor Vanomenem P(a).

Ezemple

Donat ¢l polinomi P(z) = 22° — 3zt +2rf—z -1
E] valor numéric de P{z) per z = 28sP(2) = 2.95-3.2442.22-2-1=121

Fxercicis

1) Indiqueu el grau i ols coeficients de cadascun dels polinomis segiients:
a) Alz)=4* +3z% -2
b) B(z) = —a* + V22 — %

Lgg2r 22,8
¢) Clz) =3z 4+5

d) D(m)zm4—$3+:r2—:c+1

2) Escriviu els polinomis segiients:

a) De tercer grau i dos termes.

b) De quart grau i cinc termes.
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¢) De segon grau i un terme.
d) Pots escriure un polinomi de tercer grau i cinc termes?

3) Indiqueu quina de les expressions algeébriques segiients no sén polinomis.
Expliqueu per que.

5
a} 5“2"1-1

72 41

L
¢) 2+ 2+ +1

S T |
4+ 42
X

3 2
4) Calculeu el valor numéric del polinomi segiient: A{z) = —z°* ~ 22+ -1
peraz = —1

5) Determineu els coeficients a, b i ¢ perqué els polinomis segiients siguin
identics: B(z) =2 +2?+1iC(z) = z* +az® + bz +cz + 1

4.2 Operacions amb polinomis

4.2.1 Suma de polinomis

Per sumar dos polinomis n’hi ha prou de sumar els coeficients dels termes del
mateix grau de tots dos polinomis.

Ezemple

Signin els polinomis P(z) = 22°-3224+22-11 Q(z) = z*+ 7z + 5z +2.
Calculem P(z) + Q(z).

‘Posem els dos polinomis en columna de manera que coincideixin en la
mateixa columna els termes del mateix grau.

2z -322 +2z -1
z4 +72? +5z 42
2z°  +4z? +4z® +7z +1

Per tant, el polinomi suma serd: P(z) + Q(z) = 2% +2* + 422+ 72 +1

Propietats:
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1) Associativa: [P(z) + Q(z)] + R(z) =P{z} + [Q(z) + R(z)]
2) Commutativa: P(z) + Q(z) = Q(z) + P(x)
3) Element neutre: el polinomi nul {0} P(z) + 0 = P(z)

4) Element oposat: P(z) té un oposat que és —P(z) ja que P(z)+[-P(z)] =0

4.2.2 Resta de polinomis

Per restar dos polinomis n’hi ha prou de restar els coeficients dels termes del
mateix grau de tots dos polinomis.

Ezemple

Siguin els polinomis P(z) = 22° -32*+22~11Q(z) = g4+ T2+5z+2.
Calculem P(z) — Q(z)

Canviem de signe tot el polinomi Q(z). A continuacid, posem els dos
polinomis en columna de manera que coincideixen en la mateixa columna
els termes del mateix grau, i un cop escrit aixi actuem igual que en la
suma.

Si canviem de signe el polinomi Q(z}, queda Q{z) = gt =75 -5z-2
Posem-los ara en columna i tenim

2 o -3z2 +2z -1
—z* —7z% —5x -2
2x° —zt —10z¢* -3z -3

Per tani, el polinomi Testa serd: P(z) — Q(z) = 22" - z*—-102* —32 -3

4.2.3 Multiplicacié de polinomis
Multiplicacié de dos monomis

Per multiplicar dos monomis es multipliquen els coeficients i sumem els expo-
nents de la indeterminada de cadascun dels monomis.

Ezemple

Multipliquem els monomis 2z® per —3z%.

El coeficient d’aquest producte serd —6 i I'exponent de la, indeterminada
sera 5. Per tant, el resultat queda —6z°.
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Multiplicacié d’un monemi per un polinomi

Per multiplicar un monomi per un polinomi P(x) es multiplica el monomi per
cada un dels termes de P(z).

. Exemple
Multipliquem el monomi ~3 z* pel polinomi P(z) = 32% — 222 + 5z — 4.
3z 222 45x -4

~—3 gt
~9x7  +6z5 —15z° +124%

Per tant, el polinom: resultant serd —92z7 - 6 25 — 1525 -+ 12 24,

Multiplicacié d’un polinomi per un altre polinomi -

. Per muliiplicar el polinomi P{x) pel polinomi Q(z) es multiplica cada terme de
'Q(z) pel polinomi P(z) i sumem els polinomis resultants.

Eremple

Siguin els polinomis P(z) = 32 — 2z i Q(z) = 22% — 222 + 3. Calculem

P(z) Q(z)-

Posem els dos polinomis en columna i fern operacié

3zt -2z
23 -2z +3
+3 —6z
—6 6 +4 3
64z’ —4 g
6z —6z° +8z% 473 —6

Per tant, el polinomi resultant serd 67 — 6% + 8% — 423 — 6.

Propietats
1) Associativa: [P(z) - Q(z)] - R(z) = P(z) - [Q(z) - R()]
2} Commutativa: P(z) - Q(z) = Q(z) - P(x)

3) Element neutre: el polinomi unitat (1) P(z) 1= P(z)
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4.2.4 Productes notables

Quadrat de la suma d’un binomi: (a +b)? = a® +2ab+ ¥
Quadrat de la diferéncia d’un binomi: (a — )% = a®> - 2ab + ¥
Multiplicacié de la suma per la diferéncia d’un binomi: (a+b) (a—b) = a® - b

Exemples

1) Calculem (2z + 1)?
2z+1)2=(22)+22z1+1% =427 +4z+1

2) Calculem (2 — v21)?

2-+22)2=22-22V2z+ (V2z)° =4 - 4+2z + 227
3) Calculem (32 + 1} (3z — 1)

Br+1)Bz-1) =03z -1*=92>-1

4.2.5 Divisio de polinoxnis
Divisié de dos monomis

Per dividir dos monomis es divideix el coeficient del primer monomi entre el
coeficient del segon, i es resta 'exponent de la indeterminada del primer monomi
menys el del segon. Perqué el resultat sigui un altre monomi fa falta que el grau
del primer monomi sigui més gran o igual que el del segon.

Ezemple

Dividim el monomi 12 z° entre 4 z3.

Fl coeficient del resultat serd 3 i Uexponent serd 2. Per tant el monomi
resultant serd 3 z2.

Divisié de dos polinomis

Dividir un polinomi D(z) (polinomi dividend) entre un altre polinomi d(z) (po-
linomi divisor), consisteix a trobar uns altres polinomis g(z) (polinomi quocient)
i r{z) (polinomi residu) de manera que es verifiqui D(z) = d(z) q(z) +r{z).
Una altra manera d’escriure la relacié és:

D(z) _ d(=)qlz) +r(z)

d(z) d(z)

Si separem amb dos fraccions i simplifiquem queda:

D(z) _ r(z)
i@ - @ e

El grau de q(z) sempre és igual al grau de D(z) menys el grau de d(z)-
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El grau de r(z) és més petit que el grau de d(z).

Sir(z) == 0 llavors es diu que d(z) és divisor de D(z) o que D(z) és divisible per
d(z).

Per veure com es fa la divisié ho farem mitjancant un exemple.

Ezemple

Siguin els polinomis D(z) = 22° - 52° + 6z ~4i d(z) = 2% — 3z% + 5.
Calculem D(z) : d(z).

Agafem el terme de grau més gran de D(z), 22 i dividim-lo entre e} terme
de grau més gran de d(z), z°. El resultat, 222, és el primer terme del
polinomi q(z). Multipliquem ara 2z per d(z) i obtenim 2% ~6 2% +5 22,
Restem ara D(z) menys 2z° — 6 z* + 522 i obtenim el polinomi r;(z) =
6zt — 53— 522 + 6z — 4.

+2° -5z +6r -4 |z -322 +5
—~2z% L6zt —10 22 | 222
+6z* —5z° —5z° +6x —4

Com que el grau de r; (r} és més gran que el grau de d(z) hem de continuar
la divisid repetint exactament els mateixos passos fins que el grau del
polinomi residu sigui més petit que el del polinomi divisor.

+2z° —5z° +6z -4 | z® -3z 45
—-2z% +6zt —-1022 | 22 +6z +13
+6z* 5z —5z7 6z 4
—-6z* +1828 ~5z
+13z° -5z  +z —4
—13z%® 439z —65

4z¢  +z 69

Per tant, el quocient q(z) = 22?4+ 62+ 13 i la residu r(zr) = 34z? + 2 - 69

Ezercicis

7
6) Donats els polinomis A(z) = 2° —3z? + 52 — g, B(z) = ~2° + -2—3: +31
C(z) = 22% — 4z, calculeu:

a) A(z) + B(z)

b) A(z) — B(z)

c) Clz) + B(z) + A(z)
d) B{z) - [A(z) ~ C(z)]
e) —z* - [B(z) - C(z)]
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f) 3A(z) — 5B(z) + 9—%@

g) B(z) - Cl=z)
h) [C(=)f?

Contesteu raonadament les preguntes segiients:

a) Per que el grau del polinomi A(z) + B(z) no és 37
b) Quin és el grau del polinomi ~z® [B(z) —~ C(z)]?
¢) Per qué el grau del polinomi [C(z)}® és 67

7) Caleuleu el quocient i el residu de dividir e} polinomi P(z) = 2% — 52¢ +
3z® — 3z + 6 entre el polinomi Q(z) = 2z% — 3 + 5.

8) Efectueu la divisid (3z* — 2% +1) : (z® +1). Comproveu que es verifica Ia
igualtat fonamental.

9) En una divisié el divisor és el polinomi 2% —2 2243, el quocient és 22 +2 z+1
1 el residu és —8x -- 2. De quin grau és el dividend? Podeu calcular-lo?
Feu-ho.

10) Trobeu els valors d’a i b de manera que en dividir (32 —122% +az+0b) :

1
(2% ~ 22?4 3) el residu sigui 5

11} En una divisi6 exacta el dividend és °—11 el quocient és z*+23 +z2 +z+1.
Calculeu-ne el divisor.

4.3 Regla de Ruffini

El procés de la divisié de polinomis és en general molt feixuc, perd si el divisor
és un polinomi de la forma z + a 0 £ — a on @ és un nombre real qualsevol,
Havors el procés es pot simplificar molt. El métode que ens permet fer la divisié
en aquest cas es coneix amb el nom de regla de Ruffini.

El segiient exemple illustra aquest metode:

Ezemple

Sigui D{z) = #® +42% — 3 i d(z) = ¢ + 2. Calculem utilitzant la regla de
Ruffini la divisié de D{z) entre d(z).

Ordenem els termes del polinomi D(z) pel seu grau de major a menor
grau. Un cop fet aixd, agafem només els coeficients d’aquest polinomi
completant amb zeros els possibles termes que hi faltin, en el nostre cas
1,4,01-3. S’agafa el terme independent del dividend canviat de signe -2.

El primer coeficient del resultat sera el mateix que el primer coeficient de
D(z), que en aquest cas és 1. A continuacié es multiplica aquest primer
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obtenim 2, que és el Segon coeficient del resulta .

Liltim d’aquests coeficients és e} residu de la divisis j els altres sén els
coeficients del polinomi quocient. Només faltaria ara veure quins sén
aquests polinomis,

Ezercicis

12) Feu les divisions seglients. Apliqueu la regla de Ruffini quan sigui possible.

a) (6z° -3zt L9, 1):(—3:z:3+23:+4)
b} :cﬁz(:c4+a:2~2)

c) (2x3—3:2+35:):(:c—~1)

d) (m“—l):(m—l—l)

13) Calculeu el valor de % perque la divisié segiient 222 ~ 22 1) . (z +2)
sigui exacta.
4.4 Teorema de] Residu

El residu de 1a divisié d’un polinomi P(z) qualsevol Per z — a coincideix amb o]
valor numeric del polinom; P(z) per z = a, P(a).

Ezemple

Sigui P(z) = 24 — 942 10iQz)y =2 -1

Fem la divisig aplicant el matode de Ruffini

!+1 0 -2 0 41

+1 +1 41 -1
[+ 1 =13 +9
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Per tant, q(z) = 2® — 2% — 2 — 1 és el polinomi quocient i r(z) =9 com a
residu. '

Si calculem P{1) tindrem P(1) = 1 — 2+ 10 = 9, que és precisament r{z)
el residu de la divisié anterior.

Exercicis

14) Trieu el metode que consideren més convenient per trobar el valor numeéric
dels polinomis segiients pel valor que s’indica:

4

3
a) -——-zx——53:3+4:1:—2perm=12

b) —z% + 2%~ /22% —z? perz =2

223 12 3=z
et Te b T T | - _
c) z + 3 + 3 +1perz 5

15) Calculeu el residu de la divisié (2z° — 3) : (z — 2). Feu-ho pels dos
procediments. Expliqueu quin és el més rapid.

16) Determineu el valor de k perqué la divisio segitent (z° — 322 + 5z + k)
(z + 3) sigul exacta.

17) Trobeu el residu de la divisié (z¥ + 1) : (z + 1). Podeu fer-ho sense fer la
divisio.
4.5 Arrels d’un polinomi. Factoritzacié
Definicid
Donat un polinomi P(z), es diu que z,, un nombre real qualsevol, és una arrel

de P(z) si el valor numéric de P(z) per z = 21 és 0, és a dir, P(z;) = 0.

Estudiarem dos grans casos:

4.5.1 Arrels d’un polinomi de grau 1 o 2

Les podem trobar facilment resolent 'equacié P(z) =0
Eremples

1) Trobem P'arrel de P(z) = 2z + 3

. . . 2 .
Si fem 2z + 3 = 0 i resolem l'equacié queda z = ~3» que és I’arrel del
polinomi.



2) Trobem larrel de P(z) = 22 + .:.28_ - .21;

Sifem 22 + 575 0, resolem ’equacié i obtenim com a solucid x; =

[SB I

izy = ~1, que s6n les arrels del polinomi.

4.5.2  Arrels d’un polinomi de grau més gran que 2

El procés de trobar les arrels racionals d’un polinomi qualsevol
Plx)=anz"™ + ap_y 2"t +-Fdagz+ag

es pot descompondre en dos passes:

1) Seleccionar els nombres que poden ser arrels racionals. Es verifica que si
= és arrel de P(z), lavors r és divisor d’ag i s és divisor d’a,. Per trobar
s

T - . .
aquest - s'agafen tots els divisors d’ag i es divideix cada un d’aquests
s

divisors entre tots els divisors d’a,,. Aixd ens déna les possibles arrels del
polinomi.

2) Comprovar quina o quines sén efectivainent arrels. Per fer-hg aplicarem
el teorema del residu.

Eremples

1) Trobem les arrels de P(z) = 24 + 323 4 22 — 32 — 9

Primer busquem els divisors del terme independent: 1, —1, 2—2. Com que
el coeficient de z* és 1, les possibles arrels racionals sén enteres i poden
ser 1, —1,2-2

Aplicant el teorema del residu surt que P(1) =0, per tant z = 1 ég arrel,
1 el polinomi quocient que queda és 23 + 442 + 54 + 2. Per trobar les
arrels que falten s’hauria de continuar aplicant el teorema del residu per
& aquest polinomi,

Si Papliquem surt que P{~1) = 0. Per tant, = ~1 és una altra arrel, i el
polinomi quocient és ara 22 + 32 + 2, que com ja és un polinomi de grau
2, es pot aplicar el cas anterior, i resolent 1’equacié de 2n grau surt que té

dues arrels més, que sén r = —1ig = —92
Per tant, les quatre arrels d’aquest polinomi sén z; = 1, 25 = —1 {doble)
i Ty = -2

2) Trobem les arrels de 32° ~ 822 4 ¢ + 9

Els divisors del terme independent sén: 1, —1, 2, —2. Divisors del terme
de grau maxim: 1, -1, 3, —3.

Per tantg, Iesgpossibles arrels racionals del polinomi sén: 1, -1,2, -2,
1 1

R R T S
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Aplicant el teorema del residu surt que té una arrel racional z = % El
polinomi quocient que resulta és 322 — 6z — 3. Com que és de grau dos
es pot resoldre l'equaci6é de 2n grau i surten dues solucions z; = ! +2\/§
oy = L -2\/5. Llavors les tres arrels del polinomi sén x; = ! +2\/§,
1-+2 . 2
Tam 1= g
Definicid

Facforitzar un polinomi P(z) = @, 2™ + ap-1 2" 4 - -+ a1 £+ ag, és escriure’l
de la forma segiient:

P(z) =an(z—z1) (2 —22)...(2 — Tp—1) (& — zp)

On 1y, Z2,..., Tn—1, Tn sOn les arrels del polinomi.

Ezemple

Factoritzem el polinomi P(z) = 2* + 323 + 2 -3z - 2.

Primer hem de trobar les arrels aplicant els meétodes que ja hem vist
anteriorment. En Pexemple anterior hem trobat que les arrels sén z; = -1
(doble), z; = —2 i 3 = 1. Per tant, la descomposicié queda P(z) =
(z-D-(z+)-(z+1)-z+2)=E~1 -{z+1)* (z+2).

Ezxercicis

18) Comproveu que P(z) = z® —3 2% — 6 +8 és divisible per z +2. Expresseu
el polinomi P(z) com a producte de dos polinomis.

19) Calculeu %k perqud el polinomi z* + k sigui divisible per z + 1. Pot ser
k = 17 Raoneu la vostra resposta.

20} Un polinomi P(z) té només els divisors 3,z — 11 % + % Trobeu P(z).

21) Trobeu k perqué el polinomi z® — 3z? + k sigui miiltiple de z + 1.
22) Digueu si sén certes o falses les afirmacions segiients:

a) z* — 1 és divisible per T + 1
b) z° — 1 és muiltiple de z — 1
c) 4+ 2 és un divisor de z° + 8
d) z — 3 és un divisor de 22 + 9
e) z* — 4 és miiltiple de = + 2
f) 27 + 1 és miltiple de = 4+ 1
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g) =+ 3 és divisor de 23 — 27

23) Determineu, si és possible, les arrels enteres d’aquests polinomis: A(x)
2’ — 522 + 62 B(z) = 623 + 722 — 9z + 2 C(z) = 22% + 2 D(2)
2?4+ 72% 4+ 6z E(z) =2 +22% 424 2F(z) =24+ 22— 2

24) Es 3 una arrel del polinomi P(z) = 2® —~ 222 — 92 Per que?

25) Sigui A(z) = (z® -~ 9) - 2z — 1) la descomposicié d’un polinomi. Quines
sén les arrels de A(z)?

26) SiP(z) = (2° — 4) - (3z + 1), doneu les arrels de P(z).

27) Expliqueun per queé el polinomi B(z) = (z® +4) - (z - 1) només té una arrel
real.

28) Factoritzeu el polinomi P(z) = 3 — 22— § £ 112, Trobeu una arre} entera
entre els divisors del terme independent. Doney totes les seves arrels.

29) Factoritzeu els polinomis segiients:

a) z* — 1

b) 8 +xf-z-1
c} z* +42% + 422
d) 922+ 30z + 25

o
— -9
e} 5
f) z* =322 -z -2
30} Trobeu les arrels d’aquests polinomis per mitja de la factoritzacié:
a) 8 + 3% — 137 — 15
b) 22+ 62° - 82
3
¢) 32 +3z 4 )

d) 28 +322 -4z

e) zt+ 2% - 242

4.6 Maxim comii divisor i minim comt multiple

Definicions
El maxim comni divisor de dos polinomis (med) és el polinomi de grau més gran
que divideix simultaniament els dos polinomis donats. :

S'obté multiplicant els factors comuns dels dos polinomis elevats a I'exponent
més petit.
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El minim comi muiltiple de dos polinomis (mecm) és el polinomi de grau més
petit que és divisible pels dos polinomis donats.

S’obté de multiplicar els factors comuns i no comuns dels dos polinomis elevats
a ’exponent més gran.

Ezemple
Calculem el med i mem dels polinomis Plz) =2 - 322+ 41 Qz) =
3 +22% - 55— 6.

El primer pas consistird a trobar la descomposicié en factors dels dos
polinomis, per fer-ho primer trobarem les arrels de cadascun.

" Les arrels del polinomi P(z) s6n z; = 2 (doble) i 25 = ~1 i les arrels de
Q(SC) T = 2, Tz = —1 i.’Bs = -3,

Per tant, la descomposici6 en factors queda:
Plz)=(z-2)? - (z+1)
Qz) = (z-2)(z+1) (z+3)

Llavors el med(P(z), Q(z)) = (x =2) - (z+ 1), que si ho multipliquem
queda med(P(z), Q(z)) =22 -2 —2i el mem(P(z), Q(z)) = (z ~ 2)%-
(z+1)-(z+3), que efectuat queda, mem(P(z), Q(z)) = 2t — 922+ 42412

Propietat

El maxim comt divisor i el minim comt miiltiple de dos polinomis P(z) i
Q(z) compleixen que P(z) - Q(z) = med(P(z), Q(z)) - men{P(z), Q(z))

Ezercicis

31) Calculeu el mcd i el mem dels polinomis:

a) Plz) =2 —9iR(z) =22 -6z +9

b) Pz) =2 ~1iR(z) =322 - 62+ 3

¢) A(z) =32 -3iB(z) =322 — 3

d) A(z) -—-$2—2z—3,B(m):a:3+2z2+xiC($)=$3—8x2+21m-—18

32) Trobeu el med i el mem de S(z) = (z — 2)21 T(z) =22 - 4.

33) Dos polinomis A(z) i B(z) tenen com a med 1. Quin és el seu mem?
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4.7 Fraccions algebriques

Definicio

Una fraccié algébrica és una expressié del tipus P(z) amb Q(z) # 0, on P(z) i

Q(z)

Q(z) son dos polinomis.

Ezemple

3x+1_ T ]
2z 2"z -6 +3’

i 106, . _y
Les expressions o son fraccions algebriques.

Definicid

Direm que dues fraccions algébriques Pi(z) | Palz)

Qi(z) * Qalz)
P1(z) - Qalz) = Pa(z) - Qu(z)

s6n equivalents si es com-

pleix que:

Ezemple

2+r—-6 : z+3
¥ -5x24-6z 22 -3z

Vegem si les fraccions algébriques sén equiva-
lents.

(2 +z—8) (22 —-32)=z*-22° - 922 + 182

(z° — 522+ 6z) - (z+3) =2 —22% - 922+ 182

Per tant, com que aquests productes sén iguals, podem dir que les dues
fraccions algébriques son equivalents.

Exercicis

34) Determineu si els parells de fraccions seglients sén equivalents:

2 -25 | z-5

3) P Tz 410 z+2
1 r—1
b i —
) z+1 P2 + 2
: .. P(z) : : . . .
35) Considereu la fraccié Q@) Indiqueu quines de les fraccions seglients sén
equivalents a la donada:
4P(x)
a
) 1q@)
b) 10P(x)

5Q(z)
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3+ P(z)
3+ Q)
[P(z)]?

) e

[Q=)]?

¢)

4.7.1 Simplificacié de fraccions algébriques
Simplificar la fraccio alggbrica (131 g% vol dir trobar una altra fraccié algébrica
1

gz EZ?) equivalent a la primera, de manera que el med( Po{z),Q2(z)) = 1
2

Exem;a?e
?+z—6
3 —522 46z
Si descomponem amb factors els dos polinomis ens queda:
?4+zr-6=(z~2) (z+3)
P52+ 6r=z(z—2) (z—3)

Simplifiquemn la fraccié

Per tant, la fracci6 algébrica la podem escriure de la forma seglient:

?+zx—6  (z-2)(z+3)
3 ~522+6z =z(z—-2){zx-3)

Si ara dividim numerador i denominador per z — 2 queda

zt+3 43
z(z—-3) z*-3z

Exercict

36} Simplifiqueu les fraccions alggbriques segiients:

2) 2% -202% + 50z
2t —4x% — 522
b) 2 —4z° 4+ +6
T4 —~42% -2 4+ 162 — 12
0 at 228 4+ 222 -2+ 1
zt—zd —z+1

4.7.2 Operacions amb fraccions algébriques

Les operacions amb fraccions algebriques es realitzen de la mateixa manera que
les operacions amb fraccions numérigues. Vegem-ho amb uns quants exemples.
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Suma i resta de fraccions algébriques

Per sumar o restar fraccions algébriques hem de tenir aquestes fraccions amb
el mateix denominador. En el cas que no el tinguin s’han de frobar fraccions
equivalents a les inicials que tinguin el mateix denominador.

Ezemples

2z 41 3z
F +
1) Fem r? -2 2?2
Com que ja tenen denominador comi, només hem de sumar els polinomis
del numerador. Per tant, queda:

224143z Sz+1
-2  z?-2

4 6x
i R

Busquem primer dues fraccions equivalents a les donades amb denomina-
dor comu. Queda:

4(z—1) + 6
2 -1 2 —1
Sumant els polinomis del numerador obtenim:
10x -4
2 —1

Producte de fraccions algébriques

La fraccié resultant de multiplicar dues fraccions algébriques és una fraccio
que té com a numerador el producte dels numeradors i com a denominador el
producte dels denominadors.

Ezemple

22% ~32%2 ~3x+2 z? -4 ~
2z 222 Bz 42

Per fer-ho multipliquem numerador per numerador i dencminador per de-

nominador i ens queda:

Calcutem

(22*-322-32+2)(z® —4)
22(2x% -5+ 2)

Abans de fer cap producte seria bo descompondre en factors tots els quatre
polinomis per veure si es pot simplificar alguna cosa.

La descomposicié quedara:

2m3~3$2—3$+2:2($+1)-(9:—2)-(.7;—%)
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z?—4=(z—-2) (z+2)
2x2—5m+2=2(x—2)-(a:~—-;—)

Per tant quedara:

] 1
22° — 327 ~3z+2) (22 - 4) 2(x+ 1) {z - 2) (m—§)($—2)(m—i—2)
Si simplifiquem ens queda:

z+D{e-2)(x+2) o +z*-4z-4
2z N 2z

Quocient de fraccions algébriques

La fraccié algébrica resultant de dividir dues fraccions algebriques és una fraccié
que té com a numerador el producte del numerador de la primera pel denomi-
nador de la segona i com a denominador el producte del denominador de la
primera pel numerador de la segona.

Ezemple

2z+1 z-12

z—1 zt-1

Fent el producte en creu tal com hem explicat queda:

Fem

2z +1)(z*—1)
(z—1)(z—-2)

Un cop escrit aixi es treballa igual que el producte, és a dir, primer sim-
plificant el que es pugui i després fent el producte. Per tant, ens queda:

2z+D){z—-1)(z+1) 222 +3z+1
(z —~1)(z—2) - z— 2

Ezercicis

37) Calculeu:
2) 23:-—1+ 1 2—=z
z+2 2 -2 -1
1—z? 3z

b) 22—z z-—1
. 1 72 —25 2? +4z+3
- 38) Donades les fraccions: Afz) = sy B(z) = 3 | C(z) = —F
calculeu:

a) [A(z) - B(z)] - Clx)
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b) [A(e) + C(z)] - B(x)
¢) 3A(z) : Clz}
2z -~

. > 1 . .
39) Quina fraccid cal sumar a per obtenir la fraccié 07

g .
40) Per quina fraccié cal multiplicar = _:: 3 per obtenir e} polinomi de grau 0

i de coeficient 1, és a dir, U(z) = 17
41) Caleuleu:

2) 3 ST 2z
#2—-1 " z4+1 =z-1
:172-"—4_x2——4:1:+4
3z z+2
3z

C)2_5':+1
z +3
241

b)

d) 5

42) Quina és la condicié perqué una fracci6 algebrica sigui equivalent a un
polinomi?

43) Comprovea que aquest producte déna 1.
72 -4 z4+1 -1
22~1 42 z-2

4.8 Exercicis de repas

1) D’entre les segiients expressions algébriques, identifiqueu les que sén poli-
nomis i les que no ho sén:
a) z* —3z3 + 22"+ -1
b) 3z+5vVz +2 ' -
¢) 2 +1
d) 2z° -6z +2
e) V3zt+5z®—2
£) 7z

2) Indiquen el grau dels polinomis segitents:

a) Alg) = ~52% +22% ~
b) B(z) = 3z*

¢) Clz) =4z* -6z

d) D(z) =3z* +22% +z
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e) E(x)=9
f) F(z) =8z —5z*

3} Trobeu el valor numéric dels polinomis segiients pels valors que s’assenya-
len:

a) P(x) =2+ 2% -2z +3perz=1
b) Qlz) =6z — 9z perz = -1

¢} R{z) = -5z -2z perz =

[0

4) Considereu els polinomis A(z) = z2 — 2z — 31 Bz} = (z + 1) {z - 3).

Calculeu el valor numeric per a x = 1 i z = —2. Poden ser iguals aquests
polinomis? Raoneu la resposta.

5) Escriviu dos polinomis de tercer grau la suma dels quals sigui de segon
grau.

6) Trobeu el polinomi que, sumat amb el polinomi P(z) = z* — 32* + 5z,
doni el polinomi R(z) =2° — 1.

7) Calculeu g, b i ¢ perque es verifiqui la igualtat (z® — 2z +a) (b +c) =
372 +22% —62° —z + 2.

8) La poténcia de polinomis es defineix com a productes repetits de la base
tantes vegades com indica exponent. (3z? — 2)® és un polinomi. De quin
grau és? Quin és el coeficient que correspon al terme de grau més gran?
Quin és el terme independent?

2
a) B(z)- (3A(z) - C(2))
b) 3B(z} - (A(z) — 2C(2))

¢) Clz) — 2B(z) - 3A2($)

d) (C(z) ~ 3A(z)) B(=)

9) Si A(z) =3z%— = +2, B(z) =2z+3i C(z) =2° — 3, calculeu:

10) Donats els polinomis P(z) =z° —5z* +32° =22+ 6, Q(z) =2z +11
R(z) = 37?, calculew
a) P(z) — Q(z) + R{z)
b) Q(z) - R(z})
P(z)
e

11) Ffectueu pel métode de Ruffini les divisions segiients:

a) (z% 4+ 2% —52° — 52> +42+10): (z ~ 2}
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b) (8 -1):(z+1)
¢) B2 —2z%+622 —z+5): (z—3)
12) Assenyaleu, sense fer I'operacié, si les divisions segiients sén exactes o no:
a) (2®+22* 132 + 22 — 202 +5) : (z — 3)
b) (¥ =322 +4z—4) . (x—2)
¢) (11z* -3z +22% ~1): (z +1)

13) Trobeu les arrels enteres o racionals dels polinomis:

a) Pl@)=2*+2% -2z -2 +1
by Qlzy =2 — 23+ 222 +z 41
¢c) Riz) =2+ 622 +4z -5
d) S(z) =6z*+42% — 624
e) T{z) =z + 52
14) Descomponeu factorialment els polinomis segilents i indiqueu les seves
arrels:
a) A(z) =2+ 6z +9
b) B(z) =2* -9z
¢) Clzy) =z + 422+ 42
d) D(z) = 2% + 2z* + 23
e) E(x) =%~z

15} Donat el polinomi P(x) = 2° — 42* + 423 + 222 — 52 + 2, es pregunta:

a) Quants factors pot tenir la seva descomposicié?
b} Sense fer operacions, indiqueu quines s6n les seves possibles arrels.

¢} Comproveu quins dels nombres anteriors sén arrels del polinomi P{z)
sense necessitat de fer la divisid.

16) i ha algun polinomi que, multiplicat per z — 4, doni el polinomi 222 —
S5z —127

17) Donat el polinomi A(z) = 223 — 22 — 44 — 1, trobeu, si existeix, un altre
polinomi Q(z) tal que A(z) : Q(z) tingui de quocient 22 + 3 i de residu
-4

18) Trobeu el dividend d’una divisié en que el quocient és 3z% ~ 22+ 1, €l
divisor és 22° + x i el residu 7 = 1.

19) Calculeu m perqué (z*+°-22—z—7Tm) : (22 +z— 1) sigui una divisié
exacta.
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20) Calculeu ¢ perque la divisié {2 (¢+ 1) 28 —322-5(1-2c)z+e—2]: (x—3)
tingui 2 de residu. Podeu fer-ho de dues maneres? Expliqueu-ho.

91) Esbrineu si el polinomi 6z% —~ 6z —12 €s divisible per 2z —4. Podeu
dir-ho sense fer la divisié?

2  3z? z
22) Calculeu el valor numeric del polinemi P(z) = = + % "3 8 per

z = —2. Feu-ho pel procediment mes curt.

23} Classifiqueu els nombres 1, -1, 2, -2, 4, -4 entre els que sén 1 els que no
s6n arrels del polinomi A{z) = z° ~3z% — 6z +38.

34) Quines sén les arrels enteres del polinomi z® — 17 Raoneu la vostra res-
posta. Té alguna arrel entera el polinomi z? + 17 Per qué?

25) Factoritzeu els polinomis segiients:
Afz) =32 - T8z
B(z) = 3z® +182% + 27z

Clz) = 22 —122° + 18 z?
2
Dz) = —4*-—33:—%9

26) Escriviu dos polinomis de graus diferents que tinguin en comil les arrels 1
i7.

97) Determineu el med i el mem dels polinomis Alz) = 22° + 62 — 827
B(z) = z* — 2 i C(z) =zt —z® —z* + .

932

1
28) La fraccid T és equivalent a = 0 a « + 17 Per que?

ﬂ: —
29) Calculeu

a)l—m m+l_$t+1
1+z 1-2z z°-1
b) 3x—-7 2z-6
2?2 +4z—5 2 —4x+3
0 7z-7 6z + 15
222 4+z—6 252+9x+10
T+ 3
22
5 1s
z+2 z-3
z—1 z+3
+
z+1 z4+5

o Ils
e)

f)

T —2 . z+3
prpnrn i B(z) = pCanl calculeu:

30) Donades les fraccions A(z) =
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a) A(z) - B{z)

b) A(z) : B(z)

¢} B(z): A(z)
31) Calculeu:
2) % : 3$$;—5
b) z ; 1 : 3;35—3 3
0 l::t: :— 2 =z ;2

3
d)( t 1
z+1 =z
1 2
E)( —';

£)

| -a-@-a

) G*ziz)

3+5
z+2 43

rz+1
3

S 9.3
3:—2'2$

4.9 Solucions
1) a) grau 3. Coeficients: 1, 3, -2
b) gran 2. Coeficients: -1, /2, —%
c) grau 4. Coeficients: 1,-1,1,-1,1
3) a,c,eif
4) -2
5) a=0,b=1i¢c=0

17 9
—32 4 2 it
6) a) z° + 3 m+4 o
3 15
3_9,2,2_ 19
b) 22° — 3z +2.’c 1
c) —:z:2+9:::+g
2 4
11 15
d) —223 — =g 4 =2 2
) T 2:J:+ 4‘—l—5:n:
15
e) ma'—'—z—.’ﬂs-"3$2+2$4
9 69

g) —2° +42'+ 728 - 822 - 122




94 CAPITOL 4. POLINOMIS I FRACCIONS ALGEBRIQUES

h) 845 — 48 2% + 96 2% — 64 23

3 —_—— 2 —_— — — * — —_—
z 3 T 4 16 Resta: 1 =+ 1 T

8) Quocient: 37> — r — 3 Resta: 4+ =

1
7) Quocient: 5%

9 z® -3z + 22 -2 +1

_a
9

10) =9, b
11y z -1
12) a) Quocient: z — 2 Resta: 942z — 222
" b) Quocient: 2% — 1 Resta: 322 — 2
¢) Quocient: 222 + z + 4 Resta: 4
d) Quocient: z® — 2% + = — 1 Resta: 0
13) k=20
14)  a) -39698
b) -10
c} 47
15) 13
16) k = 69
17) 0
18) P(z) = (z®> ~ 5z +4) - (z + 2)
19) k=-1
2 12 2
I
20) =¥ + 5 "% 3
21) k=4
22) a) Certa.
b} Certa.
c) Certa.
d) Falsa.
e) Certa.
1) Certa.
g) Falsa.

23) a)z=0,z=2,z=3
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b) z=-2
c) =1
dz=0,z=-6,1=-1
e) x =2
HDr=l,z=-1

24) Si.

By r=3,r=-3,z=

B

26)39-:2,:1::—2,:1:::-%1-

28) (z+3)-(x—2)%, z = -3, 3 = 2 doble.

29) a) (:E—l)-($+1)-(z2+1)
b) (z—1)- (22 +1)- (z +1)2
c) 22 - (z +2)2
d) (3z +5)2

Q) 5(@=9)-(+9)
f) (z—2)-(m3+2z2+$+1)

30) a)z=-5,2=3,7=~1
b) t=0,z=1,z=-2 2=-2
-1 -1

T = ——

2 2
d) z=0,r=-4,z=1

) 2=0,z=0,0=-22=1

31) a) med(P(z), R(z)) =z~ 3 i mem(P(z), R(z)) = (z — 3)2-(z+3)
b} med(P(z), R(z)) =2 —1i mem(P(z), R(z)) = 3(x — )2 (z4+1)

¢) med(A(z), B(z)) =3 (z=-1)-{z+1)i mem(A(z), B(z)) = 3(z - 1)-
(z+1)(z° +1)

d) med(A(z), B(z), C(z)) =1 i mem(A(z), B(x), Cl@) =z (z+1)%.
(z—2)-(z - 3)?

32) med(S(z), T(z)) =2 — 21 mem(S(2), T(z)) = (z—2)2 - (x+2)
33) A(z) - B(z)

c) x=

34) a) Si.
b) No.
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35) a) Si.
b) No.
¢} No.
d) No.
T—35
z(z+ 1)
z+1
T2 4z —2
2%+ 1
22 +z+1

36) a) 2
b)

c)
3zt ~32° — 822+ 7314
(z+2)- (22 -2) (z—1)

T+1
b) ——3$_1

37)  a)

{z-58){(z+1)
T+5
(z—5)(d+z>+4z)
b)
z+3
1
O Erires
2z -1
39) - r+4
z+3
3z

3x2 -7z+3
(z—1}-(z+1)
b) 1 (z+2)*
3(z-2)z
z—2
Tzt
_22m2+1
2241

38) a)

40)

41} a)

c)

d)

Ezercicis de repds:

1) a) Si.
b) No.
c) Si.
d) Si.
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2)

3)

e} Si.
£) Si.

a) 3
b) 4
c) 2
d) 3
e) 0
f) 4

a) 4
b) 3
-13

c) —

8

4) -4, 5, -4, 5. Si.

6) —z'+ 28 +322 -50 -1

TVa=1,b=3ic=2
8) 10, 243, -32.

9)

10)

11)

12)

13)

5
a) 17a® + 2422 + 12—:::+21

b) 16m3+24$2+—-125:z+24
13 9
8 19 2 2
c) o —12 7757

2
d) 2z* —152% — :233—27—24:52

a) 2° -5z + 328 + 322 ~ 4z 4+ 5
b) 62° + 322

1 11 2 201
¢) Quocient: —2-34 - —z% 4 —3m2 _2 5 — > Resta: 0

4 8 16" 32 YY)

a}) Quocient: 2% + 32% + 2% — 32— 2, Resta: 6
b) Quocient: 2° — 2% + 2% — 22 4+ 2 — 1, Resta: 0
¢) Quocient: 323 + 722 4+ 27z + 80, Resta: 245
a) No.

b) Si.

¢) No.

a)z=1z=-1

97
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b) No hi ha solucions enteres ni racionals.
¢)z=-5

d) :r:=:3‘%,:r;=1

'e) r=0z=0z=-5
14) a) (z+3)°

b))z (z~3)-(z+3)

) z-(z+2)

d) z* - (z + 1)

e) x-(m—l)-(w+1)-($2+1)
15) a) b

b) 1,-1,2,2

c) 1,-1,2
16) Si. 2z +3
17) 22 -2z +1

18) 6z* —z® +2z+1

-1
19) m = —7—"
-8
2 = —
0) c %5
21) Si.
22) -2

23) El 1,21 4 sén arrels.

24) 1i-1.No

25) Alz) = 3z (z —5) (z +3), B(z) = 3z (z + 3)%, Clz) = 232 (z — 3)* 1
D(z) = ; (o 6)

97) mcd{A(z), B(z), Cla)) = z-(z~ 1) i mem(A(z), B(z), Clz)) =2 z?-(z —
1?2 (z+1)-(z+2)°

28) Es equivalent a z+1

z? +1
2 -1
5z+3
(=1 +z){(z +3)

20) a) —3

b}
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1
c) 2r—3
8xr+3
d) 3
) _9$+15+73:2
(z+2)(z~3)
2 —
f) 9 -+ 4xr—~1

(z + 1) (z +5)
1
2) {z +2)(z +3)
b) (z—2) (2>~ 4)
(2 +6z+9)(z+3)
(z+3) (2 +6z+9)
@~ H (-2
3z +5

30}

c)

31} a) 4

b) %333

c) 3

d)

{z4+2)(-5+1)
r—2
z+2
(z+D(Bz+2)
(z + 2)% (z + 3)
¢) —(a:+l)a:(8m+19)

3 1
2 (z-2)x3

f)




Capitol 5

FUNCIONS
EXPONENCIALS I
LOGARITMIQUES

5.1 Funcions exponencials

Definicid
S’anomena funcié exponencial de base a la funcié real de variable real flz) =
a®?), on a és un nombre real positiu amb a # 11 g(z) és una funcié polindmica.

Eremples

Les funcions f(z) = 2%, g(h:) = 10% i h(z) = 5**! s6n funcions exponenci-
als.

2
Les funcions f{z) = z3, g(z) = % i h(z} = +/z no ho sén.

5.1.1 Representacié grafica
Cas 1t a>1

Vegem un exemple, a partir del qual analitzarem les seves principals carac-
teristiques.

Ezemple

Estudiem les caracteristiques i representem graficament la funcié flz) =
2",

Si donem uns quants valors a la z per trobar el seu grafic tenim:

101




102

CAPITOL 5. FUNCIONS EXPONENCIALS I LOGARITMIQUES
5j| !
4 - "i
1 /
] /
1 /
37
/
27 //
y:
7
~4 -2 0 2 4
Caracteristiques

1) Domini: tots els reals (—oo, o0)

2) Recorregut: els reals positius (0, o)

3) No estd fitada superiorment, perd en canvi si que ho esta inferiorment per
larectay =0

4) Continuitat: la funcié és continua.

5) Interseccié amb I’eix d’ordenades: per ¢ = 0 tenim f(0) = 20 = 1. Per
tant, el punt de tall és (0,1).

6) Interseccid amb 'eix d’abscisses: I'obtindriem resolent l'equacio 2% = 0.
Com que no existeix cap nombre real que la verifiqui, no talla I'eix d’abs-
cisses.

7) La funcié és estrictament creixent i cdncava en tots els seus punts.

Cas2: 0 <ca<l

Vegem un exemple, a partir del qual analitzarem les seves principals carac-
teristiques.

Ezemple

1 I
Estudiem i representem graficament la funcié f(z) = (5) .

Si dopem uns quants valors a la r per trobar el seu grafic tenim:
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\ 5
Vo
|
\ 4l
\
\ 27
S 2 0: 2 4

Caracteristiques
1) Domini: tots els reals {—oo, o0)
9) Recorregut: els reals positius (0, o)

3) No esta fitada superiorment, perd en canvi si que ho esta inferiorment per
la recta y = 0.

4) Continuitat: la funci6 és continua.

0
5) Interseccié amb l'eix d’ordenades: per z = 0 tenim f(0) = (%) = 1. Per
tant, el punt de tall és (0,1).

T

6) Interseccid amb Veix d’abscisses: Pobtindriem resolent V'equacié 3

eix cap nombre real que la verifiqui, no talla V'eix

0. Com que no exist
d'abscisses.

7) La funcid és estrictament decreixent i concava en tots els seus punts.

Ezercicts
1) Representeu graficament les funcions exponencials f(z) = € 1 glr)=e".

rafica de la funcié y = 2%, mitj ancant translacions, dibuixeu

9) A partirdelag A e o
,y=2"+11y= -

la, grafica de les funcions y = 27

3) La grafica de la funcié f(z) = a® passa pel punt (-1,0.2). Determineun el

valor d’c.
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3.2 Equacions exponencials

Una equacid exponencial és una equacio en la qual la incognita apareix en
I'exporent d’una poténcia.

Ezemple
4% =2
Vv3© =81
3I+1 =7

sén equacions exponencials.

No existeix un cami dnic per resoldre una equacié exponencial. Veurem amb
uns quantes exemples diverses técniques que ens poden ser Gtils a hora de
resoldre-les.

Ezemples
Resolem les equacions exponencials segilents:
1) 4* =2
Si posem el 4 com 22 ens queda:
(2%)* =2
Per tant,
227 =2

Aixo vol dir que perqus la igualtat sigui certa s’ha de complir que
2z=1

Llavors tenim:

com a solucié de Pequacid.
2) (V3 =81
Si posem 81 en forma de poténcia de base 3 tenim:
81 =3*

A més a més, podem posar (v/3)* en forma de poténcia, és a dir, (%),
Per tant ens queda:

3(3) = 3¢
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Igual que en el exemple anterior, tenim les mateixes bases. Per tant,
perqué la igualtat sigui certa s’ha de complir que

T
—:4
2

és a dir, z = 8.
3) 524+ 577 =86
- . .. 5
Podem posar 51 7F com a quocient de dues potencies de base 3, T Per

tant, tenim:
)
5:5

Si multipliquem els dos costats de Pequacié per 5% ens queda

(55 +5=16-5

Si fem 5% =t ens queda o
2 +5 =6t

Que és una equacio de 2n grau. Passant tots els termes al mateix costat

tenim:
iﬁ_ #—6t+5H=0

Gi 1a resolem queda t =11t = 5.

Desfent €l canvi tenim:

per t = 1 queda 5% =1,ésadr,z=0

pert =23 queda 5% = 3, ésadir,z=1

Per tant, z =01z =1 son les dues solucions de la nostra equacib.

Ezxercict
4) Resoleu les equacions exponencials segiients:
a) 2727 95+l = 64
b) 78 e—2 = (f72—1

¢) 1=t =1

1 —x+3
d) (E) = 3231—2

o) 0% —437 +3=0

151
£ 51-}—1 vr—2 5T —
) + 57 + o
g) amz-—Zm—H — E}i

aB
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5.3 Funcions logaritmiques

5.3.1 Logaritme d’un nombre

Definicio
Diem logaritme en base b, b > 01i & # 1 d’un nombre positiu a i el representem
log,(a) com el nombre z tal que b® = a.

Consegiiéncies

1) logy(b) = 1

2) logy(1) =0

3) Unicament existeixen els logaritmes dels nombres positius.

4) El logaritme i I’exponencial sén operacions inverses.

Exemples
1) log,8 =3 jaque 2 =8

2) log;9=2jaque3* =9

2
1 . 1 1
3} log%i = 2 ja que (—) =1

2

4) Tog 59 = 4 jaque V3 =9

Propietats
Les propietats segiients es dedueixen de les propietats de les poténcies:

1) log,(M - N) = log, (M) +log,(N)

2) tog, (35 ) =108, (20) ~ logs (V)

3) log,(M N) = N log, (M)

log, (M)

4) Férmula del canvi de base: log, (M) = Tlog, (b)

Hi ha dos casos que per la seva importancia reben una notacié especial:

1) Quan la base de! logaritme és 14, es parla de logaritmes decimals 1 es nota
log(z).

2} Quan la base és el nombre e, es parla de logaritme neperia i es nota In(z).
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Exemples
Utilitzant les propietats dels logaritmes, calculem els valors dels logaritmes
segtients:

1) log,(64-4-186) Aplicant la primera, propietat dels logaritmes tenim:
log,(64 - 4-16) = log, (64) + log, (4) + log,(16)

Si ara descomponem en factors els nombres de dins dels logaritmes tenim:
logy (2°) + log, (22) + log, (24)

Aplicant la tercera propietat dels logaritmes queda:
6log,(2) + 2log,(2) + 4log,(2)

I com que log,(2)01, ens queda:

6+2+4=12

19
2) log, ( 86183) Aplicant la segona propietat dels logaritmes tenim:

log,(19683) — log,(81)
Si ara descomponem en factors els nombres de dins dels logaritmes tenim:
log(3%) — logy(3%)
Aplicant la tercera propietat dels logaritmes ens queda;
9logs(3) - 4logy(3)
I com que logy(3) = 1, ens queda:

9—-4=5

3) Sabent que log(7) = 0.845098 i que log(2) = 0.301030, calculeu log, (7).
Si fem servir la férmula del canvi de base tenim:

__ log(7) _ 0.845098
10g2(7) = @)— = ﬁm = 2807355

Ezercici

5) Trobeu, sense fer servir la calculadora, els logaritmes segiients:

a) log,(49)
b) log,(729)
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¢) logg (é)

d) logasa(l)
e) logy (27)

1
f) log (ﬁ)

g) loggos(15)

5.3.2 La funcid logaritmica

Definicié

Anomenarem funcié logarftmica de base b, amb b > 01 b # 1, la funcié real de
variable real que a cada nombre positiu li fa correspondre el seu logaritme en
base b: I(z) = logy(z)

Representacié grafica

Vegem alguns exemples de com sera la grafica de les funcions exponencials.

Ezemple

Estudiem i representem graficament la funcié f(z} = logy (z)

Caracteristigues
1} Domini: tots els reals positius, (0, 4-c0)
2) Recorregut: tots els reals, {(—oo, +00)

3) No esta fitada.

4) La grafica no presenta salts ni interrupcions en cap dels seus punts. Es
una funcié continua en tot €l seu domini.
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5) No hi ha interseccié amb D’eix de les ordenades ja que z = 0 no és del
domini.

6) Per trobar la interseccié amb I’eix de les abscisses hem de fer logy (z) =0
per tant z = 1. El punt de tall és (1,0)

b

7) La funcié és estrictament decreixent i concava en tot el seu domini.
-, 1
8) La funcié passa pel punt 3 1

o Ezemple

Estudiem i representem graficament la funcié f(z) = log(z)

Caracteristiques
1) Domini: tots els reals positius, (0, +oo)
2) Recorregut: tots els reals, {—co, 400)

3} No esta fitada.

4) La grafica no presenta salts ni interrupcions en cap dels seus punts. KEs
una funcié continua en tot el seu domini.

5) No hi ha interseccié amb l’eix de les ordenades, ja que z = 0 no és del
domini.

6) Per trobar la interseccid amb ’eix de les abscisses hem de fer log(z) = 0.
Per tant z = 1. El punt de tall és (1,0)

7) La funcib és creixent i convexa en tot el seu domini.

8) La funcié passa pel punt (10,1).
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Ezemple

Estudiem i representem graficament la funcié f{z) = In(z)

Caracteristiques
1) Domini: tots els reals positius, (0, +00)
2) Recorregut: tots els reals, (—oo, +00)
3) No esta fitada.

4) La grafica no presenta salts ni interrupcions en cap dels seus punts. Es
una funcié continua en tot el seu domini.

5) No hi ha interseccié amb l'eix de les ordenades, ja que = 0 no és del
domini.

6) Per trobar la interseccid amb l'eix de les abscisses hem de fer In(z) = 0,
per tant = 1. El punt de tall és (1,0)

7) La funci6 és creixent i convexa en tot el seu domini.

8) La funcié passa pel punt (e, 1)

Ezercici
6) Representeu graficament les funcions seglients:

a) i(z) = logy (=)
4
b) g(z) = logs(x)
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5.4 Egquacions logaritmiques

Una equacié logaritmica és aquella equacié en queé la incdgnita apareix dintre
de 'expressié de la qual cal calcular el logaritme.
Ezemples

Les equacions segilents sén equacions logaritmiques:
log,(z) = 4
log(z) = 2log(3)

Per resoldre-les cal realitzar algunes transformacions a l’equacid, aplicant les
propietats dels logaritmes, per arribar a un d’aquests casos:

1) Obtenir una igualtat entre logaritmes del mateix tipus. Aixi es podran
ignalar les dues expressions de dins dels logaritmes i trobar el valor de la
incognita: log,(z) = log,(a) lavors z = a

2) Obtenir una expressié del tipus log,(z) = &, amb la qual cosa, aplicant la
definicié de logaritme, es pot obtenir z = b*.

Ezemples
1) Resolem Pequacié log(z) = 2log(4)
Si hi apliquem la propietat del logaritme d’una poténcia, tenim:
21og(4) = log(4%)

Per tant,
log(z) = log(4?)
Llavors © = 16.

2) Resolem lequacié log{z + 3) = log(6) — log2 (z + 1).
Introduint el 2 dins del paréntesi, queda:
log(z + 3) = log(6) ~ log(2z + 2)

Com que hi ha una resta de logaritmes, la convertim en el logaritme d’una
divisi6 aplicant la segona propietat dels logaritmes. Ens queda:

)

Ara ja podem igualar les dues expressions, i tenim:

6
2z 4+ 32

1 3) =1
og(z +3) = log(5—

T4+3=
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Si multipliquem els dos costats de la igualtat per 2z + 2 ens gueda:
222 +8x =0

gue és una equacié de segon grau que té per solucions z =01 x = —4.

Finalment hem de comprovar si aquestes dues solucions ho sén realment
de la nostra equacid.

7 = —4 no és solucid, ja que ens quedarien logaritmes de nombres negatius,
perd la funcid logaritmica té com.a domini només els reals positius. Per
tant, 'dnica solucid és ¢ = 0.

Exercicis

7} Resoleu les equacions logarfimiques segilents:

a) log,(z?) ~ log, (a: - %) =2

b) 21 —log(2z + 3)] =4logv/5z — 3
0 log2 + log(11 —~ z?)
log(5 — z)

=2

8) Resoleu les equacions segiients:

a) 2log(z) — 4log2 = 3log(z)
b} 2log(z) —log(z —16) =2

¢) 3log,(z) — 21og, (%) =2 +log,(3) + 1
d) 31n(z) +10(32) = @
e) In(2) +In(11 ~ £?) = 2In(5 — =)

10'0(2) 3
1+ 1006 ~ 6

T
g) 2log(z) = 3 + log (E)
h) 7852 = 343

) 4/31/3V3/3 = (%)M

) VVT+ 677 = 49(8)
k) 7% 4 771 4 77+2 = 2793

3
5m—2

f)

D) 5 =24
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5.5 Exercicis de repas

1) Representeu en els mateixos eixos les funcions seguents:
1 I
a) f(z) =4%; g(z) = (Z) ; h(z) =logyz i r(z) =logaz

b) f(z) = 5% glz) = (—5]3) ; hiz) = logzz ir(z) =logiz

2) Resoleu les equacions exponencials segiients:

R
a) 87 = 15¢

b) 4% — 2% =
¢) 4 —52° +4=0
d) 3e+1 4 3% 4+ 371 = 117

3
'ém—}'l:(]

£) 922 _3.97+ { 8= 0

e} 2%¢ —

3) Escriviu en forma de logaritmes les expressions equivalents a les formes
segiients:
a) y=2=8
b) zy =21
c) TH+HY=25
d) (1+2)*=2

4) Resoleu les equacions logaritmiques seglients:

a) log(z — 2) + log(z + 2) = logb
b) logz?® + 3log2 = 2 + log2
c) log(dz +4) - %%j—-}—)
d) log(2z +4) +log(3x + 1) = 2log(8 — z) + logd
) log(35 — z3)
log(5 — x}

= log2

—3=0

5) Resoleu les equacions segiients:

a) 57+l =125
b) (43—-3)1 = 94z

5
73—2

c) 7Tt -2=
d) log,169 =2
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e) 2logz — log(z — 16) = 2
f) 3x—-1 - 3z+2

6) Utilitzeu les propietats dels logaritmes per escriure les expressions segiients
com a sumes, restes o multiplicacions:

a) log(z*¢®)
zy’

c) log (mil)
T —
- ) log( mnz )

7) Determineu el punt on la grafica de les funcions indicades talla Peix d’abs-
cisses:

a) f(z) = log(z + 3)
b) g(z) = in(2z — 5)
) h(z) =logzV3z

Q) p(o) =logs ()

8) Trobeu 'expressié de z:

a) Inz = 31lna + 2Inb — 1%

3loga — 2logh

b) logz = : — 7 (loge + 4logd)
c) logyz = 3logya + 2log,b — lﬁj&u—c—%—lﬂg—@—q

_ 3lna 4+ Inb — Inec— 5lnd
- 2

9) Resoleu els sistemes d’equacions:

d) Inz

a) Inz +Ilny =3
2Inz —2Iny = -1

Inz —lny =1

3z+5y=35

Inz 4+ 3lny =5
2
B

Yy

z? -y =11
d) Inz —lny =1 }



e

ER R

5.6. SOLUCIONS

o) In(zy) =3
2lny —3lnz =1

log, (y ~ 18) = 2
log,(z+3) =

bl =

5.6 Solucions

3)a=5
4) ayxr=2
3
c)z=2z=2
-2
d)m—-—l—-l—
e) =0
I)z=0
ge=1lz=1
5) a) 2
b) 6
c) -1
d) 0
e} -3
f) 3
1
g 3
hyz=1,z=3
iyr=1
N1
1
8) a)m—i-g
b) z =20, z =80
8
C)Cﬂ—g
1
e)$=§,$:3

flz=1

115
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g) =100
1
) o= 32
Y E" 16
. 3
i) -'szl
k) z=2
) z=2

Ezercicis de repas:

2) a)z=2z=-2

b) z=1
c) z=0,z=2
d) z=3

-1
e) :E———é'—
lez=1,z=2

3) 2) z=loggy
b) logy(zy) = 4
c) log(z + y) = logh
d) 10g(114)2 =3
4) a)z=3
b) x=5z=-5
c) =12
d) z=3
e) z=3,r=2
5) a)z=2
b) z=0,z=5
¢) z=2
d) =13
e) z =20,z =80
f) No té solucié
6) a) dlogz + 5logy
b) logz + Tlogy — 8logz
¢) logz —log(z — 1}
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=1
——

d) log(z — y*) — (logm + 5logn)

a) r=-2
b) z=3
1
c)a:=-3—
dy z=5
a3b2
a):c:\/E
&/ 3
®) :W;dzs
a® b2
c)m:%%
b oo YEVE
Ve E

a) z = 1010, y = 10v10°
b) z=10,y=1
c) 2 =100,y = 10

10 1

d) x_—s":y“g
e) z =10, y = 100
1

f) $z§,y=8——

2 4




Capitol 6

TRIGONOMETRIA
PLANA

6.1 Arcs de circumferéncia. Angle central

Donada una circumferéncia qualsevol i dos punts A i B de la mateixa circums-
feréncia, la divideixen en dues parts anomenades arcs.

A

Definicio
Un angle central és Pangle entre els dos radis que delimiten un arc de circum-
ferencia.

Per a la mesura d’angles s'utilitzen dues unitats:

» Graus sexagesimals
Si dividim una circumferéncia en 360 parts iguals, Pangle central que cor-
respon a cadascuna d’aquestes parts rep el nom de grou sexagesimal. Els
submultiples del grau sén el minut i el segon, de manera que 60 minuts
equivalen a un grau i 60 segons equivalen a un minut.

¢ Radian

119
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Un angle central que compren un arc de longitud ignal a la del radi de

la circumferécia rep el nom de radian. Una circumferéncia mesura 27
radians. :

Tenim que 360° equivalen a 27 radians, o més usualment, 7 radians sén

0
180°. Un radian equival a, = 57.2958°.

—

i

6.2 Raons trigonomatriques d’un angle agut

A partir del triangle rectangle PP’V de la figura, es defineixen les segiients
raons trigonomeétriques:

Q,_—
Pl —"

v o P] Q’

catet oposat PP’
hipotenusa = VP’

¢ sinus o sin de Pangle a: sina =

catet contigy VP!
hipotenusa ~ VP’

e costnus 0 cos de Pangle a: cosa =

catet oposat PP’
catet contigu VP!

 tangent o tan de Pangle ¢ tano =

El valor d’aquestes raons no depén del punt P, ja que si escollim un altre punt

, el triangle QQ'V és semblant a] PP'V i per tant les raons definides sén les
mateixes.

Ezemples

1) Calculem les raons de 'angle de 459,

45°
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Observant la figura, tenim un triangle rectangle isdsceles de catets iguals
a 1, on la hipotenusa val:

VP = /PP2+ VP2 =+/12 +12 = V2.

Per tant:
VP g 2
VP 1 V2
0 _ =V
e cosd5” = 573 \/ﬁ 5
PP 1
0 - = =
e tandbh” = VB T 1

2) Raons dels angles de 30° i 60°.

30

Observant la figura, l'altura del triangle equilater de costat 1 val:

PA=4[12 - (%): ‘—f;

I per a l’angle de 60° tenim:

PA  V3/2 /3
1 0 == — =
esmﬁD—PP, 7 7
APt 12 1
PP 12
PA  V3/2
[ ] 0:—-—-——:‘.-—-—-—-—-—-—:
tan 60 Y 173 V3.

e cos60° =

D’una manera semblant tindriem:

1

- o _ *

e sind0Y = 5"
® c0330°:—\/2§.
3
o tan30°=—\/2—_.
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6.3 Altres raons trigonometriques

Aquestes raons es donen a titol informatiu i no en farem s al llarg d’aquest
curs.

1 .
e Cosecant: csca = ——, sempre que sina # 0.
sin

1
e Secant: seca = ot sempre gue cosa # 0.
Cos o

cosa .
e Cotangent: cota = , sempre que sina # 0.
sin ¢

6.4 Relacio fonamental
Donat un angle agut « qualsevol, es verifica que:

sin®a + cos® o = 1.

P'J

v

En efecte, si tenim en compte les definicions del sinus i cosinus i el teorema de
Pitagoras, tindrem:

o N Sza_PPr2+VPf2 _PP'2+VP'2 _ VPQ _
Smotcs = eyt YT T T VEE VPR

6.5 Resoluci6 de triangles rectangles

Resoldre un triangle rectangle consisteix a calcular tots els seus elements (els
tres angles i els tres costats), quan solament se’n coneixen alguns.

Casos de resolucié:
e Es coneixen la hipotenusa i un angle agut.
* Es coneixen un catet i un angle agut.
e Es coneixen la hipotenusa i un catet.
¢ Es coneixen els dos catets.

Tots aquests casos sén molt senzills i els practicarem amb alguns exemples.

FEremples
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1) En un triangle rectangle ABC la hipotenusa ¢ = 5m i l'angle agut C' =
350, Determinem la resta d’elements.
C
35°
b

B A
c

Lialtre angle agut val B = 90° — 35° = 550,

IS~

v El catet b el podem calcular tenint en compte la definicié de cosC = ~, i

per tant:
h=a cosC =5 cos35® = 4.096m.

i Per calcular el catet ¢ sabem que sin C = c/a, i per tant:

c=asinC =5-sin35° = 5-0.57358 = 2.868 m.
2) El triangle rectangle ABC és tal que els seus catets valen b=Tmic=
11m. Calculem la resta d’elements.

Pel teorema de Pitagores podem calcular la hipotenusa a:

L=+l =T"4+11°=170 2 a= V170 = 13.038.

Fls angles els podem calcular aplicant les definicions adequades:

3 b=ctanB —tanB =bfc=T7/11—= B = 32028'16"

NOTA: en aquest exemple hem calculat una raé trigonometrica inversa.
Donat el valor de la rad, hem de calcular P’angle a qué correspon. Aixo
ho podem fer en la calculadora mitjancant les funcions IN V+funcié tri-
gonometrica o bé funcid trigonometrica ~*. ~

Finalment C = 90° — C & 57°31'44"

3) Calculem l'area d'un trapezi isosceles si un dels angles interiors val 118% 1
les seves bases fan 30 cm ildem.

N P
118° b
h 28
Mﬁ o)
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Si anomenem les bases del trapezi bi b’ ila seva altura h, sabem que l’area,
!

del trapezi val 4 = b+b . Cal, doncs, calcular Paltura.,

L’attura PH forma part del triangle rectangle PHQ i:

M@-N —¥v -
HQ = Q P=b :30 14

5 2 g = 8om.

Com que I'angle interior val 1189, és facil veure que Pangle HPQ = 280§
per tant:

tan HPQ = g-g — tan28° = % — h 22 15.04581 om.

L’area del trapezi sera:

30+ 14

A’-“.:“Q

15.04581 22 331.008 .

FEzercicis

1) Calculeu el volum d’un com, si el radi de la base val 5em i langle en el
vértex de dues generatrius oposades val 72°.

2) Dues circumferéncies amb centres separats 50 cm tenen per radis 10 em ;
20 cm. Sies traga la tangent exterior 2 ambdues circumferéncies, calculeu
la longitud del segment que uneix els punts de contacte.

3) Es vol determinar 'altura d’un arbre situat en un lloc inaccessible. Mit-
Jangant un teodolit, es veu el punt més alt de arbre sota un angle de
22°47'. S'avanca el teodolit 10 m i el punt més alt de ’arbre es veu sota
un angle de 31°19’. Calculen Valtura de I'arbre tenint en compte que el
teodolit es troba a una altura de 1.50 m de terra.
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6.6 Circumferéncia trigonometrica

0 H M(1,0)

Quan vam definir les raons trigonometriques vam veure que eren les mateixes si
els triangles rectangles eren semblants. Per tant, i per simplificar, considerarem _
triangles rectangles d’hipotenusa 1.

Per generalitzar la definicié de les raons trigonometriques a qualsevol angle, es
considera la circumferéncia de radi 1 i centrada a Porigen de coordenades, la
qual s’anomena circumferéncia trigonométrica,

El punt M(1,0) es considera com Porigen dels arcs i prendrem com a sentit
positiu e] contrari al moviment de les agulles del rellotge.

Donat un angle central corresponent a l’arc M P, si H és la projeccié de P sobre
Peix d’abscisses, tenim:

® Sing = g% = PH, que és 'ordenada. del punt P.

& COSQ = %F = OH, que és I'abscissa del punt P.
Observem que el sinus i el cosinus coincideixen amb I’ordenada i 'abscissa, de
Uextrem P de 'arc M P.
Aix0 permet estendre les definicions de sinus i cosinus donades per a angles
aguts a qualselvol angle. Hem de tenir en compte el quadrant on es trobi situat
el punt P per saber el signe de les raons trigonometriques de I"angle.
_ Aix{ mateix, és molt facil comprovar que la relacié fonamental es continua veri-
P ficant per a qualsevol angle.
L . Per a la tangent de l’angle ¢, si en la figura tracem la recta tangent a la cir-
cumferencia pel punt 3/(1,0) i prolonguem el radi que passa per Vextrem de
'arc fins que talli la tangent en el punt ¢, per semblancga dels triangles OPH i
OQM, tindrem:

OIIERI s A e O
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L~
p1Q
[v4
5) g | MO
sma PH QM
tana = cosa OH OM "~ @M.

Els signes de les raons segons el quadrant on es trobi angle sén a la taula
Raé | 1 Quadrant | 2 Quadrant | 3 Quadrant | 4 Quadrant
sina + + - -
coso + - - -+
tan 4 - + R

Ezemple

Ezercicis

5) Sitana =
ho.

Com que angle és del segon quadrant:

cosa=—+/1 - (sine)? = —

El sinus d’un angle o compres entre 90° 1 180° és 4/5. Calculem la resta
de raons trigonometriques.

16 3

I-35="3%
__4
--1

4) Dibuixeu un angle de 135% Quin és el signe de les tres raons trigo-
nométriques d’aquest angle?

-3 .
—-, en quins quadrants pot estar situat Uangle a? Justifiqueu-
5 g
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6) Raoneu per queé la tangent d'un angle pot ser un nombre més gran que 1.

7} Expliqueu quin és el signe de cadascuna de les tres raons trigonometriques
dels angles 45°, 230°, 3159, 720° ¢ 1000°.

6.7 Relacions entre les raons d’angles diferents

6.7.1 Segon quadrant

Un angle del segon quadrant es pot representar sempre per 180° — a, on o és
un angle del primer quadrant, 1 observant la figura es veu que:

sin(180° — @) = sina
c0s(180° -~ o) = ~cosa

tan(180° — @) = —~tana

6.7.2 Tercer quadrant

D’una manera analoga, per un angle del tercer quadrant tindrem:

ta

T
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sin(180° + @) = —sina
cos{180° + a) = —cosa

tan(180° + a) = tanc

6.7.3 Quart quadrant

I per un angle del quart quadrant:

2R~ .
i

Sin(3600 —_— CI!) = ~sina .
COS(3600 - O:) = COSx ?j
tan(360° — o) = —tana E

6.7.4 Angles complementaris

Si dos angles sén complementaris, es dedueix de la figura que:

sin o = cos(90° — @)
cos @ = sin(90° — &)

Erzercicis




6.8. RESOLUCIO DE TRIANGLES QUALSSEVOL 129

8) Relacioneu les raons trigonomeétriques de l’angle de 210° amb les d’un
angle del primer quadrant.

9) Considereu un angle de 850°. Reduiu-lo a un de més petit de 360° i
relacioneu les seves raons trigonomeétriques amb les d’un angle del primer
guadrant.

10) Un angle 3 tal que 0° < 8 < 360° verifica:
sin B = —sin30% ;cos f = — cos 30°
= a) A quin quadrant pertany l'angle 37

b) Quina és I'amplitud de Pangle 5?

4
11} Un angle o del segon quadrant és tal que cosa = ——. Calculeu sin

i tanw. Quant mesura a? Utilitzeu la calculadora per comprovar els
resultats obtinguts.

12) Utilitzeu les relacions entre les raons trigonometriques per determinar els

1
angles tals que el seu sinus valgui ~3

13} Si90° < @ < 180%isina = 0.8, calculeu sin{180°—a), cos @, tan e, cos(180°—
a)ia.

- 6.8 Resolucio de triangles qualssevol

. Teorema del cosinus

El quadrat d’un costat d’un triangle és igual a la suma dels quadrats dels altres
dos costats, menys el doble producte d’aquests pel cosinus de ’angle que formen.

c

- 7 Es a dir:
2 =a?+b —WacosC

b2 = a% + ¢ — 2accos B
a? =0 +¢* —2ccos A

" Teorema del sinus

-+ Els costats d’un triangle sén proporcionals als sinus dels angles respectivament,
- oposats:
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a b ¢
sindA  sinB  sinC
Aquests teoremes ens permeten resoldre triangles. Resoldre un triangle, com

hem dit abans, significa trobar els seus elements: els tres costats i els tres
angles.

Els diferents casos que es poden donar sén:
» Es coneixen els tres costats.
¢ Jus coneixen dos costats i 'angle comprés.
® ks coneixen dos costats i I’angle oposat a un d’ells.
o Es coneixen un costat i dos angles.

Ezemples

1) En un triangle, a = 10em, b = 12¢cm i ¢ = 15cm, hem de trobar els tres
angles.

Aqui es coneixen els tres costats, i d’acord amb el teorema del cosinus,
tenim:

b + ¢ — g2

0> =b% +¢? ~2bccos A — cosA =
2be

Substituim els valors:

122 + 152 — 10? _ 289
2.15-10 360

cos A = = (0.747

cos A = 0.747 — A = 41.65°

Aplicant de nou les {érmules per als altres angles, obtindriem: B = 52.809°
i =180~ A~ B = 85.46".

2) En un triangle a = 40m, b = 25m i C = 60°, calculem la resta d’elements.
Aplicant el teorema, del cosinus:
¢® =40% +25% — 2-40-25c0s60° = 1225 ~ ¢ = 25m.

Ara que ja es coneixen els tres costats, ens trobem igual que en el cas
anterior. Es facil comprovar que A = 81.49% i B = 38.51°.

3) En un triangle A = 75°% B =60° i @ = 10 cm. Resolguem el triangle.
En primer lloe, C' = 180° — 759 — 60° = 45¢, i ara:
10 b c

Sin750  sin600  sin 450
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i és facil calcular les dades que falten:

: b= 10 sin 60°

e 8.96cm
i de manera analoga ¢ = 7.32cm.
C
10
B~ 60° TSN A

4) Area d’un triangle.

1
Sabem que l'area S d’un triangle és definida per la férmula S = -g—bh,

on h és Paltura corresponent al costat b. Si observem la figura, tenim
h = asinC, i per tant:

B
C A

b
1 1

= —bh = — i

S 5 h 2ba sinC
De la mateixa manera es podria comprovar que:
5= ! sinB
= 2CLC 111 o~
S = ! besin A
T2

Podem dir, per tant, que I'rea d’un triangle és la meitat del producte de
dos costats pel sinus de l'angle que aquests formen.

Ezercicis

14) Resoleu un trangle en qué a =4cm,c=8cmi B = 750,

15) En un triangle els costats fan a = 24m, b = 30mic = 45m. Istd
determinat el triangle? Si és aixi, calculeu els fres angles.

i AR i e B P B
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16} Construiu un triangle en qué B = 56°, ¢' = 80% i b = 12 cm. Resoleu el
triangle trobant les mesures dels elements que falten.

17) Utilitzeu el teorema del sinus per resoldre un triangle en qué @ = 5em,
b=8cmid =355 Pots fer-ho utilitzant el teorema del cosinus?

18) En un triangle rectangle un angle agut fa 35% i un catet 6em. Poden
utilitzar el teorema del sinus per resoldre aquest triangle? Feu-ho.

19) Resoleu un triangle en qué a = 24em, b= 15 cm i A =125% Calculeu Ia
seva area.

6.9 Aplicacions de la resolucié de triangles

Els teoremes del sinus i del cosinus ens permeten resoldre nombrosos problemes.
Vegem-ne alguns exemples d’aplicacié.

¢ Volem saber laltura d’un edifici. Des d'un punt situat a terra velem la
teulada sota un angle de 45°. Ens hi apropem 100m i ara la veiem sota
un angle de 60°. Tenim prou dades per calcular altura del edifici?

Si considerem el triangle ABC de la figura, podem condixer els tres angles
iel costat ¢ = 100m. Si podem calcular el costat a, tindrem la hipotenusa
del triangle rectangle en el qual h és altura que busquem. Podem aplicar

el teorema del sinus:
a 100

sind50 ~ sin 159

1 podem obtenir facilment @ = 273.205 m.

Finalment, en el triangle rectangle: h/a = sin 60° — h = 273.205 sin 60° =
236.6 m.

@ Dues barques motores surten d’un mateix punt d'un port amb direcci-
ons que formen un angle de 70°, amb velocitats constants de 50 km/h i

40 km/h, respectivament. Calculem la distancia que les separard després
de 10 minuts.
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El triangle ABC de la figura representa la situacié. Caldrd calcular els
costats b1 ¢, que sén les distancies recorregudes pels motoristes:
_50-10_25km 6_40-10_20km

T 60 3 T 60 3

Tenim dos costats i ’angle que formen. Podem aplicar el teorema del
€081NUs:

b

a? =8 +c? —2bccosA = a® = (—2~?;5-)2 + (%0)2 -2. %? -%QCOSTOO

a’ =2 77.886 — a = 8.711km

6.10 Exercicis

20)

21)

22)

23)

24)

25)

El terrat d'un gratacel el veiem sota un angle de 60°. Amb quin angle el
veurfemn des d’una distancia doble a Panterior?

Una sequoia de California es veu sota un angle de 36°, i si ens hi acostem
35m, es veu sota un angle de 44°. Calculeu ’algaria de Parbre.

Calculeu la superficie d’un poligon regular de 15 costats si cada costat fa
2em.

Es vol caleular la distancia entre dos punts inaccessibles A i B. Es prenen
dos punts accessibles C i D, separats entre ells per 40'm. Es mesuren
els angles ACD = 90° i BCD = 43°29' amb l'ajut d’un teodolit situat
al punt C. I situat al punt D, es mesuren els angles ADC = 40°33' i
BDC = 110°2'. Amb agquestes dades determineu la distancia entre els
punts A i B.

A un ebenista li han encarregat un tauler triangular amb dos costats de
longituds 1m i 1.75m i d’angle oposat al primer 30°. Podra fer el tauler?
Raoneu la resposta.

El radar d’un vaixell detecta un objecte en direccié est a 8 km de distancia
i un altre en direccié nord-oest a 6 km. Quina és la distancia entre els dos
objectes?
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26) Per assegurar un pal a terra se’l subjecta amb dos cables a dos punts
separats per 20m. Els cables formen amb el terra angles de 759 i 60°.
Trobeu l’algada del pal.

. 27} Dos observadors, distants entre si 5 km, observen alhora un avié sota an-
; : ' gles de 80% i 65°, respectivament. Suposant que els observadors i I'avi6 es
troben en un mateix pla, calculeu l'altura a qué es troba 1’avié en aquest
moment.

28) Una parcel-la de 6 ha té forma de trapezi rectangle. Una de les bases és
de 500 m i I'angle adjacent de 60°. Per posar-hi una tanca cal congixer el
perimetre. Calculeu les longituds que falten.

u

6.11 Funcions trigonomeétriques

6.11.1 La funcio sinus

Ja hem vist que, donat un angle, podem coneixer el seu sinus. Aixd fa pensar
que es pot establir una funcié de variable real que a un angle, expressat en
g : radians, li faci correspondre el seu sinus. Aquesta funcié és la funcié sinus:
f(z) =sinz.

VTSR

Les propietats més importants de ia funcié f(z) = sinz sén:

» El seu domini és R.
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e Sabem que un mateix punt de la circumferéncia correspon a un angle z 1
tots els angles que es poden expressar com a  + 2k, essent k un nombre
enter.

Aixi, sinz = sin(z + 27k). Direm que la funcié sinus és periddica de
periode 2.

N’hi ha prou, doncs, de representar els valors de sinz pels angles0 <z <
27 i després repetir la grafica d’una manera periodica.

o El recorregut de la funcié sinus és Vinterval tancat [-1,1)

o Com que sin0 = 0, passa per Vorigen de coordenades. A més, a causa de
la periodicitat, talla ’eix OX als punts de la forma z = km, essent k enter.

o La seva grafica és simetrica respecte de l'origen de coordenades. Aixo fa
que sin(—z) = — sin z.

o Aixi mateix, la funcié sinus pren el valor maxim 1 quan z = 2km+ /2
amb k enter amb sin(z) = 1. I pren el minim —1 quan z = 2k7 + 3w /2
amb sin(z) = —1.

A la funcié sinus podem aplicar translacions verticals i horitzontals del tipus

f(z) = sinz + h i f(z) = sin{z + k), que també sén periddiques amb periode
2.

Exercicis

29) Tenint en compte la grafica de la funcié sinus, representeu les funcions
seguents: '

a) y=sinz —2

b) y = sin(z + -E)
¢) y = sin(z — zr_)
2
30) Representeu graficament la funcié y = 2sinz

a) Quin és el seu recorregut?

b) I el seu periode?

6.11.2 La funcid cosinus

La funcié que a cada angle, expressat en radians, li fa correspondre el seu cosinus
és la funcid cosinus: f(x) = cosz.
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\ / \\\/

A

Les propietats més importants sén:

 El domini d’aquesta funci¢ &s R.

N’hi ha prou de representar els valors de cosz per als angles 0 < z < 27,
Després cal repetir 1a grafica d’una manera periddica.

o Es una funcié real de variable real i el seu recorregut és I'interval [-1,1}.

* Com que cos0 = 1, talla leix d’ordenades a (0,1). A mes, a causa de Ja

periodicitat, talla I’eix OX als punts de la forma z = 7/2 + kw, essent k
enter. .

* La seva grafica és simétrica respecte de I'eix d’ordenades. Aixd fa que

cos(—zx) = cosz.

» Aix{ mateix, la funcié cosinus pren el valor maxim 1 quan z = 2k amb

k enter. I pren el valor minim —1 quan z = 7 + 2k7.

Kxercicis

31) Representeu graficament les funcions:

a) y=cosz+1

b) ¥ = cos(z — g)
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c) y=cosz — 2

d) v =cos(z + %)

32) Feu la grafica i doneu el perfode de cadascuna de les funcions segiients:

a) f(z) =cos2z

b} flz) = —cosz
33) Determineu el recorregut de les funcions:

a) flz)=2cosz
b) flz) = ~2cosz
c) f(z) =3cosz

d) f(z) = cosdzr

6.11.3 La funcié tangent

La funcio fangent és aquella que a cada angle, expressat en radians, ki fa cor-

respondre la seva tangent f(z) = tanz. Per establir-ne els valors cal recordar
que:

sinz
COSET o

tanx =
Les propietats més importants sén:

o La funcid tangent no esta definida en els punts en qué el denominador és
, - LY z r 1 " m
0, és a dir, cosz = 0. Aixd passa quan 2 és un miiltiple imparell de 5 El
seu domini és:

R— {5{:: @%-—D—Wk enter}.

o El seu recorregut és (—o0,+00) 1 la seva grafica és:
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H T 1
T
| / |
/ J
if l,! ¥ L / /
i / / /
/ / / ]
- /-s =3 // 72 ! E] // : 6/ 2
/ Al
. ff i
/ 1 ,/
/ ! 1 |
f f
! . {
e La seva grifica passa per Porigen de coordenades, ja que tan(0 = G.
o La seva grafica és simetrica respecte de Porigen de coordenades. Aixo fa
que tan(—z) = — tan(x).
e Talla Peix d’abscisses als punts z = km, essent k enter.
o Té asimptotes verticales als punts on la funcié tangent no estd definida.
Ezercicis

34) Entre aquests angles n’hi ha algun que no és del domini de la funcié
T 1
T 32T 3040, 39w, 22T 9009, 900°.

£ t. Di ins sén: —,
angent. Digueu quins sén: —-, —, 5

35) Ajudeu-vos de la calculadora per construir una taula de valors per repre-
T
2’ 5] ‘

sentar, d’una manera acurada, ¥ = tanz en U'interval [

6.12 Funcions circulars inverses

= arcsinz, és a dir, arcsin

o La funcié inversa de f(z) = sinz és f(z)
expressa ’angle, expressat en radians, tal que el seu sinus és igual a x.

Si, per exemple, volem calcular arcsin 0, veiem que hi ha tres angles entre
0 i 2% que tenen per imatge 0: 0, w i 2m. Si arcsin ha de ser una funcid,

només pot tenir una sola imatge per a cada valor de z; si no fos aixi,
no seria una funcié. Es per aixéo que convé que les imatges de la funcié

aresin estiguin dins Vinterval [~n/2, 7 /2].
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D’aquesta manera, el domini de la funcié aresin és [~1,+1] i el seu recor-
T™ 7

regut [—5, 5]. Es una funci6 continua en tot el seu domini.

1.5

e La funcié inversa de f(z) = cosz és f(x) = arccosz. Amb les mateixes
consideracions d’arcsin z, tindrem que el seu domini és [—1,+1] i el seu
recorregut és [0, 7] i és continua en tot el seu domini.
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¢ La funcié inversa de f(z) = tanz és f(x} = arctanz. El seu domini és
. , Tw
(=00, +00) i el seu recorregut és (_5’ -2~).

6.13 Foérmules d’addicié
6.13.1 Formules d’addicié d’angles

1) cos(a — B) = cosar cos B + sin asin 8
2) cos{a + ) = cos cos B — sin o sin Jé;
3) sin{a + F) =sinacos B + cos ¢:sin 3

4) sin(a — B) = sinacos f — cossin 8

tana 4+ tan
5) tan(a + §) = 1 —tanatang

tana — tan g
l1+tanatanf

6) tan(a— 8) =

10

6.13.2 Raons trigonométriques de Pangle doble

Si en les expressions anteriors fem 8 = ¢, tindrem:

1) cos2a = (cosa)? ~ (sin @)2

2) sin2a = 2sina cos o
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2tan o

3) tan 2o = 1—-——(1;&?1'5)-2-

6.13.3 Raons trigonomeétriques de Pangle meitat

Sien les férmules anteriors substituim o per A/2 i resolem, tindrem:

A 1+cosd

1) cos—z——:lz\/—-z—
A {1 -~ cosAd

2) Sll’l—z'—-ﬂ: "T

l—cosA

A
— e T i - 3 :
3) tan 5 T o8 El signe + o — dependrd del quadrant en qué

estigui situat angle A/2.

6.14 Transformacié de sumes en productes
A+B  A-B

1) sin A + sin B = 2sin 5 c0s —

2) sinA—'sinBzzcosA;BSinA;B

3) COSA+COSB=2QOSA;BCOSA;B
4) cosA—-cosB:—QsinA;BsinA;B

Ezemples

1) Expressem (1 — cosce) com a producte de raons trigonomatrigues.
Podem posar:

.o . —«
l1~cosa=cos0—cosa= —2sm§sm— =
25in = sin =
—sin —
2 2
2) Expressem (sin 5z cos 3z) en forma de suma de sinus.

sinA+sinB=2sinA+BcosA—B

2 2

(sin A + sin B) = sin 5z cos 3z i comparant tindrem:

[T

A
5 — + B

2
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A-B
3g = =
T 2

Per tant, A =8z i B = 2z i ens quedaria:
. 1. . .
sin 5z cos 3z = 5 (sin 8z + sin 2z)

Ezercicis

36) Transformeu en producte:
a) T—sina
b) 1+cosa
¢) 1+sina

37) Expresseu en forma de producte de sinus i cosinus les expressions segiients:
a) sin 105° + sin 15°
b) sin 1059 — sin 15°

6.15 Identitats i equacions trigonometriques

o Anomemen identitats trigonometriques aquelles en qué les expressions a
cada costat de la igualtat son diferents, pero es verifiquen per a qualse-
vol angle. Per comprovar-ho, caldrd desenvolupar els dos membres de la
igualtat fins a arribar a una mateixa expressi6 en els dos membres.

e Una equaci6 trigonomeétrica és una igualtat que es verifica per a aiguns
angles. Resoldre una equacié trigonometrica és trobar el valor o valors
pels quals es verifica la igualtat.

Ezemples

1
1} Comprovem que 1 4+ tan? @ = ——— per a qualselvol angle o
) P q oy berad g

2

sin® &
1+tan2a=1+——2—=
cos?
sin® & + cos? o 1
cos? o cos? o '
.y COSZT
2) Resolem 'equacid cosz = ——.
sinz

cos T . .
CoSET = — coszsinz —cosz = 0 — cosz(sing — 1) = 0.
mae
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Aixé ens déna: cosz =0 =z = % +kr (kenter) obésinz=1—=z =
g + 2km (k enter).
En resum, les solucions sén: z = g + k7 (k enter).

3) Resolem l'equacié sinz + cosz = 1.
De la igualtat fonamental tenim sinz = v'1 — cos?z, 1 per tant:
V1—cos?z+cosz=1-3+1—cos?z=1-—cosz
Si elevem al quadrat els dos membres de la igualtat:
1-cosa? =1—2cosz + cosz’
S’obté una equacié de segon grau que en resoldre-la ens déna = g;
3

z = % iz =0 com a solucions dins Iinterval [0, 2x].
Hem de comprovar les solucions, ja que en elevar al quadrat es poden
introduir solucions ficticies. Es facil comprovar que z = 7 1o és solucid,
ja que no satisfa 'equacid inicial. Per tant, les solucions son z = @ [2+2km
iz = 2k amb k enter.

Exercicis

38) Verifiqueu la identitat:

1+ cose sin 2
sina 1+cose sino

39) Verifiqueu la identitat:

cos20 =2cos’  — 1

40) Resoleu les equacions trigonomeétriques seglients:

a) sinm-l—g:l

b) 2cosz+1=0

¢) 2sin’z —sinz =1

d) 2(cosz)? = cos2z
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6.16 Exercicis de repas

1)
2)

3)

4)
5)

6)

7)

8)

9)
10)

11)

Un angle agut o és tal que tana = 3. Representen aquest angle en la
circumferencia unitat i calculeu sin o 1 cos o sense fer servir la calculadora.

51 90° < & < 180% i cosax = ~0.8, calculeu sin ¢, tan o, cos{~a), sin(~a)
itan(~a).
Determineu quin és el valor de k en la segiient funcié f(z) = cos(kz), si

. e oo
se sap que el periode d’aquesta funcié és 5

Escriviu les expressions que donen les raons trigonométriques de I'angle
de 15° a partir de les raons trigonomeétriques de Vangle de 309, -

Esbrineu si la igualtat 1 + sin2z = (sinz + cosz)? és una equacié o una
identitat.

Comproveu les identitats segiients:
1/tana + 1/tan B
{1/tana)(1/tanpB) — 1

1 1
= 92(1 2
l+sina 1 —sina 2( /cosa)

a) taﬁ (a+8) =

b}

Resoleu les equacions trigonometriques segiients:

a) sinz + (cosz)? = 2
b) cosz=1—sinz
¢) 2(sinz)? —tanz =0

d} sinz + cosz =

Sl

1/tanz + tanz
1/tanz ~ tanz

Sia+8= g, demostreu que:
(sin o + sin B)(cos @ + cos B) = 1 + sin 2o

Demostreu la igualtat: sin 40° + sin 20° = cos 109

Una torre de comunicacions es troba situada sobre una muntanya. Situats
en una plataforma, es veu I'extrem de Pantena sota un angle de 60°. Si
ens hi acostem 13m, es veu sota un angle de 68° i des d’aquest mateix

punt, es veu la base de la torre sota un angle de 57°. Calculeu Palgaria de
la torre.

Les diagonals d'un paralel-logram fan 20cm i 12¢m, respectivament, i

es tallen formant un angle de 62°. Calculeu la longitud dels costats del
paralel-logram.
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6.17 Solucions
1) 188.17
2) 52.91
3) 13.48

10) a) 3r
b) 210

11) 3/5;-3/4

12) 210; 330

13) 0.8; 0.6; 4/3;-0.6
14) b=7.96; A=29.04
15) A=29.54; C=112.41

16) a=10.05; c=14.25

17) B=68.29; c=8.36; No
18) St

19) 73.81

20) 40.89

21) 102.68
22) 70.58
23) 78.15
24) S

25) 12.96

26) 23.66

27) 6.31

28) base menor=425.11; altura=129.72; costat=149.78
90 + o 90 — o
2

36) a) 2cos(

) sin(
b) 2(:05(%) cos(_Ta)

¢) zsin(90;-a)cos(90; a)

)
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37)

43)

a) 2sin60° cos45°
b) 2cos60°sin 45°

a) 34.81

b) 120

c) m/2; w/3

d) Ni hi ha solucié

Exzercicis de repds

2) 0.6;-3/4; 0.8; -0.6; 3/4
3) 4

7)

a) w/3

0; ©/3
0w/, w
d) n/12

e) —n/6; ©/6

10) 28.34
'11) 15.46; 9.43

CAPITOL 6. TRIGONOMETRIA PLANA



Capitol 7

LIMITS

7.1 Limit d’una funcié en un punt

El concepte de limit és un dels més complexos de matematiques i, al mateix
temps, dels més potents. Farem una aproximacid intuitiva i practica al concepte
1 a la manera de calenlar limits.

7.1.1 Limit per la dreta

Considerem la funcié f(z) = 22, Mirarem qué passa amb els valors que agafa
la funcié quan ens anem aproximant a x = 2, perd amb valors més grans que 2,
és a dir, per la dreta de 2. Si fem una taula de valors:

z 13725 21 201 2001 ... T=+2]
=* [ 9 [8.25 [ 4.41 | 4.0401 | 2.002001 — 44 ]

Veiem que, a mesura que ens anem aproximant a 2 per la dreta, la funcié es va
aproximant a 4. Direm que ef lémit de 1a funcié f(z) = 2 quan z tendeix-a 2
per la dreta és 4 i escriurem:
lim z% =4,

2+
En general, donada una funcié qualsevol f(z), si aquesta s’aproxima tant com
vulguem a un nombre [, quan la variable ¢ s’aproxima a un nombre g per la
dreta, direm que:

lim f(z)=1.

z—at
Considerem un altre exemple:

~z, 8iz<2
flz) =

2z, siz>2

Si repetim el mateix procés anterior i engs apropem a 2 per la dreta, tindrem:

147
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T 251212012001 [20001].7 =32
flz) | 5 [4.2]4.02[4.002]40002] ... | = +4
I veiem que:
Jim, 710 = Jig 0= ¢
Observem que el valor de la funci6 en el punt x = 2 és f(2) = —2, que és diferent

del valor del {imit per la dreta que hem trobat.

7.1.2 Limit per I’esquerra

Si considerem novament la funcié f{z) = z2 i veiem qué passa a la funcidé quan
ens apropem a 2 per 'esquerra, tindrem una taula similar al cas anterior:

T 1.95 1.99 1.999 1.999 1.9998 e | 42
z” | 3.8025 | 3.9601 | 3.996001 | 3.99960001 3.999960000011 | ... | — +4
Com abans, tenim:

lim z° = 4.

T—2~

En general, si donada una funcié f(z) aquesta s'aproxima tant com vuiguem a
un nombre /, quan la variable z s’aproxima a un nombre a per 'esquerra, direm
que:

im f(e) =1,

Si considerem novament la funcié:

-z, siz <2
F@) =9 0 sz
Quant valdra lim f(z)?
T2
Si tornem a fer una taula de valors:
T 1.5 1.9 1.499 1.999 19899 « ... — 2
flz) | —1.5 ] =191 —1.09 | —1.099 ~18999 [ ... | —» =2
Tenim:
im f(z) = -2

T—2—

En aquest cas, el limit coincideix amb el valor de la funcié en el punt z = 2,
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7 1.3 Limit d’una funcié en un punt

Definicid:
Sigui una funcié f(z). Direm que el limit de #(z) quan = tendeix cap a a & el
nombre [, i escriurem:

lim f(z) =1
T—a
Si existeixen els dos limits laterals quan = tendeix a a i s6n iguals a l.

Definicio:
g una funcié té limit en un punt, es diu que és convergent en aquest punt.

- Exemple

En els exemples anteriors, la funcié f(z) = z? és convergent en el punt
z = 2, mentre que la funcidé:

—z, stz<2
F@)=9 9z, siz>2

no ho és, ja que els limits laterals sén diferents en el punt x = 2.

7 1.4 Limits infinits

1
Comencarem amb un exemple. Sigui la fancié f(z) = p volem calcular:

lim —.
=0
Qi fern una taula de valors:
T 051 0.1]0.01]0.001]0.0001 | ... — 40
\i/m 2 10 | 100 | 1000 | 10000 | ... | =+ 4

Com més ens acostem a 0, la funcié creix més i més. Diem, doncs, que la funcid
no té limit quan x — 0.

Aixd vol dir que, en acostar-nos suficientment cap a zero per la seva dreta, la
funcié creix tant com vulguem i ho expressem com &: )

Gi ara ens apropem a zZero per Yesquerra:

x —057] —01 ] —0.01 | —0.001 | —0.0001 | ... | = -0
\_1/:1: -2 —10 | —100 | —-1000 l —10000 : ... | & ~00
Aqui tindrem:
im -1- = —0.

=0~ T
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Podem donar, doncs, la definicié segiient:
Definicid:
Direm que li_r}n f(z) = +oo(—00) quan, en acostar-nos suficientment cap al valor
x a .
z = a, la funcié pren valors tan grans (petits) com vulguem.
Aleshores podem dir que si im f(z) =13 01 lim g(z) = 0,
T—ra T2

lim _f(:n) =00

z—a g{x)
A vegades, es posa com a valor del limit co i solament s’esbrina el signe si és
necessari.
Exemples

‘1)
2z4+3 5

il—-)ml -1 0

Si volem esbrinar el signe, prenent limits per Pesquerra i la dreta, és facil
veure que:

2z+3

im
z—1t 1z —1

2)

Comproveu que en aquest limit els limits laterals sén tots dos +o0.

7.1.5 Propietats dels limits

A continuacié enumerem algunes propietats dels limits, les quals es poden de-
‘mostrar {acilment:

1) El limit d’una funcié constant és la constant mateix.

lim k£ = k.

r—a

2) 8i f(z) = z, llavors:
li_gn flz) =q.

3) El limit d’una suma o diferéncia de dues funcions en un punt =z = a és la
suma o diferéncia dels Ifmits de les funcions en el punt z = a:

lim (f(z) £ g(2)) = lim f(z) + lim g{z).
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4) El limit d’un producte de dues funcions en un punt z = a és el producte
dels limits de les funcions en el punt z = a:

lim (f(z)g(z)) = lim f(z) im g(x).
I com a cas particular:

lim(k f(z)) = k im f(z).
T~ra T—a
5) El limit d’una divisi6 de dues funcions en el punt = = a és el quocient dels
limits de les funcions en el punt z = a sempre que ¢l limit del denominador
no sigui zero:

im z) = ”hj’r%‘ thi
2% gla)  Im gz)

6} El limit de 1’arrel d’una funcid en un punt és l'arrel del limit de la funcid
en el mateix punt:

bm /f(z) = | /lm f(a).
7) Limit d’una poténcia:
.
tim (7)) = (tiy 1)

7.1.6 Calcul del limit d’una funcié en un punt

Per les propietats vistes fins ara, en molts casos, I'obtencid del l{mit és molt
facil: n’hi ha prou de substituir la variable z pel punt a. Vegem-ne alguns casos
concrets.

¢ Funcions polindmiques

Si f(z) és una funcié polinomica es verifica que:

lim f(z) = f(a).
Exemples
1) 1'1_}1112(3:1:2 ~2z+4)=322-22+4=12

2) lim (8z% — 3z +4) = 4.
z—0

i3 a2y
3) 31:1_)II12(:1: 2z} =0.
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= [uncions racionals

Es verifica que:

. f=) _ fa)
2@ g

sempre que g{a) # 0.

Eremples

2r+4 2144
1) &I = = 6.
‘)25“13:;;—2 37320
.. 3z+3

Hem de resoldre ¢l cas quan g(a) = 0. Es poden donar dues possibilitats:

— Que f(a) = 0. Tindrem un limit indeterminat de la forma 0/0. Aixo
vol dir que d’entrada no sabem el seu valor i que ’hem d’estudiar
més a fons.

— Que f(a) =1 # 0. Tindrem un limit de la forma /0 que ja hem vist.

e Limits de funcions racionals de la forma 0/0
Si f(a) = g(a) = 0, es produeix una indeterminacié de la forma 0/0, la
qual és facil de resoldre ja que a és un arrel de f{z) i de g{z) i que podem,
per tant, simplificar i tornar a prendre limits.

Ezemples
1)
I 3:2—4m+4_9
so2 z2—4 0
L ozt-d4z+4 . (z-2)(z~2)
I T Ce—
z—2 0
zl-*m2$+2“:l-—0'
2)
lim$3+2x2—8$+5_9
z1 g2 +6z-7 O
. o +2rt-8z+5 . (#*+3z-5)(z—1)
Him = lim =
z1  gf+6z—7 231 (z+T)(z~-1)
1

limz? +35 -5z +7 = ~=.
z~31 8
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Ezxemple
lim X222 2 = 9
z—5 r—>5 0
lim Vr—1-2 lim (Ve—1-2){vz—1+2)
=5 -5 298 (z—5)(Vr—1+2
lizn z-5 lim ! L
1 = ———mmmrn ittt T me
z=5 (=5 —1+2) =z=8yx-1+2 4
Ezercicis

Calculeu els limits segiients:

1y
2)

3)

4)

5)

3)
28 — 522 +3z+9 0

I =
29575 82?4 2lz — 18 0
. x3—5224+3z+9 . (2% =2z~ 8)(z - 3)
lim = lim -
¢=3 5% — 822 + 21z — 18 23 (z2 — 55 +6)(z — 3)
. ox2—-2z-3 0
= lim

=322 —Fr 4+ 6 -0

lim z? ~2x -3 i (z + (z —3) - g r+1
8332 —524+6 293 (x—-2)(z-3) o-3z—2

4.

Limits irracionals de ia forma 0/0

Per resoldre limits de la forma 0/0 de funcions en les quals apareguin arrels
quadrades es multiplica el numerador i el denominador per 'expressié
conjugada on apareguin aguestes arrels.

. 2 rx—2
:cl—rf(ll x2—1 )

3 _
]_im g_-!;_l)—._l.'
T—0 2x
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7.1.7 Asimptotes verticals

A un exemple anterior teniem la funcié f(z) = 1/z, i haviem vist que:

im ~ = —co.

.1
lim ~ = 4co.

Observant la grafica d’aquesta funcié, veiem que la funcié s'acosta cap a leix
vertical a mesura que z s’apropa a zero. Direm que la recta z = 0 (I’eix vertical)
€s una asimptota vertical de la funcié f(z) = 1 /.

En general, les asfmptotes verticals sén les rectes d’equacié £ = a, on a és un
valor per al qual i% flz) = .

Ezemples
1) La funcié:
2z + 3

és tal que el seu denominador s'anul-la per a = = 11 per tant, la recta
d’equacié z = 1 és una asimptota vertical.

. . ‘s z+1
2) Trobem les asimptotes verticals de Ia funcié flz) = e
El denominador s’anulla per a ¢ = +3 i z = —3, i per tant, les rectes

z =31z = -3 s6n asimptotes verticals.

7.2 Limits en 'infinit

Aquf estudiarem qué passa amb una funcié quan els valors de la variable inde-
pendent es fan molt grans o molt petits.

Considerem de nou la funcié f(z) = 1/z i fern una taula de valors Per a T grans
1 positius:

z 11110 | 100 | 1000 | 10000 | ... [ = +oo
/= 1 1]0.1]0.01|0.001]0.06001 ... —+0

Veiem que quan z va augmentant, f(z) es va acostant cada vegada més cap a
zero, 1 que la grafica de la funcié f(z) es va acostant cap a la recta d’equacié
y = (.

Aquest fet es representa com a:

Lim 1 = 0.
=400 I
. De manera andloga, quan £ — —00, tindrem:
x | —-1{ =10 ] —-100 | —1000 | —10000 | ... | = —oo

Ifz | -1} -01]-0.01]—0.001 [ —0.0001 | ... | = =0~
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Veiem que la funcié s’acosta a zero a mesura que = es fa més petit.

En general, si per a valors cada vegada més grans de z, una funcié es va acostant
cap a un cert valor [ € K, escriurem:

lim f(z) =1

z=r+0co

1, analogament, si per a valors cada vegada més petits de z, la funcié es va
acostant cap a l € R, escriurem:

lim f{z)=1

T—F—00

Resumint, un limit en linfinit és simplement el valor cap al qual tendeix la
funcié per a valors molt grans o molt petits de la variable independent.

7.2.1 Asimptotes horitzontals

Definicid:
La recta ¥ = a, a € R és una asimptota horitzontal de la grafica d’una funcié

flz) si:

Jm 1) =o
o bé si
AL flE) = a
Eremple
o -2 . )
La funcié f(z) = % télarecta z = —1/2 com a asimptota horitzontal,
ja que:
1—=z

Ii

w—)rinoo 20— 5 - _1/2'

7.2.2 Calcul del limit d’una funcidé en ’infinit

1) El limit d’una funcié constant és la mateixa constant:

lim & = k.

E— 00
2) Si tenim una funcié polindmica:
fl@) =anz™ +anaz™ 1+ ..+ a1z + ao.

Es verifica que:

lim f(z) = lim an,z™.
T—00 T30
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Aleshores, si ap, > 0,1 T — 400, el limit és 4+c0 1si a, < 0, €l limit és
—0Q.

Siz = —o0, tindrem en compte la paritat de I'exponent n de an,z™.
Ezemples
1) lim (32% + 5z —6) = +c0.
T—=+00
2) bhm (—5z°+4z+7) = —co.
T—-+00
3) lim (32% +4z —2) = +co.
B0
4) Lm (52° +4z+7) = —cc.
T—F—00
5~ lm (=5z%+7) = +oo.
T —00O
3) Limits de funcions racionals:
Siguin dues funcions polindmiques:
Flz) = apz™ + @1zt + .+ @iz 4 ag.

9(2) = bna™ + b3 2™ + .+ b - by

Aleshores, lim f(z)
s g(x)

e 0,sin<m

val:

a; .
o — . sin=m
bm

e 00,80 >m

En el tercer cas, caldra estudiar el signe de oo d’una manera semblant com
hem fet amb les funcions polindmiques.

Ezxemples
. 3r+2 . .
1} aUlirngos—xz—_z—U,,]:;Lque'n,—11m~-2.
. 3r?4+dz -2 3
2) mll}néo——gﬁ———é-,}aquen_m—z
2?4 2

—mo,jaquen=2im=1.
£ssim concretar el signe,

3$2+2— lim 3I2~+oo
o 25 ~1  z-+oo 2z '

. ’exemple, calculeu el mateix limit quan = —
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4) Limit d’una suma.

Aqui es poden presentar diferents casos:

a)

i J(0) =i Jim o) =

Havors:

Jm (f(z) + g(z)) = b + L.
lim fz)=1 1 lim g(z) = 00
r—roc T

Havors:
mli)rgo(f(a:) +9(x)) =5 + 0o = co.

zli)n;o flz)=40i ml-g:f::lo g(z) = +oo

llavors:
lim (f(z) + g{2)) = +00 + 00 = +c0.
=00
mli}n;o flz)=—0i 3li’nolog(a:) = —00
llavors:
zlgréo flz) = —0c0 — 00 = —00.
lim f(z) =+o0i lim g{z) = -0
=00 T=300

Aqui tenim un nou cas d’indeterminacié. Si les funcions sén po-
lindmiques o racionals, cal operar abans de prendre limits i la inde-
terminacié desapareixerd en la majoria dels casos.

Ezemple

lim [(32% + 4z — 8) + (~22° + 3z — 1)] = 00 — 00

z—r+o00
: 2 - 92 ~ 11 =
zilrfoo [(32® + 4z — 8) + (—22° + 3z 1)]
= lim (#®+7z-4) = lim 2% = +co.
T—¥too =400

Si es treballa amb funcions irracionals, la indeterminacié es resol
multiplicant i dividint pel conjugat del terme on apareix la indeter-
minacié.

Eremple

lim (Vz+3-2)=00—00
T30

. i WEH3-2)(VZ+3+12)
mlinéo("“""”"z)_“}li%o Vrtiiz =

. rx+3-—z2
lim ——— = —
z=oe S+ 34+
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5} Limit d’un producte.
Com abans, podem considerar diferents casos:
a) mlgxéo fz)y=41 mlﬂlq)ngﬂg(:r:) =

llavors:
Jim (f(z) - g(z)) =& - La-

b) lim f(z) =11 mli)ngog(m) = 00

Havors:
lim f(z) =1 -oo=o0.
T—>C0

c) lim flry =001 xlim g{z) = co.
T oo [o7a]
llavors:

lim (f(2) - 9(2)) = 00 00 = c0.

Per obtenir el signe de oo s’apliquen les regles habituals del producte.
d) mIeréo flz)=01 ml}"ngo g(z) = o0
Normalment aquesta indeterminacié desapareix quan femn la multipli-

cacié abans de prendre limits. Es pot convertir en una indeterminacié
dels tipus 0/0 0 oc/co.

6) Limit d’'un quocient.

a) 152‘0 flz) =101 xlirrgog(m) =1, amb iy #0
Hawvors: f@)

. (IC ll ;'{J

lim —* = —. R

smroo glz) b

b) lim f(z) =coi lim g(z) ={3 amb iz # 0
T 00

Havors:
im 28 -2
z—oo g{x) I,
¢) lim f{z) =141 lim g{z}) =
T30 T—C0
Havors:
Hm i(w_) = il— = 0.
+0 g(@) | o0
d) zli—{%o flz)=04Li xl_i_}rréog(m} =10
Havors:
lim fle) _h = 0Q.

o0 glz) 0
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e) lim fz)=coi lim g(z) = 0
T—oQ T—r o0
Aquesta indeterminacié ja ’hem vist per al cas que les funcions siguin
racionals.

Per al cas que les funcions siguin irracionals, es procedira aplicant
la propietat segiient, andloga a emprada per a les funcions po-

lindmiques:
lim vanz® + apoizt=1 + ... + 1T +ap =
T30
lim va,z™ = J lim anz™.
T—ro0 T—0Q
Eremple
i +4 oo
1 ——
T=too L — 3 o0
2 + 4 V2
lim = lim — =1.
zot+oc g — 3 s—+co T

7) Limit d’una poténcia.
a) mli}ngo flz)=01 Ill)ngo gz} =1>0
llavors:

lim f{z)?®) = 0.

T=300
b) lim f(z)=01 lim g(z) =1, <0
T3 OO0 I—Fo0
Havors:

lim f(z)*® = +o0o
=300

c) lim f(z)=01 lim g(z) =0

T—30Q =00

Es una indeterminacié 0%, que no resoldrem per ara.
d) lim f(z)=o001i lim g(z) =1, >0

T—F 00 =300

Hlavors:

lim f(z)?®) = 400,

T—reO

e) zli}n;lo flz)=o001 mli}ngo g(z) =13 <0

Havors:
i a(z) —
35 1277 =0,
f) Iim f(z)=o00i lim g(z) =0
300 T—r00C

Resulta una indeterminacié oc®, gue no resoldrem per ara.
b




160

g) tim f(z) =l #0i lim g(a) =1 £ 0

llavors: l
zllz.“.}o Fl@)?® =12,
h) lim f(z)=1>11i lim g(z) = +o0
00 I—+00
llavors:
lim f(z)?®) = teo.
T-—+CO
i) :CI}_’IEO flzmy=101>11 mlgzgog(:c) = —00
Navors:

lim f(z)*®) =g,
=300

J) lm f(:c):l,0<l<lizl_i+ngog(m)=+oo

T—r00
Havors:
lim f(z)9 = 0.
=00
k} lim f(z)=1,0<l<11i lim glz) = -
L0 o0
llavors:

lim f(z)?®) = +.

T—F0Q
I xlingg flz)y=11 mlingo g(z) = 00
llavors:
lim f(z)?® = 1%,

T—300

Es una indeterminacié que resoldrem a 'apartat seglient.

7.2.3 El nombre e. Limits amb el nombre ¢

fz) = (1+-$1-)$

1\* 1\*
(1 + —'> = 1 (1 + -—)
=340 T T—+4+00 T

lim lim
Si fern una taula de valors tindrem:

Considerem la funcié:

Es verifica que:

CAPITOL 7. LIMITS

T 1 10 100 1000 10°% 100

1018

(1+1/)* | 2 [ 2.503742 | 2.704813 | 2.716923 | 2.7182804 2.7182818

2.7182818

Veiem que la funcié es va aproximant a un valor molt concret. Aquest valor rep

el nom de nombre e.
Per tant escriuren:

1 T
im (1 + —) =g
T—00 T
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Es demostra que les indeterminacions de la forma 1% es poden resoldre de la

manera segiient:
lim F(2)9®) = gaind 9@ (@) ~ 1]
T=3C

On lim =11 lim g(z) = co.
T—00 =300

Ezemples

1) Calculem:

] (23: + 3)31—1
lim

z—oo \ 21 — 2
Com que:
) 22+ 3 R
i (55 ) =1 Jim s =
2z 3
3z~1 ki - -1
tim (2213 et B2 =D - 1)
s—oo \ 20— 2
3 15z -5 15
i -1 (——— im — =2
ezingo(gm )(2.’1:«-— )-_—.ezl—l—{rc}o 20-2 —o2 = /els
2)
2z — 1 2.1 2 _
N 25 him EE-———(L}-Z—l) Hmu
lim {1+ =) T7% = (1®) =20 -2 z =t (227 . 4
T—00 T

7.3 Continuitat

Definicid
Sigui una funcié f(z). Direm que aquesta funcié és continua en z = a sies
verifiquen les condicions segiients: -

1) f esta definida en a i el seu valor és f (a).

2) Existeix lim f(x).
T—=a

3 lim £(z) = £(e)

Ezemple

La funcié f(z) = 22 és continua en el punt z = 3 ja que:

P _ g2
ili%m =9 = f(3) =3°.
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Quan una funcié no és continua en un punt, es diu que és discontinua en el punt.
Les discontinuitats poden ser de tres tipus:

e evitable, quan existeix el limit de la funcid en el punt = = a, i és finit,
perd o no coincideix amb f(a) o f no estd definida en = = a.

¢ de salt, quan existeixen els dos limits laterals en z = a i sén finits, pero
sén diferents.

e asimptdtica, quan almenys un dels limits laterals és infinit.

Exemples

T
g% —1

1) Estudiem la continuitat de la funcié f(z) = en el punt = = 1.

Com que f no esta definida en z = 1, ja sabem que Ja funcié no és continua
en z = 1. Mirem si té limits laterals:
hm ETL o iy —f = Im =
i 22 —1 =i (z—1)(z+1) =zo1-z-+1

lim _m_—_l_: lim ___m_:_l___z lim —-1—:

1t 72 —1 g1t (T Di{z+1) =1tz 1
Per tant, en el punt = = 1 la funcié té una discontinuitat evitable, és a
dir, si definim f{1) = 1/2, la funci6 passa a ser contfnua en z = 1. La
nova definicié seria:

B = BDY e

-1
S siw#l
f@y=q ]
5, siz =1
2) Considerem la mateixa funci6 en z = —1.

Es molt facil comprovar que:
im f(z) = —c0.

Tpe=1"

ac_1ir_n1+ flz) = +oo.

A més, f no estd definida en z = —1.
Es déuna una discontinuitat asimptotica.

3) Considerem la funcid:

( z* — 4 siz < —2
2 +3z4+2

22

flz) = 4 23: ; si—2<z<0

Tt x

3
L $+1, siz >0
T+ 2
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[ esta definida en tot Rmenysaz = -1 (Dom(f) = R — {-1})

Caldra estudiar la continuitat en els punts —1, —=21 0 ja que, en general,
en una funcié definida a trossos, els punts on cal estudiar la continuitat
son els punts que ens determinen el domini (on la funcié no esta definida)
i els punts on canvia U'expressié de la funcié.

 Bnop=~2

lim 24 = lim (z+2)(@—2) _ im z~2
e=—2- 22 +3T+2  z5-2- 2+ D(@+1)  es-s-z+1

2

27
g2t 22 43
f(—2)=4
En el punt z = —2 la funcié és continua.
¢ En el punt z = ~1 la funcié presenta discontinuitat asimuptdtica, ja
que:
lim 2a* I +00 :
L = Jim = .
ss—1- 224+  go-1- OF I
. 222 2
lim 3 = lim — = -0
-1+ Z*+x  z—-1- 0 i
e EFnxz =0
. 272 , 2 ;
lim = lim = (. :
320~ 22+ zo0-z 41
Jz+1
im =1/2.
0+ T+ 2 /
F(0y =2.

Al punt z = 0 hi ha una discontinuitat de salt.

Exercicis

7) Donades les funcions:

22 + 2%
el ==
—_——, siz<{
z+1
giz) = 2
, siz>0
z-—1 -

Estudieu la continuitat de cada una, en els punts —1, 0i 1.
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8) Estudieu Ia continuitat de la funcis seglient:

—-21% + 6z — 4
flo)= T 22

1 g4
9) Donada la funcig:
p+1, siz<1
m-n.—
flz) =
-1 .
oo R Six>1

Tesposta.

10) Estudieu I continuitat de la funcig seglient.:

2r+1, siz < —1
9le)=¢ L3
2z’

siz>—1

7.3.1 Funcié continua

punts d’aquest interval.

Ezemples

2) Les funcions €xponencial i logarftmica sén exemples de funciong continues
en el seu domini de definicid,

- 3) Les funcions sinus i cosinus sén continues en tot R,

T

4} La funcié fz) = : €s continua en tot R €xcepte en el punt z = 1,
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7.4 Exercicis de repas

1) Calculeu els limits a I'infinit de les funcions polindmiques segiients:

a) flz) =42 +2° - 1222 +2 -3
b) flz) = —22° — 622 + 8

2) Trobeu els limits en els punts indicats:

a} f(z) = 275313; en —oo
b) g(z) = %—q en +00
c) h{z) = # en oo
3 _ 2
3) Donada la funcié f(z) = ﬁ?'
a) Calculen el limit de f(z)enz=-lienz =1

b) Calculeu el limitde (1/f)enz =0,z =1iz=3
4) Calculeu els limits segilents:

2) lim 246  x+4
g—2\z? -4 24 2¢
. T~ /4r —3
b) lim —————
=3 x* — 3

&) lim 3z+1_m2—$
20-2 2x4+3

1

5) Sabem que lim [l + f(:z;)]f(m) =esi lim f(z) = 0, calculeu:
T—a T

2

lim (1+2;i)m

+ |zl

6) Raoneu per que la funcié f(z) = z no té limit quan x - 0.
7) Calculeu el limit de:

€T

S , siz<O
(:c) _ prodils SV i
GE=9 35-9
m, 81T Z O
quan z tendeix als punts —oo, +c0, co, —17, —1F, —1, 0, 0+, 0, 3—, 8+
id.
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8) Estudieu si les funcions fHz) = |z|, g(z) = % 1 h(z) = \/z sén continues
en z =(,

9) Classifiqueu les discontinuitats de cada funcié en el punt que s’indica:

1
a) flz) = po: en =3,
b) ( ) z, sizg < -1 ) .
glz) = enr=-lieng=1.
7 +2, siz>1
1
10) Calculeu les asimptotes de la funcié f(z) = e
- 2
11) Calculeu les asfmptotes de la funcig flz) = 7 3

12) Calculeu les asimptotes de les funcions:

32?2 +1
2) fo) =
913 + 1
b) f(z) =

13) Trobeu el domini i estudiey la_continuitat de les funcions irracionals:

flz) = /2 =1 tg(z) =+d 22

3z—-9

14) Estudieu la continuitat de la funcié f(z) = 727 " 18°

15) ‘Descriviu el domini i les discontinuitats de les funcions:

3 fay= 2L
~1
b) g(z) = 2;3_ 52
3 2
&) hz) = & +2:z:

d) plz) = ja? ~ 9|

16) Trobeu el domini i estudiey la continuitat de:

2
x +3.1:+1’ Siz<—1

r+2

g{z) = 21
si—1<g

z—1"
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17) Trobeu el valor de k perque la funcis:

z +k,
g(z) ={

c8lz <0

22° —kz +6, siz>0

sigui continuaen z =0

18) Sigui la funcié:

( kx

z+3’
3r—h
x—2"
z+1

N 2z

slr < -2
si-2<z<1

siz>1

167

a) Trobeu els valors de k i h que fan continua la funcié en els punts

zs==2iz=1.

b) Hi ha algun punt on la funcié és discontinua? J ustifiquen-ho.
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7.5 Solucions

iy

2)

10)

Ml B

|
]

o0
2
Vva
2a
Evitable, evitable, asimptotica; asimptotica, continua, asimptotica
Discontinua evitable en z = —1 i asimptotica en z = 1.

a) —4

b) =4

Continua en tot K.

Ezercicis de repas

1)

2)

3)

4)

18)

19)

a) +oo
b) —o0
a) 0
b) 2

¢) ~00,+0o0

a) Continua, discontinuitat evitable.

b) Discontinua, discontinuitat evitable, discontinua.

a) —oo

[ BN R =3 ]

0,0,0, —o0, +00, no existeix, 1,1,1,

b=
3=
VRN

Si, no, si.

- S S
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20) a) Asimptdtica.
b) Ewvitable, continua.
21) T = %2
22) =42, y=1
23) a)z=0,z=+1,y=0
byz=0,z==21,y=9
24) z = 3 evitable, x = —3 asimptotica.
25) a) R — 0, discontinuitat asimptotica en z = 0.
b) R — 0,35, discontinuitat evitable en z = 5, asimptotica en z = 0.
¢) R — 0, discontinnitat evitable en z = 0.

d) R, continua en tot R.

26) R — —2,~1, discontinuitat asimptotica en z = —2, evitable en z = 1, de
salt en x = —1.

27) 6

28) a) k=




Capitol 8

DERIVADES

8.1 Introduccidé

8.1.1 Variacié d’una funcié en un interval
Definicid
Donada una funcié y = f(z) definida en I'interval [21,z2), es defineix la variacié
mitjana de la funcié en l'interval com a:
fz2) — flz1)
T2 — I

Com que el denominador és sempre positiu, el signe de la variacié depen del
numerador.

Aquest quocient rep el nom de quocient incremental i s’expressa amb la no-

tacid (z) 1 ens indica quan varia la funcié segons la variacié de la variable
independent.
Ezemple

Sigui la funcid f(z) = —2% + 6z ~ 8. La seva variacié mitjana en Vinterval

[0,2] es:

F@ -0 _8_,
2-0 2
En linterval [2, 4] aquesta variacié val:
HORS(C SN
4-2

Aix0 vol dir que en Pinterval [0,2], la variacié mitjana de la funcié és
quatre vegades la variacié de la variable independent, i en 'interval (2,4}

171




172 CAPITOL 8. DERIVADES

no hi ha variacié mitjana, malgrat que la funcié no és constant en aquest
interval.
FEzercicis

1) Comproveu que la variacié mitjana de la funcié f(z) = 2z + 5 és sempre
la mateixa, independentment de l'interval considerat.

2) Calculeu la variacié mitjana de f (z) = —z% + 4z en Dinterval [2.9,3.1).

3) Calculeu la variacié mitjana de f(z) = 15 en un interval qualselvol (@1, z2).

8.1.2 Derivada d’una funcié en un punt
Definicid

Donada la funcié y = f{z), anomenem derivada de la funcid en el punt d’abscissa
x = zg el valor que resulta de calcular el limit segiient:

. fz) — flzo)

' —

f (:'L‘o) - zh—gvlc r— g

Sifem z — z¢ = h, resulta ¢ = 7y + h i podem expressar:

F(zo) = lim f{zo + h) = f(zo)

T—¥2qo h

Com veiem, la derivada és el limit de la variacié de la funcié en Pinterval {zo —
h,zg) si h <00 [we,z0+hlsih>0.

La derivada és una mesura de la rapidesa amb qué canvia la funcié al voltant
de z = zo. En altres paraules, la podriem definir com la variacié instenténia de
la funcié al punt ;.

Ezemple
Calculern la derivada de la funcié f(z) = z? al punt zp:

fao+ k)= flz) _ . (so+h)—a} _

f'(wo) = lim

h h—0 h
2 ]2 —l h hz
lig ST 2R 23 o 2h R o h = 22,
A0 h A0 h h—t0

Ezercicis
4} Apliqueu la definicié de derivada per calcular f(8), essent f(z) = +/%.

5) Apliqueu la definicid de derivada per calcular f'(2), essent f(z} = 1. Que
passa az = {7

6) Apliqueu la definicié de derivada per calcular f'(zq), essent f(z) = z°.
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8.1.3 Interpretacié geomeétrica

Donada la funcié y = f (z), derivable a x;, considerem un petit increment % de
la variable independent. El quocient:

flzo + ) — f(zo)
h

és la tangent de I'angle o del triangle PQT de la figura segiient:

X x+h

A mesura que 'increment h es fa més petit, la recta secant de la figura tendeix a

la recta tangent de la grafica en el punt indicat I, per tant, la tangent de angle
@ tendird cap al pendent d’aquesta recta tangent

Ezemples

1) Trobem la derivada de f(z) = 22 en el punt d’abscissa 3. I calculem
Pequacid de la recta tangent en aguest punt.

Tenim que f{3) = 91 la derivada seri:

i F@HRY—F(3) . (B+R)Z-9
' — = ——— e
o= =
. 94+ R +6h—-9 . h®+6h
lim = Hm =
h—30 h h—0

im (h +6) = 6
h—0

Per tant, el pendent de la recta tangent a la grafica de la funcié f(z) =
z% en el punt {3,9) val f(3) = 6 i 'equacié d’aquesta recta tangent és
y—9==06(z—3), 0, en la seva forma explicita, y = 6z — 9

Una funcid pot estar definida en un punt i tenir Hmit en aquest punt i en
canvi no tenir derivada.

Si considerem la funcié f(z) = [z|, observem que, per definicié de valor
absolut, si z > 0, Havors |z| =z ; isiz <0, lavors lz| = —z.
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f()=ix]

Per tant, hem de trobar les que s’anomenen derivedes laterals en la forma.

seguent:

tn+y — 13 |h‘"]0\_‘_ : _}_I'__
0 = iy B = i 5=

Per tant, si calculem aguest limit acostant-nos a 0 per la seva dreta, aquest
val 1.

De manera semblant:

- S 1 e L Ol
= LA O U § _—
F1O7) hl—lgl— h hao- 1

Si ens acostem a 0 per la seva esquerra, el lmit és igual a —1. Sén, per
tant, diferents, i per tant direm que la funcié f(z) = |z| no té derivada al
punt z = 0, tot i que sf que té derivades laterals en aquest punt.

8.1.4 Funcid derivada

Si una funcié f(z) és derivable en tots els punts del seu domini, és possible
definir una nova funcié que associi cada punt = del seu domini amb el valor
f'(z) de la derivada de la funcié en aquest punt. Obtenim d’aguesta manera
una nova funcié que rep el nom de funcié derivada i que simbolitzem emb f':

£ =t LETR = I@)

b0 h

Ezemple
La funcié derivada de f(z) = 222 — 5z + 6 és f'(z) = 4z — 5, ja que:

_ (2(z + R)? = 5(z + h) +6) — (22° — 53 + 6)
b h -

fiiz) =
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(2(z + B)® — 5(z + h) + 6) — (222 — 5z + 6) _

i, R
. dzh+4h* — 5k . 4zh+4h% - 5h
Hm = lim =
h—0 h h—0 h

lim (4 +4h —5) =4z - 5.
h=20

8.1.5 Exercicis

7)

§)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

Donada la parabola d’equacié y = z® + 1, calculeu el pendent de la recta
tangent a la seva grafica en el punt x5 = 2.

Calculeu I'equacié de la recta tangent a la grafica de la corba y=xi 41
en el punt 5y = 2.

Calculeu les derivades segilents en els punts indicats utilitzant la definicié
de derivada:
a) flz) =2 +2,enzp = —1.
b) flz) =12% ~2,en zo = 1.
c) flz) =3 —=z% en zp = 1.
Un mobil es mou sobre una recta. La seva distincia a un punt O de la
recta en funcié del temps és definida per la funcié s(t) = #2 + ¢+ 1. Es
demana:
a) Velocitat mitjana en I'interval [0, 3).
b} Velocitat mitjana en linterval [3, 6].
c) Es la mateixa en ambdds casos?
Un mobil es mou sobre una recta. La funcié que déna la seva velocitat en

funcié del temps és v(t) = 5¢ — 1. Demostreu que la seva acceleracié és
constant.

En quin punt de la grafica de la funcié f(z) = z2 — 6z + 8 la recta tangent
es paralel-la a 'eix d’abscisses?

En quin punt de la grafica de la funcié f(z) = z? — 6z + 8 la recta tangent
és paralel-la a la bisectriu del primer i tercer quadrants?

Usant nomeés la definicié de derivada, demostreu que les funcions y = f(x)
1y = f(z) +c, essent ¢ una constant qualsevol, tenen la mateixa derivada.
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15) Estudieu si la funcié f(z) = [z — 2| és continua i derivable en el punt
z = 2. Representeu graficament la funcis.

16) Indiqueu raonadament el signe de la derivada de la funcié f represen-
tada en la figura, en cadascun dels intervals segiients: (—oo, -1), (=1,1),
(1, +00).

8.2 Calcul de derivades

8.2.1 Derivades de les operacions elementals

Si apliquem la definicié de derivada a les operacions elementals entre funcions,
obtenim els resultats segiients:

.1) Derivada de la suma de dues funcions f(z) = p(x) + g(z):

@) =p'(z) +¢'(z).

2) Derivada d’una constant per una funcié f(z) = kg(z):

fi{z) = kg'(z).

3) Derivada del producte de dues funcions f(z) = p(z)g(z):

f(z) = p'(z)q(z) + p(z)q' (2).

4) Derivada del quocient de dues funcions f () = —=:

1 = PE)als) — pla)d (2)
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5) Derivada de la inversa d'una funcié f(z) = E(-l;)»:
A
) = —~g (37) .
7@ = ey

6) Derivada de la composicié de dues funcions (regla de la cadena) f(x) =

p(g(z)):

f(z) = p'(a(@))d (2).

8.2.2 Derivades d’algunes funcions elementals

Aixi mateix, si apliquem la definicié de derivada a les segiients funcions elemen-
tals, obtindrem els resultats indicats.

1) f(@) =k, f'(z) =0
2) f(z) =z, f(z) =1
3) f(z) =", f(z) = nz"?

4) f(z) =lna, f'(z) =

) @) =log,, f'(z) = —1—

6) flz)=¢€", fi{z) =€ :
7) f(z) = a®, f'(z) = a® - In (a)
8) f(z) =sinz, f'(z) = cosx

9) f(z) =cosz, f(z) = —sinz

10) f(z) =tanz, f'(z) = ! =14 tan’2

cos? T
11) f(z) = arcsinz, f'(z) = 11_35 -
12) f(z) = arccosz, f'{z) = v’%ﬁ

13) f(z) = arctanz, f'(z) = -l—j—z-z

14) f(z) = u(z)"®. Per fer aquesta derivada, prenent en primer lloc logarit-
mes:

In(f(z)) = v(z}nu(z), i derivem:

ERC))

5 = v @lnu(a) + o) L0

u(z)
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I ara podem aillar f'(z):

fi(z) = u(z)*@® (v'(m)lnu(:z:) + v(m)%) )

Ezemples
1} flz) =2% + 2%, f'(z) = 322 + 9z
2) f(z) =72%, f'(z) = 212
3) f(z) =sing®, f'(z) = 322 cos 2
4) f(z) =sin*24, f'(z) = 4sin® zcosz
5) f(@) = (az + )%, f'(z) = 8(az + b)"a

2
T 1o —xt—1
$2_1: f("‘c)"" (332—&)2

6) f(z) =

7) f(x) =In(2* - 1), f'(z) =

2 —1

8) f(z) =In(lnz), f'(z) = -

zlnz

2z +1 _ 1
z24+z+1 In3

9) f(z) =logy(z? + z +1), f'(z) =

10) f(z) = e H, f/(z) = 2ges+1

1

1) f(z) = at, £'(z) = % ina

12) f(z) = ¥am™ =7, fz) = gg;?-l

13) f(z) = (2% + 1)%, Inf(z) = zln(z® + 1),

lz) 2%
_f"(:,'c—) —In($2+l)+m$2+1

F@) = @+ 17 (@ + 1) + 2]

14) flo) = arcsin 3, f/(z) = - \/zé—__ﬁ)

15) f(z) = In(arccos (z — 1)), '(z) =

~1
arccos (z — 1}y/1 ~ (z — 1)2
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8.2.3 Exercicis
17) Calculeu la derivada de les funcions segtients:

a) fg) =2°~ 428 - Tz +

b) f(z) = (z+1)*

¢) fiz)=(@@-DE*+zt+ 28+ 22+ 2 +1)
dy f(z) = (z* - 1)(z® +1)

18) La recta normal a una corba en un punt és la perpendicular a la recta

tangent en aquest punt i la seva equacié és y — yg = f’ ( )( — Zo).
Calculeu l'equacié de les rectes normals a les corbes segiients en els punts
indicats:

a) f(z} =2*+1 al punt (2,5)
b) f(z) = z* — 1 al punt d’abscissa zg = 2
c) f(x) = z® — 4 en els punts d’ordenada yo = 0

19) Calculeu les derivades de les funcions racionals segiients:

a) f(z) = +1
2 43
b) f@) = S
Q) flz) =23
T
2.
Q) J@)= 75—

e) flz} = (z+1)~*
20) Calculeu les derivades de funcions logaritmiques segiients:

a) f(z) = In{az? + bz + z)
b} flz) = 2%In(2 - z)

c) flz)=zlnz — =

d) f(z) = In(/352)

21} En quin punt de la grafica de la funcié f(z) = zlnz — z €l pendent de la
recta tangent val 17

22) Calculeu Pequacié de la recta tangent a la corba f(z) = Inz paralella a
la recta 3z — y = 2.

23) Calculeu les derivades de les funcions exponencials segiients:
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a) flo) ="

b) f(z) ===
c) f(x)=2°
d) f(z) =els)
24) Per a quins valors de z s’anulla la derivada de f(z) = In{(z? + 4z + 7)?

25) Calculeu les derivades de funcions potencials seglients:
2) f(z) =(z - v1-2?)}
b) @) = (@ +z - 1)}
¢) flz) =

I—=x
14z

26) Calculeu les derivades de les funcions segiients:
a) f(EC) —_ xln:z:+1
b) flz) =(1+23)°
c} f(z) = (3z + 1)%=+3
27) Calculen les derivades de les funcions trigonometriques segiients:
a) f(z) =sin2z
b) f(z) =tanz® + 2+ 1
c) f{zx) = In(cos2zx)
d) f(z) = arcsin(2z)

1 —sinx
e} flz) = l-+sinz

f) f(z) =Iny/sin 2z
g) f(z) - xcosx

28) Calculeu les derivades de les funcions segiients:
a) f(z) = tan(lnzx)
b) f(l") — ztanm i
¢) f(z) = (lnz)" ~s

d} f(z) = sin (arcsinz)

e) f(z} = arccos (arccosz)
29) flz) = e"m=,
30) f(z) = 2'"=,
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31) f(x) = 3?2,
32) f(z) =sin(e® + z).
33) f(z) = z=.

34) Donada la funcié f(z) = ze?, calculen f'(z) iVequacié de la recta tangent
a la grafica en el punt on s’anul-la la derivada,

35) Una mostra de material radioactiu conté 1 bilid d’atoms. A causa de la
desintegracié, el nombre N d’Atoms disminueix amb el temps. La funcié
que ens déna el nombre d’atoms en funcié de ¢t és N (t) = Noe~2, on N,
és el nombre inicial d’atoms i # és el temps en anys.

Calculeu:

a) Nombre d’atoms després de 5 i 10 anys.
b) Quan és més rapida la desintegracid, al cap de 5 o 10 anys?

36) Comproveu que la derivada de la funcié flz) = 2%5% s’anulla en el punt
—2

= +——r0

Ing’

8.3 Aplicacions de les derivades

8.3.1 Creixement i decreixement
Definicions

Diem que una funcié és creixent en un interval [a,b] si per a valors z,y de
Iinterval tals que z < y es compleix que f (z) < f(y).

Direm que una funcié és decreixent en un interval [a, 8] si per a valors ,y de
Vinterval tals que = < y es compleix que f(z) > f )

Tenint en compte la definicié de derivada, si una funcié és creixent en un interval
i és derivable en I'interval, lavors f'(z) > 0. Reciprocament, si f'(z) > 0 en un
interval, la funcié és creixent en aquest interval.

Analogament, si una funcié és decreixent en un interval i és derivable en l'inter-
val, llavors f'(z) < 0. Reciprocament, si f/(z) < 0 en un interval, Ia funcié és
decreixent en aquest interval.

Observem que una funcié pot ser creixent (o decreixent) en un interval i, tot 1
aixo, la seva derivada pot ser igual a 0 en algun punt de Finterval,

Exemples
1) f(z) = z és creixent en tota la recta real, ja que f'(z) = 1> 0.

2) Busquem els intervals de creixement i decreixement de la funcié f(z) =
2
r* + 1.

f'(z) = 2z. Per tant, si 2 > 0, lavors f'(z) > 0. En consegiiencia, la
funci6 és creixent en (0,00). De manera analoga, tindriem que la funcis
és decreixent en (—oc, ).
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3) Estudiem els intervals de creixement i decreixement de la funcié f(z) =
zt — 232 + 3.

La derivada val: f'(z) = 4z® — 4z = dx(z? — 1) = dz(z — (= + 1). Per
tant:

1) Siz<—1, f(z) <01 f decreix en (—o0,—-1).

2) Si-1<z <0, Fi{z) >01i f creix en (~1,0).

3) Si0<z <], f'(x) < 01 f decreix en (0,1).

4) Sil <z <og, f'(z) > 01 f creix en (1,00).

%.3.2 Maxims i minims relatius

Definicions

Una funci6é f(z) té un méxim relatiu al punt o si en un entorn de o es verifica
que f{z) < f(zo), per 2 tot punt = d’aquest entorn.

Una funcié f{zx) té un minim relatiu al punt zo 5 ep un entorn de zo es verifica
f(z) > f(zo), per a tot punt z d'aguest entorn.

De la definicid anterior podem deduir que, Si tenim un maxim relativ en el punt
Zg, hi haurd un entorn de 1o tal que a l'esquerra d’aquest punt la funciéd serd
creixent 1 a la dreta la funcid sera decreixent. Si la funcid és derivable en o,
aquesta derivada serd zero.

D’una manera analoga, si una funcié f{z) té un minim relatiu en el punt zo, hi
haurd un entorn de zg tal que la funcié passara de decreixent a 'esquerra de xp
5. creixent a la dreta d’aquest punt, i sila funcié és derivable en aguest punt, la
seva derivada ha de ser nulla.

Els punts maxims i minims relatius s’anomenen punts critics.
Definicio
Definim mazim absolut d'una funcié f(z) en un interval I com el punt zo € 1

tal que f(zo)} 2 f(z),V z € I. D’una manera similar es defineix ménim absolut
d’una funcié en un interval, com el punt zo € I tal que Flzo) < flz), VI € I

Fls candidats per ser maxims i minims absoluts d’una funcié en un interval I
seran:

» Els punts critics de f (z) continguts a L
o Els extrems de Vinterval I.

o Els punts de I en els quals la funcié f(z) no és dexivable.

" Ezemples

1) Busquem els maxims i minims relatius de f(z) = gt 4272

« Primer calculem la derivada: f'(z) = —4z% + 4z.
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¢ Calculem els punts en qué s'anul-la la derivada: f/(z) = 0= 4z(1 -
z%) = 0. Les solucions sén: z =0,z = -1,z = 1.

e Per decidir si sén maxims o minims relatius, mirem el signe de f' al
voltant de cada un dels punts.

— z = —1. A lesquerra del punt z = -1, f' > 0, i per tant f és
creixent. A la dreta del punt z = ~1, ' < 0 i per tant f és
decreixent. Per tant, a 2 = -1, hi ha un maxim relatiu.

— z = {. Raonant d'una manera analoga, és ficil comprovar que
hi ha un minim a z = 0.

— r = 1. Hi ha un altre maxim relatiu a z = +1.
3

2) Busquem els maxims i minims relatius de f(z) = m; T
Domini de la funcié: R — {-1,1}.
4 2
. Tt =3z
f(z) = @ =0
x4—3:c2=0,:>m=— 3,$=0,:c:\/§

St estudiem el signe de f als voltants dels punts anteriors, trobem que en
¢l punt £ = —/3 hi ha un maxim relatiu.

A z = +/3 hi ha un minim relatiu, mentre que al punt z = 0 trobem
que el signe de f' és el mateix tant a l’esquerra com a la dreta del punt,
en aquest cas negatiu. Aquest punt rep el nom de punt d’inflexid i més
endavant I’estudiarem amb més detall.

3) Busquem els maxims i minims absoluts de f(z) = 22 en l'interval [2, 3).

Tenim f'(z) = 2z. L’inic punt on s’anul-la la derivada és z = 0, que
no pertany en l'interval. Com que no hi ha punts no derivables, hem de
buscar els maxims i minims absoluts als extrems de ’interval.

Com que f'(z) > 0 en Pinterval, la funcié és creixent i per tant, el minim
absolut serd a z = 2, amb f(2) = 4; i el maxim absolut sera az = 3, amb
f(3)=9. |

Exzercicis

37) Estudieu els intervals de creixement i decreixement de les funcions:

2) f() = 25
2z
b) f(fﬂ):m

38) Calculeu els maxims i minims de:
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a) flz) =3z — 622

b) flz) = EEIL

em

c) f(g';):\/Tj—-;-_g
Q) f(z) =2t +22°

39) Calculeu els maxims i minims absoluts de f(z) = |z} als intervals segiients: ‘
a) [-1,2] f
b) P—53_1]
c) [2,8
8.3.3 Concavitat. Convexitat. Punts d’inflexié .

Definicions

Direm que una funcié és céncave en un interval si les rectes tangents a la grafica
d’aquesta funcié en cada punt d’aquest interval passen per sota de la grafica al
voltant del punt de tangéncia.

Direm que una funcié és convera en un interval si les rectes tangents a la grafica
d’aquesta funcié en cada punt d’aquest interval passen per sobre de la grafica
al voltant del punt de tangéncia.

convexa

/\ concava

Definicio
Un punt d’inflezid és un punt on la funcié passa de concava a convexa o de
convexa a concava.
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Per tant, si la funcié passa de convexa a concava, aixd vol dir que la recta
tangent passa d’estar per sobre a estar per sota de la grafica, la qual cosa ens

diu que que en ¢ls punts d’inflexié la recta tangent travessa la grafica.

Si la funcié és dues vegades derivable, el pendent de la recta tangent va dismi-
nuint (" < 0) a mesura que la funcié convexa, s’aproxima al punt d’inflexié i a
partir d’aquest punt, el pendent de la recta tangent va creixent (f > 0). Per
aquest motiu, cercarem els punts d’inflexié entre aquells on Ja segona derivada,
s’anul-li i després caldrd comprovar si té signes diferents a una banda i I'altra
del punt.

FEzemples

1) Busquem els punts d'inflexié i els intervals de creixement i decreixement
de la funcié: f(z) =z% — 222 + 3z

fllz) =31 ~d4z = f'(z) =60 — 4

2
f'z)=0,=2z= 3

2
Ara estudiem el signe de f” al voltant de z = 3

f'0)=—-4<0

i per tant f és convexa a z = 0. De la mateixa manera,
Ffy=2>0

1 per tant f és concavaa z = 1.

Deduim que al punt = = -§ hi ha un punt d’inflexis.

Per tant, la funcié és convexa en (—o0, %) i concava en (%, +00).

o
e

Busquem els punts d’inflexié i els intervals de concavitat i convexitat de

Pl
la funcid: f(z) = Tt

Dom(f) = R — {0}

2r3 ~ 1 2z% + 2
! — .
fiz) = = = fz) = —

o) =022 =-1=7=—1

Es facil veure que al punt £ = —1 hi ha un punt d’inflexid, ja que la funcié
passa de céncava a convexa.
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40

20

Aixi mateix, veiem que a l'esquerra de z = 0, Ia funcid és convexa, i a la
dreta concava. Malgrat aixo, el punt z =0 no és punt d’inflexié, ja que
z = 0 és una discontinuitat de la funcié f(z).

Per tant, en (~o0,—1) la funcié és concava, en (—1,0) és convexa i en
(0,400) és concava.

Ezercicis

40) Determineu els punts d’inflexi6 i els intervals de concavitat i convexitat
de les funcions segiients:

a) f(z) =2z~ 4)
b) flz) = 2% —22% + 4

Resum

1) f'(ze) >0 = f' creix en zp = f és concava en g.

2) f"(zo) <0 = f' decreix en zg = f és convexa en Ig.

3) f'{=o) =01 f"(z9) >0 = f presenta un minim relatiu en el punt z.

4) f'(xo) =01 f"(zo) <0 = f presenta un maxim relatiu en el punt .
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8.3.4 Grafica d’una funcié
Per representar graficament una funcié caldra la informacid segiient:
* Domini i discontinuitats de la funcié

Aqui mirarem el tipus de funcié de que es tracta. Per exemple, si és una,
funcid polindmica, el seu domini serd R i sera continua a tots els punts.
Si tenim una funcid racional caldra tenir en compte els valors de z que
anul-len el denominadar.

» Asimptotes

Recordem que una recta y = a es diu que és una asimptota horitzontal de
la grafica d’una funcié f(z) si:

e I =
- 0 bé si:
3 lim f(z)=a
T——oo i

De manera similar, les asimptotes verticals d’una, funcié f(z) sén les rectes
d’equacié = = 4, on a sén els valors per als quals lim f(z) = oo
T—ra

e Punts de tall amb el eixos de coordenades

Els punts de tall amb Peix d’abscisses els trobarem resolent ’equacié
f(z) = 0. El punt de tall amb ’eix de coordenades I'obtindrem calcu-
lant £(0), en el supdsit que la funcié estigni definida per a z = 0.

¢ Maxims i minims. Creixement i decreixement. Concavitat i convexitat. :
Punts d’inflexié. !

Aquests punts els obtindrem seguint les regles que acabem de tractar en
les dltimes seccions.

Ezemples
1) Representem graficament la funcié: f(z) = 2% — z#

® Dom(f) =R

¢ No té asimptotes, ja que és una funcié polindmica.

s Punts de tall amb els eixos:
— Eix d’abscisses:

f(m):0=>$2—3:4=02>m2(1—:c2)=0=> '

r=-l,z=0,z=1

Els punts de tall sén (-1, 0), (0,0), (1, 0)
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— Eix d’ordenades:
f@=0
El punt de tall és, doncs, el (0,0}
 Maxims i minims. Punts d’inflexié. Concavitat i convexitat.

— Méxims i minims.

Fla)=20-42=0= 22(1-22%) =0 =

z =10 = -—1— T = -1—
Cal estudiar ara el creixement de la funcié al voltant d’aquests
tres punts:
= Al voltant de] punt z = ~Z5 (=1 >0 f(~1) < 0. La
funcié creix a l'esquerra de ; = -:/1—5 i decreix a la seva dreta.
Per tant, en el punt z = —:}5 la funcid presenta un maxim.

+ Al voltant del punt z = 0, fli-3)>0i f(3) > 0. La
funcié decreix a Vesquerra de z = 0 i creix a la seva dreta.
Per tant, en el punt = = ¢ la funcié presenta un minim.

* Al voltant del punt z = %, FG)Y>0i () <0 La
1

funcié creix a I’esquerra de z = L decreix a ia seva es-
9 vz

querra. Per tant, en el punt z = éj la funcié presenta un
maxim.
— Punts d’inflexié
Busquem els punts on s’anulla la, segona derivada;

f”(:ﬂ):2—12x220,:>:1:=—i' a::—l——-.

V6’ V6

Ara estudiarem el signe de F" al voltant d’aquests punts:
* A lesquerra de z = —% D M=) =-10< 0 = foés

convexa en (—oo, —Z).

* Entre z = —~71§= iz= 715: F(0)=2>0= fésconcava en
("ﬁ: %)

+ Aladretadez = _"j‘g i (1) =-10< 0= fésconvexa
en (7=, +00).

Per tant en els punts z = — iz = ﬁ hi ha dos punts

S

d’inflexid.
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-1.5 1 -0.5 J 9.5 1.5
x

z41
2

2) Representem graficament: f(z) =

¢ La funcié no estid definida en x = 0, on hi ha una discontinuitat
asimptotica vertical.

» Asimptotes horitzontals:

1 1
im 2 o0, m 2o
Z—=—co T Z—=30 T

Per tant, la recta y = 0 és una asimptota horitzontal,
e Punts de tall amb els eixos de coordenades:
— Punts de tall amb l'eix d’abscisses:

z+1
$2

flzy=0= =0=z+1=0=5=~-1

Hi ha un punt de tall: (—1,0).
— Punts de tall amb Peix d’ordenades:

Com que la funcié no estd definida en ¢ = 0, no hi ha punt de
tall amb leix d’ordenades.

¢ Punts critics

— Maxims i minims:

HOE

2

3:3_ 0= 1=-2

Comprovem el creixement de la funcié al voltant d’aquest punt:
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Ezercicis
Estudien i

41) flz) =

42) f(z)
43) f(=)

44) f()

CAPITOL 8. DERIVADES

Perz = -34és f'(-3) < Oiperz = -1, és f'(—1) > 0. Per tant,

la funcié decreix a 'esquerra de £ = —2 i creix a la seva dreta.
Al punt £ = -2 la funcid presenta un minim.
— Punts d’inflexié:
22+ 6
Flla)="2"=0= 22+6=0=>z=-3

v
Cal observar el signe de f" al voltant de z = —3.

Com que f"”(—4) < 0, la funcid és convexa en (—oc,~3).
Com que f“(—1) > 0, la funcié és concava en {—3,0).

Per tant, la funcié passa de convexa a concava en z = —3 i en
aquest punt hi ha un punt d’inflexis.

-2k

representeu graficament les funcions segiients:

73

2 +1
(z+1)°
oF
-z
822 + 1
z? + 3z
z—1
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8.3.5 Problemes d’optimitzacié

En un problema d’optimitzacié es busca el valor que optimitza (fa maxima o
minima) una determinada funcié, que correspon a la matematitzacié d’una situ-

aci6 practica. La dificultat més gran és precisament el plantejament d’aquesta
funcié.

Com que estem tractant casos practics, caldra considerar que les variables no

podran prendre qualsevol valor, siné aquells Hligats al context de la situacié
plantejada.

Bl problema ens donard una funcié de la qual haurem de buscar el maxim o
minim absoluts en un interval. Analitzarem la situacié amb un exemple.

Exemple

1) Calculem les dimensions del rectangle d’area maxima entre elg rectangles
de perimetre 40 m.

Sigui z la llargada i y l'amplada del rectangle. Segons Penunciat del
problema tenim que:

e Perimetre: 40 = 2z + 2y
o Area: A==z- Y
Veiem que les dues variables z i y estan relacionades pel perimetre, i per
tant:
y =20~z

51 substituim en la funcié que volem optimitzar, Parea, tindrem:

A =2(20 ~ 1) = 20z — z°.
Es facil comprovar que tant  com y varien en Yinterval [0, 20].

Busquem els maxims relatius anul-lant la derivada:
A'=20-22=0=2=10, y = 20—z = 10.

Es pot comprovar que es tracta d’un maxim pel signe de la derivada.

Per tant, els rectangles d’area maxima sén els quadrats.

2) D'un mirall rectangular de 2m de llargadai 1m d’altura, se n’ha trencat,

en un dels vertexs, un triangle rectangle que té 30 cm de llargada i 20 em
d’altura.

Ens preguntem com s’haurd de tallar un altre mirall de costats paral-lels
a l'inicial de manera que 1'area d’aquest nou mirall sigui maxima.
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200 cm

100 cm

Considerarem com a variables la llargada 200 — z i I’alcada 100 — y del
mirall que hem de tallar.

Observant la figura, veiem que les variabies z i y han de prendre valors
concrets: z € [0,30], y € [0,20].

L’area del nou mirall és:
A = (200 — z){100 — y).

Les variables = i y no poden variar independentment I’una de altra: si
es coneix z, el valor de y queda determinat, i a I'inrevés. Es diu que les
variables z i y estan ligades. Es facil trobar el lligament entre ambdues
variables, ja que per semblanca de triangles tenim:

30 20
Aixo6 ens permet trobar la variable y en funcié de la variable z:

T 20—y

2
y=20——§$.

Ho substituim en Pexpresié de P’area i ens queda:

A = (200 ~ z)[100 — (20 — %x)] = (200 — z)(80 + -i«m) =

2 , 160
—= _— 000.
33: + 3 T + 16000

D’aquesta manera tenim P’irea del mirall expressada en funcié només de
la variable z, que sabem que pot prendre valors dins de Pinterval [0, 30].

Aquesta darrera funcié és la que s’ha d’optimitzar, és a dir, hem de buscar
el seu maxim absolut dins de linterval [0.30]. Busquem, en primer lloc,
els maxims relatius anul-lant la, derivadas:

A(z) :—Em+@=0 = g = 40.
3 3
Resulta que 40 ¢ [0,30]. Per aquest motiu ens caldrd buscar el mixim

absolut de la funcié A(z) en linterval [0,30], i concretament als extrems.
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e Per a z =0, resulta y = 20 i 'drea 4 = 16000.
o Per ax = 30, resulta y = 0 i Parea A = 17000

Per tant, la resposta al problema és 2 = 30 i y = 0, que és quan el nou
mirall té 'area maxima.

FExercicis

45} Trobeu I’altura d’un cilindre circular de volum maxim que es pot inscriure
en un con circular recte d’'un metre d’altura.

46) Tenim un filferro 4’1 m de llargada. De quina manera s’haura de tallar en
dues parts per construir una circumferdncia i un quadrat de manera que
la suma de I'area del cercle que determina la circumferéncia i I'area del
quadrat sigui minima.

8.3.6 Exercicis de repas

1} Calculen el valor de k perqué:

a) La funcié f(z) = ze™** tingui un maxim o un minim relatiu en el
punt z = 1.

b) La funcié f(z) = @% tingui lfmit finit quan z = co.
¢) La funcié f(z) = In(kz? + 1) sigui creixent en z = 1

2) Determineu els coeficients a i b de la funcié f(z) = 23 + az? + bz, sabent
que canvia de concava a convexa en el punt = 1 i que la tangent a la
grafica de la funcié en aquest punt és horitzontal.

3) Considerant la funcié f{z) = —z3 4 322, trobeu l’equacm de la recta
tangent a la grafica en el punt d’inflexis.

4) Dibuixeu les grafiques de les funcions segiients:

4z — 12

) 1) = 22
73

) fo) =

¢) f(:n):mg—%:cB

d) f(z) =2° -3z

) flo) = T
) flz) = -
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9 f&) ="+
h) f) = :
) fle) = 2oy

) fa) =222

5) Trobeu dos nombres positius que sumant 30 tinguin minima la suma dels

seus quadrats.

6) Es vol construir un recipient cilindric, amb tapa, de volum 100 m®. Quines

han de ser les seves dimensions perque s’utilitzi la minima quantitat de
material?

7) Una persona transporta horitzontalment una biga per un carrer en forma

de L, de manera que una de les parts del carrer té 4 d’amplada i altra
3m. Quina ser la longitud maxima de la biga per poder passar-hi’

8) Hem de construir un parterre en forma de sector circular amb perimetre

de 20m. Calculeu el radi del sector per obtenir-lo d’area maxima.

9) Considereu un diposit constituit per una semiesfera de radi 7 a la qual

s’ha afegit un cilindre circular del mateix radi 7 i d’altura k. Calculeu r
i h de manera que I'area total de les parets i de la tapa sigui de 5m? i
tingui volum maxim.

10) Trobeu els punts de la grafica de la funcid y? = 4z tals que la distancia al

punt (4,0) sigui minima.

11) La resisténcia de flexié d’'una biga de seccié rectangular €s directament

proporcional a Parea de la base i directament proporcional, també, al
quadrat de laltura d’aquesta seccié. Caleculeu les dimensions que ha de
tenir 1a seccié rectangular d'una biga fabricada a partir del trone cilindric
d’un arbre que fa un metre de diametre perque tingui una resistencia de
flexié maxima.
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8.4 Solucions

12) (3, 1)

7 -3

> T

17) a) bzt —z2 -7
b) 4(z + 1)8
c) 6z°

d) 6z°

13) (

18) a) y= - 4+ =

19) a) —o—u—

20) a)

195
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1
1 — 2

dy -

21) (e,0)

1 1
2N (= In(=

23)

(e*® — 1)e~"
a) 5

b) —2ze3—2°

¢) 2°In2

d) ¢%e* Ina

-

24) -2

25)

26)

27)

2) 2(z? +z 1)
Vi

b) 2(1 + 22)

2
5(z2 + & - 1)5
1

(z +1)2, /1=

c) —

T

Inz Inz+1

a) mlnm+1(ln$~!—1 z

b) (1+ %)""(ln(l +2)-

¢) Br+ 1)*H3(21In(3z + 1) +

a) 2cos(2z)

2z
b) 1+ cos?(z?)
2sin(2z)
¢ - cos{2z)
) ——2
1— (2z)?
cosz
e) —

/1—-sinz
1+sinz)?,/ ———=
( z) 1+sinz

f) tan(2z)

1
1 T

1
1+ =~
M
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g) :L‘C"“’(COSI - sinzln z)
1
f; 2) @) z cos®(Inz)
(e Inz tanz
e tan
%‘ b) = (c082 z + z )
lnlnz 1
Inzx o
c) Inz (_:z: + :r)
a) cos{arcsin )
V31— z?
e) R
V1 —22/1 — arccos?

29) cos zein®

30) 2111:rlni_’
T

31) 3z%e®® 4 22%e%®
32) cos(e® + z)(e® + 1)
33) z*(lnz + 1)

8 1

34) e*(z+1); y = -3

35) a) 45.399.929,76; 2.061,15
b} als 5 anys

37) a) Decreixent en tot R. Ass. verticalen z =1

" - b) Decreixent en {—o0, \/— )i (\/_ +00). Creixent en (— \/— \/‘

38) a) z= -1, minim ; z = 0, maxim;z = 1, minim

b) z = —1, minim ; z = 1, maxim

¢) z = 0 maxim
3
d} z = ~3 minim ; z = 0, punt d'inflexié
39) a) z =2, maxim; z = 0, minim
b) z = —5, maxim; £ = 0, minim

¢} z =8, maxim; z = 2, minim

)
40) a) z =0, punt d’inflexid; (— oo,O) concava; (0, +co) convexa
)

b

2 -2
T = - punt d’inflexid; (—-oo, ) convexa,; (5, +00) concava
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1

45) —

) 3
46) Costat del quadrat=0.56

Bzercicis de repas

1) a)l
b) k#0
¢c) k>0o0z < -1

2) a=~3ib=3

3) y=3z-3

4) 15,15

5) r =251, h=5.05

6) h=5.05m,r =2.51m
7) 9.86m

8) T:h:ﬁ
T

9) (2,+2v/2)
10) (2,£7%)

052
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Capitol 9

PRIMITIVES

9.1 Primitives d’una funcié

Definicid

La funcié F'(z) és una primitiva de la funcid f(z) si es verifica que F'(x) = f (z).
Si F(z) és primitiva de f(z), també ho sén totes les funcions de la forma F{x)+
¢, on €' és una constant, ja que (FE)+C)Y =F(z)+0= Fl(z) = f(x).

Ezemple

La funci6 f(z) = 2 té per primitives totes les funcions de la forma F'(z) =
z? + C, i per tant:

z2, 2 +2 g2 =35, 12 4+V3, ...
son totes primitives de f(z) = 2z.
Per tant, dues primitives d’una mateixa funcié es diferencien en una constant.

Per determinar una primitiva en particular, hem de condixer alguna condicig
addicional.

Ezemple

Trobeu la primitiva de la funcié f(z) = e® tal que la seva grafica talli ’eix
de coordenades en el punt (0, 7).

Les primitives de f(z) = e® sén de la forma Flz)=e*+C.

Per la condicié exposada, s’ha de complir que F(0) = 7. Si substituim:
FO)=e®+C=27=1+C=C=5.
La funcié demanada és F(z) = ¢* + 6.

Frercicis

199
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1) Escriviu 'expressio general de les primitives de les funcions segiients:

a) flz) = 3z2.
b) g{z) =sinz.
¢) hi{z) = —5.
d) i(z) =1/z.

2) Determineu la funcié primitiva de f(z) = cosz si se sap que la seva grafica
passa pel punt (7/2,4).

3) Se sap que la funcioé

2 +1
F(:I:)u-mg_l.

és una primitiva d’una funcié f(z). Calculeu aquesta funcio.

9.2 La integral indefinida

Definicig
El conjunt de totes les primitives d’una funcié f(z)} s’anomena integral indefinida
de f(z) i es representa com a:

f flz) dz.

Si F'(z) és una primitiva de f(z), podem escriure:

/f(m)dm = F(z) + C.

Fl simbol dz ens indica quina és la variable independent.

El procés de trobar la integral indefinida d’una funcié s’anomena integracid. De
la definicié es dedueix que la integracié és I'operacié inversa de la derivacié.
FExemples

1)
fcos:cd:r; =sinz+
2)
/e“" dr =¢e* +C
3)

/4z3d$=:c4+6’.

Sk e i Sas s i L e B B
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4)
fl/md:c =hz+C

Ezercicis

4) Calculeu les derivades de les funcions segiients i escriviu-ne després les
corresponents integrals indefinides:

a) f(z) =tanz
b) g(z) = 2%+

2

z
z2 —4
d) i(z) =In*z

c) h(z) =

9.3 Integrals immediates

Definicié

Una integral es diu immediata si es pot determinar a partir de coneixements
elementals de derivacié.

A continuaci6 tenim una llista d’algunes integrals immediates:

n+-1

fa:”dx:;+1+0,néﬂn#~—l fefdr =e* +(
1 , a®
/—dx:ln]:cl—i—c a® dr = +C
z Ina
[sinzdz cosz +C / . dz a;rcsina:-f-c
inzdr = — —dr =
V1~ 12
1 :
Jcoszdz =sinz + C f — dss:wcf)ST—I—C:— !
sm* sk tanz
/ ! da:—/(l—i—ta,nzz)dz"—ta,nz-}—c f ! dx = arctanz + C
costz B 1422 ° 7
FEremples

Calculem les integrals segiients:

1

1 g3+ z2 -1
—dr = -3 = = = —
/m3 T /:c dz _3+1+C’ _2+C $2+C




2/3+1 3
- 2/3 :_x__._____._;"/ 5
/a: dz 2331 - 5V% +C

Erercicis

5) Calculeu les integrals segiients:
1
a) / -3:—4dz
b) [ vzt dx

2

3.’..'2

9.4 Integrals quasiimmediates

Hi ha altres integrals que son una generalitzacié de les de I’
tenint en compte la regla de la cadena de derivacié:

apartat anterior

1)

/ fu(2)]™ () dis = @—f%{_ +C neR ni-L

Ezemples:

1) [(2® +2)4322 do

3 5
U(:C)=$3+2=>/($3+2)43$2d$=(i~§—2)~—+0.
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2) [sin®rcoszdzx

sin® z

u(z) = sinz = /sin2 Tcoszdr = +C.

lnmﬁfln—x-da:— I—i»O.

)
1 !
—_ dr =1 C.
/u(m)u (z)dz = In |u(z)] +
Ezremples:
2z
1 [:r:? + 1 a
2T 2
u(z) :$2+2=>f$2+1d$=1n|2+1|+C:1n(m“+1)+0.
2) [cotzdr
u(z) =sinz = / C?S:B dr =In|sinz| + C.
sinz
1
dx.
3) fﬂ:ln:z: a:
u(z) =lnz = fﬁda: =In|lnz|+C. . °
Inz
3)
/sin[u(:c)]u’(:c) dz = —cos[u(z)] + C
Ezemples:

1) f2zsin(z® + 1) dz.
u(z)=z*+1= f2:c sin(z” + 1) dz = — cos(z? -+ 1)+ C.

2) / sm\/_

u{z) =\/E:>/Si2n\/?d$=—cos\/§+0.
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3) [e"sin(e® + 5) dx.

u@) =€ +5= /e$ sin(e” + 5) dz = — cos(e® + 5) + C.

4) [tanmd&::/SIH:C dz.
cos

u(z) = cosz =€ 2T gp = —In(cosz) + C.
cos
4)
/cos[u(:c)]u'(x) dz = sin[u{zx)] + C.
Ea:-emples:
1) / cos(ln ) e
xZ
u(z)=lnz = fcos(ln :c)% dz = sin(lnz) + C.
3 3z +1
2} / 5 €08 3 dz.
u(z) = ot = §(:os?’m-ihlci!:z::sin33:4.1 + Cl
5 5 5]
5)
| 1 I . 2 ! _—
/ mu (z)dz = / (1 + tan[u(z)])v'(z) dr = tan[u(z)] + C.
' . Ezemples:
uz) =14+2° = /———--——hz dr =tan(l +2%) + C
B cos?(1 + z2) = '
2) J2[1+tan?(2z + 3)} dz.
u(z) =2z +3 = /2[1 + tan®(2z + 3)] dz = tan(2z + 3)+C.
6)

]e“(m)u’(x) dz = &% 1

Exemples:
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1) /eta”(l + tan® ) dz.

u(z) = tanz = /eﬁanm(l + tan® z) dz = %% 4 O

2) /Cosmes‘i”das.

u(z) =sinz = /cosmes‘”d:c =M% + O

7)
W) () at{z) c
/ (z)dz = s +C.
FEzemples:
Qarctan T
2 / 1+ 22 az.
2arctan z 2arctan z
u(z ):arctan:z::>/ T3 dz = o + C,
2) / 310%* 2 4.
o42 y 103m+2 o
u(m)—3x+2-—">f310 2= 175 + Cl
8)
/ SCAC) N dz = arcsin[u(z)] + C.
V1= fu(z)P
\/#_ dzx = arccos[u(z)] + C.
/ v (z) dx = arctanu(z)] + C
L+ [u(@)]? '
Ezemples:

2z da
STzt

2
)=z = / ﬁ dz = arcsin(z?) + C
—(z

205
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e
2 dz.
)./\/1—62“’ *

u(z) = e® = / \/1:8(%)2 dz = arccos(e®) + C.

3 €T 3
W) =2" = [ —— = ar tan(z°) + C.
(z) fH(xs)z ctan(z?)
Exercicis

6) Calculeu:

\a) /2:1:\/ 1+ 22dz,

b) [ —sinzcos? zdz.
o) /'arctan:c
1+ z2
d /—-———(x__g)zdw

7) Trobeu la primitiva, de la funcié f(

.T.) = sina:cos:r la graﬁca de la quaI
assa pel punt 15
p p 2 2 *

8) Calculeu:

a) [42%sin(z? - 3)dz.
tan:c

b) /0052

o) /1+tar1 xdz
tanz

d)/1+4

9) Calculeu

a) f(32% — 1) cos(z® - r)de,

2z
b / dz.
) V142
e:r:
2 /e“’ﬁ—gdm
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dz.

1
d
) ./ V1 —z?%arcsinzg

10) Determineu les asimptotes de la funcio F(z) = f —(m—_é—g—)a- dz, sabent que
F(-2)=2.

. 9.5 Les integrals i les operacions amb funcions

Es molt facil comprovar que:
f[f(:v) + g(z)) dz = /f(m)da: + /g(m)dm.
/kf(z)d:c:k/f(z)dz.

Ezemples
1)
3
f(:rz-%—ez)d:n:/ewdm-!—/:czda::%——!—ex-i—c.
2)
2
/x_;;/?ﬁdx: %dx+/m'f3/2da:=ln|m|——\/,_—m+0.
3)
6s2+9 6 9 1, 3,9
f Ex d:c——gfmd:r-!—gf;da:—g:c +5ln|$l+6‘.
4)
fcosm3x2d$ = %/cosx33m2dm: %sina:3 +C.
3)
7 7 3 7
fsm_l_lodm—§f3$+1ed$—§1n|3$+10[+0.
6)

x 1
.,.____-dg;:-/q; ]_—:_‘[:2 "1/2()!:1::—--—]——2:1‘.1—-562 __1/26{113:
fm S 2 =)

1{(1— 231/2

Exercicis

11) Calculeu:
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(2:53 322 +5xr — 1) dz

b)/

0 / (27 — 3)(2z + 3) dx

12) Se sap que la grafica d’'una funcié passa pel punt P(1,4) i que el pendent de
la recta tangent en qualsevol punt d’aquesta grafica s’expressa mitjancant
m(z) = 2z — 3z + 5. Determineu I’expressié algebraica d’aquesta funcié.

13) Calculeu [ tan®zdz (sug.: sumeu i resteu 1).
14) Calculeu:
a) [5cos(3z — 2)de

b) / :z:-i—l

c) f\/7$ —6dz

)
)/\/1~—9:::2 o
e) [2z3/1 - z3dx

9.6 Metodes d’integracié

9.6.1 Integracid per parts

Aquest metode es basa en I’aplicacié de la regla de derivacié del producte:

[u(@)v(z)] = v'(e)v(x) + u(z)'(z)

Si integrem:

/[u(m)v(z)]'dx = u(z)v(z) = /u'(x)v(:z)d:n-l— /u(z)v'(m)dw

51 podem calcular una de les integrals del segon membre, ja podem conéixer
Ialtre:

[u(x)v'(m)dm = u(z)v(z) — /u’(m)v(m)d:c

0 bé

/u’(m)v(z)daz = u(z)v(z) - fu(m)v’(x)dx

Observacid
A vegades és molt itil usar la notacié segiient:

duv) =udv+vdu
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Si integrem:

/d(uv):uv:/udv+fvdu
fudvzuv—fvdu

Ezemnples

1) fzcoszdz

w(z) =z; v'(z) = cosz = u'(z) = 1, v(r) =sinz

/zcos:z:dm::csina:——/l sinz dxr =

Zsinz — (~cosz) +C = zsing + cosz + O

51 considerem Valtra possibilitat (v'(z) = ; v(z) = cosz), es pot com-
provar que la resolucié és més complexa.

2) [arctan zdz

1
u(z) = arctanz; v'(z) = 1= u'(z) = oo viz) =z

1 2x
/arctan rdr = garctanzy — = | 22 gp —
2] 1422

rarctanx — %ln(l + 1)+ C.
3) [z dx
'LL(:?:) = :CQ; U"(SL‘) =e% = UI(IC) — 9 U(.’L‘) =

P 2
/m‘e” dr = z°e® — /xe"’" dz = z%e® — Z/xem dz.

La integral [ ze
per parts:

T,

*dz no és immediata. Cal tornar a aplicar la integracié
r(z) =1 s'(z) = e* = r'(z) = 1s(z) = e®
/:z:ezda:: me”-—/ezdx:ze‘”—ex.

Per tant:

/:cge dz = 2% — 2(ze® — %) 4 ¢ = (g - 2r 4 2) + C.
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4) [e®coszdx

u(z) = e® v'(z) = cosz = u'(z) = e% v(z) = sinz

/em coszdr = e sinx — fe:” sin z dz.
Tornem a aplicar el métode a la integral [e®sinzdr.

Me) = e i'(z) =sinz = B (z) = &* Wz) = —cosz
[e‘”sin:z:d:n = —e"’cosm—/e’:(— cosr)dr =

- ~~e”sin:z:—f—/em cos T dz.

Fixem-nos que ha tornat a sortir la integral inicial. Si substituim:

2fez coszdr = e*(sinz + cosz) + C =

1
/ez coszdr = —2—e$(sin:c +cosz) + C.

FEzercicis

15) Calculeu:
a) [zsinzdz.
b) [zinzde.
c) [ 2%z dz.
d) [(3z +2)coszdz.

16} Calculeu les integrals segiients (cal aplicar dues vegades la integracid per “”3:
parts): .

17) Resoleu I'equacié F'(z) = 0 si F(z) = [e*z(2 + x) dz.
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9.6.2 Integracié per canvi de variable

Quan la integral no és immediata i la integraci6 per parts no la resol, es pot
recorrer al canvi de variable. L’objectin del canvi de variable és transformar la
integral original en una altra més facil d’integrar.

Exemple:
2 1
/ T++/7 4.
: Si fem:
Ve=t=z==
@— = 2t = dz = 2tdt.
dt

i
i
i
b
;
;
v

Si substituim:

1 2t 2
/a;+\/5ﬂc ft2+t /t+1d

1
2]—-——dt=21n[t+1l+0.
t+1

Desfent el canvi:

1
/$+ﬁd$_21n|\/5+1|+0.

Si el canvi és adient, la integral resultant sera més facil que la inicial. Finalment,
hem de desfer el canvi.

S

Ezemples

e -1
1)/ -5 dr.

Fem el canvi e* = ¢

ef=t=>zrz=Int =
dzx 1

1
- =T —dr=—dt
3 t

at |
-1 t—11 t—1
/eezz dﬂ;:/.—g:‘;-—zdt:/ t3 di =

L 1y [im2 s =1 1 _
/(tz 7:3)dt_f(t —t )dt“T+2t2+C"

-1 1
I

+C.

262I
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1
2 —dx.
)./x\/a:—l
Fem el canvi Vo —1=¢
Vei—l=t=z—-1=t>=

Eiﬁ:213=:>al:l:——-f?.tdvﬁ

dt
i 2t 1
- ———dr = | ———dt =2 | ——dt =
/E\/:A:Hl ° /(t2+l)t /t2+1
2arctant + C = 2arctanv/z — 1 + C.

Exercicis

18) Calculeu:

1
a) /16—:82 dr amb z = 4t.

b) f ad dz, amb vz —1=1t.

T -1

19) Aplicant el canvi de variable sinz = ¢, calculeu:

f cos® = dx

(Si teniu en compte que cos® = cos® z cosz = (1 — sin® z) cos z, la integral

es pot calcular sense canvi de variable).

20) [ V1 —ade

Utilitzeu el canvi x = sint o ¢ = cost.

9.6.3 Integracié de funcions racionals

Es tracta de calcular integrals del tipus:

on Pz} i @(z) séu polinomis.

Per calcular integrals no immediates de funcions racionals cal descompondre
aquestes funcions en suma d’altres de més senzilles. Per aconseguir-ho, cal fer
la factorizacié del polinomi-denominador.

I

P
Qz

%da:

» I grau del numerador és més petit que el grau del denominador.
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1) El denominador només té arrels simples.

Q) = (z ~z1)(z — 22) ... (z ~ z,)
La fraccié P(x)/Q(z) es pot descompondre en la forma:

Plz)  a b T
Qlz) z—1z, 2z2-12 z-2z4

on a,b,...r sén nombres reals. Llavors:

242) = [—a——d:r+/ i da:+...+/ T o=
Q(z) T — T I — Ty Z— ZIp

alnjz — | +blnfz — zo| + ... +rln|z - z,| + C.

Exemple
f:c+3 / z+3 s
(:1:—2)z:+2)
z 4+ 3 N _ oz +72)+ bz -2)
(:1:—2)(:z:+2) m—2 :.':+2 (z —2){(z +2)
Igunalant:

t+3=a(z+2)+bz~2) >z +3=(a+b)z+2~2b

Il=a+b
3=2a—-2b
R IR | .
Lasoluc10esa—41b- T
T+ 3 5/4 ~1/4 5 1
— _ -t dyr = = —_ — .
/m2—4d"” fx+2d$+fa:—2 = gnle-ghnle-2i+C

2) El denominador té alguna arrel multiple:
Qz) = (& —z1)"(z — x2) ... (z — z)

Llavors, podem fer la descomposicié tinica:

Plz) o Qs I Qp + b " r
Q) -z (z-m)?2 T -z Tz T~ Tp

1 actuar com en el cas anterior

Ezemple
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/ 2z —1 i
(z —3)(z +1)

22 -1 _ & " as 4 b
(-3 (z+1) =z-3 (z~3)2  z+1

2z -1 _ e+l +ei(z-3)(z+ 1) + b(z — 3)
(z-3)2%=z+1) (x-3)2(z+1) )
Resolent:
01:—?—)——02:?—5:-—-1.
16 4 16
Per tant:

/ 2z — 1 dx_g/ dz +i/ dz 3 T
(z-3)3*z+1) 4) -32"16/ z—-3 16 T+1 ]

3 3
m+i§lnlm~3|—i€m‘$+ll+0-

"5 16 $—3 5
4-———(9:“_3) +lIn ($+1) + C.

3) El denominador t€ algun factor que no es pot descompondre.

Si la integral del factor que no es pot descompondre és del tipus:

f——-———-——k dz
ax? + br + ¢
i —4dac <0

Llavors:
/ k dz = k / dx
ar?+bz+c¢ = a b c

2?4+ -z +
a a

Les integrals d’aquest tipus sempre donen una funcié arctan i per
trobar-la. cal posar el denominador en la forma, (z —p)? +qirecordar

que: @)
u'(z
/ T+ W) dz = arctan[u(z)] + C.
Eremple

/ 6 d _”Gf dzx _6/ dx _
2 +dp+13°° 7 2?2 +4r+4+9 (z+2)2+9

1/9 9 da
_'——9 +1 ( 3 ) +1
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1/3
2/ / > dm:Zarctanﬁ—z+C.
z+2 1 3
3
En el cas que la integral sigui del tipus:

pr+q
=9 4
faa:z—}—b:z:-i-:r: .1:

i b2 — 4ac < 0 tenim dos casos:

— Multiplicant o dividint per un nombre rea,l podem aconseguir
que px + g sigui la funcié derivada de az? + bz + 2

Ezemple

— Si no podem fer el cas anterior, sempre es pot descompondre

la integral en suma de dues que sabem caicular: arc tangent i
logaritme neperig:

Ezemple

/ 4dr + 6 z—Ef 20+ 3 =9 2r+2+1 _
22+ 2x +5 22+2:1:+5 22 L2z +5

x4 2 dz

L. 2 — d —_— ) =
(/x'3+29:+5 $+/x2+22:+5)

. 9 dx _
2111(17 +2$+5)+2/m—

1/4

z+1\?
1
(53) +

1/2
T+1 2
( ! ) +1

2 1
2In(z” + 2z + 5) + arctan (3:—21— ) + C.

2ln(mz+2x+5)+2/ dz =

21n(2:2+2:5+5)+/ dr =

» El grau del numerador és més gran que el grau del denominador.

En aquest cas es fa la divisié entera de P(z) i Q(z) i podem escriure:

£z Flz)

o0& ~ ‘) gay

z+41 1 2r+2 1
P e el (L AR SO TP
/$3+2$+5d£ 2fx2+2w+' T =g e 2 4 5)+0
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i
b
?g On C(z) és el quocient i R(z) és el residu. Per tant:
[E2 g, [o [ Ee)
= z)dr 4+ [ =——-d
4 @) A Ty
E
T estarem en algun dels casos anteriors.
-

Ezemple

3 /m3—-4m2+2x+5d o
~5z+6 o
;; Si fem la divisid tenim: 4
] ot 4zt 4 2 f =gl b L .
: “ 22 -5 +6
' [ Llavors:
3
; 3 2
' T8 —4x° + 2+ 5 T —1
N dz = 1)d —_— e =
/ z? — 5z 4+ 6 o /($+ ) $+/$2-—5x+6d$
z? z—1 z~1
; - + dr +
2+9: f$2—5$+6 $+/($_3)$_2)

I és molt facil comprovar que:

f:c3——4z:2+2:c+5 2

- dxz~é—+m+2ln|a:——3[—-1n[m—-2[+0.

Exercicis

S —
B e T T R T S *

21) Calculeu:
10
a) /—-—————-—$2 e dz.
b) / % -3
z(z — 1)(z + 2)
1-2z
°) / 6m2+11$—6dx'

d
22) Calculeu / \—S/_m_f—————ﬁ fent el canvi z = ¢5.

23) Calculeu:
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9.7 Exercicis de repas

1) Quina és la primitiva de la funcié f(z) = 22+ 5 que verifica la condicié
F(1) =97 I la que verifica F~! = —3?

2) Trobeu I'expressid de la funcié F(z) la grafica de la qual passa pel punt ’

(1, 1) sabent que el pendent de la recta, tangent en qualsevol punt és donat
per la funcié m(z) = 32° + 6z — 4.

) i
3) Determineu les asimptotes de la funcié ¥ (z}= f -(-;—4)—2 dz sabent que

F(z) talla I’eix de coordenades en el punt (0, 3)
4} Calculeu:
a) [(=3%3% +4cosx)dz.

2
- 1
b) /a: 3;/5-!— .

2 2
0 [Lﬂj_fﬂ_m__dm_

4z2

d) / (4 + tan® 2) dz.

24z
e)/ — dz.
f) [cosbzdz.

) [ oo
& cos ztanzx’ e

i) [z®sin(z? — 7)dx.

i) /5“‘”(1 + tan® z) dz.

5
k) —C?/S_——:%—\/E dz. B

(14 Inz)?
D) / e

1 1
m}) /$—231ngdm.

5} Calculen per parts les integrals segiients:

a) [ z*sin3zdz.
b) fcos(lnz)dz.
c) [e'® cosdzdz.
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d) [(z-—~1)5% dz.
e) [In®zdzr.

6) Comproveu la igualtat segiient:
f(:nz —2z — De®dr = (27 ~ 4z + 3)e® + C.

7) Calculeu:

a) [v4—z2dz.

3
b) /9+$2 dz.

8) Calculeu les integrals segiients:
- 4 — 3
2) f::ﬂ ~T0z 125
-1
b) f:c3+2:c2 -4:c—8d$'
) / dzx
Y TSy
2 — 3z
d) [ - d.

9) Trobeu una primitiva de f(z) =

2r +1
T2+ 4

10) Un mobil recorre una trajectoria rectilinia amb una acceleracié constant
de 2m/s®. Se sap que en el moment de comengar a comptar el temps
v(0) =3m/s i s(0) = —5m.

Trobeu les expressions de s(t) i u(t).

11) Un mobil recorre una trajectoria rectilinia de manera que la seva velocitat
varia amb el temps d’acord amb I’expressié v(t) = 2¢+ 6 en unitats del SL.
Es tracta de trobar I'expressié que ens ddna la posiciéd d’aquest mobil ep
funcié del temps, sabent que en I'instant inicial es troba a 6 m de Porigen
de posicions.

12) Un mobil es desplaca sobre I’eix X de manera que la seva acceleracié és
donada per 'equacié a = 2t + 1m/s%. Siper t = 0 es verifica v(0) =
—2m/s i z(0) = 10m, trobeu les expressions de la velocitat v(t) i de la 7
posicié z = z(t) d’aquest mobil.

dz

Ve+l4+v/z—-1

dx

1 —sinz’

13) Calculen [

14) Calculeu ]
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15} Calculeu les integrals:
a) f[(tan®z + tan” x) dz.
dz
b) / VI cos? \/x’
dx
(z —1)(z® + 5z 4+6)

4
T

d) [1—!—3:2 dz.

e) [cosz /7 +singdz.

16) Trobeu Pexpressié de F(z) que verifica F' () = 2z — 6 i la seva grafica
presenta un minim en el punt d’ordenada -1.

17) Aplicant el métode d’integracié per parts, calculeu Jcos? z dz.

18) Calculeu:

142z
3) fl+$2d$

by [V1=3zdz.

c)/ 3r+1 i
21 — 23 — 2222 + 16z + 96
dr
d) /3:24-3:1:-{—4'
/Iigdm

arctana:
f ' ) .
) / 1422

g) ,/10—}—61:—[—3:2'

eﬁ:
h) /e"‘—!—é}dx
i) [sin®zdz.
i) [tan2zdz.
k) [zinzdx.

1) [z?sin3zdz.

—d
/cos2 -
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9.8 Solucions

1) a)z®+C
b) —cosz+C
c) =5z +C
d) Inz+C
2) sinz+3
4z

1
4 2 cos2 g

b)'3-In2.2%x+5
8z

3) —

5 a) -35

6) o) 2/ATFP+C

8) —cos(z* - 3)+ C

a)
b) etns 4 ¢

CAPITOL 9. PRIMITIVES
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¢) In{tanz) + ¢
d) arctanz® + C
9) a) sin(z® —z)+C
b) 21+ 22+ C
¢) In(e® +9) +C
d) In(arcsinz) + C

10) ¥y = 3; 4z = -3

2z, 5a?

11) a)—g—ﬂm +—2—"-.’B+C
b -2 4o
20z — 1)

3
0¥ _grvo

3
2% 312 1
oy 2L _ 2T _Z
12) 3 5 oT 5

13) tanz — 2+ C

14) a) g- sin(3z - 2) 4 C

b) In{e* —5)e +C
2 §.—
- -2

c) 5 (7z — 6)

d) garcsin(S:z:) +C

) —5(1 -z}

15} a) sinzx —=zcosz+C
z° z2
b) ?III:B—'Z"!—C
2% 2%
) ————+—+C
) (In*2) 2

d) 3cosz + 3zsinx + 2sinz + C
2ze’®  2e5%

16)_a) 5 o +125+C’

b) (_ 2 T2 21 )2“”-1—0
In*2 In2 In%9

232: 9. 23:1: 23m+1 3:223:1: L s
3n2  27ngs T otz " agg T C 5

c)
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17) 2 =0,z = -2
In(r +4) in(z—4) e

18) a) 3 3
- 2 _ 3
b) 2\/2:-—1+-—---——-~——~—-"(9i31)+c
2 . .
19) COS“ TSINZT + 2sinz L
3 3
Vv1i-—-z2 i
20) T T N arcsinz 4
2 2
10
21) a) -;C-r——+C’

A

3
2

b) —lnx—%ln(m—1)+—é—ln($+2)+c

CAPITOL 9. PRIMITIVES

0 —%111(2:—-1)—!-3111(:1:-—2) ~ -gln(:c—?;) +C

22) 24/T - 3T — 64z — 61n(l + ¥z) + C

1
23) a) -z” + 5554 24In(z — 5) + C

2
2

b) %+23:+21n2:+21n(:1:—-2)+0
c) z+3ln(z-3)—3In{z+3)+C

Ezercicis de repas
1) z2+52+3
2) 28+ 322 —4z + 1

3)y=£,z=4
3 -3 .
4)  a) - 3 +4sinz + C
2
b) —2——6\/5—!—1113:—]-0

3z Inz 1
0Tt 3 e

d) dz +tanz -z +C

dr 2z
e) '——7—' + 7 +C
f) sing&c} VO

g) In(tanz) + C
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h)
i)
j)
k)

)

7)  a)
b)
8) a)
b)

d)

41n(2" - 13)
In12
__cos(z?! — )

4
5tan z
C
In5 +

10 - sin(\/z} + C

Inz Infz Iz

s TTg T
1
=)+ C
cos(x)—i—

+C

+C

+C

3 27 9
zsin(lnz) " z cos(Inz) Lo
2 2
e’ sin(4x)
) + 1 +C
T 53 T
5 ) L C

In5 Inb In’;

zln’z ~%zlnz+ 922+ C

/4 — 32
2

T
arctan 3 +C

+ 2 arcsing- +

17
A —
x__5+4n(a: 5)+C

In(z-2) 3  In(z+12)
16 Az + 2) 16
Inz In(z—-1) In(z+7)
TTTT R T
41n(3z — 1)

—@+ — a2 +C

+C

x
arctan(=)

9) In(z® +4) + ———2. 4+ ¢

2

z? cos(3z)  2cos(3z) N 2z sin(3z) .

+C

C

223 i

10) s(t) =t +3t—5;0(t) =2t+3

11) s{t) =t2 +6t+6

2 |
12) v(t):t2+t—-2;:1;(t)=§+§-—2t+10
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14) — )+ C

1+ tan(-;-

tan® z

6

2sin(+/7)
b) _—"___cos(\/@ +C

In{z ~1) In(z+3) In(z+12)
) Tt CR

15) a) +C

C

3
d) %——$+arctan:c-{—0
6
i )
) 5(7—!—21113:) s

16) =2 ~ 6z + 8§
) Cosm-sina:_%_:c 4
2 2

In(1 + z2
18) a) ﬂ%it—l+arctanx+0

13]' —
b) _g_..lT_?E +

) 2In(x — 3) " 13In(zx — 4) . 11
7 48 1112

d) 2+/7 arctan(ﬁ%-ﬂ) +C

17

arctan® z
e) 5 +C

f) arctan(z +3)+C

g) In{e* +4) + C

sin® zcos 3coscsinz 3z

h) i — 3 + ? +C
2
i In(2 + 2(23,11 (2z)) Lo
2

T
—"Z--i-c

zlnzx
2
_ @ cos(3z) N 2 cos(3z) . 2z sin(3z)
3 27 9
1} ztanz + In{cosz) + C

)

k)

+C

In{z + 4) -

In(z + 2) -

12

C




Capitol 10

LA CIRCUMFERENCIA

10.1 Lloc geometric

Definicio
Anomenen lloc geométric del pla, al conjunt de punts del pla que verifiquen una
determinada propietat.

Ezemple

Una recta és el lloc geometric dels punts {P(z,y)}, en qué les seves coor-
denades verifiquen una, equacié del tipus y = az + b.

10.2  Equacié de la circumferéncia

Definicio
La circumferéncia és el loc geomeatric dels punts P(z,y) del pla qué equidisten
d'un punt fix C{a,d), anomenat centre.

Podem deduir I'equacié de la circumferancia a partir de la seva definicié. Si
P(z,y) és un punt de la circumferéncia, llavors la seva distancia al centre Cl(a,b)
és:

d(C,P) =r

Aquesta distancia r s’anomena radi de la, circumferéncia.

225
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N

La distancia entre els dos punts és:

LU Py = /(= —a)? + (y = )2 =1 (z—a)+(y—b)? =2

Aquesta 1iltima relacié és Pequacié de la circumfergncia de centre ¢ (@,b) iradi
T

Ezemple
L’equacié de la circumferéncia de centre C(2,—1) i radi 3 és:
E-2+@+1)?=09.

Es facil comprovar st un punt és de la circumferéncia substituint les seves coor-
denades en 'equacié i comprovant si la verifica.

Frercicis

1) Escriviu equaci6 de la circumferéncia de centre (2,0) i radi 2. Dibuixey-
la.

2) Una circumferéncia ¢ per equacié z2 -+ y* = 16. Calculeu el seu centrei
el seu radi.

3) Trobeu I'equacié de la circumferéncia de centre (—3,1) i radi 4. Compro- -
veu si el punt (3,4) és de la circumferéncia,

4) Determineu Pequacié de la circumferéncia que té per didmetre el segment |
determinat pels punts A(~1,4) 1 B(3,0).

10.3 Determinacié del centre 1 del radi

St transformem l’equacié de Ia circumferéncia de centre C'(q, b) i radi r, tenim
que:
(z—a)’ +(y—-b2=r?

:1:2+y2—-2a:c—-2by+a2+b2—7‘2=0
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Per tant, si una equacié d’aquest tipus ha de ser la d’una circumferéncia s’ha
de complir que:
22+ +mz+ny+p=0.

1 per tant:
e M= —2a
e n=—2b

e p=a®+ b -1t
on (a,b) és el centre i  és el radi de la circumferencia.
Exemples

1) Comprovem si Pequaci6 z%+y* —6z+4y+9 = 0 és la d'una circumferéncia.

—f=-20—ra=3
4=-2b—b=-2.

El centre és el punt (3, —2)

9=324+ (-2 -1 oarlf=4—r=2

Per tant, Pequacié anterior és una circumferéncia de centre C'(3, —2) i radi
2 que podem expressar com a:

(z-3Y+(y+2)7° =4

2) Comprovem si 'equacid 222 4+ 2% + 6z — Ty + 12 = 0 és la d’una circum-
feréncia.
2, .2 7
T4+ y +3m—§y+6:0

3
= —2a0 = = —
3 a—a 2

-7 7
-§—m—2b——>b—z

-3\?  /7\? , 11
6={_= S R ) e il
( 3 ) i (4) " SNTS
Per tant 'equacié proposada no és d’una circumferencia.

FExercicis

5) Calculeu el centre i el radi de les circumferéncies seglents:

a) 7% +y* ~ 8z — 6y +20=0.
b} z* +y* +6y—7=0.
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c) 3x2+3y2——5x+9y+%3:0.

6) Alguna de les equacions se

glents no és d’una circumferéncia, Comprovey-
ho i raoneu la respostas:

a) $2+y2—8:z+33:y—-5:().
b) 32242y 524+ 9y 490
c) 8 +y? —3 =0,

d) 2% +3y* + 4z + 8y +20 =g,

e) 32+y2-§m+§y+2=0.

10.4 “Circumferéncia que passa per tres punts

Donats tres punts P, Qi R no alineats, hi ha una nicg circumferéncia que elg
conté.

Eremple

1) Siguin els punts P(0,-1),Q(1,1), R(

3,0). Els tres punts no estan alineats,
1 com que han de verificar I'equacié

22+ 42 4 g+ ny + p = 0, tindrem:

P(O,——l)z#»l—n-i—p:O
Q(l,l):>2+n+m+p:0

R(3,0) = 94+3m+p=0

Tenim un sistema de tres equacions amb tres incognites i resolent-lo:

p=0n=1m= -3

Si substituim tenim Pequacié de Ia circumnferdncia demanada: %+ g2
3r +y=0.

Ezercicis

7) Una circumferéncia, bassa pels punts A(

2,~1), B(2,4) i C(O,—2). Deter-
mineu el centre i ¢f radi i escrivig-

ne 'equacié.

8) Escriviu I'equacié de Iz circumferéncia en la forma 22

+y2+m$+ny+p =0
sabent que passa pels punts (0,3), (-3,0), (1, 1).




10.5. POSICIO RELATIVA DE RECTES I CIRCUMFERENCIES 229

10.4.1 Posici6 relativa d’un punt i una circumferéncia

Un punt respecte d'una circumferéncia pot ser de la circumferencia, interior
o exterior a ella, depenent si verifica 1’equacié de la circumferencia o la seva
distancia al centre es més petita o més gran que el radi de la circumferencia.

Eremple
El punt (4,-1) no és de la circumferéncia z? + y? — 6z + 8y = 0, ja que no
verifica la seva equacié.

El centre de la circumferéncia és (3-4) i el seu radi 5. La distincia del

punt (4,-1) al centre resulta +/10 > 5 i per tant el punt és interior a la
circumferéncia.

10.5 Posicid relativa de rectes i circumferencies

10.5.1 Interseccié d’una recta i una circumferéncia

Per calcular els punts comuns d’una circumferéncia z2 -+ v+ Ax+By+C = 0

1 una recta y = mx + p, cal resoldre el sistema:

?+y? + Az +By+C =0
y—mz—p =0

que és un sistema no lineal que es pot reduir a una equacié de segon grau i que
podra tenir dues, una o cap solucid.

Aix0 ens donara la posicié relativa d’una recta en relacié amb uns circum-
feréncia: secant, tangent i exterior:

¢ Si hi ha dues solucions: la recta és secant 3 la circumferéncia.
e Si hi ha una solucié: la recta és tangent.

¢ Sino hi ha cap solucié: la recta és exterior a la circumferéncia.

Lremple

Calculeu la interseccié de la circumferéncia ¢ - z2 +y?—10z+4y—29=20
amb:

r:iz—y+3=0

o +y?—10z+4y—-29 =0
T—y+3 =0

Yy=z+3=>2"+(z+3)2-10z2+4(z+3) -20=0= 22 —-8=0
r=2y=5% z=-2;y=1

La recta és secant.
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2) s:-x—y+6=0

4y — 10244y —29 =g
Sz —y+6 =0

6 2. (6 2 6
Y=gr+6=0"+ (2 46) ~ 102+ Z2+6)-29=0

6122 + 230 + 775 =0

Aquesta equacié no té solucions reals. La recta és exterior a la cir-
cumfereéncia.

3) u:3z~Ty+29=0

2?4+ y? — 10z +4y —- 29 =@
3z — Ty + 29 =0

3 3
58y2—580y+1450=0=>y2—10y+25=0=>y=5; T =2

Ty —2 Ty ~ 29 2 -
z= 22 9:>(—-—~—3” 9) +y2—10(7y329>+4y—29=0

La recta és tangent a la circumferéncia,

10.5.2 Posicid relativa de dues circumferencies

La posicié relativa de dues circumferéncies 'obtindrem resolent el sistema format
per les seves equacions:

2>+ y?+ Az + By +C =
P4y + Az + By =9

Aquest sistema pot tenir dues, una, cap o infinites solucions, que ens dona-

ran les posicions relatives de les circumferéncies: secants, tangents, exteriors o
coincidents.

Ezemples

1) Estudieu la posicié relativa de Jes circumferéncies:

1) 2 +y?-22-2y=0 22 +y? ~8x—8y+6=0
Resolem el sistema.:

¥ + 4% — 20 — 2y =0
T +y? -8z -8y +6 =0
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Si restem la segona equaci6 de la primera tenim: 6z + by -6=0=
z+4+y—1=0,1 aixd és 'expressié analitica d’una recta. Ara cal
resoldre el sistema:

22+ -2z -2 =0
z+y—1 ={

y:1—m=>2:1+(1—:c)2—23:—2(1—~:z;)=D

1
:>2x2—2$—1=0:>x:§:h§
Hi ha dues solucions; per tant les circumferéncies sén secants en els

punts:

2 27 2 2

3 2Tyt

o) ¢ (-9

2) ¥ +y?~6y =0iz"+y> —4y+3 = 0. Si restem ambdues equacions
tenim: 2y +3=0=y = -2
En substituir en una de les equacions anteriors:

9 45
2,2 9= 2 _ 4 S
T +4+9 0=z 1 i

Aixd ens diu que no tenen punts en comi. Cal giiestionar-se ara si
les dues circumferéencies sén exteriors o interiors. Per saber-ho, cal
comparar la distdncia entre els centres amb la diferéncia entre els
radis.

24y - 6y =0

té centre (0,3) 1 radi 3.
?+y? —4y+3=0

té centre (0,2) i radi 1.
La distancia entre els centres és 1, que és menor que la diferéncia

dels radis i les circumferéncies sén interiors. En cas contrari, serien
exteriors.

3) 22+ 3y~ 6y =012 +y%+ 10z — 6y + 30 = 0.
Si restem les dues equacions resulta:

10z +30=0=>2z=-3=9y=3

El punt (-3, 3} és comi a les dues circumferéncies, i per tant, sén
tangents. Cal ara saber si sén exteriors o interiors.

El centre de la primera és (0,3) i el seu radi és 3. De la segona,
respectivament, (-5,3) i 2. Com que la distancia entre els centres és
igual a la suma dels radis, sén exteriors.

Si la distancia fos la diferéncia dels radis, les circumferencies serien
tangents interiors.
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10.6 Rectes i circumferéncies tangents

10.6.1 Cirrcumferéncia tangent a una recta

La recta tangent a una circumferéncia és perpendicular al radi en ¢] punt de
contacte. Per aixo, la distancia del centre de la circumferéncia a la recta és igual
al radi. Per tant, donats el centre i la recta tangent, la circumferencia que es
pot construir és tinica.

Ezemple

Sigui el punt C(2, —1) el centre d’una circumferéncia tangent a la recta
S:y=2x+2
Si posem I'equacié de la recta en forma implicita —z + ¥ — 2 =0, tenim:
—-2-1-2 5
r:d(C,s):t-r::—--———m——[ | _

- VEDZ R B

y=x+2

Podem, doncs, escriure P'equacis de la circumferéncia, de radi — i centre

V2
(2,~1):

2
z-2+(@y+1)? = (—%) —>(:c—2)2+(y+1)2:%—.

Ezercicis

9) Dibuixeu la circumferdncia de centre, I'origen de coordenades i tangent a
la recta y = ~2. Escriviu-ne Pequacis.

10) La recta que passa, pels punts 4(-1,3) i B(3,0) és tangent a una circum-
feréncia de centre ¢ (3,4). Trobeu I'equacié d’aquesta circumferéncia.

11) Una circumferéncia de centre C'(1/2,9/4) és tangent a la bisectriy del
primer i tercer quadrants. Escriviy I'equacié de la circumferencia.
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10.6.2 Recta tangent a una circumferéncia
Per un punt de la circumferéncia

Una recta és tangent en un punt P d*una circumferéncia si és perpendicular al
radi en el punt de tangéncia P.

E;z:emple

Sigui la circumferéncia (z —1)® + (y+2)% = 10 i el punt P(0, 1). Busquem
Pequacié de la recta tangent a la circumferéncia pel punt P.

y=x/3+1
P(0,1)

La circumferéncia té centre C(1,—2) i radi +/10. La recta que ‘passa per
1
(0,1) 1 (1,-2) és y = —3z + 1. El pendent de la tangent sera 3

1
Com que també passa per (0,1), 'equacié de la tangent és y = 3 + L

Des d’un punt exterior

Aqui hi haura dues solucions, i malgrat que no coneixem els punts de tangéncia,
sabem que la interseccié d’una recta tangent amb la circumferéncia serd un sol
punt.

Ezemple

Sigui la circumferéncia z® -+ y* = 4 i el punt P(—4,0), exterior. Trobeu
les equacions de les tangents des d’aquest punt.

La circumferéncia té centre C(0,0) i radi r = 2.
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P

P(-4,0)

S\

ci,0

Es Tacil comprovar que la recta que passa per P té per equacié y = 4m-+mz

El sistema format per les equacions de la recta i la circumferencia ha de
tenir solucié unica:
{ z? + y? =4

y—mz—4m =0

Substituint y, ens queda: % + (m(z +4))? = 4. Com que la solucié ha de
ser unica, el discriminant ha de ser zero:

64m® - 4(1 4+ m?)(16m? = 4) =0 = m = ﬂ:\/g.
Les rectes sén y = \/:1;(3: +4yiy = —-\/g(x +4).
Ezercicis

12) Escriviu 'equacié de la recta tangent a la circumfersncia ¢ en el punt P
que pertany a aquesta circumferéncia en els casos segiients:

a) £’ +y® — 22— 4y+3 =01 P(0,1).
b) 2® +y® +2z - W0y + 13 =01 P(1,2).
o) 22 +9* -9=01iP(V3,—V3).

13) Trobeu k perqué larectaz +y+k =0 sigul tangent a la circumferéncia
% 4% =2,

14) Considereu el feix de rectes que passen pel punt P(0,2). Trobeu les dues
rectes del feix que sén tangents a la circumferéncia de centre ¢ (—1,-1)i

radi /2.
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10.7 Altres coniques

10.7.1 L’ellipse

Definicio
L’el-lipse és el lloc geometric dels punts del pla en que la suma de les distancies
a dos punts fixos, anomenats focus, és constant.

Si designem per r 1 7" aquestes distancies, la suma es representa per 2a.

Fl segment AA’, que passa pels focus F i F', s'anomena eix principal o major i
es representa per 2a.

El segment BB’ mediatriu del segment FF', s’anomena eix secundari’o menor
i es representa per 2b.

La distancia FF' s’anomena distancia focal i es representa per 2¢. Es compeix
que ¢ < a.

La raé £ es diu excentricitat i es representa per e i val entre 0 i 1. En cas que

a . o e s U
sigui 0, representa una circumferéncia i si és 1, un segment rectilini.
Els punts A, A’, B, B’ s’anonemen vertexs de I'el-lipse.

Es demostra que Pequacié de lel-lipse és de la forma:

la qual s’anomena equacié reduida o canonica de l’el-lipse.

10.7.2 La hiperbola
Definicid
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Es el lloc geometric dels punts del pla tal que la diferéncia de les seves distancies
a dos punts fixos, anomenats focus, és constant.

Aquesta diferéncia eg representa per 2q.

La distancia entre els focus F ; F' s’anomena distancia focal ; val 2c.
Es verifica que ¢ > @ i la rag c¢/a és 'excentricitat de la kipérbola.
Els punts 4 i A" sén els vértexs de la hipérbola.

El punt b és tal que ¢2 = g2 + p2.

Sia =, la hipérbola és equilatera.

L’equacié reduida de 1a hipérbola és;

En general, si el producte de les dues coordenades de diferents punts és constant

.. - , . koo -

1igual a k, aquests punts formen una hipérbola d’equacié y = %, Fs ] equacid
&£

de la hiperbola referida a les seves asimptotes.

10.7.3 La parabola

Definicis
La parabola és el lloc geometric dels punts del pla que equidisten d’un punt i
d’una recta fixos.

El punt s’anomena focus i la recta, directriu.
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Si el vertex de la parabola és Uorigen de coordenades, la seva equacid reduida
és y? = 2pz.
p és la distancia entre el focus i la directriu.

10.8 Exercicis de repas

1) Esbrineu si els punts P(1,2), Q(2,1) i R(0,0) es troben en una mateixa
circumferéncia. Si es aixi, determineu el centre, el radi i Iequacié.

2) a) Escriviu 'equacié de la circumferencia de centre (3,2) i tangent a
I'eix d’abcisses. N

b) Escriviu 'equacié de la circumferéncia de centre (—1,2) i tangent a
Peix d’ordenades.

3) Una circumferéncia és tangent a la recta, y = z+ 1 en el punt d’abscissa

3. Se sap que la circumfergncia també passa per (3,~1). Trobeu l'equacié
d’aquesta circumferéncia.

4) Dibuixeu la circumferéncia que té com a equacié 2° +y2 4 6z — 6y +9 = 0.
Considereu el punt P(3,1). Trobeu la posicié d’aguest punt respecte de
la circumferéncia. Trobeu el punt més proper i el més llunya a P que
estiguin sobre la circumferéncia.

5) Trobeu la posicié relativa de la recta 2z — 3y +4 =01 la circumferéncia
de centre (4,3) i radi 5.

6) Des d’un punt exterior a una circumferéncia es poden tracar dues rectes
tangents a la mateixa circumferéncia. Considereu el punt P(-2,0)11la
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7)

8)

9)

10)

11)
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circumferéncia #2 + 42 — 61 — 4y + 9 = 0. Traceu les rectes tangents i
determineu-ne les equacions.

Considereu les circumferéncies ¢ : z2 +yP+4r — 10y +20=01 " de
centre (3,7) i que passa pel punt (—2,7). Trobeu la posicid relativa de les
dues circumferéncies.

Determineu % perqueé la recta 3z -+ ¥ +k = 0 sigui tangent & la eircum-
feréncia d’equacié z2 + y? — 6z = 0. Hi ha més d’una solucié? Raoneu la
resposta.

Donats els punts (0,2) i (0, —2), escriviu I'equacié general de totes les
circumferéncies que passin per aquests punts.

Donades les circumferéncies 22 + 32 = 9 i 22 +y? -8 — 8y + 15 = g,
calculeu P’equacié de la secant comuna a les dues.

Calculeu equacié de la circumferéncia que passa per P (3, —2) i és tangent
alarectaz —y+3=0en el punt Q(1,4).
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10.9 Solucions
) (z—-2°+y?=4
2) C(0,0), r = 4)
3) ((z+3)2+(y—1)2 =16
H (r-1)2+@y-22=8

5) a) C(4,3),r=v5
b) C(0,-3),r =4

5 3 5
C) (61_5):7' - ‘6—

6) a) No.
b) No.
c) Si.
d) No.
e) No

10) (5 =3 + (s - 92 = ()

1, 99 _ V2,
11) (z-3) +(y—4) -(““8—)
12) a)y=-z+1
2 4
b = - —
)V 3-'3 " 3
[T
) y=2-2V3
4y y=zx+2, y=—-Tz +2
Ezxercicis de repas
5., 5., 50
D (= 2P+ - =2 ?
2) a) 5-3P+(y-2)?=4 e
b) (z+1)*+(y-2)°=1
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o prre-dpo¥

g (_30+9V10 90~9\/E)_(-30—9\/E 90+9\/1“o)
10 ' T3 10 T3
5) Secants.

20z + 40
6) y=0,y= 7

7) Secants.

8) k=-9+3/10

9 2*+y’ +mr -4 =90
10) y=3-¢

11) x2_;{—y2—~7x—3y+220
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