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Capitulo 1

Introduccién y objetivos

1.1. Introduccidon

Los materiales compuestos de altas prestaciones progresivamente estan sustitu-
yendo materiales tradicionales en muchas aplicaciones estructurales. Se conoce como
materiales compuestos aquellos formados por la combinacion de dos o mas materiales
conocidos como fases, materiales componentes, o constituyentes. En los materiales
compuestos las distintas fases no pierden su naturaleza y se encuentran separadas a
través de una interfase. Habitualmente una de estas fases mantiene continuidad y se
conoce como matriz mientras las otras fases se encuentran embebidas y se conocen
como refuerzo.

Existen distintas clasificaciones de los materiales compuestos, ya sea por la geo-
metria del refuerzo o el material que constituye la matriz. Entre la geometria del
refuerzo se pueden diferenciar esos formadas por fibras largas, cortas o particulas.
Las fibras pueden mantener una direccién preferencial en el compuesto, encontrarse
aleatoriamente orientadas o incluso formar un tejido. Por lo que se refiere al material
base de la matriz los materiales mas tipicos son los formados por matriz polimérica
(PMC, "polymer matriz composites”), metélica (MMC, "metal matriz composites”)
y cerdamica (CMC, "ceramic matriz composites”).

Tradicionalmente en ingenieria se utilizan materiales metalicos en la mayoria de
maquinas mientras los materiales ceramicos son altamente utilizados en ingenieria
civil. El incentivo para el desarrollo de los materiales compuestos es la mejora de las

propiedades de estos materiales clasicos.
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Las propiedades a mejorar de los metales son basicamente su elevada densidad, su
mal comportamiento mecanico a altas temperaturas y su comportamiento fragil bajo
cargas a fatiga. Por otro lado los objetos metalicos son faciles de fabricar y poseen
una elevada rigidez y resistencia. Bajo cargas estaticas ofrecen gran tenacidad.

Los compuestos de matriz polimérica (por ejemplo, epoxy) y refuerzo cerdamico
(por ejemplo, fibras de carbono) ofrecen una mayor rigidez y resistencia especifica
que los metales asi como un mejor comportamiento a fatiga, estos materiales han
sustituido a muchas piezas metalicas en la industria aerondutica donde el peso y el
buen comportamiento a fatiga son parametros de diseno esenciales. Estos materiales
son la base de la presente tesis.

El mal comportamiento a altas temperaturas de los metales puede ser mejorado
utilizando materiales cerdamicos en el compuesto, ya sea en la matriz o en alguna
fase de refuerzo.

Probablemente el material compuesto mas utilizado, sobretodo en edificacién,
es el hormigén armado. La fragilidad y baja resistencia a tracciéon del hormigon se
refuerza con barras de acero. El hormigén ofrece una barrera al fuego y a los agentes
corrosivos asi como confinamiento al acero.

No obstante las propiedades de cada uno de las fases no son un indicador claro de
las propiedades que tendra el material compuesto. El comportamiento del material
sera altamente dependiente, no solo de la naturaleza de las fases, sino también de la
geometria y tamano del refuerzo asi como el comportamiento de la interfase matriz-
refuerzo. La interfase tiene gran importancia en el comportamiento no-lineal del
material siendo de gran influencia en parametros como la tenacidad.

Para obtener una buena eficiencia en el diseno de estos materiales deben desa-
rrollarse modelos capaces de predecir el comportamiento de un compuesto a partir
del conocimiento de la geometria, distribucién y propiedades de los distintos consti-
tuyentes. La simulacién numérica parece la herramienta mas prometedora [I] para

el disenio y optimizacién de nuevos materiales y estructuras.
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1.2. Motivacion

Los laminados multicapa producidos a partir de la union de capas unidirecciona-
les, constituidas por una matriz polimérica y unas fibras ceramicas largas orientadas
en una direccion, son unos de los materiales méas utilizados en la industria aeronauti-
ca debido a sus excelentes propiedades especificas, rigidez y resistencia ademas de
su excelente comportamiento a fatiga.

Actualmente la estrategia de diseno de estructuras de materiales compuestos re-
side en el conocido como “building block approach” [2], el cudl consiste en analizar un
conjunto de piezas simples y no pasar a un nivel de mayor complejidad hasta alcan-
zar un suficiente nivel de conocimiento de su comportamiento. Este conocimiento
se adquiere a base de carisismos ensayos experimentales. La simulacién mediante
computadoras, conocido como “wvirtual mechanical testing”, debe permitir adquirir
gran parte de estos conocimientos sobre el comportamiento estructural a partir de
baratos analisis numéricos. El ensayo virtual a parte de ser econémicamente méas
barato que la experimentacion ofrece la capacidad de entender mejor los procesos
fisicos envueltos en el comportamiento del material, ya que aparte de las variables
medibles en un ensayo experimental es capaz de ofrecer toda la informacién del esta-
do del sistema permitiendo optimizar el diseno a partir de un conocimiento detallado
del comportamiento del material.

El desarrollo de las técnicas numéricas y de la computacién son dos pasos impres-
cindibles para la evolucion de la simulacién numérica. No obstante es necesario que
estos avances vengan acompanados por un conocimiento mas profundo del material,
definiendo modelos constitutivos basados en la micromecanica y de las técnicas de
escala. La diferencia de escala entre las estructuras y los procesos fisicos envueltos
en el proceso de fractura se encuentran separadas por unos 10 ordenes de magnitud
[1]. La resistencia y tenacidad de los compuestos es altamente dependiente de las
propiedades del material en la escala de los constituyentes, las cudles se encuen-
tran muy alejadas a las estructuras que formaran, resultando imposible modelar

explicitamente los materiales base en toda la estructura.
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1.3. Objetivos

El objetivo de la presente tesis se centra en desarrollar modelos constitutivos para
la determinacién del comportamiento mecanico de materiales compuestos avanzados
y de las estructuras fabricadas con ellos.

Se estudian materiales formados por capas unidireccionales de matriz polimérica
termoestable (por ejemplo, epoxy) y fibras cerdmicas largas y orientadas en una
direccion. En el presente trabajo sélo se consideran estructuras trabajando bajo
esfuerzos estaticos, no se consideran efectos viscosos ni cargas a fatiga.

La tesis considera tanto el diseno del material propiamente como de estructuras
construidas a partir de este. El material se fabrica mediante la unién de distintas
capas unidireccionales orientadas en distintas direcciones formando un laminado.
Se realizan modelos analiticos y numéricos para determinar el diseno 6ptimo de
espesores y orientaciones de las distintas capas para evitar la degradacién de estas,
béasicamente su agrietamiento y la delaminacion, la separacién de las mismas. Los
modelos para el diseno del laminado son comparados con datos experimentales que
determinan el agrietamiento y comportamiento no lineal de la matriz determinando
el conocido como “in-situ effect” [3], es decir la capacidad de las laminas de aumentar
su resistencia al formar un laminado. El modelo numérico es un modelo de dano
continuo para un material transversalmente isétropo apropiado para el tratamiento
de subestructuras como uniones, solapamientos, etc. que se encuentren bajo estados
de tensién complejos.

Las estructuras laminadas requieren definir modelos de dano para ser tratados
mediante la teoria de cascaras. Se define un modelo que se compara con experi-
mentos sobre estructuras laminadas. Este es capaz de determinar la tenacidad de la
estructura asi como el efecto tamano, la capacidad de las estructuras de sustentar
menores esfuerzos al aumentar su tamano. Experimentos realizados con laminados

con agujeros muestran esta tendencia a menudo llamada “notch size effect” [4].
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1.4. Contenido de la tesis

En el capitulo dos se da una vision sobre el tema de la estabilidad y la fractura
de los materiales cuasi-fragiles bajo cargas estaticas. Se realiza un estudio de las
distintas aproximaciones histéricas al tema del fallo, se tratan desde los criterios
en tensiones, las consideraciones estadisticas y la aproximacion energética de la
estabilidad.

El tratamiento de los fenémenos no lineales y la fractura dentro de la mecénica
de los medios continuos parece la opcion mas valida para el tratamiento de procesos
complejos y acoplados en piezas de cualquier geometria. En el capitulo tercero se
describen las bases de la modelizacion constitutiva.

En el capitulo cuarto se realiza una breve descripcién de los distintos enfoques
existentes en la bibliografia para el tratamiento y modelado del dano y la fractura
de los materiales compuestos. El resumen se limita a metodologias para el calculo
estructural, ya sea a partir de modelos macromecanicos o de dos escalas, los cudles
tienen en cuenta explicitamente la morfologia del material.

La definicion de modelos constitutivos basados en los fenémenos fisicos involucra-
dos en cada mecanismo de dano debe ser la clave para definir herramientas numéricas
fiables para el tratamiento de las distintas partes estructurales. En el capitulo quinto
se estudia el mas comun de los mecanismos de danio de los compuestos multicapa. El
agrietamiento de la matriz y la delaminacion, estos mecanismos no son catastroficos,
es decir su presencia no provoca la pérdida de capacidad estructural del material
pero si la aparicion de no linealidades en el comportamiento de la estructura. En
este capitulo se realiza una breve introduccion al tratamiento del agrietamiento de
la matriz y se define un modelo analitico y un modelo numérico micromecanico.

Debido a la utilizacién de estos materiales en estructuras muy esbeltas es nece-
sario que el tratamiento numérico se realize a partir de la teoria de cascaras. En el
sexto capitulo se define un modelo de dano para el tratamiento estructural.

Para finalizar en el apartado de conclusiones se enumeran las deficiencias del tra-
tamiento propuesto a partir de comparaciones experimentales y se proponen nuevas

lineas de trabajo para corregir las carencias.



CAPITULO 1. INTRODUCCION Y OBJETIVOS



Capitulo 2

Estabilidad y fractura

2.1. Introduccion

A pesar de la evidente necesidad de garantizar la estabilidad de las construccio-
nes humanas, el dimensionamiento estructural se realiza basicamente a partir del
conocimiento practico adquirido a base de experiencia y ensayos en laboratorio, y
no de un conocimiento analitico de los procesos fisicos envueltos.

La determinaciéon de la perdida de estabilidad de cualquier estructura se pre-
senta como un problema de formidable complexidad en la que es necesario el cono-
cimiento de varias ciencias para llegar a resultados aproximados. El desarrollo de
las matematicas, la termodindmica, la ciencia de los materiales, la computacién por
ordenador, y las técnicas experimentales son herramientas sin las cuédles hoy parece
imposible el planteamiento de cualquier diseno estructural. No obstante, a pesar del
enorme desarrollo de estas ciencias en la segunda mitad del siglo XX y de los avan-
ces alcanzados, las técnicas de analisis actual a veces son incapaces de determinar
la fuerza tultima que sera capaz de sustentar una estructura tan simple como un
pasamano con un agujero. Por todos es bien conocido que el factor de concentracion
de tensiones provocados por discontinuidades en el material y tabulados en todos los
libros de diseno de méaquinas no es suficiente para predecir el limite de fallo. Deben
ser corregidos con parametros semi-empiricos, como el factor de sensibilidad a la en-
talla, los cudles dependen del material y de sus circunstancias, ya sean temperatura,

ciclo de las cargas, tamano, etc.
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Figura 2.1: Pont du Gard y acueducto de Tarragona.

El uso de nuevos materiales con nuevas caracteristicas resistentes hace que el
conocimiento empirico adquirido a lo largo de anos de experiencia deba ser tratado
con mucha cautela.

Mas alla de la experiencia uno de los pocos criterios constructivos de la an-
tigiiedad era que todas las partes estructurales trabajaran a compresion. En el caso
que el criterio no pudiera satisfacerse era necesario la utilizacién de madera para esas
partes destinadas a sustentar tracciones. Este criterio, que para su optimizacion re-
quiere elevados andlisis matematicos, fue la que originé los arcos y las ciipulas, como
los construidos por los romanos en Europa, como el puente de Gard o el acueducto
de Tarragona ambos de arco semicircular (figura 2.1) o con la ciipula del Panteén de
Roma (figura 2:21a). Probablemente alcanzo su mayor nivel de intuicién con el tra-
bajo del arquitecto Antoni Gaudi, ya en el siglo XIX, quien ideé y puso en practica
un ingenioso sistema. Con cuerdas hacia una especie de esqueleto de lo que pro-
yectaba. En él colgaba sacos de distinto pesos llenos con perdigones de plomo. Las
formas y angulos que adoptaban las cuerdas y sus distintas curvaturas establecian
exactamente la geometria de los arcos y posicion de las columnas. El boceto de la fa-
chada de la iglesia de la colonia Giiell (figura 2.2:b) fue realizado por Gaudi pintando
sobre la fotografia de uno de estos modelos hechos con cuerdas. Luego invirtiendo
el sentido de la gravedad todas las cuerdas que sélo trabajan a tracciéon pasan a
ser columnas trabajando a compresiéon. Un criterio semejante, pero no igual ya que
es mas imperfecto, se ha utilizado para el calculo, mediante elementos finitos, de

grandes estructuras de hormigén, definiendo una ley constitutiva sin capacidad de
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sustentar tracciones se obtiene el campo de tensiones que tendria el material una
vez agrietado. No obstante andlisis tedricos y numéricos indican la peligrosidad de

tal consideracién [5][6].

Figura 2.2: a) Cupula del Panteén de Roma y b) Boceto de la fachada de la iglesia

de Colonia Giiell proyectada por Antoni Gaudi y nunca construida.

Posiblemente la mecanica nacié en Grecia con el trabajo de Aristételes y, sobre-
todo Arquimedes introduciendo la demostracién del funcionamiento de la palanca y
del centro de gravedad de los cuerpos. No obstante no fue hasta el trabajo de Gali-
leo Galilei que se realiza un estudio cientifico de la resistencia de los materiales. En
1638 publica un libro titulado ”Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due
nuoue scienze”, hoy conocido como ”Dos nuevas ciencias” [7]. El libro se estructura
mediante el dialogo que mantienen tres personajes a lo largo de cuatro jornadas. Las
dos ltimas, mas famosas, tratan el problema del movimiento iniciando la fisica tal
y como hoy la conocemos. La otra ciencia, la que nos interesa en la presente tesis,
trata del fallo estructural y las leyes de escala. Hasta la obra de Galileo la ingenieria
estructural sélo era considerada como un arte.

Galileo realiz6 numerosos experimentos para determinar la resistencia ultima de
elementos bajo cargas axiales y a flexion. Se dio cuenta que bajo fuerzas axiales la
resistencia del material era proporcional al area rechazando la idea introducida por
Leonardo da Vinci segun la cudl la resistencia de una cuerda, o barra trabajando

axialmente, era inversamente proporcional a su longitud. Sus estudios de vigas a
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DISCORSI

E
DIMOSTRAZIONI
MATEMATICHE,
intorno & duc nuoue [Cienze
Attenenti alla
Mecanica & i MovimenT: LocaLy
del Signor
GALILEO GALILEI LINCEO,

Filofofo ¢ Matematico primario del Sereniflimo
Grand Duca di Tofcana.

Comvma Appendice delcentro digranitd & alewni Solids,

IN LEIDA,
Appreflo gli Elfevirii. . b, ¢, vexvur.

‘ Fig. 27

Figura 2.3: Portada original del libro ”"Dos Nuevas Ciencias” de Galileo Gali-
lei (1638) [7] y dos ilustraciones sobre la fragilidad de los gigantes ("weakness of

giants”).

flexion parten de la bien conocida ley de la palanca. Durante toda su obra consi-
der6 que la linea neutra de una viga trabajando a flexiéon pura se encontraba en una
cara, linea ABC de la figura 2.3. Esta suposicién es errénea pues no se mantiene el
equilibrio entre extension y compresion en las distintas secciones, o bien la rigidez
del material a compresion es infinita. Probablemente este error sea fruto de la obser-
vacién de la fractura, pues una viga en voladizo de un material con menor resistencia
a traccién que compresion termina, en ultima instancia, formando una rétula en la
parte inferior del empotramiento, punto A en la figura 2.3. La cinematica de una
viga a flexién no fue correctamente descrita hasta el trabajo de E. Mariotte (1680)
y la correcta determinacion de los esfuerzos si la viga sigue la ley de Hooke hasta el
momento del fallo hasta el trabajo de Parent (1713). Coulomb tuvo en consideracién

que una vez superado el limite eldstico, al ser distinto a traccién que a compresion
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la linea neutra se desplazaba.

En el siglo XVII la poderosa industria nautica Veneciana requeria, cada vez
mas, la construcciéon de navios més grandes para el transporte maritimo. Galileo
observo que las distintas naves no mantenian similitud geométrica, los navios grandes
debian aumentar sus piezas desproporcionadamente. Galileo encontré dos razones
para tal explicacién: aplicando la ley de la palanca observé que las tensiones en
elementos trabajando a flexién aumentaba en funcién del punto de aplicacién de la
carga. Al mismo tiempo consider6 que la masa total de un cuerpo es proporcional al
cubo de las dimensiones de este (D?) mientras la resistencia, bajo esfuerzos axiales,
al cuadrado (D?). Galileo hizo el mismo razonamiento para mostrar la imposibilidad
de construir estructuras indefinidamente grandes y lo comparo con el tamano de los
animales (figura2.3). D’Arcy [8] a principios del siglo XX comparé la proporcién de
masa Osea respecto a la masa total de distintos vertebrados terrestres observando que
esta proporcion aumentaba con el tamano del animal. Asi, por ejemplo en ratones
la masa del esqueleto supone un 8 % de la masa total, un 14 % en perros, un 18 %
en humanos y hasta un 27 % en elefantes. Galileo también percibié que en animales
acuaticos esta tendencia no era aplicable debido al empuje hidrostéatico, proporcional

al volumen.

Teoria de la elasticidad

Este factor de escala es tenido en cuenta en la teoria de la elasticidad diferencial
desarrollada a principios del siglo XIX. El desarrollo de la teoria matematica de la
elasticidad fue un paso esencial para la determinacion del estado de tensiones y de-
formaciones a que se encuentran los distintos puntos de los sélidos sometidos a cargas
externas. La teoria de la elasticidad en los medios continuos explica todas las obser-
vaciones realizadas por Galileo. Su aparicién data de la Francia post-revolucionaria,
el profundo tratamiento matematico de los ingenieros y cientificos de la "Ecole Poli-
technique” supuso un salto adelante en la ingenieria y en el tratamiento matemaético
de problemas complejos [9].

Poisson utilizé la vieja idea segun la cual entre dos particulas actian fuerzas
que son de atraccion o repulsion segun la distancia en que estas se encuentran para
solucionar la extension de membranas. No obstante fue Navier quien desarrollo la

teoria molecular de los cuerpos elasticos. Considerando que en cada particula que
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componen los cuerpos sélidos actian dos tipos de fuerzas (> F y > F), las primeras
son fuerzas que se balancean entre si representando las fuerzas entre las moléculas
cuando no son aplicadas fuerzas externas, las otras balancean las fuerzas externas
aplicadas como, por ejemplo, el peso. Navier asumié que la variacién de las fuerzas
son inversamente proporcionales a la variacién de la distancia entre moléculas y
actian en la linea que une ambas. De este modo Navier desarrolld la teoria de la
elasticidad de los cuerpos isétropos. Este modelo sélo requiere un parametro de
ajuste resultando el coeficiente de Poisson fijado por la propia teoria.

Fue Cauchy [10]-[13] quien introdujo el concepto de presién en un plano en la
mecanica de los cuerpos sélidos. Conocedor del concepto gracias a la hidrodinamica
considero que, al contrario que en los fluidos, la presién en los sélidos no tiene porque
ser normal al plano en que actia. Relaciono el tensor de tensiones (o), las tracciones

en el plano (t) y los cosenos directores normales al plano (n) mediante:

t=o0n (2.1)
dedujo la condicién de equilibrio de un elemento diferencial:
V.o +pb=10 (2.2)

donde o es un tensor de segundo orden, p la densidad del material y b el vector

de las aceleraciones a que se encuentra sometido el material ya sea debido a una

variacion de la velocidad, al efecto de un campo gravitacional, magnético, etc.
Mediante la condicién de equilibrio de momento interno también demostro la

simetria del tensor de tensiones (0 = o), es decir las igualdades:
Ti2 = T21 5 T13 = 731 ; T23 = 732 (2.3)

Encontré un plano en el cual las tensiones cortantes eran nulas, la orientacién
de este plano define las direcciones principales y las tensiones en el son las tensiones
principales, por convenio se ordenan de mayor a menor: o, > gy > 03, excepto en la
mecanica del suelo donde se ordenan de menor a mayor.

Determiné la cinemética en pequenas deformaciones, llegando a las relaciones,

hoy conocidas con su nombre:

_om L L
€11 = o7, ; €22 = 97y y €33 = PR (2 4)
8%2 8%1 3U3 8u1 8U3 0u2 '

%2:8_561 8_562 ; ’Ylsza—xl 8_373 ; 723:8_;1:2 (9_91:3
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Cauchy relacioné las componentes de las tensiones y las deformaciones lineal-

mente mediante dos constantes, ky K.

k

o11 =kenn + K (611 + 690 +€33) ; Tia= 5712
k

092 = kegg + K (€11 + €20 +€33) ; Ti3 = 5713 (2.5)
k

033 = kegs + K (611 + €20 +€33) ; Tog = 5723

Lo que resulta la ley de Hooke generalizada para materiales isétropos:
c=C:¢ (2.6)

A partir del trabajo de Cauchy la Teoria de la Elasticidad para materiales isétro-
pos bajo pequenas deformaciones quedaba bien definido. Una vez establecida la
teoria matematica de la elasticidad numerosos cientificos y matematicos, Euler y
Saint-Venant entre otros, se dedicaron a la solucién de distintos problemas. El pro-
blema restaba en solucionar una ecuacion diferencial. En la mayoria de los casos se
consideraba la ley de Hooke como ley constitutiva del material.

El desarrollo de la teoria de la elasticidad facilité considerablemente el desarrollo
de la resistencia de los materiales. Era un requisito poder determinar el campo de
tensiones y deformaciones presentes en el material para poder definir un criterio de
fallo en tensiones. Estos consideran que el material falla cuando las tensiones en un

punto han alcanzado un valor umbral determinado que es propiedad del material.

Criterios de fallo

La mayoria de informacién sobre la resistencia de materiales se obtiene de en-
sayos uniaxiales, ya sean a compresion o traccion. Es necesario definir una norma
de tensiones, o deformaciones, que relacione estados de tension o deformaciéon mul-
tiaxiales a un estado uniaxial equivalente. Hasta la aparicién de criterios de fallo
complejos la practica habitual era considerar la méxima tensién (Lamé, Rankine) o
deformacién (Poncelet, Saint-Venant) principal como criterio.

Coulomb considero la resistencia a compresion axial a partir de asumir que la
fractura se produce en un plano « que maximiza el cortante (figura 2.4) cuando
este alcanza un valor critico el material rompe. Es decir, todos los estados que

cumplan 7,,(o) < ¢, Va siendo ¢ la cohesiéon del material, son asumibles. En un
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ensayo uniaxial a compresién el plano de fallo se produce a 45° de la direccién
principal. Posteriormente considerd que la friccién entre los planos debe tenerse en

cuenta, el criterio se reescribe como:
To(a) = nop(a) <c¢ Vo (2.7)

donde o, () es la tensién normal al plano « y 7 el coeficiente de friccién. Bajo un
ensayo uniaxial a compresion la relacion entre la carga aplicada o y las tensiones
normales y cortantes en un plano « se determinan mediante la transformacion:
To(a) = ocos(a)sin(a) y o,(a) = ocos?(a). En el momento de fallo uniaxial a
compresion la tension aplicada equivale a o = f. y el dngulo de fallo, a = «ay. Bajo
estas circunstancias los pardmetros de cohesién (¢) y el coeficiente de friccion (n)

pueden determinarse como:

-1 o= f cos® () (2.8)

= tan(2ap) “sin(2ay)

Coulomb comprobd que este planteamiento daba buenos resultados con materiales
fragiles.

Otto Mohr (1866) defini6 una representacién grafica de los estados de tension en
cada punto. Marcando las direcciones principales en el eje de ordenadas se podian
dibujar tres circulos, el radio del circulo mayor (definido por o1 — o3) define el
cortante maximo. Mohr utilizé su representacién grafica del estado tensional para
revisar las teorias de fallo. Dibujando los distintos circulos en el que el material falla
bajo distintos estados tensionales se podia determinar la envolvente de los distintos
circulos y considerarlo como la superficie de fallo. Utilizando la tensién principal

maxima y minima el criterio de Mohr-Coulomb se puede escribir:

o1 — 03+ (01 + 03) sin(¢p) — 2ccos(¢p) < 0 (2.9)

donde ¢ es el dngulo de rozamiento interno n = tan(¢) (figura 2.4).

Tresca (1868) asumié que el flujo pléstico en materiales dictiles se iniciaba cuan-
do el cortante méaximo alcanzaba un valor umbral. También constaté que el flujo
plastico no producia una variaciéon de volumen. El criterio de Tresca puede ser ex-

presado utilizando las tensiones principales como:

o1 — o3 < oy (2.10)
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o
Tresca Mohr-Coulomb

N

Figura 2.4: Representacién de los criterios de Tresca y Mohr-Coulomb en el méto-
do grafico de Mohr. Los circulos pertenecen a un ensayo a traccién y compresién

uniaxial.

donde o, es la tensién de fluencia en un ensayo uniaxial.

Maxwell noté que la densidad de energia elastica almacenada en el sélido podia
descomponerse en una parte volumétrica y otra de distorsion. Maxwell sugirio, aun-
que no la desarroll, que la cedencia se producia cuando la energia de distorsion
alcanzaba un valor critico. Beltrami (1885) desarrollé un criterio que consideraba
el fallo cuando la méxima densidad de energia elastica almacenada en un punto al-
canzaba un valor limite. Esta teoria no concuerda con los resultados experimentales
debido a la gran cantidad de energia elastica almacenada bajo cargas hidrostaticas.
Fueron M. T. Huber, e independientemente R. von Mises, quienes consideraron la
energia de distorsién para determinar el fallo bajo cargas combinadas, esta puede
escribirse en funcién de las tensiones principales y del médulo a rigidez cortante (G)

como:
1

U=1a

Cuando esta llegue al valor de un ensayo uniaxial: U =

[(0'1 —02)2+(01 —0'3)2+(0'2—0'3)2] (211)
0.2

9y
6G’
criterio de fallo puede escribirse en funcién de las tensiones principales como:

el material cede. El

V(o1 —09)2 + (01 — 03)2 + (02 — 03)2 < V20, (2.12)

En 1952 Drucker y Prager desarrollaron un criterio de fallo como el de Von Mises

pero que tenia en cuenta la presién hidrostética, este se puede escribir:

_2sin(@) o1+09+0 1 01— 09)2 4+ (01 —03)2+ (03 — 0 7 Gecos(d)
3—sin(¢)( 102+ 3)+\/§\/( 1 2)? + (01 3)2 + (02 3) 3—Sin(¢<)2i;))

Los criterios de Tresca, ecuacién (2.10), y Von Mises, ecuacién (2.11), (o de

méxima energia de distorsién) funcionan en materiales ductiles para determinar
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la tension de inicio del flujo plastico, estos son insensibles al signo de las cargas.
Los materiales fragiles se comportan de distinta manera segtn si las cargas son a
traccion o compresion. Los criterios de Mohr-Coulomb, ecuacién (2.9), y de Drucker-
Prager, ecuacion (2.13), ofrecen una buena aproximacién. La geometria del criterio
de Von Mises corresponde a un cilindro en el espacio de tensiones principales, el
eje del cual es el hidrostético, o7 = g9 = o3 (figura 2.5). El criterio de Tresca es
un cuerpo de seccién hexagonal inscrito en el cilindro de Von Mises. La superficie
de Drucker-Prager corresponde a un cono en el espacio de tensiones principales, su
eje corresponde con la linea de tensiones hidrostaticas, en su vértice se encuentra el
material traccionado y cumple 0y = 09 = 03 = 3ta—fl(¢) El criterio de Mohr-Coulomb
corresponde a un cono de seccion hexagonal inscrito a la superficie de Drucker-Prager
(figura 2.5).

G2
G3
G
Tresca, Mohr-Coulomb
Trescay Von Mises Mohr-Coulomb y Drucker-Prager

Figura 2.5: Criterios de fluencia y danios para materiales ductiles, Tresca y Von
Mises y para materiales fragiles, Mohr-Coulomb y Drucker-Prager en el espacio de

tensiones principales.

Si la cohesién toma el valor de ¢ = 0,/2 y ¢ = 0 el criterio de Drucker-Prager
coincide con el de Von Mises y el de Mohr-Coulomb con el de Tresca. Las superficies
de Von Mises y Drucker-Prager ofrecen ventajas al ser implementadas en modelos
computacionales de plasticidad o dano debido a que su derivada no ofrece singula-
ridades.

La aparicion de la teoria de la elasticidad y la capacidad de determinar el campo
de tensiones en las estructuras, en los casos complejos gracias a la ayuda de los méto-
dos numéricos, ha capacitado el estudio y la determinacién del limite de estabilidad
de muchas estructuras, pero también ha sido el principal factor de muchos fracasos

en la ingenieria. Es una hipotesis de célculo habitual el considerar como limite de
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diseno la maxima tension alcanzada en un punto, este procedimiento requiere la
solucién de un problema de elasticidad. Es comun el diseno de estructuras de tal
modo que no dejen de trabajar en su régimen elastico. En este caso un criterio en
tensiones que defina el momento en que la respuesta deje de ser lineal es suficiente.
El diseno de estructuras para que estas trabajen en el régimen lineal elastico solo re-
quiere un andlisis en tensiones. No obstante la estabilidad de una estructura danada
por sobrecargas, defectos, impactos, estructuras sometidas a seismos, etc. es un te-
ma que requiere ser incluido en los criterios de diseno y su tratamiento mediante la
elasticidad no es suficiente.

Otro tema importante que requiere un andlisis mas alld del tradicional es el
resultado de ensayos experimentales sobre modelos a escala, si se ensaya una estruc-
tura fabricada a escala y sometidos a unas cargas que producen unas tensiones o,
en un punto de referencia, la carga de fallo de la estructura real no sera cuando el
mismo punto esté cargado a la misma tension o, sino antes. Este hecho conocido
como ley de escala no es explicado por las observaciones de Galileo, ni por la teoria
de la elasticidad con un limite de tensiones. Este debe ser estudiado con analisis

energéticos.

2.2. Limite de estabilidad

La determinacién de la estabilidad de un sistema es un tema de gran interés
en muchas ramas de conocimiento. En la mecanica estructural la importancia de
un buen analisis de estabilidad reside en predecir la capacidad de la estructura de
sustentar sobrecargas, acumular dano o ser insensible a ciertas imperfeciones ya sea
en las tolerancias de la fabricacién o en los materiales utilizados. El primer andlisis
de estabilidad en la mecénica de los sélidos se debe al trabajo de Euler (1744) quien
calculé la carga critica de pandeo de un viga, ésta depende de una inestabilizacién
geométrica. El andlisis que nos interesa en la presente tesis se basa en inestabilidades
ocasionadas por un comportamiento no lineal, con ablandamiento, del material.

La definicién tradicional de estabilidad, debida a Liupanov (1892), se puede
escribir: Un sistema es estable si un pequeno cambio en las condiciones iniciales
produce un cambio pequeno en la respuesta del sistema.

La pérdida de estabilidad es, por definicién, un fenémeno transitorio. El anélisis
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de estructuras en régimen no lineal es un trabajo arduo y préacticamente imposible
de tratar en casos complejos. No obstante a partir del analisis de los casos criticos
es posible determinar los la pérdida de estabilidad bajo una carga determinada. Por
ejemplo, el andlisis del pandeo de una columna de Euler.

Teorema de Lagrange-Dirichlet: El equilibrio de un sistema sujeto a fuerzas
conservativas y disipativas es estable si la energia potencial del sistema tiene un
minimo absoluto.

Este teorema fue anunciado por Torricelli (1644) para determinar la estabilidad
de sistemas sometidos a un campo gravitatorio, presentado por Lagrange [14], a
principios del siglo diecinueve, y posteriormente demostrado por Dirichlet [15].

La energia interna de una estructura se puede describir mediante una funcién
escalar U, la energia aportada por las cargas externas equivale a W. La energia
potencial se define: I = U —W. Para que este sélido se encuentre en equilibrio debe
cumplirse: 011 = 0, es decir: 0U = 6W = Pdu, donde P son un conjunto de fuerzas
exteriores aplicadas a un conjunto de puntos que experimentan un desplazamiento
u. El equilibrio se obtiene cuando: P = g—z, lo que resulta el segundo teorema de
Castigliano.

Si a un sélido en equilibrio bajo unos desplazamientos prescritos u se le aplica
un desplazamiento virtual du la funcién energia potencial variara. Si esta se des-
cribe mediante una funcién continua el incremento de energia potencial puede ser

expandido mediante las series de Taylor segtn [15]:
ATl = II (u+0u) — IT (u) = 811 (ut+du) + 6°I1 (ut-du) + 6°II (u+du) + ... (2.14)

La nueva posicién estard en equilibrio si dII (u+0u) = 0. Segun el teorema de
Lagrange-Dirichet el nuevo equilibrio es estable si la variacién de segundo orden de
la energfa potencial es positiva: §°I1 > 0 para cualquier du. Si esta es nula el sistema
esta en equilibrio estable si la tercera variacién de la energia potencial es positiva,
5311 > 0 y asi sucesivamente.

Las variaciones del potencial se determinan:

ou
1 9?11 (u+du)
2 _ )
) H(u+5u) = 5T5u6u ; (215)
3
BT (upou) = ~ LU 5 srdu

3! ou3
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Si bien es habitual que en procesos inelasticos no se conozca, o no exista, una
funcién potencial si es posible determinar su variacion. Considérese la variacién de

segundo orden de la energia potencial:

10%U 10P
2 2 2

si existe una relacién tangente entre las cargas aplicadas y los desplazamientos tal
que:
6P = K'6u (2.17)

teniendo en cuenta que la variacion de segundo orden de la energia interna puede

determinarse (figura 2.6.b):

10%°U 1 1
2 = - = — = — T
U = 5 a2 dudu 2(5P5u 25uK ju (2.18)
resultando: . L op
2 _ 1 T Lo OF
O°II (u+du) = 2(5uK ju 2(Suauéu (2.19)

donde g—f; depende de las cargas, bajo peso muerto, a fuerza constante resulta g—ﬁ =0.

P P, P

85U,
VA

oU|

u ou u

Figura 2.6: Relacién fuerza desplazamiento, limite de estabilidad bajo fuerza (P.) y

desplazamiento controlado (u,.). Trabajo de primer (§U) y segundo (62U) orden.
El criterio de estabilidad (6°IT > 0) bajo un peso muerto se puede escribir:
det (K") >0 (2.20)

mientras el determinante de la matriz de rigidez tangente es definido positivo la
estructura es estable bajo una fuerza constante (ver figura 2.6la).
En algunos casos la relacién de rigidez tangente no es simétrica [15]. Materiales

en que haya fricciéon o dafno resultan en relaciones tangentes no simétricas. En este



20 CAPITULO 2. ESTABILIDAD Y FRACTURA

caso el criterio de estabilidad debe determinarse con la parte simétrica de la matriz

de rigidez tangente:
det (K" + (K")") >0 (2.21)

Si consideramos una estructura a la que se le aplica un incremento de fuerza

virtual 0P, la variacién de segundo orden de la energia potencial se puede escribir:

10%U 1 0u
9 _ 277 20 _ - 4 _
BT (P0P) = U =8I = S5 0POP — - L GPAP = 0 (2.22)

Donde existe la relacién tangente (H”) entre los incrementos de fuerzas y des-
plazamiento <HT = (KT)_1>:

ou=HT/P

La variacién de segundo orden de la energia interna:

10%°U 1 1
2U = ———0P/P = —6Psu = —HT PSP 2.2
0°U 28P25 ) 2(5 ou 5 oPo (2.23)
resultando
1 1 0u
1 (P+6P) = ~H"6PSP — ———0PJP = 2.24
6“1 (P+4P) 5 oPé 5 8P5 ) 0 ( )
Donde g—; depende de la funcién que rige las fuerzas y desplazamientos en las
condiciones de contorno. Bajo el caso de desplazamiento controlado 2—1‘; = 0. La
estructura es estable bajo desplazamiento fijo si:
det (H” + (H")") >0 (2.25)

Es comtn tener subestructuras fracturables con ablandamiento conectadas con
medios elasticos. Se examinan los dos casos extremos, si estos medios se encuentran

conectados en serie o en paralelo. Como se muestra en la figura 2.7.

Conexion en serie de un elemento fracturable y un elemento elastico

Consideremos una estructura eldstica de rigidez Kg conectado en serie a un
elemento fracturable. El equilibrio de fuerzas exige que se mantenga la relacion
F = Kgug = Fp(up), la ecuacién de compatibilidad requiere que el desplazamiento

total sea la adicion de los dos desplazamientos: © = ug + up.
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Figura 2.7: Comportamiento de un elemento fracturable conectado con un elemento

elastico. Comportamiento en serie y en paralelo.

Bajo las cargas ocasionadas por un peso muerto, es decir controlando las fuerzas,

la perdida de estabilidad se obtiene 0 F' = 0, lo que equivale a:

donde K7 es la rigidez tangente del elemento fracturable, ésta se determina: K% =
8F D / 8u D-
En el momento en que la estabilidad se pierde se debe cumplir dug = K% = 0.

Para determinar la perdida de control bajo desplazamiento prescrito se debe

considerar du = 0, lo que equivale dug = —dup. Si consideramos la condicién de
equilibrio de fuerzas: F = —Kgdup = K}Ldup, resultando una condicién: K1 =
—Kpg.

Conexién en paralelo de un elemento fracturable y un elemento elastico

Cuando los elementos se conectan en paralelo los desplazamientos de cada ele-
mento coinciden u = ug = up, y la fuerza total se determina F' = (Kg + Kp)u.
Si se aplica la condicion de perdida de equilibrio bajo fuerzas controladas resulta
K}, = —Kg. Bajo desplazamiento controlado la perdida de estabilidad se obtiene

cuando K% — —oc.
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2.3. Mecanica de la fractura

Mediante la teorfa continua de la elasticidad Inglis (1913) resolvié la distribucién
de tensiones de un cuerpo infinito con un agujero en forma eliptica, observando
que cuando la elipse se aplana las tensiones tienden a infinito. Griffith (1921,1924)
noté que en estos casos un criterio de fallo en tensiones no tenia sentido pues el
resultado era que cualquier cuerpo con una discontinuidad rompia por pequenas que
fueran las cargas, por solventar esta inconsistencia introdujo un criterio energético.
Este puede resumirse como:

Una grieta progresarad si la energia eldstica que se descarga en el solido es superior
a la energia necesaria para separar la estructura atomica del material.

El trabajo original de Griffith consideraba la propagacion de grietas en materiales
muy fragiles y homogéneos (vidrio) con lo que una buena medida de la energia
necesaria para el avance de una grieta es la energia superficial 7.

No obstante en materiales heterogéneos con una macrogrieta avanzando presenta
una zona de dano distribuida avanzando con ella, esta se conoce como la zona de
proceso de fallo (FPZ, de su acrénimo inglés). El tamanio de esta zona acostumbra a
considerarse una propiedad del material y la energia necesaria para que evolucione,
la energia critica de fractura (G.), también. La mecdnica de la fractura, también la
no lineal, parte de la consideracién que el tamano de la zona de fallo es pequena

comparada con el tamano de la estructura.

< b o
E—
4—
a b C

Figura 2.8: Modos de progresién de una grieta, a) modo I o de apertura, b) modo

IT o deslizante y ¢) modo III o de rotura transversal.

La mecanica de la fractura considera que una grieta puede avanzar de tres modos,
llamados modo I, IT y III. El primer modo es de apertura, el segundo de cortante en
el plano y el tercero de cortante fuera el plano como se esquematizan en la figura

2.8, se supone que cada uno tiene su energia critica de avance llamadas: Gp., Grr. y
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G171 Tespectivamente. Cuando una grieta avanza por combinacién de los distintos
modos se dice que esta avanza en modo mixto.

Consideremos el siguiente equilibrio energético, dado un cuerpo con una energia
eldstica almacenada (U,), a la que se aplica un incremento casi estético de energia
externa (6W), ocasionando una variacién de la energia eldstica almacenada (6U,).
La diferencia entre la energia exterior aportada y la variacién de la energia elastica es
la energia que se encuentra disponible para la fractura. En el caso que esta tenga un
crecimiento inestable el cuerpo experimentara una aceleracion que se convertira en

energfa cinética (0K).

SW — 8U. = G,0A + 0K (2.26)

donde 0 A es el incremento de area fracturada.
Segtin el criterio de propagacién de Griffith la ecuacién (2.26) puede tener estos

Casos:

Si oW —6U, < G.bOA luego 0A=0 y 0K =0 No hay crecimiento
Si W —6U, = G:bOA luego 0A >0 y 0K =0 Hay crecimiento estable
Si W — 46U, > G.b0A luego 0A >0 y 0K >0 Hay crecimiento inestable

donde )W — §U, es la energia disponible para la fractura. Si se da el primer caso, el
de no crecimiento de la grieta debe garantizarse la ecuacién de equilibrio (2.26)), la
energia exterior aportada se transforma en energia elastica, esto es: dW — 6U, = 0.
Consideremos, ahora, los dos casos extremos y habitualmente de interés, la
energia exterior viene gobernada por una fuerza o por un desplazamiento prescrito.
Si describimos la energia elastica del material con una expresién U, (A, u) dénde

solo u y A pueden variar la energia disponible para la fractura se escribe:

5A:_M

o A (220)

SW — 5, = (p_M) 5y OV (A u)

ou

Si se mantiene constante la drea fracturada resulta el segundo teorema de Cas-
tigliano P = AU, (A, u) /Ou. Esta es la energfa disponible para la fractura ba-
jo desplazamiento prescrito. Si se determina la energia complementaria mediante

Ue (Aju) = Pu— U} (A, P) se deriva dU, (A,u) = 6 (Pu) — 6U; (A, P) = uéP +
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Péu — (0U? (A, P) JOu) 0A — (0U? (A, P) /Ou) 0P y se substituye resulta la energia

disponible para la fractura con fuerzas controladas:

oUr (A, P)
+ PR - S

ou; (A, P) .. 0U; (A, P)
2P ———F0A =

5 S04 (228)

oW —U, = (—u )5P+

Entre paréntesis el primer teorema de Castigliano u = OU; (A, P) /OP. Una
grieta progresara si:

_OUL(AP) _ OU.(Aw) _ (229

¢ 0A B 0A  —

donde G se conoce como la energia disponible para la fractura.
[rwin relacioné la energia de fractura con el factor de intensidad de tensiones

critico (K.) mediante la expresién:

E'=F Tensién plana

/ ) 3 (2.30)
E' = FE/(1 —v*) Deformacién plana

K.=VFG. {
Para cada energia critica, en modo I, II y III, le corresponde un factor de inten-
sidad de tensiones critico. El criterio de evolucion de una grieta puede expresarse
mediante el factor de intensidad de tensiones, cuando este es igual a su valor critico
la grieta avanza. En problemas elasticos el factor de intensidad de tensiones est4 re-
lacionado con el campo de tensiones alrededor de una grieta.
La energia de fractura y el factor de intensidad de tensiones criticos representan
una propiedad del material. Esta puede depender de la temperatura, humedad o
modificarse mediante el trabajo. Por ejemplo un metal sometido previamente a fatiga

aumenta su fragilidad.
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2.3.1. La zona de fallo

La mecanica de la fractura lineal asume que el material se comporta de manera
elastica y sélo tiene la presencia de una grieta consumiendo energia en su avance. No
obstante en el extremo de una grieta el comportamiento del material es claramente
no lineal. La mecédnica de la fractura no lineal fue iniciada por Irwin al anadir

plasticidad perfecta en el comportamiento del material.

\ A\

Figura 2.9: Distribucion de tensiones y tamano de la zona de fallo para un material

con plasticidad perfecta y con un material con ablandamiento.

En 1964 Irwin anade plasticidad en la formulacién de la mecanica de la frac-
tura, su planteamiento se basa en considerar una ley de plasticidad perfecta en el
material a partir de superar la tensién de fluencia, o,. Este considera que el cam-
po de tensiones sélo se ve modificado en la zona adyacente al extremo de la grieta
pareciendose mucho a la respuesta lineal a cierta distancia, segiin el principio de
Saint-Venant. Esta suposiciéon implica que los resultados serdn aceptables cuando
la zona de fallo sea pequena en comparacién con el tamano de la estructura. Irwin
determina, aproximadamente, la region sometida a plasticidad perfecta consideran-
do (figura [2.9.1zquierda) que en el extremo de la grieta la tensién equivale a la de
fluencia y la longitud al extremo de la grieta sometido a la tensiéon de fluencia la
determina igualando la fuerza resultante. Bajo estas consideraciones la distancia de
la zona pléastica x puede determinarse:

N (KIC)Q (2.31)

T\ Oy

Los materiales conocidos como cuasi-fragiles, hormigén, compuestos, etc. presen-
tan una zona de dano relativamente grande dénde el material primero experimenta
un endurecimiento y luego un ablandamiento. Como menor sea el pendiente de
ablandamiento del material mayor sera la zona de fallo en la direccion de la grieta.

Bazant [16] determiné el tamano de la zona de fallo considerando la distribucién
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con ablandamiento de la figura 2.9 resultado una longitud doble que en el caso de

plasticidad perfecta.

2.3.2. La Curva de Resistencia (”R-curve”)

La curva de resistencia (o "R-curve”) determina la energia necesaria para que
una grieta avance. Segun la definicién anterior ésta es constante y vale R (a) = G..
No obstante el fallo de muchas piezas estructurales se produce antes que la zona de
fallo este completamente generada. La curva de resistencia determina la energia de
fractura entre el momento que empieza a generarse la zona de proceso de fallo hasta
que el valor de la curva se estabiliza, momento en el que se dice que la grieta crece de
manera auto-similar. Para determinar el efecto de la zona de fallo en la estructura
se considera una longitud de grieta equivalente en un material lineal elastico, de
tal modo que el efecto del campo de tensiones en la zona del proceso de fallo (ver
figura 2.9) puede ser considerado como una grieta de longitud ¢, en la mecanica de

la fractura lineal.
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Figura 2.10: Curva de resistencia (R) y energia disponible para la fractura (G) en
funciéon de la longitud de grieta a. El limite de estabilidad, G; corresponde a la
tangencia entre las curvas G y R. a) caso con geometria positiva, b) negativa y c)
curva de resistencia con la que la estructura rompe cuando la zona de fallo se ha

generado completamente.

En la figura 2.10 se muestra el valor de la curva de resistencia en funcién de la
longitud de grieta equivalente (a), cuando ésta equivale a ¢, la zona de proceso de
fallo ha se ha formado y la grieta crece de manera autosimilar. La energia disponible
para la fractura (G = OU/0OA) se encuentra dibujado para varias cargas aplicadas.

La interseccién entre las curvas G y R indica el tamano de la grieta equivalente a.
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Cuando éstas son tangentes (0G;/0A = OR/0A) indica la carga méxima capaz de
sustentar la estructura.

La mayoria de estructuras la energia disponible para la fractura aumenta con
la longitud de la grieta (ver figura 2.10.a) éstas se conocen como estructuras de
geometria positiva. Si por otro lado el valor de G disminuye al aumentar la grieta se
dice que es una estructura con geometria negativa (figura 2.10.b). Las estructuras
con geometria positiva alcanzan la méaxima capacidad de sustentacién antes que la
zona de proceso de fallo se genere completamente. En estructuras con geometria

negativa es posible el crecimiento estable de una grieta bajo fuerzas controladas.

2.4. Ley de escala (SEL)

La mecanica de la fractura no lineal es una extensién de la mecanica de la
fractura lineal. La energia critica de fractura no sélo se encuentra relacionada con la
energia superficial, requerida para separar la estructura atéomica del material, sino
que con ella avanza la zona de proceso de fallo que tiene unas dimensiones finitas
y que también disipa energia. La mecanica de la fractura requiere, para conseguir
unos resultados correctos, que la zona de fallo tenga unas dimensiones reducidas en
comparacion con el tamano de la estructura.

En la figura 2.11, se muestra una probeta que sigue la mecanica de la fractura
lineal con una grieta de longitud a sometido a un estado de tensiones o, se puede
considerar que la solucion del problema elastico resulta en una parte del material
cargado y en otra parte de material descargado, el pendiente k es aproximadamente
constante en funcién del tamano de la pieza (D) y de la grieta (a). Bajo estas

consideraciones la energia elastica almacenada en el material se puede escribir:

2
o
U, = =%t (Db — ka? 2.32
25t “) (2:32)
siendo t el espesor, b la longitud y D el ancho del la pieza y k£ un pardmetro que
depende de la geometria.
Segtn el criterio de propagacion de Griffith la grieta progresara si se cumple la

ecuacion (2.29):

1 [oU. o?
_ - = ULq = 2.
; [ 9 ]Uu ka =G, (2.33)
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Mecanica de la fractura lineal
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Figura 2.11: En la izquierda se muestra un espécimen con una grieta en un cuerpo
elastico sometida a una tensién remota, en blanco la region descargada debido a la
presencia de la grieta, a su derecha se encuentra el mismo espécimen con un com-
portamiento no lineal alrededor de la grieta. En la derecha se muestra la resistencia

nominal en funcion del tamano de la estructura.

Resultando una tensién de fallo: o, = % Si es una estructura con geometria

positiva, como la de la figura 2.11, el material de inestabiliza bajo peso muerto al

crecer la grieta, luego la maxima fuerza la sustentard cuando a = aq.

IEG,
= 2.34
Tu kCLQ ( 3 )

Realizando una serie de ensayos con probetas de distinto tamano que mantengan

similitud geométrica, tal que si D es una medida de la estructura todas sus dimensio-
nes son escaladas, también la entalla inicial ag = nD. Luego la relacién logaritmica
entre la tensién de fallo y el tamano de la probeta es una recta de pendiente —1/2,
como se muestra en la figura'2.11.c.

En los materiales cuasi-fragiles antes que la grieta crezca debe formarse la zona
de proceso de fallo, una vez estd completamente formada la grieta crece de manera
autosimilar. En estas circunstancias la zona de fallo tiene una dimension z (ver figura
2.9), el efecto que ésta tiene sobre la respuesta global puede ser considerado como
un problema de mecanica de la fractura lineal equivalente con una grieta ficticia. El
tamano de esta grieta serd a = a, + {y, donde a, es la grieta, libre de tracciones,
y fp un incremento de grieta que tiene en cuenta el efecto de la zona de fallo, tal

que produzca un efecto igual a que si siguiera la mecénica de la fractura lineal.
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Este parametro, que depende del material y el modo de fallo, se encuentra entre los
valores limites: 0 < £y < z.
La energia elastica equivalente almacenada en el sélido es:
o2
Ue = 5yt [Db — k(a, + (p)?] (2.35)
En las estructuras con geometria positiva la estabilidad de la estructura se per-
dera en algin momento entre que empiece el dano y que la zona de proceso de fallo
se encuentra totalmente formada, con lo cudl el tamano de la grieta equivale al de
la entalla inicial: a, = ag. Si se asume que la estabilidad se pierde cuando la zona
de proceso de dano se encuentra completamente formada, figura 2.10.c, el criterio

de propagacion se puede expresar:

1 [oU. o2 B
. { v ] = Dk (a0 + o) = G (2.36)

La tension de ultima de la estructura se escribe:

EG,
k‘(ao + fo)

Oy = (2.37)

Si se considera que en la estructura mantiene similitud geométrica, tal que ag =
nD se puede representar la relacion entre la tension tltima y el tamano de la pieza D.
En escala logaritmica esta funcion esta graficada en la figura 2.11, donde se observa
que cuando el tamano de la zona de fallo es pequeno comparado con el tamano de
la estructura la solucion tiende a la mecanica de la fractura lineal. No obstante,
cuando el tamano de la estructura es del mismo orden que el de la zona de fallo la
resistencia ultima tiende a un valor constante debido a que la zona no lineal afecta
al campo de tensiones de toda la pieza.

La ley de escala permiti6 a Bazant [17]-[20] la definicién de la energia de fractura
y del tamano de la zona de proceso de fallo. Si la dimension de la estructura tiende
a infinito la mecanica de la fractura lineal es aplicable porque el tamano relativo
de la zona de proceso fallo es insignificante. En este caso se puede determinar la
energia de fractura como la energia elastica descargada por la estructura al avanzar
la grieta. El tamano de la zona de proceso de fallo es la distancia entre el extremo
de la grieta real y el extremo de la grieta equivalente aplicando la mecanica de la

fractura lineal.
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La ley de escala definida por la ecuacion 2.37 corresponde a estructuras de tipo
II, estructuras con una entalla inicial. Cuando la estructura no tiene una pregrieta
formada se dice que es una estructura de tipo I. En este caso el plano de falla se
inicia en una superficie lisa y la resistencia nominal en funcién del tamano estructural

puede expresarse [21]-[23]:

ou(d) = (1 + deNgI)T (2.38)

donde el parametro f° representa la tensién de fallo en una estructura de dimen-
siones infinitas, r es un parametro positivo que controla el pendiente de la ley de
escala que se introduce por razones de ajuste, no teniendo efecto en la derivacion
de la ley y dy es la longitud de la zona danada antes del fallo. Considerando que
las estructuras muy pequenas tienen una resistencia finita se introduce el parametro
l;. La resistencia ultima de la estructura en funcién del tamano d se muestra en la
figura 2.13.

2.5. Los modelos de zona cohesiva

G’LL G’IL GU G’IL
Ge G
Go

Ge

Figura 2.12: Leyes cohesivas para distintos materiales, metales, termoplasticos, com-

puestos y hormigén.

Los modelos cohesivos definen una ley de ablandamiento que relaciona las ten-
siones con la apertura de la grieta. Dudgalde [24] fue el primero en utilizar modelos
cohesivos para el cdlculo del avance de una grieta en materiales metdlicos, poste-
riormente fue utilizado por Barenblatt [25] para su aplicacién en materiales fragiles.
No obstante se limitaron a definir una ley constitutiva de plasticidad perfecta sin un
limite de rotura. Este modelo no es capaz de detectar el efecto tamano pues la energia

disipada es infinita. No obstante es capaz de eliminar la singularidad en la punta de
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la grieta, aspecto poco realista de la mecanica de la fractura. Una solucion simple
es cortar la respuesta tension desplazamiento una vez se haya alcanzado el valor de
la energia de fractura del material (G¢o = ow,,), figura 2.12la. Este procedimiento
acostumbra a dar fuerzas ligeramente superiores a las que realmente sustentan las

estructuras pero es capaz de detectar el efecto tamano.
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Figura 2.13: Probeta con agujero sometida tracciéon uniaxial donde se muestra la
distribucién de tensiones ne la zona de fallo segin la teoria elastica y plastica.
Ley de escala para probetas geométricamente similares. Tipica respuesta tension

deformacion.

En 1976 Hillerborg et al. [26] presentaron un trabajo para la determinacién de
la iniciacién y la progresién de una grieta para geomateriales. Su trabajo se inicia
con los trabajos experimentales que se realizaron en hormigén a finales de los se-
senta [27]-[29] en los que observaron que cuando el tamafio de las probetas son lo
suficientemente pequenas se podia observar que el descenso de la fuerza al generar-
se la grieta era gradual y no brusco, pudiéndose, bajo desplazamiento controlado,
determinar toda la curva fuerza desplazamiento hasta la rotura total. El modelo de
Hillerborg es capaz de determinar también el inicio de la grieta siendo un modelo
que puede determinar todo el proceso de fallo. Este considera que el material se
comportara de una manera lineal elastica hasta que llegue a una tension umbral, a
partir de este momento el dano y las deformaciones se localizaran en una banda pre-
viamente definida por el analista. La energia que se disipara en esta banda equivale
a la energia de fractura, la cual es propiedad del material.

Los resultados de los calculos mediante modelos cohesivos muestran que la for-

ma de la curva de ablandamiento tiene importancia en la resistencia tltima de las
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estructuras [30)]. Esta es funcién de la naturaleza y distribucién de los defectos y
constituyentes que forman el material. En la figura 2.12 se muestran un conjunto de
leyes de cohesién que se han mostrado efectivas para el tratamiento de la fractura en
distintos materiales, metales, termoplasticos, compuestos y hormigén. Una solucién
ampliamente utilizada ha sido la curva bilineal, esta requiere cuatro parametros de
ajuste, es interesante tener en cuenta: 1) tensién de inicio del ablandamiento, 2)
pendiente inicial de ablandamiento, 3) energia de fractura, drea total bajo la cur-
va tension-apertura, y 4) limite de apertura, momento a partir del cual la tensién

residual es nula.

Es evidente que la determinacion experimental de la curva de ablandamiento es
dificil pues deben realizarse ensayos con desplazamiento controlado y probetas muy
pequenas para evitar el fallo inestable (ver figura 2.7). Por esta razén es habitual
utilizar curvas exponenciales o simplemente lineales pues se ajustan con dos parame-
tros, el inicio del ablandamiento y la energia de fractura, estos son los pardmetros

mas faciles de medir experimentalmente.

En la figura 2.13 se muestra una probeta con el campo de tensiones en la sec-
cion critica asumiendo una respuesta elastica, plastica y un estado intermedio. Este
estado de tensiones resulta de aplicar la primera ley cohesiva representada en la
figura 2.12. Es facilmente observable que la estabilidad se perdera cuando un punto
del material se encuentre completamente abierto y no sea capaz de transmitir més

tensiones cohesiva.

Cuando se consideran probetas geométricamente similares pero de distinto ta-
mano es posible determinar la resistencia en los tamanos estructurales extremos.
Cuando el tamano es muy pequeno (d — 0) la regién que plastifica tiende a ocupar
todo el plano de fallo y la probeta no es sensible a la concentracién de tensiones. Por
otro lado cuando el tamano de la probeta es muy grande (d — o) el tamano de la
zona plastica es muy pequena en comparacién con el plano de fallo, en este caso la
carga maxima se obtiene mediante la teoria eldstica. En la figura 2.13 se represen-
ta, en escala logaritmica, la resistencia en funcién del tamano de la estructura. K;
corresponde al factor de concentracion de tensiones pero en un caso méas general es
la relacién entre la carga maxima obtenida mediante la teoria del limite plastico y la
teoria de la elasticidad. La transicién entre los dos limites es lo que se conoce como

ley de escala cuya forma y pendiente (r) depende de la ley cohesiva del material y
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de la geometria de la estructura.

Cuando el agujero tiende a una grieta el factor de concentracion de tensiones es
infinito (K; = co) y el pendiente de la ley de escala debe ser dos (r = 2) para seguir
la teoria de la Mecanica de la Fractura Lineal. La resistencia de las estructuras de
gran tamano tienden a él asintéticamente, como se muestra en la figura 2.11.

Cuando se aplica la teoria del limite plastico para determinar la capacidad estruc-
tural independientemente del tamano se estd asumiendo que la energia de fractura
del material es infinita. Por otro lado cuando se considera que el limite viene deter-
minado por la teoria de la elasticidad se estd asumiendo que la energia de fractura
es nula. Estos son los dos casos extremos que marcan la maxima capacidad de una
estructura muy pequena y una de muy grande.

Este efecto tamano tiene importancia cuando se analiza un componente estruc-
tural fabricado a escala pues se puede sobreestimar la resistencia de la estructura.
Cuando se analiza una probeta sin entalla, con un campo de tensiones uniforme,

este efecto de escala no se encuentra presente.

2.6. Consideraciones estadisticas

Leonardo da Vinci llevo a cabo un conjunto de experimentos para determinar
la resistencia de cuerdas. Analizadas un conjunto de cuerdas con la misma seccion
y composicién pero con distintas longitudes concluyé que la resistencia era inversa-
mente proporcional a la longitud de la cuerda. Mariotte en su ”Traité du mouvement
des eauz” (1686) a parte de importantes contribuciones a la elasticidad, y claro, a
la hidraulica, define la inhomogeneidad de la materia. Luego la resistencia de una
cuerda no es funcién de su longitud, como ya indicé Galileo [7], sino de los defec-
tos que contiene. Al aumentar la longitud de la cuerda la probabilidad de tener un
defecto mayor por donde el material falle aumenta.

La variabilidad de las propiedades del material no se considera en la escala es-
tructural, para el calculo se utiliza un material homogeneizado con las propiedades
uniformes a lo largo del volumen. Cuando se analiza una estructura con una distri-
bucién de tensiones no uniforme la posicion de la grieta viene definida por la region
con las tensiones mas grandes. Este andlisis considera los aspectos deterministicos

de la fractura, energia y resistencia. Si se considera una probeta con un campo uni-
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forme de tensiones el tratamiento homogeneizado resulta en una solucién no realista,
todos los puntos del material danan en el mismo instante. No obstante el material
rompera por un soélo plano de fallo. Para garantizar la formacién de una grieta se

requiere la inclusion de algin defecto que promueva su crecimiento en un plano.
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Figura 2.14: Respuesta de un conjunto de elementos elastico fracturables con varia-
bilidad en la resistencia conectados en serie y en paralelo. Resistencia estructural en
funcién del tamano de la pieza, se muestra la distribucién del fallo, si el tamano es

pequeno sigue una campana de Gauss, si es grande una distribucion de Weibull.

La estadistica de los valores extremos [31] se encarga de determinar el minimo
y maximo de un conjunto de valores. Si se tienen N muestras de unas entidades
estadisticamente independientes cuya resistencia tltima (o) sigue una funcién de
probabilidad igual para las N muestras, P;(0) = P(o, < ). La probabilidad que
falle uno de los N especimenes se escribe Py(0) = P (min)*,((0,);) < o).

Si Pi(0) es la funcién probabilidad de fallo de un elemento sometido a una
tensién o, su probabilidad de supervivencia se escribe como 1 — P;(¢). Teniendo N
entidades iguales la probabilidad que ninguna se rompa es la unién de la probabilidad
de supervivencia de cada una de ellas: 1 — Py(c) = (1 — P(0))". Lo que es lo
mismo: In(1 — Py(c)) = Nln(1 — Pi(0)). Los casos de interés se centran cuando

Pi(0) =0y N es muy elevado. Si linealizamos la funcién logaritmo de probabilidad

de supervivencia alrededor de P;(0) = 0 resulta:

ONIn(1 — P,(0))

In(1—P ~ Nln(l — P, ot
n(1-Py(0)) n( 1)l py(o)=0 OP (o) Pi(0)=0

Pl(O') = —NP1(0'>

Si N es lo suficientemente grande como para considerar que los valores de interés de
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Py(0) corresponden a valores muy pequenos de Pi(o):
Py(o) =1—exp(—NPy(0)) (2.39)

La cola de la funcién de probabilidad de fallo de un espécimen puede ser aproxi-
mada alrededor del cero mediante la expresion:

Pi(o) = <i>m (2.40)

0o
donde oy y m son dos parametros de ajuste.
Si se considera que el material se describe en el continuo la distribucién de
Weibull puede ser escrita:

Py(o) =1 —exp (—% /V P f(a))dv) (2.41)

donde V;. es el volumen de referencia utilizado para ajustar la funcién de probabilidad
Py, y f(o) un valor escalar que hace la funcién de criterio de fallo.
Si el campo de tensiones es constante en toda la estructura la resistencia media

en funcion del nimero de entidades puede escribirse:
on = NV"T(14+m Yoy (2.42)

donde la funcién gamma se define: T'(1+m™") = [;© tm et
Teniendo en cuenta que el volumen de la estructura es proporcional al numero

de entidades que la forman la ley de escala resultante se puede escribir [17]:
0y = kod™"/™ (2.43)

donde kj es una constante que describe la geometria de la estructura, n es el nimero
de dimensiones de la estructura, 1, 2 o 3 segin si el problema es uni, bi o tridimen-
sional y m depende de la funciéon de probabilidad.

La teoria estadistica de Weibull ha sido ampliamente utilizada para explicar la
tendencia de las estructuras a fallar de un modo mas fragil al aumentar su tamaino.
Este efecto, que en estructuras con campos de tensiones no uniformes acostumbra
a ser despreciable, ha sido utilizado en muchas ocasiones para ofrecer una explica-
cion errénea al efecto de tamano producido por la propagacion estable de la grieta.

Notase que la teoria estadistica de fallo es exactamente igual a utilizar un criterio de
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tensiones con aleatoriedad en el medio pero no tiene en cuenta la posibilidad que un
punto del material se dane sin producir la perdida de estabilidad de la estructura.
La teoria estadistica solo es aplicable en materiales lo suficientemente fragilizados,
como por ejemplo los ejes de ferrocarriles previamente fragilizados a fatiga, como en
el trabajo de Wohler [32].

En estructuras con capacidad de acumular dano antes de la pérdida de la es-
tabilidad la teoria previamente expuesta no es aplicable, de la misma manera que
tampoco lo es un criterio en tensiones. La derivacion de la funcién de Weibull resulta
de considerar que los elementos se encuentran conectados en serie, no obstante si
estos se encuentran en paralelo (ver figura 2.14) la tensién méxima que serd capaz
de sustentar la estructura no debe ser igual a la tension que produce el primer fallo
en el material. La conexién de elementos en paralelo ocasiona una redistribucion de

las tensiones al fallar los elementos.

En problemas que tratan sobre la resistencia de un haz de fibras se ha utilizado
el llamado GLS, (”Global Load Sharing”) que corresponde al caso de la figura 2.14
donde al fallar un elemento la fuerza es redistribuida homogéneamente entre las
fibras restantes. En este caso la distribucion de fallo tiende a una campana de Gauss

El GLS es apropiado para tratar un haz de fibras si entre éstas no existe friccién
y son incapaces de transferir tensiones cortantes. Si se considera que existe friccion
entre las fibras las que se encuentran mas cerca del fallo sustentaran mayores cargas.
El LLS (”Local Load Sharing”) considera que al fallar una fibra las cargas se reparten
entre las adyacentes. Si se considera la hipdtesis del LLS la probabilidad de fallo
tiende a una distribucion de Weibull, pues al fallar una fibra sus adyacentes se

cargan y facilitan la aparicion de “clusters” que provocan el fallo catastréfico del
haz de fibras.

Cuando se considera que las fibras tienen una relacién constitutiva elastica hasta
el momento del fallo y el material es capaz de transferir cortantes el LLS es apro-
piado, no obstante si se considera una ley constitutiva con una fase elastica y otra
con plasticidad perfecta el GLS es una hipétesis apropiada ya que existe una zona

donde se redistribuyen las tensiones.

La zona donde se redistribuyen las tensiones al fallar una fibra puede considerarse

como la zona de proceso de fallo, si esta ocupa gran parte del plano de fallo la
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distribucién seguird una campana de Gauss, si la zona de fallo es pequena comparada
con el plano de fallo seguira la ley de Weibull.

Esta tendencia puede ser explicada, también, a partir de considerar una ley cohe-
siva con algunos de sus parametros generados aleatoriamente segtin su posicion. Si se
considera una probeta con un agujero cuyo material tiene una ley cohesiva de plas-
ticidad perfecta como la presentada en la figura 2.12 pero generada aleatoriamente

de tal modo que la resistencia (o,) no sea constante.

O

Zona de
tensiones
elevadas
ANAAAA
T
%
(@EE gy
L
1234247 Entidad

GHPIIIELL LTI

Figura 2.15: Probetas geométricamente similares con un agujero. x es la longitud
que debe ser danada antes del fallo, aproximadamente constante, y L la longitud

donde es probable aparezca un plano de fallo.

En la figura 2.15, se representan dos probetas geométricamente similares de dis-
tinto tamano. Donde z es la longitud de la zona de proceso de fallo, esta debe
ser danada antes del fallo estructural y es aproximadamente constante al aumentar
el tamano de la estructura, puede ser aproximada mediante la propuesta de Irwin
(ecuacion 2.31). L marca la regién donde pueden aparecer distintos planos de falla
que produzcan la rotura del material y los cuadrados representados son las entidades
donde las propiedades del material se han generado aleatoriamente.

Cuando se analiza una estructura pequena el tamano de la zona de proceso
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de fallo es parecido al de la estructura y la resistencia debe resultar la media de
todas las entidades pues antes del colapso todas deben ser danadas. En este caso
la distribuciéon de Weibull no es aplicable pues esta analiza el valor minimo de un
conjunto de datos. Como la resistencia es el valor medio puede aplicarse el teorema
del limite central lo que resulta que la resistencia sigue una distribucién de Gauss.

Por otro lado cuando la estructura es muy grande la regién donde las tensiones
son lo suficientemente elevadas como para provocar el fallo es mucho mayor que la
zona de proceso de fallo. Luego el fallo vendra regido por las entidades mas débiles
presentes en esta regién. En este caso, la determinacion del valor minimo debe seguir
una de las tres distribuciéones de los valores extremos, la de Weibull.

El efecto tamano estadistico tiene cierta influencia cuando el factor de intensidad
de tensiones es cercano a la unidad (K; ~ 1) y cuando el tamano de la estructura
es mucho mayor que el de la zona de proceso de fallo.

Estas consideraciones permiten mejorar la ley de escala energética, ecuacion

(2.38) con un término que tiene en cuenta la variabilidad de la resistencia [34]—[36]:

LO %_’_ TdN
d+ Lo d+ 0

Se observa que cuando d es pequena la influencia del término estadistico es

ON (d) = ftoo

(2.44)

negligible. La resistencia nominal en funcién del tamano de las estructura descrito

por la ecuacion (2.44) se muestra en la figura 2.14.



Capitulo 3

Bases de la mecanica del dano

continuo

3.1. Introduccion

La mecanica de los medios continuos es la herramienta de certificacion estructural
mas ampliamente utilizada. Esta parte de la hipdtesis que las variables del problema
pueden ser descritas mediante ecuaciones continuas. Lo que requiere que exista la
suficiente diferencia de escala entre el tamano de las discontinuidades del material
y el tamano de la estructura a calcular. Tras esta simplificacién es posible tratar el
problema mediante ecuaciones diferenciales.

Muchos problemas de la mecanica del sélido pueden ser tratados mediante la
mecéanica de los medios continuos. Considérese una estructura con una geometria
dada, la cual ocupa un volumen definido en el espacio V', en cuyo contorno I' se
prescriben unas tracciones o desplazamientos que producen un campo de esfuerzos
y desplazamientos en cada punto del dominio V. Estos son descritos mediante fun-
ciones continuas. La parte simétrica del gradiente de la funcién de desplazamientos
u(x,y, z) define el campo de deformaciones, e(x,y, z) y mediante la ecuacién cons-
titutiva se determinan las tensiones de cada elemento diferencial, o(z,y, z). Si se
garantiza la ecuacion de equilibrio (ecuacién (2.2)) en cada punto del dominio la es-
tructura se encuentra en equilibrio. La integracién en el volumen de la ecuacién de
equilibrio raramente puede realizarse analiticamente con lo que se han desarrollado

técnicas numéricas. La de mas éxito es el Método de los Elementos Finitos [37]. El

39
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diagrama de Tonti [38] (ver figura 3.1) esquematiza el problema a solucionar para

casos cuasi-estaticos con pequenas deformaciones.

CC. Esenciales o Desplazamientos Cargas
de Dirichet : T, volumétricas
u(x,y,z) b(x,y,z)
Relaciones cinematicas Ecuacion de
| 7 equilibrio
S—E(V u+u V) Vo + pb =0
Deformaciones Tensiones
CC. Naturales o
&(x.y,7) Ec. Constitutiva o(x,y,7) de Neumann T’y
6 =Csg

Figura 3.1: Diagrama de Tonti [38] relacionando los distintos campos en un problema

cuasi estatico en pequenos desplazamientos

Los modelos constitutivos se encargan de definir una relacion entre las tensiones
y las deformaciones. Los modelos constitutivos enmarcados en la mecénica de los
medios continuos se presentan como la herramienta mas prometedora para el trata-
miento de la respuesta estructural. Esta permite el calculo de estructuras geométri-
camente complejas gracias a los codigos de elementos finitos y, al mismo tiempo, per-
miten el acoplamiento de varios fenémenos constitutivos en la misma formulacion.
Por ejemplo, acoplamiento de problemas termo-mecéanicos con dano y plasticidad.

La relacion constitutiva mas simple es la famosa ley de Hooke en que las deforma-
ciones y las tensiones mantienen una relacion lineal, este modelo también se conoce
como modelo elastico y es la versién mas simple de los modelos hiperelasticos. Los
modelos hiperelasticos se caracterizan por definir una energia potencial mediante
una funcién escalar, bajo cualquier ciclo cerrado de tensiones o deformaciones la
disipacién es nula. Los modelos hiperelasticos no consideran que existe un cambio
en la estructura del material bajo estados de tensién severos. Si se quieren modelar
fenémenos que produzcan un cambio irreversible en el material deben definirse un
conjunto de variables internas que hagan referencia a la historia pasada del material
y que definan su estado actual. Para garantizar la admisibilidad fisica de la evolu-
cién de estas variables internas los modelos deben definirse dentro el marco de la

termodinamica de los procesos irreversibles.
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Las dos tipologias de descripcion constitutiva en calculos cuasi-estaticos que de-
terminan la variacion de las propiedades del material son los modelos de plasticidad
y los modelos de dano. Los modelos de plasticidad tratan de las deformaciones irre-
cuperables llamadas plasticas () de los metales (o otros materiales) al superar
cierto umbral de tensiones. Los modelos de dano tratan la perdida de rigidez de los
materiales debido a la nucleacién y al crecimiento de grietas. Existen modelos de
dano y plasticidad, entre los cudles los modelos de dano plastico son aquellos que
consideran la pérdida de rigidez debido a la evolucién de las variables plasticas.

La inmensa mayoria de modelos de plasticidad o dano presentan una estructura
parecida. Una primera fase donde se considera que el material sigue la ley de Hooke,
a partir de cierto umbral determinado por una funcién escalar de las tensiones o de
las deformaciones los procesos disipativos empiezan. La evolucién de las variables
internas se determina mediante las leyes de dano o plasticidad, las cuales han sido
previamente definidas a partir de la micromecanica o directamente postuladas. Si
se descarga el material sigue la ley de Hooke, en el caso de dano con una rigidez
reducida hasta el origen, si es plasticidad con la misma rigidez inicial pero sin pasar

por el origen.

3.2. Elemento representativo de volumen

La mecanica de los medios continuos parte de la hipotesis que el material es
homogéneo y continuo en una determinada escala, luego las ecuaciones que descri-
ben el medio y sus propiedades termomecanicas pueden ser representadas mediante
funciones continuas. Evidentemente el material no es continuo, ya desde su esca-
la atémica hasta aquellos materiales compuestos de diferentes agregados, pasando
por la distribucion de defectos iniciales o generados a lo largo de su vida. Se define
el elemento representativo de volumen como aquel donde los fenémenos a estudiar
pueden ser promediados a lo largo del volumen. Se pueden definir distintas escalas,

estas no son absolutas sino relativas al fenémeno a estudiar:

= Microescala: Donde se estudian los mecanismos que provocan la elasticidad,

la disminucion de rigidez o la plasticidad.

La elasticidad se encuentra relacionada con los movimientos de los atomos. La

plasticidad en los metales se estudia analizando el movimiento relativo de las
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distintas dislocaciones entre los cristales del material. El despegue entre los

distintos cristales o la rotura de ligaduras atéomicas es la fuente del dano.

En los materiales compuestos el dano ocurre basicamente en la interfase de los
distintos constituyentes debido a las grandes concentraciones de tensiones que
acostumbran a generar. En los compuestos la fibra y la matriz se acostumbran a
separar y luego aparece dano en las distintas fases. En el hormigén el agregado
y el cemento se separan. Es comin que estos materiales tengan, en ciertos
casos, un comportamiento plastico debido, en gran parte, a la friccién que
aparece entre las micro-grietas, cuya orientacion no coincide con las tensiones

principales medias en el material.

= Mesoescala: Donde se pueden definir las ecuaciones constitutivas continuas
para el andlisis mecanico. Aqui se define el elemento representativo de volumen.
La mesoescala es donde los fenémenos de la microescala pueden ser promedia-
dos y ser tratados como continuos. Estos seran validos mientras los procesos
micromecéanicos puedan ser considerados como estadisticamente homogéneos
dentro el elemento representativo de volumen. A partir de este momento el
tratamiento de la evolucion de las variables internas debera realizarse a partir

de otras consideraciones.

» Macroescala: Es la escala de las estructuras a analizar.

Los materiales compuestos presentan varias escalas muy diferenciadas, como se
muestra en la figura 3.2l Se puede considerar como microescala la estructura mole-
cular de cada fase. A nivel de fibra y matriz se puede considerar como homogéneas
para definir un modelo constitutivo continuo para cada una de estas fases. En la
macroescala se observan las distintas fases y se puede determinar la interaccién de
las mismas. Esta aproximacion requiere una gran capacidad computacional que la
imposibilitan para el calculo estructural pero la hacen una herramienta interesan-
te para el diseno de materiales. Por ejemplo, el tejido éptimo para un compuesto
tridimensional.

Es posible considerar la microescala como aquella en que se producen las inter-
acciones entre las distintas fases y definir las ecuaciones continuas de la mesoescala

teniendo en cuenta que representan conjuntamente las distintas fases, es decir cada
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Figura 3.2: Distintas escalas donde el material puede ser homogeneizado.

punto material de la mesoescala esta formado por todo el compuesto. En el capitulo

5l se define un modelo constitutivo de dano en esta escala.

Es habitual utilizar la teoria de cascaras para la determinacion de la respuesta
estructural de las piezas laminadas. De la utilizacién de la teoria de cdscaras resulta
una limitada descripcion cinematica del medio. En este caso, el elemento represen-
tativo de volumen debe considerarse como todo el espesor del laminado. Es posible
considerar que la microescala es una capa y las leyes de dano de la mesoescala tie-
nen en cuenta la interaccién de las distintas capas. En el capitulo 6 se define un

modelo para ser tratado con la teoria de cascaras. Este utiliza, como leyes de dano,



44 CAPITULO 3. BASES DE LA MECANICA DEL DANO CONTINUO

la respuesta obtenida por los modelos definidos en el capitulo 5.

Para realizar estos saltos de escala debe asegurarse que las distancias entre ellas
son lo suficientemente grandes para que no exista interaccién entre ellas. Es decir
el tamano de los constituyentes (fibra y matriz) debe ser mucho mayor que las
moléculas que forman el material. Del mismo modo las capas que forman el laminado
deben ser lo suficientemente gruesas en comparacion con el tamano de la fibra.

Un estudio de los fendmenos mecéanico en la micorescala ayuda a la definicién de
los modelos constitutivos, a seleccionar las variables internas necesarias y a deter-

minar las condiciones de su activacién y evolucién.

3.3. Descripcién del dano en la mesoescala

La manera mas simple de describir el dano es mediante una sola variable de dano
que afecta por igual a todos los términos del tensor constitutivo como en el trabajo
pionero de Kachanov [39][40]. La utilizacién de modelos de dano escalares es muy
habitual en la modelizaciéon constitutiva debido a su simplicidad. Si bien no son
capaces de determinar la anisotropia generada en el elemento representativo de vo-
lumen si son capaces de representar la orientaciéon de una macrogrieta evolucionando
en la macroescala.

En materiales inicialmente isétropos se pueden definir modelos de dano que des-
criban la disminucién de la rigidez mediante dos variables internas relacionadas con
los dos parametros eldsticos independientes. Lo méas habitual es definir una variable
de danio que afecte al médulo volumétrico (K) y otra al cortante (G). Estos modelos
mantienen la isotropia inicial del material y se llaman genéricamente modelos is6tro-
pos, el modelo escalar es su caso mas simple. A nivel micromecédnico estos modelos
consideran el dano como cavidades uniformemente distribuidas o grietas sin ninguna
orientacion preferencial en el material.

Si el material no es inicialmente isétropo el nimero de variables de dano inde-
pendientes que pueden definirse para que las direcciones principales del material no
varien es igual al nimero de parametros elasticos del material. Es decir 5 para un
material transversalmente isétropo, 9 para un ortétropo y hasta 21 para un ma-
terial con anisortopia total. Este conjunto de variables escalares que describen el

danio representan grietas orientadas en las direcciones prefernciales del material y
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no consideran que la direccién de las cargas influyan en la orientacién de las grietas,
solo si se generan unas grietas u otras. Esta suposicién es muy habitual en mode-
los para compuestos de laminas unidireccionales, numerosos experimentos llevados
a cabo con este tipo de material indican que las grietas se generan en la direccion
transversal al refuerzo, rotura de la matriz, o en la direcciéon longitudinal, rotura de
las fibras, con lo cual todas las posibles orientaciones se reducen a dos planos.

Los modelos de dano isétropos presentan una limitaciéon en la descripcion del
dano que no es aceptable bajo ciertas condiciones, materiales bajo ciclos de tension
complejos que produzcan rotacién de las direcciones principales del tensor de tensio-
nes o que presenten una gran capacidad de distribuir el dano antes de que este forme
un plano de fallo. El proceso de dano del material esta formado por la nucleacion
y crecimiento de grietas orientadas segin el origen de las cargas y la morfologia del
material. La descripcion del dano para casos complejos de carga requiere la represen-
tacion tensorial. Existen bastantes modelos definidos para materiales inicialmente
isétropos que describen el dano mediante vectores [41][42] o tensores de segundo
[43]-[48] o de cuarto orden [49]-[51].

La manera mas general de relacionar el tensor de rigidez virgen del material con
un estado cualquiera de dano es mediante un tensor de octavo orden [52]. Es decir

mediante 3% variables.

Cijkl = (Iijklmnst - Dijklmnst) (C())mnst (31)

La condiciéon de compatibilidad exige la simetria del tensor de deformaciones
mientras el equilibrio de momento interno la del tensor de tensiones, esto provoca la
simetria menor del tensor secante, las dos primeras igualdades de la ecuacién (3.2).
La existencia de una funcion escalar que sirva de potencial termodinamico exige la

simetria mayor de este tensor, ultima igualdad de la ecuacién (3.2).
Cijkr = Cjirn = Cijie = Chij (3.2)

El resultado es un tensor de rigidez secante con 21 parametros independientes
para representar la anisotropia general. Estas condiciones restringen los parametros
independientes del tensor de dano (Djjkimnrs). Debida a la gran complejidad y a
la imposibilidad de determinar los parametros los tensores de octavo orden no se

utilizan.
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Para simplificar el tratamiento del tensor constitutivo danado se acostumbra a
considerar alguna hipdtesis que permita relacionar cinematicamente el estado del
material danado con un espacio ficticio del material virgen. Las tensiones y defor-
maciones en el espacio del material virgen siguen la ley elastica inicial, ¢ = Cy : €.
Los principios de equivalencia de deformaciones, tensiones y energia ofrecen distintas
maneras de relacionar el espacio ficticio con las tensiones y deformaciones nominales,

0y €, en la mesoescala.

< > < > p >
. «— > «— —» bl
Material «— R <« , O <+ —»0
Virgen il — bl — — —
> > . > z
£
£ £
< > < — < <
: -« >
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Dafiado -« —» <« —> - >
< > < —> < >
A B C

Figura 3.3: hipétesis de A) equivalencia de deformaciones, B) equivalencia de tensio-
nes y C) equivalencia de energia entre los distintos espacios reales danados y ficticios

virgenes

= Principio de equivalencia de deformaciones: La tension efectiva aplica-
da al material virgen produce la misma deformacion que la tension nominal
aplicada al material danado. Esta equivalencia implica que los elementos fa-
llan en paralelo (figura 3.3A). Resulta una relacién entre tensiones nominales

y efectivas y una relacién secante:
c=(I-D):6 y c=(I-D):Cy:¢ (3.3)

= Principio de equivalencia de tensiones: La deformacién efectiva aplicada
al material virgen produce la misma tensién que la deformaciéon nominal apli-
cada al material danado. Esta equivalencia implica que los elementos fallan
en serie (figura 3.3B). Resulta una relacion entre deformaciones nominales y

efectivas y una relacién secante:

E=I-D):ey 6=Cop:(I-D):¢ (3.4)
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» Principio de equivalencia de energia: La densidad de energia libre de
Helmholtz almacenada en el material virgen sujeto a una deformacién efecti-
va es igual a la densidad de energia libre almacenada en el material danado
sujeto a la deformacién nominal. Al mismo tiempo, la densidad de energia
complementaria almacenada en el material virgen sujeto a una tensién efecti-
va es igual a la densidad de energia complementaria almacenada en el material
danado sujeto a la tensién nominal (figura 3.3C).

U=15:Cp:é=1%c:C:e y G=45:Cy':6=4%0:C":0 (35)

Resultando una relacién constitutiva:

c=(I-D):Cy:(I-D):¢ (3.6)

La utilizacion de la hipétesis de equivalencia de deformaciones y tensiones da
matrices de rigidez no simétricas, caso termodinamicamente inadmisible, no obstante
la equivalencia de energias resulta una relacién secante simétrica. La utilizacién de
estos principios, aunque no necesaria, produce que la relacién mas general entre el
tensor virgen y el danado sea mediante un tensor de cuarto orden. En la bibliografia
se encuentran algunos modelos definidos a partir de tensores de cuarto orden [49]-
[51], estos utilizan como variable interna el propio tensor de rigidez o de flexibilidad,
luego su simetria es mas facil de garantizar.

Es habitual considerar que el dano puede ser representado mediante tensores
simétricos de segundo orden [44]-[48][53]. Si consideramos que el estado de un ma-
terial puede representarse mediante un conjunto de grietas ortogonales definidas por
los vectores ortonormales (nj,ns,n3) que corresponden a las direcciones principales
del tensor de segundo orden que describe el dano. En estas direcciones el dano pue-
de escribirse mediante tres variables escalares: Dy, Dy y Dj3. La relacion entre las

tensiones efectivas y nominales en estas direcciones se pueden escribir:
on=0-=D1)6n ; on=1—Dy)0s ; o033=(1—Ds)dss (3.7)

Las relaciones a cortante no quedan definidas (o definiendo la relacién o;; =
(Lir — Dji,) 3; resulta una relacién no simétrica) pero es légico pensar que las ten-

siones en el plano 12 se veran afectadas por las variables de dano 1 y 2. Son comunes
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las siguientes suposiciones [54][55]:

o12= +/(1=D1)(1— Ds)d12 ;

s = l1= D)+ (1= D) 59)
. (1-D1)(1—-D)_
012 = 92— D, — D, 012

Estas relaciones no son més que una simetrizacion del tensor de tensiones efec-

tivas. Si se aplica la equivalencia de energias resulta un tensor secante:
C=M:C,: M (3.9)

Siendo M una matriz que se puede expresar en las direcciones principales del

dano como:
(1-D, 0 0 0 0 0 |
0 1— D, 0 0 0 0
0 0 1-D 0 0 0
M = 5 (3.10)
0 0 0 1-Dy, 0 0
0 0 0 0 1— Dj 0
0 0 0 0 0 1 — Dy

donde (1 — Dg) = /(L= D) (1= D), (1— D) = L[1=Dy)+(1—Dy)] o (1 —

1-D;)(1-D
Dg) = 2 275)1(7D22)

Un enfoque muy distinto es el basado en el concepto del microplano. Estos definen

y sucesivamente segun el tipo de simetrizacion.

el modelo constitutivo de un conjunto de planos del material separados un angulo
determinado y luego los integra alrededor de toda la esfera mediante la cuadratura
de Gauss. El concepto del microplano fue avanzado por Taylor [56] y desarrollado por
Batdorf y Budianski para plasticidad [57]. Posteriormente fue mejorado por Bazant
para hormigén [58]-[60] con leyes en el plano con ablandamiento. Este planteamiento
es una generalizacion de los modelos cohesivos y del "smeared crack models”. En

algunos casos son equivalentes a una tensor de cuarto orden.

3.3.1. Cierre de las grietas, unilateralidad del dano

La unilateralidad del dano hace referencia a la recuperaciéon de rigidez del mate-

rial daniado bajo ciertas condiciones de carga. La aparicion de fisuras en el material
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produce distinta pérdida de rigidez secante segin si las cargas son a traccion, en-
contrandose las grietas abiertas, o a compresién, cuando las caras de las grietas
entran en contacto y permiten la transferencia de las cargas.

Existen la posibilidad de definir variables independientes segtn si el dano se ha
producido bajo cargas a traccién (D) o a compresién (D¢). Otra posibilidad consiste
en definir un sélo conjunto de variables internas (D) que se encuentran totalmente
activas bajo cargas a traccién y que se recuperan parcial o totalmente bajo cargas
a compresion segun algin parametro del material. Esta segunda opcién considera
que no es necesario definir un conjunto de variables internas especiales para tener
en consideracion la distinta naturaleza del dano generado a traccién y a compresion.
Por otro lado cuando se consideran distintas variables internas para almacenar el
danio generado a tracciéon y a compresion se requiere tener en cuenta que ambos
danos afectan a la rigidez secante tanto bajo cargas a compresion como, sobretodo,
a traccion.

La deteccion del estado activo o inactivo se acostumbra a determinar mediante
la descomposicion de las tensiones o deformaciones principales en una parte positiva
y una negativa. En aquellas direcciones donde la tension o deformacién principal es
positiva el danio activo sera a traccion y en aquellas donde es negativa el dano activo
sera a compresion.

Cuando el dano se representa mediante un tensor de segundo o de cuarto orden es
posible determinar cuales seran las variables activas teniendo en cuenta la direccion
principal del tensor de dano. Conocidas estas direcciones se descompone el tensor
de tensiones, o deformaciones, para determinar si en una direcciéon v; las grietas
se encuentran activas o inactivas segin su signo. Por ejemplo, Chaboche [50][51]
propone definir un tensor secante:

C=C(d)+nY H(-vi-e-v;)P;:[Co—C(d)] : P; (3.11)

i=1
donde P, = v; @ v; @ v; ® v;, H (—v; - - v;) es la funcién escalén, C(d) es el tensor
secante con las variables de dano completamente activas, debido a cargas a traccion,
y Cy es el tensor de rigidez isétropo inicial. n es el parametro de recuperaciéon del
material, si este es 0 el material no recupera la rigidez a compresion y si es 1 la
recupera totalmente.

Cormery et al. [61] analiza el comportamiento de los modelos de Chaboche [51] y
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de Halm y Dragon [62], ambos con descripcién anisétropa del dafio y con descompo-
sicién en la parte positiva y negativa teniendo en cuenta las direcciones principales
del dano y de la deformaciéon demostrando en ambos modelos que la descripciéon
de la densidad de energia elastica almacenada no era unica por un mismo estado
del sistema, en este caso la funcién que describe la energia libre no es un potencial
termodinamico.

Carol et al. [63] estudia la conservacién de la energia de los modelos con unilate-
ralidad. Considerando que el proceso de activacion y desactivaciéon de las variables
de dano no es un proceso disipativo, para cualquier ciclo cerrado de cargas que no
produzca evoluciéon de las variables internas, es decir incremento del dano, la di-
sipacién debe ser nula. Carol propone la expresiéon para determinar la disipacion
espurea:

ESp:leS:C_ ZEZl(fiH_ o (3.12)
2 d=0 2 d=0

Analizando distintos modelos de dano con unilateralidad que se encuentran en
la bibliografia sélo los modelos que describen el dano con variables escalares ofrecen
una disipacién espurea nula.

Los tnicos modelos de dano continuo capaces de tratar de una manera consis-
tente el cierre de las grietas son los que se describen mediante una sola variable
escalar a traccion y otra a compresion. Si se considera que en cualquier instante se
mantendré la coaxialidad entre las deformaciones (e) y las tensiones (s) principales
la relacion constitutiva se puede expresar: e = H : s, donde el tensor de flexibilidad

secante en las direcciones principales se puede escribir:

1
—V —V

e
H-—| - _ 3.13

E Y14, v (3.13)

1
—V —V
i 1—ds |

donde las variables de dano (d;) son funcién de las variables escalares de dano que
determinan la pérdida de rigidez a traccién (dy) y a compresién (d_) y se activan

segun:

d; = d+@ td <_‘?i> (3.14)

donde (z) es el paréntesis de McCauley y se escribe (x) := (z + |z|) /2.
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Forzando la coaxialidad entre las deformaciones y las tensiones principales resulta

un valor de rigidez cortante:

G=Ju %5 3.15
J 281']' 2 <€j — 61‘) ( )

Otra problema detectado en los modelos de dafio con unilateralidad es que la
respuesta ofrezca saltos en la respuesta tension deformacion en el proceso de acti-
vacién/desactivacién de las variables activas. Este efecto se debe al coeficiente de
Poisson y la clave para que no ocurra es que este no se vea afectado por el dano. En
la ecuacién (3.13) los coeficientes de Poisson no se ven afectados por las variables
de dano. En el caso que se determinen las variables de dano activas segun el signo
de las tensiones principales (s;) en el momento que su valor sea nulo la variable de
dano cambia de traccion a compresién, o viceversa, y sélo cambia el término que
se ve afectado por la tensién nula. Por otro lado si se utiliza, para determinar las
variables de dano activas, el signo de las deformaciones principales (e;) se produce
un salto en la respuesta tensién deformacién ya que ninguno de los componentes de
las tensiones principales tiene porque ser nulo.

Chaboche [64] realiza una interesante aportacién al comportamiento de las grie-
tas al cerrarse considerando que ademas de una recuperacién de la rigidez se produce
friccion entre las caras de la grieta bajo esfuerzos cortantes.

Un enfoque que ha obtenido buenos resultados en la modelizacién del cierre de

grietas son aquellos basados en el concepto de microplano [58]-[60)].

3.4. Bases termodinamicas de los modelos consti-

tutivos

La termodinamica de los procesos irreversibles ofrece un riguroso marco para de-
finir modelos constitutivos con variables internas [43][65]-[69]. El método del estado
local postula que el estado termodinamico de un punto en un instante determinado
es completamente definido mediante el conocimiento de un conjunto de variables en
ese instante y punto. La evolucion de las variables internas que describen el estado
s6lo dependen del estado del punto en el instante actual. El valor de las derivadas

temporales no intervienen en la definicion del estado lo que implica que se pue-
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de considerar que el punto se encuentra sometido a una succession de estados de
equilibrio.

Se define una funcién de estado extensiva (e) como medida de la energia total,
esta se puede descomponer de forma aditiva mediante una componente de energia
cinética (k) y otra de energfa interna (u) : e = u + k.

El primer principio de la termodinamica es un balance de energia que en forma

local se puede escribir:

pi=o:é+pr —Vq (3.16)

La variacién de la energia interna (pa) sera igual a la potencia mecénica generada
(o :€) més la aportacién de fuentes de calor interno (pr) menos el flujo de calor
no convectivo (Vq) que circula por el contorno. Se considera que la densidad del
material es constante.

El segundo principio restringe la evolucién de la energia interna. Habiendo pro-
cesos factibles y otros no factibles a pesar del cumplimiento del primer principio,
ecuacion (3.16). Se define una variable de estado intensiva y definida positiva lla-
mada temperatura absoluta (T) y otra extensiva llamada entropia especifica (s).
La evolucion de la entropia debe ser mayor o igual a la cantidad de calor entrante

dividido por la temperatura absoluta, eso es:

(9)=pr - Y91 q. 70 (3.17)

T
o
pizpp =V T T T2

T
Si la expresién (3.17) mantiene la igualdad el proceso es reversible, el aumento de
entropia es igual a la relacion entre el calor introducido y la temperatura absoluta,
luego es posible volver al estado termodinamico previo. Por otro lado si el aumento
de entropia es mayor que el calor introducido el proceso es irreversible, se ha disipado
energia que no podra volver a utilizarse.
La funcién entropia puede descomponerse aditivamente mediante una entropia
externa, generada por la interaccién con el medio colindante y otra generada por

procesos internos.

§=4845>0 (3.18)
Se define la entropia externa como:

e r Vq vT
ps=pm—— +da

T e (3.19)



3.4. BASES TERMODINAMICAS DE LOS MODELOS CONSTITUTIVOS 53

combinando las dos expresiones anteriores se obtiene la variacion de entropia interna
por aquellos procesos que provocan un cambio en el estado del material. La conocida

desigualdad de Clausius - Duhem:

iy ) r Vq vT
ps :PS—Pf‘FT—q'Wz

0 (3.20)

Teniendo en cuenta que el ltimo término de la expresion (3.20) se refiere a la
conduccién térmica, se puede considerar que el flujo de calor siempre ira de la fuente
de mayor a menor temperatura —q - % > 0, restringiendo atin mas la evolucién de

la entropia, resulta la desigualdad de Clausius - Plank:

. . r Vq
PSlocal = PS — pT + T Z 0 (321)

Puede establecerse la disipacién mecénica y térmica multiplicando la expresion de
la variacién de entropia por la temperatura absoluta, como esta siempre es positiva

garantizar una disipacion positiva es equivalente al segundo principio:

vT
Emecénica = TPS — pr + Vq Z 0 ; Etérmica =—q- T 2 0 (322)

combinando la disipaciéon mecéanica con la expresién del primer principio, ecuacion
(3.16), resulta:
Emecémica =0: é+P (TS - U,) >0 (323)

Las variables medibles experimentalmente en un problema mecéanico son la defor-
macién (), la tension (o) y la temperatura absoluta (77) ademés de las deformaciones
permanentes en modelos de plasticidad o la disminucion de rigidez en modelos de
dano. En un problema termomecénico es dificil definir la energia interna ya que de-
pende de la entropia, u(e, s, D). Es conveniente definir una nueva funcién de estado

llamada energia libre de Helmoltz:
U (e, T,D)=ule,s,D)—Ts (3.24)

sustituyendo su variacion temporal (\If =T s—T3) en la expresién de la disipacién
mecanica (3.23)):

Emm@RaE(Tié—p(Q—%T3>ziO (3.25)
Reescribiendo la variacién de energia libre en funcion de sus argumentos:

L ) PR



54 CAPITULO 3. BASES DE LA MECANICA DEL DANO CONTINUO

La disipaciéon mecdanica resulta:

ov ov .0 .
Emecéunica = —p—=— | 1 E— A T—p-=:D 2 2
<O‘ p(%) £ p(8T+S> "D 0 (3.27)
Siendo la deformacion y temperatura absoluta las variables libres y pudiendo variar

libremente para evitar la disipacién negativa debe cumplirse:

ov ov

. T 3.28
Resultando una disipacion mecanica:
a\If . .
Zmecdnica = —P=—=— D=Y :D >0 3.29
"D (3.29)

donde Y son las fuerzas termodindmicas asociadas a las variables internas (D) en
el campo complementario. Estas indican la variacién de energia libre al evolucionar
las variables internas.

En algunos casos es interesante definir la energia libre en funcién de las tensiones,

se define la energifa libre de Gibbs: G (0, T, D).

pG (0,T,D) = pV (,T,D) —0 : ¢ (3.30)

Derivando respeto los argumentos (pG =pU—6:e—0: g) se llega a las

igualdades:
oG oG . 0G .
S mecénica = — | p— 10— — T—p—:D > 31
mecan (P 90 +5) o—p (aT +S) paD 0 (3 3 )

Las leyes de estado derivadas a partir de la energia libre de Gibbs resultan:

oG oG oG

_9G _ 96 _ oG 3.32
Posc T Tor P oD (3:32)

E =

Las relaciones entre las distintas funciones que describen la energia se determinan
mediante la transformada de Legendre como ilustra la figura 3.4.

La modelizacion constitutiva exige escribir las funciones con los argumentos que
provoquen una mayor facilidad en el trabajo y, sobretodo, en el ajuste. Es decir,
definir la energia libre con las tensiones o deformaciones y la temperatura. Por lo
que se refiere a las variables internas pueden referirse a una variacién de rigidez

(dano) a unas deformaciones permanentes (plasticidad) o a cualquier fenémeno que
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se aprecie si estos son medibles experimentalmente. No obstante el valor de las fuer-
zas termodinamicas asociadas marcan el incremento de energia disipada al aumentar
estas variables, estas no son medibles en el laboratorio. En problemas termomecani-
cos se acostumbra a definir los modelos mediante la energia libre de Helmholtz o de
Gibbs (normalmente se define la energia complementaria C=-G). Estos se describen

mediante las tensiones o deformaciones y la temperatura, facilmente medibles.

Energia interna
u(s,s,D)
du Ju Ju
o=p—,T=—,Y=—p_—
P’ o D
u=h+ose Y=y-sT
Entalpia Energia libre de Helmholtz
h(o,s,D) Y(¢,T.D)
oh oh oh 1174 oy 1174
=— —)T:—)Y:— —_— = , =—7’Y=— —_—
TP T 0 oD TP T or o
h=G+sT G=%-0¢
Energia libre de Gibbs
G(0,T,D)
oG oG oG
g=—por, s=—22,Y=-pZ
Jd6 oT oD

Figura 3.4: Transformada de Legendre entre los distintos potenciales

3.5. Activacion y evolucion de las variables de es-

tado

Los modelos constitutivos con variables internas acostumbran a seguir el esquema
clasico desarrollado con la teoria de la plasticidad. Consideran una region donde

el material es lineal elastico, a partir de un cierto umbral los procesos inelasticos
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empiezan. Se define una funcién escalar que depende de las variables libres (g) y de
las variables internas (D) del modelo asi como de un conjunto de constantes. Para

cualquier valor de las variables libres debe garantizarse:
F(e,D)<0 (3.33)

La funciéon umbral F'(e, D) define el dominio eldstico, una superficie en el espacio
de deformaciones que delimita el comportamiento elastico del material. Si la funcién
umbral F'(¢,D) < 0 el comportamiento del material es elastico, si F(e,D) = 0 el
material se encuentra en régimen de carga neutra, régimen de descarga o en régimen
inelastico segin la variacién de las variables libres del sistema. Si la variaciéon de
las variables libres van hacia el interior de la superficie o se mantienen sobre ella,
es decir: F (¢, D)‘ . <0, el régimen es de descarga elastica o carga neutra y el

D=0
comportamiento es eldstico. Si estas tienden a salir hasta el exterior de la superfi-

cie, F (e, D)‘ > 0, el proceso es ineldstico y las variables internas evolucionan.
Estas condiciones de carga/descarga se expresan mediante las condiciones de Kuhn-
Tucker:

F(e,D)<0 : A>0 ; A(e,D)=0 (3.34)

siendo A el multiplicador ineldstico, un parametro escalar que indica la velocidad de
la evolucién de las variables internas.

En el caso que las variables internas evolucionen debe cumplirse la condicion de
consistencia es decir la evolucion de las variables internas debe garantizar, en todo
momento; F' (¢,D) = 0:

F(e,D)=0 (3.35)

Si las variables internas evolucionan (D # 0) debe describirse como evoluciona
una respecto la otra, es decir:
D = \g(e,D) (3.36)

donde g (g,D) es un tensor del mismo orden de las variables internas que define la
evolucion relativa de una variable interna respecto las otras.

Mediante la regla de la cadena es posible desarrollar la ecuacién (3.35), si se tiene
en cuenta que la evolucién del conjunto de variables internas (D) puede escribirse

mediante la ecuacién (3.36) resulta:

8F : aF . aF 8F
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El resultado es una ecuaciéon con una incognita, despejando el multiplicador

inelastico se obtiene su evolucién en funciéon de las variables libres:

o

i Oe

A=~ (3.38)
oD B

Si se reescribe la disipacion, ecuacién (3.29), la disipacién mecanica resulta:
Emechnica = AY 1 g > 0 (3.39)

SiA>0yY:g>0se garantiza una disipacion positiva. Una manera de
garantizar la disipacién positiva es definiendo una funcién umbral respecto a las
fuerzas termodindmicas asociadas, F'(Y,D), convexa y con el cero en el origen. La
direccion del flujo inelédstico, definida por el tensor g, debe ser derivada de una
funcién potencial g :%, donde el potencial H (Y, D) contiene el origen y es
convexa respecto Y.

El parametro de consistencia puede determinarse a partir de la aplicacion de la

condicién de consistencia, ecuacion (3.35):

. OFOY . (OFJY OF\ .
FOYD) =555 ¢ (a—ya—n+a—n>- = 10
LOFOY L (OFOY OF\ 0H |
"oy o: “"\oyeD " aD) oy
Resultando:
DPOY
\ Y 0
T aroy om0 o
oYOD 0D ) 0Y

La funcién potencial de evolucién (H) indica la direccién en que evolucionardn
las variables internas y el factor de consistencia ()\) indica la distancia a que se
encuentra del equilibrio. Para modelos con una sola variable interna no es necesario
definir el potencial de evolucion pues estas evolucionaran hasta el equilibrio marcado
por la condicién de consistencia, ecuacién (3.35).

Si se utiliza la misma funcién para el potencial de evolucién que para la funcién
umbral (F(Y,D) « H(Y,D)) se dice que es un modelo de flujo asociado. Por

ejemplo, en plasticidad el tensor de deformaciones permanentes evoluciona en la
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direccién que marca el gradiente de la superficie potencial de evolucién. Si se utiliza
la superficie de Von Mises, esta geométricamente es un cilindro cuyo eje coincide
con la tension hidrostatica (ver figura 2.5), la direcciéon que marca es perpendicular
a la superficie esto indica que el flujo plastico solo tendra componente desviadora,
con lo que las deformaciones plasticas no producen cambio volumétrico.

Es comin, sobretodo en materiales compuestos, el considerar mas de una funcién
de activacién, o definir uno para cada fenémeno no lineal a modelar. Si el dominio
elastico se encuentra definido por n criterios de activacién es necesario garantizar

las condiciones de carga-descarga:
Fo(e,D)<0 : \>0 ;: MF,(s,D)=0 (3.42)

y de consistencia (F, = 0) para cada una de las funciones.

Un estado de deformaciones cualquiera puede ocasionar la evolucién de ninguna,
una o varias funciones de activacién. Si ninguna evoluciona el régimen es elastico,
si evolucionan m funciones de activacion a la vez, siendo m < n, deben buscarse
m factores de consistencia, luego la solucion la ecuacién (3.37) se convierten en un

sistema de m ecuaciones.

3.6. Dano distribuido y dano localizado

Los modelos que mantienen la relacién constitutiva tangente (CT) entre el incre-
mento de deformaciones y tensiones definida positiva se llaman de endurecimiento y
los que, a partir de cierto instante, pasa a ser definida negativa, de ablandamiento.
El comportamiento del material segin el modelo sea de endurecimiento o ablanda-
miento es completamente distinto. Los modelos con endurecimiento son incapaces
de modelar la fractura pues la regién del material que entra en régimen no-lineal
tiende a ocupar todo el volumen de la pieza. Estos modelos son apropiados para
el tratamiento de dano (o plasticidad) distribuido. Por otro lado, los modelos con
ablandamiento sirven para simular la aparicién de grietas a lo largo del material, un
modelo definido en el continuo y cuasi-estatico con una ley constitutiva con ablan-
damiento produce la localizacién de las deformaciones en un plano, conocido como
el plano de falla. La aparicion de modelos constitutivos con ablandamiento, los cua-

les no cumplen el criterio de estabilidad de Drucker, fueron severamente criticados
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durante décadas por la corriente dominante en la mecéanica de los medios continuos
[70].

Ciertamente la modelizacion del comportamiento de un material con ablanda-
miento es mas critica que el de los materiales con endurecimiento por la inestabilidad
y la fuerte sensibilidad a las perturbaciones que exhibe la respuesta. No obstante,
cualquier material debe tener una region de ablandamiento pues si se aplica una
deformacion creciente en un punto del material con un modelo con endurecimiento
las tensiones que este sustentard creceran indefinidamente y también la densidad
de energia disipada. Un modelo con ablandamiento restringe la densidad de energia

que cada punto del material puede disipar.

Cuando se considera un problema de fractura mediante un modelo constitutivo
con ablandamiento en el continuo la soluciéon tiende, de una manera natural, a
la formaciéon de un plano de falla. Considérese una probeta uniaxial sin entalla
con una ley constitutiva compuesta por dos fases, una lineal elastica y otra de
ablandamiento una vez alcanzada cierta tensién umbral. Si se somete la probeta a un
ensayo a traccion con desplazamiento controlado el material se encontrara cargado
con una tension uniforme. Una vez la tensién estd a punto de alcanzar el valor
umbral considérese la presencia de un pequeno defecto en el material. Este, por
pequeno que sea, producird que un punto del material alcance el valor umbral y
empiece la regién de ablandamiento. Una vez alcanzado, en este punto las tensiones
bajaran, el equilibrio de fuerzas exige que las tensiones en cualquier seccion de la
probeta sean iguales, con lo cual los puntos que no hayan sobrepasado la tensiéon
umbral se descargaran eldsticamente. El resultado serd un punto (una linea en dos
dimensiones y un plano en tres) donde el material se habré danado y el resto de la

probeta se descargara elasticamente.

Teniendo en cuenta que la energia total disipada en el continuo se puede deter-
minar mediante la integracion de la densidad de energia disipada por el volumen
de la regién danada: ( Jov Joo EdtdV =~ gCV). Si el volumen tiende a cero la energia
disipada también, pero esta debe ser igual a la energia critica de fractura por el
area fracturada: (G.A). El resultado es que la definiciéon de modelos constitutivos
con ablandamiento no puede realizarse en el continuo sin algin procedimiento que
regularize la energia disipada a un valor que se considera finito y constante llamado

energia critica de fractura. Basicamente existen dos estrategias para regularizar la
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energia disipada, la introduccion de algun tipo de limitador de la localizacion que
impida que el dano se localice en un plano de cero volumen o escribir la ley de
apertura de la grieta mediante una funcién cohesiva que relaciona las tracciones con

la apertura de la grieta: o(w).
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Figura 3.5: Las distintas representaciones cinematicas para describir una grieta.
Descripcién cinematica de la zona de fallo, continua, discontinuidad débil y discon-

tinuidad fuerte.

La formacién de una grieta a lo largo del medio continuo puede, desde una
perspectiva cinematica, dividirse en tres fases como se muestra en la figura'3.5. En
la primera fase el material empieza a danarse, los campos de desplazamientos son
continuos y también sus derivadas. Al evolucionar el dano la regién danada se va
delimitando de modo que los desplazamientos son continuos pero no su derivada,
esta region se llama discontinuidad débil. Finalmente se forma una discontinuidad
fuerte, aparece un salto en el campo de desplazamientos.

Los modelos cohesivos o de grieta ficticia iniciados por Hillerborg 26], seccién
2.5, consideran la grieta como una discontinuidad fuerte. Estos escriben la ley de
separacion mediante las tracciones y la apertura de la grieta, o(w). La energia
disipada por unidad de superficie equivale a la integracion de la ley constitutiva.
Bajo un ensayo uniaxial a traccion esta equivale a la energia critica de fractura en

modo I del material:

Gro = /0 " o (w)duw (3.43)
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Los modelos de grieta ficticia no son capaces de modelar el material que presen-
ta una zona inelastica distribuida, producto de una ley con endurecimiento, estos
elementos deben tener una relaciéon tangente negativa entre las traccion transferidas
y la apertura de la grieta. La zona inelastica no localizada debe ser incluida en la
ley continua [71]. La implementacién de estos modelos en un cédigo de elementos
finitos se realiza mediante la definicién de elementos planos con los nodos doblados

de tal modo que pueden separarse una vez se activa la ley cohesiva [72][73].
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Figura 3.6: Respuesta tensién deformacion con una ley cohesiva.

Cuando se quiere implementar un modelo continuo con ablandamiento en un
elemento finito estandar a partir de el momento de la localizacién se puede relacionar
la apertura de la fisura con la deformacién mediante la expresion: dw = [*de donde
[* (figura 3.6) es una medida del tamano del elemento finito, luego la expresién de

la disipacién, ecuacién (3.43), puede escribirse:

Ec te
Gr.=1" (/ o(w)de — gd) = l*/ =dt (3.44)
0 tu

siendo ¢, la deformacién, en el instante t,,, en que el dano se localiza y ¢, las defor-
maciones, en el instante t., en que las tensiones residuales que transfieren las caras
de la grieta son nulas. g4 es la densidad de energia disipada antes de la localizacién
en un plano.

Esta aproximacion, sugerida por Bazant y Oh [T4], es conocida como el “crack
band model” y es el procedimiento mas utilizado para garantizar una disipacién de
energia correcta e independiente del mallado. Si, mediante una relaciéon tangente

negativa, se fuerza la localizacién del dano al iniciarse el régimen no lineal el modelo
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es equivalente a la zona cohesiva ficticia de Hillerborg [26], al forzar la localizacién de
las deformaciones una vez iniciado el dano es posible asociar el valor bajo un ensayo
uniaxial con la energia critica de fractura del material. La implementacion de un
modelo constitutivo con ablandamiento requiere que la ley se ajuste en funcién del
tamano de la discretizacién (I*). Esta considera que la grieta se presenta distribuida
a lo ancho de todo el elemento finito. Nétese que si el tamano del elemento finito es
muy grande la relacién tensién deformacién (figura3.6), puede producir “snap-back”.
Es decir que la respuesta vuelva atras con lo que es imposible de implementar pues a
una deformacién dada le corresponden dos soluciones. La deformacién méxima antes
de la localizacién vale: €, y después: ¢ + w/l* para evitar el "snap-back” una vez
localizado el dano se debe cumplir: €, < e+w/[*, esta condicién se puede especificar
con energias de la siguiente manera: La densidad de energia elastica en el momento
de la localizacién vale W, si el comportamiento es lineal eléstico: ¥ = ¢2/(2E). En el
momento de la fractura la energia elastica total almacenada en un elemento finito es
proporcional al volumen segtin: W([*)?, y la energia que debe disipar el elemento al
drea segin: G.(I*)?, en el caso limite, que corresponde a una ley de ablandamiento
vertical: U[* = G, si se considera una ley eldstica hasta la fractura el tamano

méximo del elemento finito es: [* = 2EG../c2.

El método de los elementos finitos tiene dificultad para la correcta descripcién
cinematica de una grieta. Se han detectado varios problemas al describir una funcion
de apertura mediante el procedimiento del ”Crack Band Model”. 1) El tamano ca-
racteristico del elemento finito depende de su orientacién 2) Existe una tendencia de
la grieta a progresar por las lineas del mallado pues corresponde con la fractura mas
fragil. 3) Existe un tamano méximo para cada elemento finito obligando, a veces,
al refinamiento excesivo del mallado y 4) los modelos de dano no escalares produ-
cen el bloqueo de algunos elementos, estando completamente danados son capaces
de transferir tensiones [55]. La descripcién cinemdtica de una fractura modelada a
partir de elementos continuos no son capaces de detectar una discontinuidad fuerte

en el material. En el mejor de los casos esta sera débil.

Para describir una grieta en el continuo es necesario reformular los elementos fini-
tos para que estos sean capaces de describir con precision una discontinuidad fuerte
en el medio, los elementos finitos fueron pensados y desarrollados para la integraciéon

de ecuaciones diferenciales continuas y una grieta produce severas discontinuidades
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en el material.

Los modelos cohesivos ofrecen una buena descripcién cinematica del medio desde
el momento que se definen elementos finitos especiales, su problema reside en que
estos deben ser insertados previamente en el mallado en un conjunto de posiciones y
orientaciones predefinidas por donde progresara la grieta. Algunos autores [75]—[77]
han aprovechado el desarrollo de potentes malladores para redefinir la posicion de
los elementos de cohesién segtn la evoluciéon de los estados tensionales. Una vez
detectada la posicién de la aparicion y progresién de una grieta se vuelve a mallar
la pieza y se sitia un elemento de interfase en la posicion apropiada. No obstante
el remallar no es una solucion rapida pues requiere solucionar el problema dos veces

cada vez que se produce un avance de la grieta.

7

Figura 3.7: Elemento triangular de tres nodos con una discontinuida fuerte, segin
EED, el salto se define igual para todos los nodos, y XFEM, el desplazamiento de

los nodos es independiente.

La principal linea de investigacién en la modelizacion de la fractura es el mejorar
la mala descripcién cinematica de los elementos finitos mediante el enriquecimien-
to de las funciones de forma con la adicion de grados de libertad. Estos modelos
consideran una ley entre las tensiones y las deformaciones hasta el instante que es
detectada la localizacion del dano en un plano, luego reescriben la funcion mediante
las tensiones y la apertura de la grieta. En este sentido destaca el ”"FElements with
Embedded Discontinuities” (EED) |78]-|84] basado en el ”Enhanced assumed strain”
(EAS) [85] y el "Extended Finite Elements” (XFEM) 86]- 88| basado en el ”Par-
tition of Unity Method” (PUM) [89]. El EED anade un nodo para cada elemento
finito mientras el XFEM dobla los nodos que se encuentran a los lados de la grieta.
En la figura 3.7 se muestra la cinematica de un elemento triangular plano roto por

el avance de una grieta segtin el EED y el XFEM, en el primer caso se muestra que
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el grado de libertad se encuentra en el elemento y la forma del elemento deformado
es igual en ambos lados de la grieta. No obstante, en el XFEM el desplazamiento de
los tres nodos es independiente y las dos partes del elemento roto no tienen porque
encajar. En el EED los elementos fracturados no dejan de estar acoplados mientras
que el XFEM consigue, con mayor coste computacional, desacoplar las dos partes
del elemento [90].

Durante los primeros estadios inelastico la relacién tangente es positiva. A partir
de cierto instante las deformaciones se localizan, para determinar este instante es
necesario estudiar el determinante del tensor actstico (Q;i) [81], si este es definido
positivo el dano aumenta a lo largo de todo el volumen, cuando deja de ser definido

positivo se genera un plano donde se localiza el dano:

det(Qjx) = det(nngklm) =0 (3.45)

donde C’Zkl es el tensor de rigidez tangente y n; el vector normal al plano de fallo.
Si por un vector n; el determinante del tensor acistico no es definido positivo se
genera un plano de fallo con normal n;.

Una vez el tensor acustico deja de ser definido positivo las deformaciones y el
dano se localizaran en un plano, de volumen nulo, y es necesario ajustar la ley en
funcién de la apertura de la grieta, o en funcion del tamano de la discretizacion.

Existen modelos que atacan el problema de la disipacién nula en leyes tension
deformacion definiendo limitadores de la localizacién de modo que la regién danada
no se limita a un plano sino a un volumen de dimensiones finitas. Existen varios
procedimientos para evitar que el dano se localize en un plano de cero volumen. Los
modelos no locales abandonan la hipotesis de estado local, es decir el comportamien-
to de un punto deja de estar relacionado exclusivamente con su historia y también
depende de la historia de los puntos adyacentes. Los modelos no locales introducen
en la formulaciéon un nuevo parametro con dimension de longitud, este realiza la
funcion de limitador de la localizacién. La macrogrieta no tiende a localizarse en un
plano de longitud nula, sino en un cierto volumen. Los calculistas consideran, para
el hormigén, una longitud de zona de fallo aproximadamente tres veces mayor al
didametro maximo del agregado, aunque esta puede cambiar pues no solo es funcién
del material virgen siné del estado microestructural en cada instante [91].

Los modelos no locales se pueden diferenciar entre los de tipo integrativo [92]-[94]
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y los gradiente [95]-[97], entre estos ultimos estén los explicitos y los implicitos. Para
ilustrar estos modelos se define un simple modelo de dano escalar mediante un po-
tencial de energia libre: ¥ = (1—d)W¥y, donde ¥y es la energia libre almacenada en un
material virgen sometido a la misma deformacién y d una variable escalar de dano. La
relacion constitutiva se puede escribir en funcién de la relacién secante del material
virgen (Cp) como: 0 = (1 —d)Cy : €. La frontera entre el comportamiento eldstico e
inelastico la marca el criterio de activacion: f (¢) —r(d) < 0. Este puede ser integrado
explicitamente aplicando la condicién de consistencia: r = max(ro, gri%>t<( f7(e))). El
danio, d(r), se encuentra relacionado con la variable interna, r mediante una funcién

mondtonamente creciente entre 0 y 1.

Modelos no locales de tipo integrativo Los modelos no locales de tipo inte-
grativo sustituyen algunas variables del modelo por su valor no local que tiene en
cuenta el valor de la variable en cierto volumen. Dada una variable local f (x) en el

punto x, su componente no local f(x) en el mismo punto se determina:

) = /V o(x,€) F(€)dé (3.46)

donde la funcién peso « se encuentra definida alrededor del punto x y se ajusta
con un parametro que considera la longitud de influencia no local, en materiales
isétropos esta no depende de la orientacion con lo que « es funciéon de la norma
r =|| x — & || vy estd normalizada, esto es [, a(x,£)d¢ = 1. Si s6lo una parte de
a se encuentra dentro del dominio esta debe ser normalizada para evitar valores
demasiado bajos en los puntos cercanos al contorno. Segin el pardmetro de ajuste y
la funcién peso elegida se modifica la distribucion de las deformaciones en una zona
de fallo continua, figura 3.5.a.

Es habitual en modelos de dano no locales el considerar como local la respues-
ta elastica y determinar las funciones de activaciéon mediante medidas no locales.
El modelo constitutivo no-local se reescribe modificando la funcion de activacion
mediante las variables no locales: f (¢) — r(d) < 0. Evidentemente existen muchas
otras posibilidades para definir el modelo no local. Por ejemplo: f (£) —r(d) <0 o
f () —r(d) <0.

Para la implementacion de un modelo integrativo no local debe realizarse una

integracién a lo largo del volumen del material lo que resulta dificil en codigos
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de elementos finitos. Otra fuerte limitacién de los modelos no locales es la alta
densidad de la discretizacion requerida para detectar correctamente el perfil de las

deformaciones en la zona de fallo.

Modelos no locales de tipo gradiente explicitos Los modelos no locales de
tipo gradiente consideran las interacciones no locales en el espacio a partir del gra-
diente de las variables internas en un punto. Si se considera que el campo de variables
internas es continuo y lo suficientemente derivable el valor de las variables puede ser

expandido alrededor de un punto mediante series de Taylor:

0 02
F¥) =500+ St =)+ gt — )y = )+
(3.47)
1 &f
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Substituyendo la expansién de Taylor en la integral no local, ecuacion (3.46)), resulta:

60 = F3) + V() + eV () + oo fx) + VEf(x)  (349)
si se considera que el punto x se encuentra lo suficientemente alejado del contorno
los términos impares se anulan debido a la simetria de la funcién «. Las constantes
¢; se relacionan con la longitud caracteristica del material, ¢y = %EQ, Cy = %84...

Al anadir términos diferenciales en la ecuacién constitutiva, normalmente solo el
término de segundo orden, se requiere de condiciones de contorno adicionales para
que el sistema quede bien condicionado. Si el efecto no local es tenido en cuenta sélo
en la parte inelastica las condiciones de contorno deben imponerse en la frontera
que marca el volumen de material bajo régimen eldstico e inelastico [94][95].

Para implementar el modelo es necesario que el campo de variables sea lo sufi-
cientemente derivable para mantener el laplaciano definido. Si sélo se consideran los
dos primeros términos de la expresién (3.48) su implementacién en elementos finitos

debe realizarse mediante funciones de forma con continuidad C*.

Modelos no locales de tipo gradiente implicitos Otra aproximacion de la

integral no local, ecuacién (3.46), se puede derivar [95]-[97]:
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f(x) + eV f(x) = f(x) (3.49)

La variable no local (f) resulta de la solucién de la ecuacién diferencial de Helm-
holtz, por lo que estos modelos se conocen como implicitos. Contrariamente a los
modelos cuya variable no local (f) se define explicitamente mediante la variable
local (f) y sus derivadas.

La solucién de la ecuacién (3.49) puede escribirse [95]:

Fx) = / G(x.€) 1(€)de (3.50)

siendo G(x,£) la funcién de Green. Esta es la misma expresion que la integral no
local, ecuacion (3.46), con una funcién peso («) determinada.

Los modelos de dano gradiente implicitos son un tipo concreto de modelo inte-
grativo que proporciona ciertas ventajas al ser implementado en elementos finitos,
pues no se requiere la integracién de las variables internas en el volumen y puede

utilizarse la solucién de la ecuacién (3.49).

Regularizaciéon viscosa Otra manera de limitar la localizacién de las deforma-
ciones en un plano es introduciendo un pardmetro viscoso en la formulacion del
modelo. Cuando un punto del material empieza a danarse las deformaciones tienden
a aumentar rapidamente con lo que la viscosidad entra en juego rigidizando el punto
danado, luego el crecimiento del dano se produce a lo largo de un volumen y se
evita la disipacién nula. Anadir viscosidad en un modelo constitutivo resulta relati-
vamente facil, no obstante obliga a la resoluciéon de un problema dindmico. Ademés
los parametros referentes a la viscosidad no son propiedades intrinsecas del material
y deben ser ajustados en cada simulaciéon. Los modelos con viscosidad disipan una
cantidad constante de energia en un estrecho margen, fuera de este los resultados

no son independientes del mallado.
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Capitulo 4

Modelizacion de los materiales

compuestos

4.1. Introduccion

El desarrollo de los materiales compuestos y su rapida mejora de prestaciones
mecanicas y quimicas esta provocando un aumento de su utilizacion en aplicaciones
con requisitos estructurales. El objetivo del desarrollo de materiales compuestos es
el de mejorar las prestaciones de los materiales de uso habitual, basicamente los
metales, por su elevada densidad, su poca estabilidad a altas temperaturas y su mal
comportamiento a fatiga.

La industria aeronautica y aeroespacial tiene el reto de mejorar las prestaciones
de los aviones y al mismo tiempo reducir los costes de certificacién, emisién y peso.
Estos objetivos pueden ser alcanzados mediante el aumento de la utilizacién de
los materiales compuestos. Los materiales formados por fibras ceramicas y matriz
polimérica son los mejores candidatos para la fabricacién de fuselajes. La proxima
generacion de aviones civiles representan un importante reto para la fabricaciéon y
diseno de estructuras hechas en compuestos.

El procedimiento utilizado para el diseno de estructuras de materiales compues-
tos de altas prestaciones estructurales es un tema de enorme interés. La complejidad
de la respuesta estructural de estos materiales y los distintos modos de fallo ocasio-
nan la necesidad de definir un extenso programa de experimentacién. La practica

recomendada para disminuir los riesgos tecnoldgicos asociados al uso de estos mate-
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riales reside en probar las prestaciones y garantizar la durabilidad del disenio en una
secuencia de pasos conocido como el ”"Building Block Approach” [2]. Este verifica
la consecucién de los requisitos estructurales mediante la experimentacion de un
gran numero de especimenes pequenos y baratos, una vez se ha llegado a un gra-
do suficiente de conocimiento del comportamiento y a un diseno 6ptimo se utiliza
este conocimiento adquirido para el diseno de piezas o estructuras mas complejas.
Ensayar directamente las estructuras sin haber adquirido este conocimiento pre-
vio de los distintos subcomponentes seria econémicamente prohibitivo debido a la
gran cantidad de subcomponentes y de casos de cargas a que deberia someterse la

estructura.

La aplicacion de modelos analiticos o numéricos para predecir el comportamiento
mecanico de las estructuras puede reemplazar parte de los ensayos experimentales
requeridos por la estrategia del ”Building Block Approach” . Reduciendo los costes de

diseno y proporcionando a los ingenieros la informacion necesaria para optimizarlos.

La mecanica del dano continuo con variables internas se presenta como la herra-
mienta mas prometedora para el analisis de estos nuevos materiales. La definicién
de modelos constitutivos para materiales anisétropos, como son la mayoria de com-
puestos, ofrece nuevas dificultades a las propias de cualquier definicion constitutiva.
La morfologia del material induce una direccionalidad en el crecimiento de las grie-
tas, es decir la orientacién de las grietas no solo depende de las cargas, la geometria
y las condiciones de contorno sino también la naturaleza del material. La interfase
entre las distintas fases, por ejemplo, entre fibra y matriz, acostumbra a ser la parte
mas débil del material, el dano empieza por la separacion entre agregado y matriz.
Ademas el proceso de fabricacion de estos materiales requiere saltos térmicos, por
ejemplo el curado de los polimeros, que inducen a un estado de tensiones residuales
en el material. Ya sea a nivel de fibra y matriz (tensiones térmicas residuales mi-
cromecdanicas) o a nivel de las distintas ldminas en materiales laminados (tensiones

térmicas residuales macromecénicas).

Debido a la clara diferencia de escalas y observando que los procesos inelasticos
se encuentran regidos por procesos en los materiales componentes, una importante
linea de investigacion son los modelos en dos escalas. Estos definen una relacion
entre la mesoescala, donde el material es considerado homogéneo y se realiza el

mallado de elementos finitos, y la microescala, la escala de los constituyentes, donde
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se desarrollan los modelos constitutivos. Los campos de variables entre ambas escalas
deben ser relacionados mediante un proceso de homogeneizacién [47][64][98][99].
Para reducir la enorme cantidad de cédlculos se asume la periodicidad de la estructura
del material.

Una alternativa para definir modelos constitutivos es el "mesomodeling”. Los me-
somodelos tratan la ldmina [100]-[109] o el sublaminado [110] de compuesto como
un solo material, el proceso de homogeneizacion se hace antes de definir el modelo.
Estos modelos son muy ttiles para la determinacion de la falla total de la estructura,
cuando el dano distribuido se localiza en un plano y se convierte en una macrogrieta
la respuesta del material esta dominada por ésta y su capacidad de disipar energia,
luego la morfologia del material, el punto fuerte de las técnicas en dos escalas, pierde
su decisiva importancia debido a la perdida de periodicidad. En esas estructuras con
capacidad de tener regiones con ablandamiento antes de perder la estabilidad estruc-
tural, es decir, estructuras con campos de tensiones no uniformes, los mesomodelos

permiten un mejor tratamiento del dano.

4.2. Modos de dano en laminados multicapa

Se considera un material compuesto formado por fibras largas ceramicas unidi-
reccionales (por ejemplo, de vidrio o carbono) en una matriz de un polimero ter-
moestable (por ejemplo, epoxy). Si se ensaya una ldmina unidireccional sin ninguna
entalla bajo distintos estados de carga en el plano (071, 029 y 012) el material falla de
un modo y bajo unas tensiones determinadas. La union de todos los puntos en que
el material falla bajo distintos estados de tension generan una superficie en el domi-
nio de las tensiones conocida como criterio de fallo. En el interior de esta superficie
estan todos los estados tensionales que el material es capaz de sustentar sin perder
su integridad estructural y fuera los que no. Existen diversos modos de fallo en los
materiales compuestos, entiéndase como modo de fallo un conjunto de mecanismos
de degradacién que producen que el material se rompa de una u otra manera.

Considérese una lamina con las fibras orientadas en la direccién 1 (figura 4.1)).
Debido a la geometria del material existen cinco ensayos uniaxiales posibles, traccion
y compresién en la direccién de las fibras (o11) y en su direccién perpendicular (ogs),

y ensayo a cortante puro (o12). Bajo estos ensayos cada una de las tensiones de fallo
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Figura 4.1: Superficie de dano para estados planos de tensiones. Se muestran los

cuatro modos de fallo principales.

se representa; X, X¢, Yr, Yo v Sp, respectivamente. Las respectivas deformaciones
de fallo se obtienen a partir de la ecuacion constitutiva del material. Es razonable
considerar que el comportamiento es lineal elastico hasta el fallo excepto cuando
las cargas son cortantes (012) 0 a compresién transversal (92 < 0) pues el material
muestra una amplia region no lineal antes del fallo.

Existen, en las capas unidireccionales bajo tensiones en el plano, como minimo
cuatro modos de fallo claramente diferenciados. Estos se muestran en la figura 4.1]
donde también se muestran, aproximadamente, los estados tensionales que activan
cada uno de los modos, F—o, Fuzo, Frr vy Fkp, en los planos o11-022, 011-012 ¥
092-012. Fu—o y Fazo son modos de fallo transversales o de la matriz mientras Frr

y Fxp longitudinales o de la fibra.
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= Modo de fallo F,_:

Bajo traccion transversal y cortante en el plano (o9 y 012) el fallo se produce
transversal a la lamina, ésta ocupa todo el espesor del laminado. Segun el
sistema de referencia de la figura 4.1 el vector normal del plano de fallo se
escribe: ep,_, = (0, 1,0). Este modo de fallo ocurre con tracciones transversales
y cortante en el plano, estados con elevados cortantes y valores moderados
de compresion transversal producen un fallo con la misma orientacién. Las
compresiones transversales provocan un efecto beneficioso en la resistencia a

cortante como muestran los resultados experimentales de Swanson [111][112].

» Modo de fallo F,

Aumentando la compresion transversal el angulo de fallo «, respecto a la per-
pendicular del laminado, deja de ser cero. Segin Puck [113]-[115] bajo un
ensayo a compresién puro el dngulo « es aproximadamente de 53° & 3°, si se
aplica al mismo tiempo tension cortante en el plano el angulo disminuye pro-
gresivamente hasta aproximadamente 40°. Si el cortante en el plano es més
importante el dngulo cambia a a = 0° El vector normal al plano de fallo

equivale a: er, ,, = (0, cos a,sina).

Los mecanismos envueltos en el proceso de fallo a compresion puede ser ex-
plicado mediante el mismo modelo que Coulomb desarrollé en el siglo XVIII
para geomateriales. El fallo viene promovido por el cortante en el plano de
fallo y por la fricciéon producida por la tensiéon normal al plano de fallo, con
la particularidad que la friccién en la direccion de las fibras es distinta que la

ficcion en la direccién perpendicular.

» Modo de fallo Frr

En los compuestos reforzados con fibras la mayor parte de las cargas son
transferidas por éstas. Cuando fallan las cargas deben distribuirse hacia otras

areas de la estructura y pueden ocasionar el colapso estructural.

En compuestos con alta fraccién volumétrica de fibras o que presenten una
deformacion ultima de la resina mayor que la de las fibras, como los compues-
tos carbon-epoxy, el fallo longitudinal empieza con fallos aislados de fibras en

regiones donde estas presentan defectos. Estos fallos ocasionan el incremento
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de carga de las fibras cercanas, estas tensiones son transferidas mediante ten-
siones cortantes entre la interfase y la matriz provocando el agrietamiento de
la matriz, el deslizamiento entre fibra y matriz (”debonding”) y, en matrices
ductiles, bandas plasticas a cortante. Incrementando mas las cargas se danan

mas fibras hasta alcanzar el colapso final.

El fallo longitudinal ocurre en ambos constituyentes, el dano ocurre en un
plano cuya normal viene definida por el vector ep,, = (1,0,0). Utilizar un
simple criterio de maxima tensién o maxima deformacion a lo largo de la
direccion de la fibra para predecir el fallo ofrece una medida apropiada para

el dano a tracciéon longitudinal.

Modo de fallo Fixp

Cuando las tensiones dominantes son de compresién en la direccion de la fibra
la capa acostumbra a fallar por la generacion de una “kink band” como se
muestra en la figura 4.2.b y c. Sin duda la fallo producido bajo compresion
en direccion de las fibras es el modo de fallo mas complejo que experimentan
las capas unidireccionales [129]. La generacién de una “kink band” es el modo
mas comun en compuestos con fibras de vidrio o carbono pero no es el tnico
modo de fallo. Pueden estos materiales fallar por otros motivos como por el
pandeo de las fibras dentro la matriz ("microbuckling”) o el fallo por aplasta-
miento de las fibras. Lo habitual es que todos estos mecanismos se encuentren

secuencialmente presentes en el fallo del material.

Cuando las fibras se encuentran altamente confinadas por una matriz lo sufi-
cientemente rigida y su didmetro es lo suficientemente grande las fibras pueden
romper por aplastamiento. Las fibras de aramida tienen una baja resistencia
a compresion y son candidatas a romper por aplastamiento. No obstante, éste

no es el modo de fallo habitual en compuestos unidireccionales.

El micropandeo de las fibras (o "microbuckling”) consiste en la inestabilizacion
geométrica de las fibras esbeltas dentro de una matriz eléstica. Esta parte del
problema de la carga critica de Euler que determina el momento en que el
equilibrio de una barra sometida a compresion uniaxial pierde el equilibrio

estable y se inestabiliza ante una perturbacién.
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Rosen [117] estudié el micropandeo de las fibras y consideré dos posibles ines-
tabilizaciones, en fase, propios de compuestos con alta fraccién volumétrica de
fibras, y en desfase, propias de baja fraccién volumétrica de fibras, en la figura
4.2.a se muestran los modos de pandeo identificados por Rosen. Este propuso
un criterio de fallo para el modo en fase: X¢ = G, /v, = Gi2, donde G, es el
modulo a cortante de la matriz, v,, la fraccion volumétrica de la matriz, G
es la rigidez cortante en el plano. Han aparecido muchas modificaciones para
mejorar el ajuste experimental del modelo de Rosen, anadir plasticidad per-
fecta al comportamiento de la matriz y defectos de produccion, desalineacion

de las fibras, para obtener mejores ajustes experimentales.

a b C

Figura 4.2: a) Micropandeo de las fibras dentro la matriz en fase o "shear” y en

desfase o extensional, b) Geometria de una "kink band”, ¢) Imagen de Vogler [122]

Una “kink band” (figura 4.2.b y c¢) corresponde al ltimo estadio de dafo
longitudinal a compresién. Hahn [118] estudié experimentalmente el angulo y
el grosor de una “kink band” en compuestos con fibras de carbono, vidrio y
aramida. A temperatura ambiente las fibras de carbono rompian a un dngulo
B~ 20"y w~ 0,07 — 0,2 mm. En las probetas de vidrio no se distinguia, a
temperatura ambiente, una “kink band” pero aumentando la temperatura a
100°C se formaba una con 3 ~ 30° y w ~ 1,2 mm. En las fibras de aramida se
formaba, a temperatura ambiente, a un angulo 8 ~ 40° y con un espesor de
w =~ 0,45 mm. Una caracteristica geométrica importante, como noté Chaplin

[119], es que se mantiene la relacién (figura 4.2.b), 26 = ¢ con lo que no
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se produce cambio volumétrico al generarse una “kink band”. La direccién
normal a la banda puede representarse mediante el vector director ep,, =

(cos 3 cosy,sin 3 cosy, cos Bsiny), como se muestra en la figura 4.2.

Existe cierta polémica sobre si la formacién de una “kink band” es un meca-
nismo de fallo por si solo o el ultimo estadio del micropandeo [120][121]. Si
se considera que la "kink band” es promovido por un estado de micropandeo
como muestran la figura 4.2la, se deberia esperar que el plano de fallo fuera
normal a la direccién de las fibras (3 = 0°) pues es donde se encuentra el
flector maximo sobre la fibra, andlisis experimentales de Potter (1984) indican
que si la matriz es capaz de experimentar ablandamiento se puede provocar
este fallo, el lo hizo analizando materiales a altas temperaturas. Por otro lado
el fallo a cortante, como la propuesta de Coulomb, deberia ser a un angulo,
como minimo de 3 = 45° 0 m4s si se considera la friccién entre las caras. No
obstante la geometria de una “kink band” no se parece a ninguna de las dos

opciones, el proceso de fallo es mas complejo [121]-[124].

Los tres mecanismos basicos de fallo que se presentan las bandas son: fractura
de las fibras provocadas por una excesiva rotacion. En los dos planos descrito
por (8 y separados una distancia w se produce un fallo, la normal de este plano
determina la inclinacion global de la "kink band”. Ademds, a lo largo de la
banda, en direcciéon perpendicular a las fibras, normal a ¢ la matriz se agrieta

cada cierta distancia s [125].

Probablemente el proceso de formacién de una “kink band” se inicie por la des-
estabilizacién o excesiva rotacién de una fibra inicialmente desalineada. Esto
produce que la interfase y la matriz deban transferir grandes tensiones cor-
tantes que promueven el dano [126][127], la separacién de componentes y la
fracturacion de la matriz. Este agrietamiento crece a lo largo de dos bandas
inclinadas un angulo 3. En estas bandas las fibras experimentan elevadas ro-
taciones y muchas rompen. No obstante son las fibras las que impiden que las
caras de la grieta deslicen a cortante y fuerzan la rotacién, esto provoca que

cada cierta distancia s aparezcan grietas en la matriz, figura [4.2.b.

Argon [128] fue el primero en considerar que el dafio era promovido por cierta

desalineacién inicial (¢°) de las fibras. Luego sometido a compresién longitu-
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dinal aparece una tension cortante entre la fibra y la matriz que promueve el

fallo. Argon considera la relacién:

_ %

Xc
20

(4.1)

donde Sy, es la resistencia cortante en el plano. Budinasky [129] extendi6 el

modelo de Argon:

St

=t 4.2
P04y 42)

Xc

donde " es la deformacién cortante tltima, cuando la desalineacién es nula
la propuesta corresponde al modelo de micropandeo de Rosen. El criterio de
fallo LaRCO04 [124] utiliza esta misma idea para determinar el inicio del fallo,
con la mejora que considera que el angulo de desalineacién inicial varia segin

las cargas.

4.2.1. Criterios de fallo para laminas

Los criterios de fallo para laminas determinan mediante un conjunto de funciones
todos los puntos que definen la falla de la lamina. Los criterios utilizan una o varias
funciones para describir la superficie de fallo, los criterios con una sola funcién
acostumbran a ser ajustes polinomiales a un conjunto de datos experimentales como
los criterios de Tsai-Hill o Tsai-Wu [130]. Cuando se utiliza més de una funcién se
esta describiendo un conjunto de modos de fallo y asignando una funcién a cada uno
de estos modos. Estos criterios, conocidos como de fallo combinado, acostumbran
a considerar, en menor o mayor grado, la micromecanica de los distintos modos
de fallo, entre ellos destacan los criterios de Puck [113]-[115], Hashin [131][132], el
LARCO03/4 [123][124] y los més simples de maxima tensién o deformacién.

» Criterio de Tsai-Wu

El criterio de Tsai-Wu [130] representa el criterio de activacién polinémico mas
general para un material ortotropo y consta de 12 parametros independientes,
en caso de anisotropia general de 27, éste se puede expresar mediante un tensor

de segundo orden simétrico y uno de cuarto con simetria mayor y menor,
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en notacién ingenieril se pueden representar como un vector y una matriz

simétrica:
— — T — — —_ — T — — — —
f1 011 011 Fyw Fip Fiz3 0 0 0 011
fa 092 092 Fig Fy Iy 0 0 0 092
o o Fis Fyy F 0 0 0 o
f(a): f3 33 4 33 13 23 33 33 <1
0923 0923 0 0 0 F44 0 0 0923
013 013 0 0 0 0 F55 0 013
012 012 0 0 0 0 0 F66 019
S S S i '(4.3)

si se asume que el material es transversalmente isétropo los coeficientes fo = f3,
F12 = F137 FQQ = Fgg, F55 = F66 y F44 = (FQQ — Fgg) /2 resultando 7 paréme—

tros independientes. Conociendo los cinco limites uniaxiales estos pardametros

se ajustan:
1 1 1 1 1 1 1
fl XT XC’ f2 YT YCJ 11 XTXC7 22 YTYC7 66 S%

restando Fis v Fy3 que modifican la forma de la superficie, se acostumbra a
considerar o = —0,5/X2 0 Fiy = —0,5// X7 XcYrYe, Fys no interviene en
problemas planos. Bajo esta misma expresién polinomial otros autores han
definido distintos criterios Tsai-Hill [133][134], Azzi-Tsai [135], Hoffman [136],
Chamis [137], etc.

El criterio de Tsai-Wu se define con una sola superficie sin considerar los dis-
tintos, y evidentes, modos de fallo que presenta un material compuesto, resulta un
ejercicio de ajuste polinomial mas que la deducciéon micromecéanica de la activacion
de un conjunto de procesos ineldsticos. Otros modelos denominados genéricamente
de fallo combinado se han desarrollado para la determinacién del fallo de laminas
en compuestos. Estos definen una o varias superficies de dano para cada mecanismo

considerado.
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= Criterio de maxima tensién y criterio de maxima deformacién

Considera que el material falla cuando la deformacion o la tensién maxima en
una direccién alcanza su valor umbral. Estos criterios no consideran interaccién
entre los distintos términos de las deformaciones o las tensiones. En un material

con el coeficiente de poisson nulo ambos criterios serian coincidentes.

Estos criterios se parametriza mediante cinco valores calculados mediante en-

sayos uniaxiales: Xr, X¢, Yr, Yo y S, o las respectivas deformaciones.

-1
//I

/

—

O

Fer

Figura 4.3: Criterio de maxima tensién y maxima deformacién en el plano o1 — 09s.
Se muestra el coeficiente de Poisson critico v{, a partir del cual el criterio de maxima

deformacién es inconsistente.

Hart-Smith [138] noté que el criterio de méxima deformacion puede ser incon-
sistente en algunos casos. Considere que aplicamos a una lamina unidireccional
una tension longitudinal a compresion tal que el material esté a punto de rom-
per: 017 = —X¢. Esto provoca una expansion transversal debido al coeficiente
de Poisson: €99 = 191 X/ Es. Segin el criterio de méxima deformacién la ma-
triz estard rota si: ea9 > Y7/ Es. Luego si las propiedades de la lamina cumplen
la siguiente desigualdad: v9; > Yr/X¢ el criterio indicard que en un ensayo
uniaxial a compresion longitudinal el material fallard a traccién de la matriz,
y que los propios resultados experimentales no son bien representados. En la

Figura 4.3 se muestra el valor del coeficiente de Poisson critico: 1§, = Y7/ Xc.

Debido a su simplicidad estos dos criterios, maxima tensién y maxima de-
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formacion, junto con los polinomiales, son los mas utilizados en la industria
[139].

Criterio de Hashin-Rotem

El criterio de Hashin-Rotem [131] desarrollado inicialmente para laminados UD
bajo cargas ciclicas a traccion considera que el material no fallard mientras se

cumplan las siguientes desigualdades:

|<711| 022 ? 012 2
<1 ; — — ] <1 4.4
Xy \yy ) T (4.4)

este criterio determina el fallo de la fibra (Frr) y de la matriz (F,—¢) a traccién

mediante dos funciones independientes.

Posteriormente Hashin [132] ampli6 el criterio para tener en cuenta los modos
de fallo a compresion (Fxp y Fozo0) v las componentes de las tensiones fuera

del plano. Bajo tensiones en el plano este criterio se puede escribir:
o\’ o2\’
11 12 .

— — <1 si o117 >0
(XT) i (5L> !
—o11 < Xc¢ sio 011 <0

090\’ o2\’

22 12 .

— — | <1 >0

(YT) +(SL> Sl 0929
2 2 2

022 Yo 022 012 .

— ) +||l=) - 1| =+|—=) <1 s <0
() | Gn) )5 () <r o

SL
siendo St la resistencia a cortante en el plano 23. Esta tltima aproximacion es

(4.5)

capaz de describir los mecanismos bésicos de fallo, exceptuando la formacion de
una “kink band”. Los complejos mecanismos que inducen al fallo longitudinal
a compresion dependen de la las tensiones cortantes asi como el confinamiento

de las tensiones transversales.

Criterio de Puck

La principal introduccién del planteamiento de Puck [113]-[115] se encuentra
en la manera de tratar el fallo transversal a compresion. Partiendo de la idea

de Coulomb introduce el concepto del “action plane” para determinar el fallo
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a compresién transversal, determinando el dangulo (a) en que romperdn. Al
mismo tiempo justifica el hecho que este provoque un fallo catastréfico en
el compuesto, ya que promueve la delaminacién y el pandeo de las laminas

adyacentes.

Puck incorpora leyes no lineales en el comportamiento del material para la

determinacién de la respuesta del laminado.

» Criterio LaRC03/04

Como el criterio de Puck, el LaRC03 [123] y el LaRC04 [124] parten de un
profundo estudio micromecanico de los distintos procesos envueltos en cada

mecanismo de fallo.

Sus principales novedades residen en la incorporacién de propiedades "in-situ”
(la resistencia transversal de una ldmina varia en funcién de las caracteristi-
cas eldsticas de todo el laminado), este efecto puede ser tratado mediante la

mecanica de la fractura.

Otra mejora respeto a los modelos existentes es el tratamiento del fallo lon-
gitudinal a compresion. El criterio considera que el fallo es promovido por la
matriz y la interfase fibra-matriz provocando el pandeo de las fibras. Parte
de la idea propuesta por Argon [128] segin la cual el fallo es promovido por
una desalineacion inicial de las fibra. Este angulo inicial se ve variado por
las cargas. El criterio se escribe con las tensiones escritas en el sistema de

coordenadas definido por las fibras desalineadas.

El LaRCO03 [123] sélo tiene en cuenta las tensiones en el plano mientras la
versién LaRC04 [124] permite tener en cuenta estados tridimensionales de

tensiones.

Existen un sinfin de criterios para la determinacion del fallo de laminas unidirec-
cionales, Christensen [140][141], Cuntze [142][143], Hart-Smith [138][144][145]. Un
estudio més exhaustivo puede encontrarse en [146]-[148].

Debido al gran nimero de criterios de fallo M.J. Hinton, A.S. Kaddour y P.D.
Soden realizaron un ambicioso proyecto para evaluar los distintos criterios de dano

mediante un conjunto de ensayos y comparaciones. Este se conoce como el ”World
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Wide Failure Ezercise (WWFE)” expuestos en [149]-[152] y cuyas participacién se

resume en las publicaciones [153] y [154].

4.2.2. Fallo del laminado

Es un procedimiento habitual considerar el fallo del laminado a partir del cono-
cimiento del comportamiento de laminas unidireccionales. No obstante la aparicion
de algunos modos de dano es funcion del conjunto de capas del laminado, ademés
una vez iniciado el dano en una lamina se produce un fenémeno de reordenacion de
tensiones entre las distintas capas. La determinacién del fallo del laminado no es
s6lo cuestion de las propiedades de las distintas capas, éstas interaccionan, a veces
evitando la propagacién de modos de fallo, otras provocandolos. Ademas existe un
modo propio de danio de laminados como la separacién de las distintas capas.

La delaminacion es un modo de dano propio de los laminados multicapa. La
interfase entre capas con distinta orientaciéon deben transferir importantes cortantes
que provocan la separacion de las ldminas. Los modelos cohesivos [72][73] son idéneos
para su tratamiento numérico pues el plano de la grieta se encuentra perfectamente
definido.

Si se ensaya una probeta casi-isdtropa sin ninguna entalla a traccién se observaran
grietas en la matriz, en primer lugar de las laminas perpendiculares a las tensiones
principales, luego a las oblicuas, se presenta de manera distribuida, posteriormente
las capas se separan. No obstante, la maxima fuerza se alcanza en el momento que
fallan las fibras. Si se ensaya el mismo material a compresién al iniciarse el primer
modo de fallo acostumbra a ser el momento de maxima fuerza que sustenta la lamina.

Es comun considerar que el inico modo de fallo no catastrofico es el agrietamiento
de la matriz bajo tensiones o cortante en el plano (F,—¢) y que, en una probeta con
distribucién uniforme de tensiones, al activarse uno de los otros criterios (Frr, Fxp
0 F,40), el material pierde la estabilidad bajo carga constante.

Es un fenémeno bien conocido que la aparicion del agrietamiento de la matriz
(Fa—o) es funcion del laminado en que se encuentra embebido. Este hecho se conoce
como resistencia “in-situ” y algunos criterios como el LaRC03 [123] ya incorporan
la dependencia de la resistencia de la capa en funcién de su espesor y ubicacién en el
laminado. Los valores de las resistencias “in-situ” (Y2 y S¥) son mayores que la de

los laminados unidireccionales, su determinacion se tratard en el siguiente capitulo.
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Al agrietarse la matriz las cargas que anteriormente eran sustentadas por esta deben
ser transferidas a cortante por la interfase donde se inicia la delaminacién. El campo
de tensiones en las otra capas que deben sustentar las cargas de la capa fracturada
presenta una elevada concentracion de tensiones que promueven el dano de las otras

capas, como muestra la figura 4.4.

Figura 4.4: Un laminado multicapa sometido a traccién con la matriz agrietada
(Fu=o), el campo de tensiones provoca delaminacién y promueve el dano de las
capas adyacentes. Si se somete a compresién el dano transversal a compresién (F,z)

promueve la pérdida de estabilidad de todo el laminado.

Bajo cargas a compresién la matriz se agrieta a cierto angulo de las tensiones
principales, como indican el criterio de Puck y el LaRC03 desarrollados a partir de
la idea de Coulomb. No obstante, en la Figura 4.4]se puede observar que, 1) el fallo
de la matriz provoca el fallo de todo el laminado, y 2) el deslizamiento de las caras
de la grieta depende del confinamiento de las laminas externas, con lo cual el criterio
de dano de la matriz a compresion debe tener en cuenta las propiedades de todo el
laminado.

Hart-Smith [138][144][145] considera que las capas embebidas aumentan la resis-
tencia transversal, tanto a compresién como a traccién. Por otro lado, Puck [113]-
[115] indica que el fallo a compresion de la matriz provoca el fallo catastréfico de
todo el laminado debido a la delaminacién y al pandeo de las capas adyacentes.

La utilizacién de un criterio de fallo definido para una ldmina unidireccional no
tiene porque ser un indicador preciso para la determinacién de la progresion del
dano debido al fuerte acoplamiento entre el dano de distintas capas. Por otro lado
es necesario tener herramientas y modelos que permitan predecir el comportamiento
mecanico del laminado a partir de las propiedades de una lamina unidireccional, evi-

tando asi el ensayo del material cada vez que se modifica la secuencia de apilamiento
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de las distintas capas.

4.3. Mesomodelos

Como mesomodelos entendemos esos modelos que tratan la lamina como un
solo material homogéneo y definen la relacién constitutiva y las variables internas
sobre todo el espesor de cada capa. En la definicién de estos modelos se realiza un
proceso de homogeneizacion del comportamiento de las distintas fases en un volumen
que ocupa todo el espesor de la capa. Se acostumbra a considerar un conjunto de
mecanismos de fallo del compuesto y a definir las variables de estado que describan
estos fenémenos. Las laminas unidireccionales acostumbran a fallar en dos planos
bien determinados, fallo transversal, o de la matriz y fallo longitudinal o de las fibras,
lo que permite una descripcién del dano relativamente simple con un conjunto de
variables escalares asociadas a cada direccion. Todos ellos consideran una variable
escalar de dano para las fibras (d;) y otra para la matriz (ds), para tratar el cortante
algunos autores prefieren definir una variable interna nueva desacoplada con las
otras, opcion si bien numéricamente més simple fisicamente poco razonable, y otros
definen el dano a corte a partir de una combinacién de las dos anteriores, mediante
las expresiones propuestas en la ecuacién (3.8)) u otras. Se considera que las variables
internas adquieren un valor constante a lo largo del espesor de cada capa. Todos estos
modelos estan desarrollados para ser implementados con la cinematica de la teoria
de céascaras.

Los mesomodelos utilizan criterios de activacién del dano descritos para deter-
minar el fallo de capas unidireccionales. A pesar de la amplia bibliografia sobre
criterios de fallo en laminas, algunos presentados en la seccién anterior, el reciente
ejercicio WWFE (”World Wide Failure Ezercise”) [149]-[154] pone de relevancia
la incapacidad de los criterios desarrollados hasta el momento para determinar la
carga de fallo. Ademads estos criterios muestran una inmensa variabilidad, en parte
debido a que muchos modos de fallo atin no son lo suficientemente bien entendidos.

Para que un mesomodelo sea capaz de determinar la capacidad estructural debe

considerar unos requisitos minimos, estos pueden resumirse en:

= Seleccionar un conjunto de variables internas que determinen con precision

los distintos mecanismos de dafio que sufrira la estructura bajo su historia de
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cargas.

= Considerar como los distintos modos de fallo afectan el tensor de rigidez y el

posible cierre de grietas bajo cargas a compresion.

= Determinar con precision el inicio del dano mediante un acurado criterio de

fallo que determine el inicio de cada mecanismo de dano.

= Garantizar una disipacion no negativa bajo cualquier ciclo de cargas. La ter-
modindamica de los procesos irreversibles ofrece un marco para garantizar la

consistencia termodinamica.

= Tener en cuenta las tensiones residuales térmicas a que se encuentran sometidos

los laminados multicapa en el proceso de fabricacion.

= El modelo debe ajustarse mediante propiedades estandares obtenidas mediante
experimentos estandarizados, como por ejemplo la resistencia y energia criti-
ca de fractura de los estandares ASTM (American Society for Testing and
Materials) [155]-[158].

» Las propiedades deben ser obtenidas de andlisis en capas unidireccionales para
evitar ajustar el modelo cada vez que se cambia la secuencia de apilamiento. El
modelo debe incluir el efecto entre la interaccion de las distintas capas, éstas

deben ser deducidas a partir del estudio micromecanico.

= El modelo constitutivo debe tener en cuenta la correcta disipacion de energia
y la independencia del resultado frente la malla de elementos finitos utilizada.
Este problema, inducido por la localizacién, es complejo al utilizar la cinemati-

ca de los elementos cascara.

A pesar de las restricciones termodinamicas la definicién de modelos de dano
para laminas permite bastante flexibilidad con lo que se encuentran varios modelos
constitutivos que, a pesar de describir el mismo fenémeno en los mismos materiales,
poco se parecen.

Los mesomodelos tienen en comun que fueron desarrollados para la modelizacion

numérica del dano de materiales compuestos laminados. Algunos de ellos incorporan
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plasticidad para modelar las deformaciones permanentes que aparecen en estos ma-
teriales sobretodo bajo cargas a cortante en el plano. No se pretende aqui hacer una
lista exhaustiva de todos los modelos para la prediccién de la respuesta no lineal de

estos materiales sino comentar los que se consideran mas destacados o utilizados.

4.3.1. Meétodo del ”Ply discount”

El "Ply discount method” [159][160] consiste en una primera aproximacién al
tratamiento del dano, mas que un modelo constitutivo en si mismo consiste en un
conjunto de recetas a partir de las cuales describir el comportamiento no lineal del
material.

Tomando un criterio de fallo combinado, por ejemplo, el de maxima tensién o
deformacion, que describan un conjunto de mecanismos de dano como los determi-
nados anteriormente, esto es Frr, Fxp, Fa—o y Fozo. Estos modos de dano producen
una fractura cuya normal, en el plano del laminado, puede ser representada median-
te los vectores directores: ep,.,. = (1,0), ep,, = (1,0), er,_, = (0,1) y ep,,, = (0, 1).
Se puede considerar que estas grietas produciran una disminucién de las propiedades
elasticas relacionadas con las direcciones de fallo. Asi, los modos de fallo propios de
la fibra, Frr v Fip, produciran una disminucién de la rigidez de las propiedades F;
y G2, mientras los modos de fallo de la matriz, Fl,—o y Fuo, de las propiedades £
y Gha.

Para cualquier evolucién los coeficiente de Poisson deben mantener la igualdad:
v19FEy = vo1 Ep. Una solucién utilizada es que ambos coeficientes tengan un valor
nulo al activarse cualquier criterio, otra posibilidad es considerar que 145 depende
del dano en la fibra y 15, en la matriz.

Cuando se activa un criterio de fallo el método del "ply discount” varia el valor
de la rigidez asociada a cada modo de fallo a un valor nulo o muy pequeno. Este
procedimiento produce una ley constitutiva lineal eldstica hasta el fallo momento en
que se produce una caida repentina de las tensiones.

Si la energia libre complementaria en un material ortétropo bajo cargas en el

plano y condiciones isotermas puede expresarse mediante la expresion:

2 2 2
G — %11 022 V12011022 01

- 2E,  2F, E, 2G1y

(4.6)
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Para garantizar la disipaciéon positiva de energia considérese que en un momento
determinado se activa cualquier de los criterios, a deformacién constante, la energia

disipada para cada proceso equivale a:

AG (1 ) C%I 6%2 AG (1 ) 0%2 0%2 (4 7)
FT,KB 12021 2E1 2G12 ) «a 12721 2E2 2G12

Estas expresiones corresponden a la densidad de energia disipada en el proceso
de dano, se considera que el coeficiente de Poisson menor (v15) depende del dano en
la fibra y el mayor (v2;) del dafio en la matriz. Las expresiones siempre son definidas
positivas con lo que se garantiza una disipacion positiva de energia.

Si se activa un modo de fallo no catastréfico, como el agrietamiento transver-
sal F,—g, el método del "ply discount” resulta en una excesiva disminucién de las
propiedades elasticas. A partir del analisis micromecanico del agrietamiento puede
relacionarse el dano con la densidad de grietas y éstas con los estados tensionales que
provocan su aparicion, estos modelos, asi como los resultados experimentales mues-
tran una disminucion progresiva y no brusca de la rigidez, este tema se tratara en
el capitulo siguiente. Si, por otro lado, se activa un modo de fallo catastréfico las
deformaciones se localizaran en una linea de elementos finitos definiendo una grieta
en todo el espesor. Esto produce que la solucién no sea objetiva, es decir la solucién
depende de la discretizacién. Si se iguala la variacion de energia elastica almacenada
un elemento finito en el momento de activarse un modo de fallo, AG;Viemento, cON
la correspondiente energia critica de fractura del material por el area fracturada del

elemento, GC’Afracturada-

AGiI* = Ge (4.8)

donde [* es la longitud del elemento finito en la direcciéon normal de la grieta e;. La
tenacidad de la estructura sélo serd correctamente determinada cuando el tamano
caracteristico del elemento finito mantenga la igualdad (4.8). Si el tamafio de los
elementos finitos es mayor el modelo disipara una energia excesiva resultando en un
comportamiento mas ductil y si el tamano es mas pequeno la estructura modelada

resultarda mas fragil.
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(4.9)

4.3.2. Modelo de Matzenmiller et al.
Matzemiller et al. [100] define la energia libre complementaria mediante la ex-
presion:
G — 1 <011>2 X <—011>2 _ V12022U11+
2E1 1-— d1+ 1-— dlf El
L1 (022)" N (—022)” n ot
2E2 1— d2+ 1— dg_ 2G12 (1 — dﬁ)

donde las variables internas que representan el dano son, d;4 para la fibra y doy y

dg para la matriz. El signo 4+ hace referencia al dano a traccién o compresién.

La relacién de flexibilidad secante se escribe:

[ 1 V12 0
82G (]_ — dl) E1 1E|1
Vi2
H — _ 1= S — 0 4.10
820' El (1 — dg) E2 1 ( )
0 0 —_
i (1 —ds) G2 |
La disipacion puede escribirse mediante la expresion:
= = Yidy + Yadsy + Ysdg > 0 (4.11)

donde (Y;) son las fuerzas termodindmicas asociadas a las variables de dano (Y; =
0G/0d;). Una particularidad de estas fuerzas termodindmicas es que éstas siempre
son definidas positivas, luego si la variable de dano es mondétonamente creciente la

disipacién nunca es negativa.

2 2 2
011 022 . 079

;o Yo = ;Y=
(1—ds)’ E; 2(1 —dyy)* Ey 2(1 —dg)* Gys

Yig = 4.12
= (4.12)

Como superficie de activaciéon del dano el modelo utiliza el criterio de Hashin, éste
se puede escribir en funcion de las fuerzas termodinamicas asociadas a las variables

de dano como:

Ey ) Ey Gia

T3 Yor +2—7Ys -1 <0 (4.13)
St
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donde 71+ y 79 son tres variables internas que determinan la evolucion del dominio
elastico, éstas tienen el valor 1 para el material virgen y aumentan con las cargas.
En el fallo transversal (r9) el dominio elastico crece de igual modo a traccién que a
compresion para evitar que aparezca un salto en la superficie de activacion.

Para determinar la evolucién de las variables de dano es necesario definir una
funcién de crecimiento (%;) y determinar la direccién mediante un potencial de evo-
lucién (Q;). En el articulo [100] proponen dos, uno de lineal y otro de cuadrético
respecto a las fuerzas termodindmicas conjugadas (Y;). Este potencial mantiene con-
vexidad respecto al origen. Es decir, cualquier linea recta que una el origen con un

punto cualquiera de la superficie no la cruza. La evolucion del dano se puede escribir:

_ " 00, T
Y1+

an aFf 8Ff 8Ff
0Yoy [3511 Oegr 3512]
o 0Q,
| oY |
- 00,

Y1+ €11
Qs OF, OF, OF,

0Yoy [3&1 Oego a2512}
0Q €12
Y

dot = [N+

(4.14)

+ Yot

donde las funciones de crecimiento deben ser elegidas. Matzenmiller [100] propone:
Ve = ana V(e T ¥ Jor = oor Vo™t + aga Y2, Los valores de n; y a; deben ser
ajustados a partir de ensayos experimentales sobre el material a modelar. Para
determinar el crecimiento de las variables pasivas el modelo escala el crecimiento
de las activas, es decir, si evoluciona la variable a traccién (d;y), la evolucién de la
variable a compresién se puede determinar d;_ = qidH, siendo ¢+ un parametro
entre 0, cuando la recuperacion de la rigidez es total al danar a traccion, y 1 cuando
no existe recuperacion de rigidez al comprimir.

Las variables de dano se encuentran definidas entre 0 y 1. Una vez activado el
dano, ecuaciones (4.13)), éste evoluciona siguiendo las leyes de evolucién, ecuacién

(4.14), hasta alcanzar el valor de uno. Para que el dafio tienda asintéticamente
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a éste valor puede definirse el valor de « de las funciones de crecimiento como:
a=(1—-d)a.

Este modelo se desarrolla en un riguroso marco termodindmico. No obstante,
la identificacién del modelo no es simple, la cualitativa, la seleccion de potenciales
de evolucion es un tema complejo que deberia definirse a partir de modelos micro-
mecanicos o experimentos, y la cuantitativa, el ajuste de estas leyes no se realiza a
partir de ensayos estandarizados. Para terminar el trabajo no se plantea el tema de
la localizacion de las deformaciones y no se garantiza la subjetividad de la solucién

en funcién del mallado.

4.3.3. Modelo de Ladeveze et al.

Ladeveze ha definido un conjunto de modelos constitutivos [101]-[105][161] para
el tratamiento no lineal de laminados multicapa. En distintos articulos propone
modificaciones en la eleccién de la energia libre. Se comentaran algunas de ellas. En

[102] y [161] utiliza como expresion de la energfa libre complementaria:

G — <011>2 + <—011>2 _ V12022011 <U22>2 i <—U22>2 0%2
2F, (1 — dl) 2F, E 2F, (1 — dg) 2F, 2G19 (1 — d6)

(4.15)

ésta coincide con la propuesta por Matzenmiller, ecuacién (4.9), si se considera que

el dano a compresion es nulo. Consecuentemente la relacién secante es equivalente
a la ecuacion (4.10).
Para determinar el inicio y la evolucién del dano Ladeveze utiliza funciones de

dano con las siguientes relaciones:

siendo \A(l y \A(g las variables internas del modelo, estas se definen mediante una

combinacién lineal de las fuerzas termodinamicas asociadas al dafno:

Vi=max (Y} 5 Yo =mix {¥y + Y5} (4.17)

donde b es una constante del material y Y; las fuerzas termodinamicas asociadas a

las variables de dano. Estas son iguales que las ecuaciones (4.12). Las variables de
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dano son nulas hasta llegar a un umbral a partir del cual crecerdan hasta alcanzar el
valor de 1.

Para determinar las leyes de dano, y comprobar la bondad de la relacion secan-
te elegida Ladeveze utiliza el concepto de los “scenarios” de dano. Considera un
conjunto de mecanismos de fallo, por ejemplo en la matriz considera dano difuso
o microdano, producido por la separacién entre fibra y matriz, agrietamiento a lo
largo de todo el espesor de la capa y delaminacién entre las capas. Definiendo micro-
modelos de elementos finitos con este dano puede determinar el valor de la perdida
de rigidez del laminado al generarse cada modo de dano.

Las leyes de dano determinadas mediante las funciones (4.16) son la clave para
ajustar el modelo de dano. Estas deben ser mondétonamente crecientes y ajustar a la
respuesta del material. Ladeveze utiliza una ley lineal entre las fuerzas conjugadas
(Yl) y las variables de dafio d;, mientras el dano es distribuido (no localizado) y, una
vez se localiza las variables de dano toman el valor de uno, es decir, dano completo.

Para garantizar una disipacién constante al localizarse el dano utiliza un modelo
viscoso [10I]. Como se nota en la referencia [93] la capacidad de los pardmetros
viscosos como limitadores de la localizacion es funcién del tiempo de aplicacién de
las cargas. Para cargas mucho més lentas que el tiempo de relajacion de la viscosidad,
el modelo no es completamente objetivo. La utilizacién de la viscosidad solo pueden
ser valido en un rango pequeno de velocidades de aplicacién de las cargas. Fuera de
éstas los parametros de ajuste deben variar.

Para considerar las tensiones fuera el plano del laminado Ladeveze [101][103]

propone utilizar como definiciéon de energia libre:

G:

2(1 —dy) a

1 <011>2 + 925 <—011>2 — 2112092011 — 2113011033 27/23022033
_|_
E1 E2

_|_

(092)% + (033)° + (—022)" + (—033)° n 1 (0%2 + 07y n 053)
2 (1 — ds) 2F, 2(1—dy) \ Gz G
(4.18)

esta definicién no coincide, bajo estados en el plano, a la anteriormente propuesta
en la ecuacién (4.15). La funcién ¢ tiene en cuenta el comportamiento no lineal bajo
cargas longitudinales a compresion. Su eleccién no es trivial y debe garantizar, a

parte de una disipacion positiva, la relacion de flexibilidad secante definida positiva:
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det(H) = det ( 832@%0) > 0, lo que implica que deba garantizarse para cualquier
estado del modelo: ¢ > 272t

Las fuerzas termodindmicas asociadas a las variables de dano se pueden determi-
nar derivando la funcién potencial, ecuacién (4.18), respecto las variables internas;
Y, = g—dGi. Resulta evidente que el uso del potencial propuesto puede provocar que el
valor de las fuerzas termodinamicas conjugadas al dano tomen valores negativos. Es
necesario impedir que el dafio asociado a una fuerza termodinamica conjugada nega-
tiva aumente, pues produciria energia, o disminuya ya que es fisicamente imposible
en un proceso de dano.

Otra alternativa propuesta por Ladeveze es definir la energia libre de Helmholtz

[104][105]:

~ 2 ~ 2 ~ ~ ~ ~ ~ ~
o + o (—0 — 2119011099 — 21190110 V930990

U= (1—d) (G11) ¢ (—11) 12011022 12011033 23022033 i
2E1 E2

+(1—dy) (622)° + (533)° n (—G92)° + (—533>2+

2E2 2E2
52, + & o
1—d 12 13 23
+ (1 = do) ( 2, | 20

(4.19)
donde las tensiones efectivas (G) se determinan mediante el tensor de rigidez del
material virgen segin: 0 = Cj : €. Esta alternativa de definicién no coincide con la
energia libre expresada en (4.18) como se comprueba mediante la transformada de
Legendre: ¥V =0 :¢ — G.

Si se analiza la relacién de rigidez secante ésta debe ser definida positiva para

cualquier estado del sistema, det(C) = det ( 8?;%’5> > 0, lo que implica que se
cumpla, para cualquier ciclo, la desigualdad: (1 —dy)((1 —dg) — v1av01(1 — dy)) > 0.
Una relacion secante definida negativa es completamente inadmisible ya que indica
que la definicién de energia libre no es un potencial termodinamico.

Las distintas propuestas de Ladeveze no tienen en consideracion el dano a com-
presion de la matriz, como muestra la Figura 4.4 bajo cargas a compresion trans-
versal aparecen grietas orientadas en el plano 2-3. En algunas propuestas tampoco
considera dano a compresion de las fibras.

Ladeveze considera la aparicion de deformaciones permanentes en el material y

el modelo permite considerar las deformaciones plasticas.
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4.3.4. Modelo de Linde et al.

Linde [106] presenta un modelo de dafio en el cual directamente postula la rela-

cion de rigidez secante, ésta se puede expresar:

(1—-d))C11 (1 —dme) Cra (1 —dy) Ci3 0 0 0
(1 —dng) Cra (1 —dn)Co (1 —dpr) Cas 0 0 0
O (1 —dp) Cis (1 — dyy) Cos Cs3 0 0 0
0 0 0 (1—dw)Gas 0 0
0 0 0 0 Giz 0
0 0 0 0 0 G
(4.20)

siendo la direccién 3 perpendicular al laminado. dy la variable de dano de la fibra,
dp de la matriz y (1 —dwe) = (1 — dg) (1 — dp). Si se considera que el material es
transversalmente isoétropo existen las relaciones: Ci3 = Cla, G13 = G1o v Goz =
(Cag — Cs3) /2.

El modelo considera que el dano se describe mediante dos variables internas,
una que hace referencia al dano longitudinal y otra al transversal. No considera la
posibilidad de recuperacién de la rigidez al cerrarse las grietas. Si bien el tensor
secante se describe para tensiones en las tres direcciones debe entenderse que sirve
para modelar laminas delgadas y no existe la posibilidad que aparezcan grietas
normales al espesor del laminado. La aparicién de éstas, normalmente conocido
como delaminacion, es tratado, como Ladeveze, mediante modelos de interfase.

Para determinar el inicio y la evolucion del dano se utilizan dos criterios, uno para

determinar la aparicion de grietas longitudinales y otra para grietas transversales:

t t )2
F— th < - _ €119 t (e11)
= ¢1 — 11 > ;o1 = < 1 + e — = €

\ €11 11
t t )2 to\ 2
5 (g) 5
_ th . _ 22 9 t 22 22 2
Fo=¢2—e3<0 ; ¢oa=,| e+ | 50— — €92 + (—S ) €12
€992 €12

\ €92

donde €}, €5, €5y, €55 v €55 son las propiedades de resistencia tltima del material y

(4.21)

etll y il son las variables internas del modelo, éstas toman el valor inicial de &i, y
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by respectivamente e incrementan con la historia de deformaciones. En el trabajo
de Linde no se presenta la base fisica de la derivacion de estos criterios ni el buen
ajuste a los experimentos ni tampoco se referencia a publicacién alguna, no obstante
este criterio puede ser relacionado con el trabajo de Christensen [140)].

De la aplicacion de la condicién de consistencia a las funciones de dano, ecuacio-

nes (4.21), se obtiene una integracién explicita de las variables internas:

atf = e (et o)} o = mie {epp e o) (1.22)

Las leyes de dano son funcién de las variables internas:

el —Criel,y E'i}i_‘stll el —Ca2¢hy 552_552
b= 1= G (BT g 1 e (25

donde Gf y Gy, es la energia critica de fractura para una grieta longitudinal y
transversal respectivamente. No considera que la energia de fractura de una grieta
transversal es diferente segin se haya generado por cargas normales o cortantes, es
decir en modo I o II. Estas leyes de dano deberian estar relacionadas con el tamano
de la discretizacion si la energia disipada por el modelo debe ser independiente del
mallado.

A pesar que el modelo no se haya derivado a partir de un potencial termodinamico
la energia libre de Helmolthz almacenada puede determinarse mediante la expresion:
U = %5 : C : ¢, descrita la energia libre la disipacion puede evaluarse:

== —%dm - g—idf >0 (4.24)
debido a que la variable de dano debe crecer (df’m > () para garantizar una disipacién

positiva debe garantizarse que el dano sélo aumente cuando su fuerza termodinamica

oV
8df,m

El modelo de Linde [106] no ha sido derivado a partir de la termodindmica de

asociada sea positiva: — > 0, condicion no garantizada en el modelo.

los procesos irreversibles y, bajo ciertas condiciones, puede no tener una disipaciéon
positiva. Para ajustar el modelo se necesitan las energias de fractura en modo I de la
fibra y de la matriz, la energia de fractura en modo II de la matriz, la energia disipada
bajo un ensayo a corte puro no se considera como propiedad independiente. Si bien
utiliza la energia de fractura no presenta ningiin remedio para evitar la dependencia

de la respuesta al tamano de la malla una vez localizado el dano.
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4.3.5. Modelo de Barbero et al.

El modelo de Barbero [107][108] presenta ciertas diferencias con los presentados
anteriormente. Como el modelo de Ladeveze también tiene en cuenta las deforma-
ciones permanentes residuales al descargar el material en un modelo de dano y
plasticidad desacoplados.

El dano se describe mediante dos variables, d; y d> que hacen referencia al estado
de la fibra y la matriz respectivamente, el modelo no tiene en cuenta la recuperacion
de la rigidez al cerrarse las grietas. Para determinar el tensor de rigidez aplica
la hipétesis de equivalencia de energia. La relacién entre tensiones efectivas (o)
y nominales (o) y entre las deformaciones efectivas (£) y nominales (¢) se realiza

mediante las relaciones: c =M : 0y é = M : ¢, donde:

1—d; 0 0
M = 0 1-—d, 0 (4.25)
0 0 /(1 —d)(1—dy)

Considerando la hipotesis de equivalencia de energia resulta una relacion secante:

C= M:Cy: M =

(1—di)*Cn (1 —=di)(1 —dy)Cho 0 (4.26)
- (1 - dl)(l - d2)C12 (1 - d2)2622 0
0 0 (1 — dl)(]_ — dg)Glg

La energia libre del sistema se puede escribir en funcion de las deformaciones:
1
\1125(8—610):0:(8—810)—0—71' (4.27)

donde € — P es la deformacion elastica y m hace referencia a la energia almacenada
en el proceso de endurecimiento.

Para determinar la superficie de activacién se utiliza el criterio de Tsai-Wu [130].
Este criterio tiene la particularidad que determina todos los modos de fallo median-
te una sola superficie de activacion. Para definir la evolucién considera la parte
cuadratica del criterio de Tsai-Wu como potencial de evolucion. La superficie de
activacion del dano se escribe en funcion de las fuerzas termodinamicas asociadas a

las variables de dano (Y = 0W¥/0d), correspondiendo a la superficie de Tsai-Wu en
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el inicio del dano. No obstante, tanto respecto a las tensiones como a las deformacio-
nes nominales, su forma varia al evolucionar el dano. Considera que al alcanzar un
valor critico el material se inestabiliza, lo que es cierto si la estructura se encuentra
sometida a un estado uniformemente de tensiones. La energia disipada por el mate-
rial una vez se localizan las deformaciones no es independiente de la discretizacion
utilizada.

El modelo considera la aparicién de deformaciones permanentes, como criterio
de activacién utiliza el de Tsai-Wu y, la misma funcién, como potencial de evolucion
resultando un flujo pléastico asociado. La integracion del modelo constitutivo no es
simple pues sus reglas de evolucién requieren buscar dos factores de consistencia, el
plastico AP y el del dano, M. Esta manera de definir el modelo, aunque compleja,
garantiza la correcta evolucion termodindmica de las variables internas.

El ajuste del modelo no es simple debido a que no utiliza propiedades estandares

del material. No obstante, su ajuste se detalle en los articulos [107][108].

4.3.6. Modelo de Williams et al.

Williams [110] considera que la entidad bésica, la mesoescala, sobre la que se
describe el dano no es una capa sino un conjunto de capas llamada sublaminado.
Esta definicion del modelo sobre un conjunto de capas se justifica con la habitual
estrategia de fabricacion de muchos laminados, éstos estan formados mediante la
repeticion de un conjunto de secuencias iguales, el sublaminado. Los sublaminados
acostumbran a tener fibras orientadas en varias direcciones, a veces formando un
laminado con propiedades cuasi-isétropas en el plano.

Si se considera que los sublaminados mantienen simetria ortétropa cuyas direccio-
nes principales en el plano 1 y 2 definen las direcciones principales del sublaminado
es posible describir el dano mediante tres variables (d;, dy y dg) dependientes de la
variable interna escalar del modelo, r.

Para determinar la activaciéon del dano utiliza una sola funcién:

fe) =

|/\

(4.28)

2

5 €11€22 €22
f( KL + ( L )

) ()
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donde K, L, S, T y U son constantes del material, éstas dependen del sublaminado
elegido. En materiales con ciertas simetrias estos valores no son independientes. Si,
por ejemplo se considera un sublaminado formado por igual nimero de capas a cero
y noventa grados, [0,90];, deben mantenerse las igualdades: K = Ly T = U.
Si el sublaminado considerado es [0,£45,90]s se deben mantener las relaciones:
K =L=5/2y T =U, lo que corresponde a un comportamiento cuasi-isétropo en
el plano.

La funcién de activacién, ecuacién (4.28), detecta todos los mecanismos de dano
y la almacena en la tunica variable interna del modelo, r. Las variables de dano
son funcién de ella. Mediante las habituales condiciones de carga/descarga y la
aplicacién de la condicién de consistencia del dafio (F = 0) el modelo puede ser

integrado explicitamente:

r = méx {1,?%§{f<5)8}} (4.29)

Las leyes de dano son funciones mondtonamente crecientes de la variable interna

r. Pueden escribirse:

(

0 O0<r< FiI
;! (;11__]?;»1) Fl<r<F[

d; = ! ‘ 4.30
di' + (1 —d}) < FZH__F}I;H) F'<r <FM o
1 Filt < p

\

para ¢ = 1,2 el dano a cortante se considera: dg = \/ d? + d3 — dyds. Los valores de
ajuste I}, F'y FMindican el inicio del dafio de la matriz, de la fibra y del dafio
total. La variable d}' indica el nivel de dafio producido por la matriz al empezar el
dano en la fibra. Si el sublaminado tiene como minimo simetria ctibica,por ejemplo,
[0,90], existen las relaciones: F} = Fj, F! = Fl' y F]' = FIII. En este caso el dafio
d; = dy = dg con lo que resulta un modelo de dano escalar.

Williams considera que el dano y la pérdida de rigidez del sublaminado no man-

tienen una relacion lineal sino a través de unas funciones. Considera que la funcién

Rg, (dy) influye al médulo de rigidez longitudinal (E;) y al coeficiente de Poisson
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menor (v13), Rg, (d2) al médulo de rigidez transversal (Es) y al coeficiente de Pois-
son mayor (vs1), finalmente Rg,, (dg) relaciona la variable de dano a cortante con el
modulo de rigidez a cortante (G12).

Si se considera una relacion bilineal entre el dano y la perdida de rigidez segin

el dano sea dominado por la fibra o la matriz:
I (E-) D gcg<an
+ (B 1) i <di s

Rp, = ’

i (4.31)
11 1 —d; 11 )
E; - di <d; <1

E! es el porcentaje de pérdida de rigidez producido por la matriz. Estas funciones
Rpg, son distintas segun si las cargas son a compresién o a tracciéon. El dano se
describe mediante una sola variable no obstante ésta produce mas o menos pérdida
de rigidez segun el signo de las cargas.

La relacion de flexibilidad secante bajo estados de tension en el plano se escribe:

_ 1 s . -
REg, By Ey
V12 1
H = e 0 4.32
E1  Rg,FEy (4.32)
1
0 0 _—
L RG12G12 J

La densidad de energia libre en el campo complementario del sublaminado puede

expresarse mediante la expresién:

2 2 2
g V12092011 ag g
G 11 22 12 (433)

" 2Rp B B 2Rp, By | 2Rg,Ghs

La disipacion mecénica resulta:

oG, < 0G ORp, ddi _ G ORp,ddy G ORg, dg

2> 4.34
or ORg, 0dy Or  ORg, Ody Or  ORg,, Odg ar)r_() (4.34)

2

. -0y .. .y . .

Teniendo en cuenta: 2& = —J4_ < () la disipacion del modelo no es negativa si
dRz; 2RZ, E;

ORp.

70 = 0, %ii > 0y 7 > 0. Es decir, que la rigidez disminuya con el aumento del

danio y que el dano aumente con las deformaciones.
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La principal introduccién del modelo de Williams reside en considerar el subla-
minado como unidad basica. Muchos de los experimentos mecéanicos sobre laminados
multicapa se realizan sobre sublaminados y no sobre laminas unidireccionales con
lo que es interesante definir los modelos sobre el espécimen ensayado. Este proce-
dimiento permite reducir el nimero de puntos de integraciéon a lo largo del espesor
de la capa facilitando el tratamiento de elementos estructurales de gran tamano,
al mismo tiempo todo el modelo resulta en una estructura explicita. Por otro lado
el tratamiento mediante sublamindos resulta en una gran simplificacion en la des-
cripcion del dano. Si el sublaminado es cuasi-isotropo el modelo resulta de dano
escalar.

El modelo no considera la dependencia de la disipacién con el tamano del ele-
mento finito a partir del momento que el dafo se localiza. Williams [110] refiere el

tratamiento de este problema a futuros trabajos.

4.3.7. Comentarios finales sobre los mesomodelos

Los mesomodelos utilizan como unidad bésica o mesoescala una (o varias) capa
del laminado. Para determinar los campos de deformaciones de cada capa se consi-
dera la teoria de laminados. Esta consideracién ocasiona severas limitaciones a los
mesomodelos. Los modelos continuos de dano requieren que la descripcion del campo
de deformaciones en la mesoescala sea completo, en otro caso la determinacion de
las leyes de dano es funcion de todo el espesor del laminado, donde las deformaciones
son bien representadas.

La aparicién del dano en unas capas produce una redistribucion de los campos
de tensiones que no son bien representadas mediante la teoria de laminados. Lo que
resulta que los parametros de ajuste de cada una de las capas dependen de todo el
laminado. Una estrategia para un ajuste razonable es considerar unos determinados
mecanismos de dano y, mediante modelos micromecanicos, desarrollar una ley que
relacione las deformaciones medias de la lamina, determinadas mediante la teoria
de laminados, y el valor de dano, como se realiza en el siguiente capitulo para el
agrietamiento transversal. La estrategia de los ”scenarios” propuesta por Ladeveze
realiza ésta misma funcion.

Se ha comentado en el capitulo anterior la localizacién de las deformaciones y

del dano causados por modelos con una relacién constitutiva con ablandamiento.
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Esto producia una respuesta patoldgica de la solucién en funcion del tamano de la
discretizacion, la tenacidad de la estructura aumenta con el tamano de los elementos
finitos. El “crack band model” es la soluciéon mas simple para regular la energia
disipada y obtener una respuesta independiente del mallado. Si mediante una ley
con ablandamiento se consigue la localizacién del dano en una linea (o plano en tres
dimensiones) de elementos finitos la curva de ablandamiento se ajusta teniendo en
cuenta el tamano del elemento finito.

Segun la teoria de laminados la deformacién a lo largo del espesor puede ser
representado mediante dos tensores, €y y k£ que representan las deformaciones de la
linea central y las curvaturas respectivamente. Mediante la relacién constitutiva se
pueden determinar las fuerzas y momentos por unidad de longitud a que se encuentra

sometido la lamina, F y M. La relacién secante del material se puede escribir:

F
M

donde las matrizes de rigidez se determinan:

A B
B D

K

<0 ] (4.35)

A=3%"(z—2-1)C; ;
1

B=oYL(E-2L)C (4.36)
L o
D= 3 i (7 —2) G

donde C; es la matriz de rigidez de cada una de las laminas y z; la posicion que
ocupa a lo largo del espesor siendo z = 0 la linea central.
La determinacion del momento de la localizacién del dano se realiza segun la

relacion tangente a lo largo de todo el espesor.

AT BT
BT DT

F
M

K

5
0 ] (4.37)
conociendo la relacién tangente de cada lamina resulta:

AT =30 (s —2-1)CT

1
BT = oYL (# -=L) ¢l (4.38)
DY = S (-2 O
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La condicién de localizacion de las deformaciones formando un plano de fallo o
una rétula debe encontrarse en el estudio de las matrices: AT, BT y DT. Si bien
existen trabajos que determinan el comportamiento de vigas fallando bajo fuerzas
axiales y momentos flectores [162], no existe, en conocimiento del autor, ningin
trabajo estudiando las condiciones de localizacion en un plano de fallo o una rétula
de cascaras.

Los dos regimenes de dano, el distribuido, inducido por una relaciéon tangente
positiva, v el localizado, una vez el tensor tangente deja de ser definido positivo, se
diferencian segun el comportamiento de todo el laminado. Los mesomodelos pueden
ser entendidos como una clase de modelos de dano de dos escalas. Donde la micro-
escala es la lamina y la mesoescala el laminado, la definicién de mesomodelo debe
considerarse, pues, poco apropiada.

Una vez el dano se localiza aparece un plano de fallo o una rétula en el material.
A partir de este instante aparece una discontinuidad fuerte en el medio. El enrique-
cimiento de éste para modelar estas discontinuidades fuertes requieren la adicion de

nuevos grados de libertad, ya sea a nivel de elemento [163] o de nodo [164]-[166].

4.4. Modelos en dos escalas

Estas técnicas se basan en descomponer el problema en las dos escalas, una ma-
croscopica, o global, donde el material se considera homogéneo y se determinara el
equilibrio global del problema y una microescala, o escala local, donde se resol-
vera una celda unidad, o unidad representativa de volumen, donde estdn definidos
los distintos modelos constitutivos para cada material constituyente. Los modelos en
dos escalas son, mas que modelos constitutivos en si mismos, procedimientos para,
a partir de las deformaciones y variables internas homogéneas en la escala global
encontrar el campo de deformaciones y variables internas en la escala local, donde
se considera la microestructura del material. Conocidos estos campos se pueden so-
lucionar los distintos modelos constitutivos de cada fase y luego con la actualizacién
del campo de variables internas y conocido el campo de tensiones determinar sus
valores homogéneos. La ventaja de este procedimiento reside en que los modelos
constitutivos se encuentran definidos en cada material con lo que no dependen de

la configuracién de las distintas fases. Ademds, se pueden aprovechar los numerosos
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modelos constitutivos desarrollados para los materiales constituyentes.
Para modelar en dos escalas se requiere una correcta definicién de la estructura
del material mediante la celda unidad y un correcto procedimiento para determinar

la relacién entre las distintas escalas.

» Celda unidad:

Los modelos en dos escalas acostumbran a considerar que la microestructura
del material sigue algin patrén caracteristico. Si se considera una estructura
perfectamente peridédica como las mostradas en la Figura 4.5 una celda unidad
es el volumen minimo de material representativo de la microestructura del

material. Es decir, la repeticion de celdas unidades reproduce la totalidad del

material.
00000000 %&&&&&&r
00000000
00000000
00000000 0000000
00000000 00000000

| |

Figura 4.5: Distribuciones idealizadas de la distribuciéon de la fibra dentro de la

matriz, a) cuadrara y b) hexagonal.

Evidentemente la estructura del material dista mucho de ser peridédica, como
se muestra en la figura 4.6. Mediante simulaciones y andlisis estadisticos se
puede determinar el tamano del elemento representativo de volumen en el cual
las propiedades, eldsticas como minimo, se pueden promediar [167—[170]. Bajo
estas consideraciones el tamano de la celda unidad aumenta considerablemente,

y consecuentemente, los requerimientos de célculo.
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Figura 4.6: Imagen de la ordenacién de las fibras en un compuesto epoxy fibras de

vidrio real obtenidos por D. Trias et al. [168] en el plano transversal.

= Hipétesis de periodicidad local

Debido a la gran diferencia de escala entre la macroestructura y la microes-
tructura es posible considerar que los desplazamientos a que se encuentran
sometidos dos celdas cercanas son los mismos. Esta diferencia de escala se
encuentra relacionada con la diferencia entre el tamano de la celda unidad
y el gradiente de deformaciones homogeneizadas, si el célculo se realiza con
elementos finitos ésta viene marcada por la diferencia entre el tamano de los

elementos finitos y el de la celda unidad.

Esta hipotesis, la cudl permite solucionar una celda unidad y considerar que
las celdas lo suficientemente cercanas se encontraran en el mismo estado, es
aplicable siempre que las deformaciones homogeneizadas no se localicen. Una
vez aparezca una grieta en la macroescala la periodicidad del medio se pierde y,
a partir de este momento, la ley constitutiva debe escribirse entre las tracciones

y la apertura de la grieta.

La hipotesis de periodicidad local implica que, en la microestructura, la ecua-

cién de equilibrio a garantizar por cada celda unidad cercana es:

V-o=0 (4.39)
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donde no interviene el vector de fuerzas locales (pb) porqué la celda unidad es
lo suficiente pequena en comparacion con la escala de la estructura. Este vector
tendra influencia en las celdas lo suficientemente alejadas y se tendra en cuenta
en la macroescala, en los distintos puntos de Gauss de la malla de elementos

finitos de la estructura.

La hipodtesis de periodicidad implica que las tracciones a cada cara de la celda
unidad sean antiperiddicas por mantener el equilibrio de fuerzas. El mate-
rial, que sin estar deformado, puede ser representado mediante la repeticién
de celdas unidades debe, una vez deformado, poder representar la estructu-
ra mediante la repeticion de celdas unidades deformadas. Segun la hipdtesis
de periodicidad el campo de deformaciones en celdas cercanas debe ser pe-
riédico, es decir, caras opuestas de la celda deben estar sometidos a la misma

deformacion.

Los modelos constitutivos basados en deformaciones tienen como entrada del
problema las deformaciones y el conjunto de variables de estado en el instante ac-
tual. Para tratar problemas en las dos escalas es necesario definir una estrategia
para, a partir de las deformaciones medias, encontrar el campo de deformaciones en
cada material constituyente para poder solucionar los distintos modelos constituti-
vos. Luego con las tensiones y el tensor constitutivo tangente de cada material es
necesario encontrar otra estrategia para determinar las tensiones medias y el tensor
constitutivo homogeneizado en la macroescala.

Existen varias estrategias para relacionar la escala homogeneizada y la micro-
estructura del material. La técnica de los desarrollos asintéticos [171]-[175] aproxi-
ma la distribucién macroscépica de deformaciones y tensiones a partir del desarro-
llo asintético. Otros métodos utilizan los valores promedios ("mean field method”)
[176]-[178]. Existen técnicas donde la solucién de la celda unidad se encuentra me-
diante elementos finitos y donde las condiciones de equilibrio y periodicidad son
claramente garantizadas [98][99][179]. Esté demostrado [176][177], que en problemas
no lineales la respuesta en la macroescala es funcion del campo completo de variables
internas en la microescala. Esto supone una gran limitacion para este método. No
obstante, si se soluciona la celda unidad mediante elementos finitos los grados de

libertad de la celda unidad depende de la discretizacion elegida.
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Un problema que presentan los modelos en dos escalas es el comportamiento en
régimen de ablandamiento. Cuando la relacién constitutiva tangente en el material
homogeneizado deja de ser definido positivo el dano se localiza en un plano y no es
posible considerar la hipotesis de periodicidad. Considérese un punto de Gauss en
la macroescala que ocupa un volumen en la que caben n?® celdas unidades. Mediante
la hipotesis de periodicidad local se puede considerar que solucionando una celda
unidad las otras n® — 1 restantes se comportaran igual debido a su proximidad.
No obstante al localizarse en un plano sélo n? de las celdas unidades se dafaran
mientras las otras (n — 1)n? celdas se descargaran eldsticamente. Si se considera que
la disipacién de una celda unidad hasta el fallo total es: V.g., siendo V, el volumen
de la celda unidad y g. la densidad de energia disipada. La energia disipada total
aplicando la hipétesis de periodicidad equivale a: V.g.n3. No obstante si el modelo
es de ablandamiento éste localizard el dano en un plano y la disipacion valdra:
V,.gen?. Resulta, pues que una vez el daiio se localiza la disipacién en la macroescala
es funcién de la discretizacién. Los métodos en dos escalas son excelentes para el
tratamiento de materiales compuestos bajo régimen lineal y apropiados en régimen
no lineal con endurecimiento como pueden ser compuestos de matriz metalica, pero
cuando se aplica en zona de ablandamiento no se conoce ningin procedimiento para

garantizar una disipacion constante al refinar el mallado en la macroescala.

4.4.1. Ley de mezclas

La ley de mezclas determina los campos de deformaciones en cada fase del ma-
terial mediante tensores de transformacién, asumiendo que en cada punto material
de la macroescala hay presencia de cada uno de los constituyentes en su fraccion
volumétrica, es decir, la relacién de escalas, macro-micromecanica sera lo suficiente-
mente grande. Se considera que cada una de las fases influye en el comportamiento
del material en funcién de su participacién volumétrica (vN).

La ley de mezclas es un modelo de campo promedio ("mean field method”).
Estos asumen que los valores promedios de los campos de deformaciones y variables
internas es suficiente para determinar el comportamiento de cada fase. Tanto los
modelos derivados del trabajo de Eshelby [180][181], dénde dedujo un método para

calcular el estado de tensiones de una inclusion embebida en una matriz infinita,

como el método de Mori-Tanaka [182][183] y los modelos auto-consistentes (”self-
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consistent method”) iniciados por Kroner [I84] y desarrollados por varios autores
[178][185]-[190] también corresponden a métodos del campo promedio.

La primera aplicacién de la ley de mezclas en materiales compuestos se remontan
a la determinacién de las constantes elasticas de Voigt [191] y de Reuss [192] para
elementos distribuidos en paralelo y en serie, respectivamente. Conocidos como regla
de mezclas y regla de mezclas inversa. En los anos 60 se desarrollo la teoria de mezclas
clésica [193], para materiales con una distribucién paralela, de isodeformacién en
todos los componentes, y recientemente [178][194] se ha incorporado la posibilidad
de trabajar en serie, bajo estados de isotension.

Consideremos que un material formado por N fases, cada una con un campo de
deformaciones ¥ y un conjunto de variables internas r™ que describen el estado
del material. Las deformaciones de cada fase pueden ser determinadas mediante los
tensores de cuarto orden: LN (rM), éstos pueden considerarse constantes o depen-
dientes de las variables internas (rM), de todas las fases, éstos tienen informacion
de la morfologia del material. Es decir, indican si en una direccion los materiales se
encuentran en serie, en paralelo o en una combinacién intermedia.

Para determinar los parametros de los tensores de influencia se acostumbra a
considerar los dos casos extremos, si los distintos constituyentes se encuentran en
paralelo estaran sometidos a la misma deformacion. No obstante, si se encuentran en
serie tendran la misma tensién. Esta dltima consideracién implica que la deformacion
de cada constituyente sera funciéon de la matriz de rigidez global del problema, es
decir, de las variables internas.

La determinaciéon del campo de deformaciones de cada fase se puede expresar:

eN=LN(M):e ; e=Y 0NN 5 Iy =3 oNLN (rM) (4.40)

debido a que el sumatorio de las deformaciones de cada fase por su fraccién vo-
lumétrica debe dar la deformacion media, el sumatorio de los tensores de transfor-
macién por la fraccién volumétrica debe dar el tensor identidad (1).

La densidad de energia libre global puede determinarse:

v :%5:C:5:ZUN\PN (rM) :%ZUNgN:CN(rN) el =

_ %g [ ONEN (2 1 CN (1) L LN (V)] < e

(4.41)
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La relaciéon constitutiva global:

OV STE)oN ) e

La disipacién global debe ser definida positiva y también la ocasionada por las

g

variables internas de cada fase:

oV .y LAY N
— M= -— 0 : =N=
orM" 2 oM =T orN | x

—_
—
—

N >0 (4.43)

En la forma general presentada es necesario una doble iteracion para solucio-
nar el modelo constitutivo. Una para determinar las deformaciones de cada fase,
pues dependen de las variables internas. Otra para solucionar los distintos modelos
de cada fase, ademas del esquema global para determinar el equilibrio estructural.
Es comun considerar los tensores LY constantes e independientes de las variables

internas.

4.4.2. Método de los elementos finitos en dos escalas

El método de los elementos finitos en dos escalas [98][99][179] solucionan una
celda unidad mediante elementos finitos en la microescala. A cada punto de Gauss
de la macroestructura le corresponde una celda unidad que se resuelve mediante

elementos finitos.

D
2 D3
7
j i
i
M vavaivavzis D1

Figura 4.7: Celda unidad con vectores de periodicidad

Si se define una celda unidad como la de la figura 4.7/ se pueden definir unos
vectores de periodicidad que relacionan puntos iguales en celdas vecinas. Estos en
la configuracién inicial valen D. La evolucion de estos vectores (d) se relaciona con

la deformacién homogeneizada:

1 [od” od
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donde I es la relacion identidad. Si se consideran pequenos desplazamientos puede
relacionarse el tensor de deformacién homogeneizado los vectores de periodicidad
mediante [179]:

d~ &I+ D) (4.45)

Las condiciones de contorno en la celda unidad deben garantizar las condiciones
de compatibilidad, la deformacion debe ser periddica, los puntos i y j, de la figura
4.7, son puntos iguales de dos celdas vecinas por lo que sus deformaciones deben ser
iguales. Al mismo tiempo el vector de tracciones a través de la superficie debe ser
antiperiodico.

Para relacionar el campo de tensiones en la celda unidad con las tensiones medias

del laminado se puede utilizar la media a lo largo del volumen de la celda unidad
(V): ,
0=— odV (4.46)
V Jov
también se puede utilizar el valor de las tracciones en las caras de la celda unidad.

Dada la deformacion homogeneizada en la macroescala pueden determinarse el
valor de los vectores de periodicidad (d) mediante la relaciéon (4.45). Conocido el
valor de los vectores d aplicando las condiciones de contorno, periodicidad de las
deformaciones y entiperiodicidad de las tracciones puede determinarse el campo
completo de variables internas en la celda unidad. Mediante la expresién (4.46) se
puede determinar el tensor de tensiones homogeneizadas.

Para obtener una buena convergencia numérica es necesario la determinacién
del tensor constitutivo tangente, este relaciona el incremento de deformaciones ho-
mogeneizadas con el incremento de tensiones homogeneizadas: & = CT : & Para
determinar todos los componentes del tensor constitutivo tangente se puede utilizar
el método de la perturbacion. Aplicando una perturbacién a un miembro del tensor
de deformaciones, y manteniendo los otros constantes, puede determinarse el incre-
mento del tensor de tensiones, mediante este proceder se obtienen seis componentes
independientes del tensor de rigidez tangente. Repitiendo este procedimiento por
todos los componentes independientes del tensor de deformacion homogeneizado se

pueden determinar todo el tensor de rigidez tangente.



Capitulo 5

Agrietamiento de la matriz y

delaminacion

5.1. Introduccion

Los materiales compuestos laminados de matriz polimérica (por ejemplo, epoxy)
y refuerzo unidireccional de fibras ceramicas largas (por ejemplo, carbono o vidrio)
son ampliamente utilizados en los fuselajes y elementos estructurales de la industria
aeronautica debido a su elevada resistencia y rigidez especifica asi como su buen
comportamiento a fatiga. Los laminados se fabrican a partir de la unién de distintas
capas. Las propiedades elasticas y la resistencia del laminado depende del espesor,
posicion y direccién de apilamiento de las distintas capas.

Una vez unidas las distintas laminas unidireccionales es necesario curar el ma-
terial, esto se realiza a altas temperaturas y presiones mediante un autoclave, al
ser un material con coeficientes de dilatacién ortétropos al volver a la temperatura
ambiente aparecen unas tensiones térmicas residuales. Es decir los laminados mul-
tidireccionales presentan un estado tensional no nulo sin cargas externas aplicadas.
En algunos casos los laminados se danan en el proceso de fabricacién.

Debido a su naturaleza los tipos de dano que sufren estos materiales son multi-
ples y complejos. El primer modo de fallo que se observa en elementos que trabajan
a traccion es el agrietamiento de la matriz, como muestra la figura 5.1. Las grie-
tas evolucionan paralelas a las fibras en cada lamina hasta que son retenidas por

otras ldminas de distinta orientacién. Las grietas en la matriz inducen otros mo-
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Figura 5.1: Mecanismos de dano no catastréfico en un laminado [0,90]; donde se ven

delaminaciones y grietas transversales

dos de dano, ya sea la delaminacién o el fallo de las capas adyacentes debido a
la concentracién de tensiones que provocan. Otra fuente de delaminaciones son los
cantos libres (”free edge effect”) debido a los cortantes que deben ser transmitidos
por la interfase. Al mismo tiempo las grietas en la matriz son utilizados por agentes
corrosivos para penetrar en el material.

Si se observa con detenimiento el material antes de la aparicién de grietas trans-
versales se ha producido dafio entre las fibras y la matriz. La interfase de ambas se
separa y sigue hasta que el angulo entre las tensiones principales y la interfase es de-
masiado grande (entre 60° y 70° segtin Paris [195]) la grieta crece uniendo dos fibras.
Este tipo de dano ocurre antes de la presencia de las grietas y al aparecer estas sigue
aumentando en los lugares lo suficientemente alejados de éstas. Este tipo de dano
es importante cuando las capas son delgadas pero es practicamente inapreciable, en
la respuesta tension deformacion, en laminados uniaxiales o capas gruesas.

Al no ocasionar un fallo estructural catastréfico muchas aplicaciones toleran la
presencia de dano difuso, agrietamiento transversal y delaminaciones en su rango
de trabajo, otras, como depdsitos a presion, no. Los ingenieros tienen el reto de
predecir el inicio del agrietamiento, la evolucién de la densidad de grietas, la posible
delaminacion y la variacién de las propiedades termomecdanicas del laminado.

A pesar de el gran esfuerzo de numerosos investigadores y de la enorme publica-
cién generada no es posible encontrar en la bibliografia un tratamiento general de es-

te problema, los estudios se limitan a laminados muy simples ([0,,, 90,,]s, [£0,, 90,,.]s)
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con cargas uniaxiales, traccién transversal o corte en el plano [196], algunos trabajos
consideran la delaminacién [197]. Parece dificil el andlisis analitico de estos mate-
riales cuando el histérico de cargas o la secuencia del laminado es compleja.

En la primera parte del capitulo se realizard un resumen del problema y se
plantearan problemas analiticos simples que permitiran comprender ciertos aspectos
sobre el agrietamiento de la matriz. En una segunda parte se tratard el problema
numéricamente, con tal finalidad se desarrolla un modelo de dano tridimensional

para un material transversalmente isétropo.

5.2. Tratamiento analitico

Existen dos enfoques para determinar el inicio del dano, unos basados en ten-
siones los otros en energia. Los criterios basados en tensiones consideran que existe
una funcién escalar f(o;;), tal que al alcanzar, en cualquier punto del material, el
valor umbral (Y,) una grieta se genera.

Los criterios energéticos se basan en la mecanica de la fractura. La aplicacién
de la mecanica de la fractura clasica exige la inclusién de una grieta inicial en el
material virgen, ésta se entiende como una grieta equivalente que esta relacionada

con los microdefectos o zonas ricas en fibra presentes en el material.

PARAR )
o == = E _ %
vV

a, Qg

Figura 5.2: Crecimiento de un defecto de longitud caracteristica ay en una lamina
delgada (t < ag) donde crece en direccién longitudinal y en una capa t > ao donde

primero crece transversalmente.

Dvorak [198] aplicé la mecanica de la fractura para determinar el inicio del
agrietamiento de la matriz. Conociendo la resistencia de una ldmina unidireccional
se puede determinar cual es el tamano del defecto que se ha desestabilizado mediante
la aplicacién la mecanica de la fractura. Considerando el tamano del defecto como
una propiedad del material se puede determinar la desestabilizacion de esta misma

grieta en una lamina embebida en un laminado.
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En la figura 5.2/ se muestra una grieta, de tamano caracteristico ag, en una
ldmina delgada y en una lamina gruesa. En el primer caso t < ag con lo que la grieta
solo puede crecer longitudinalmente. En el segundo caso ¢ < ag, la grieta primero
crece transversalmente y luego longitudinalmente. Si la grieta crece transversalmente
debe ir bordeando las distintas fibras mientras si esta crece longitudinalmente la
grieta avanza alineada con las fibras. Esto produce una zona distinta de proceso
de fallo en el extremo de la grieta y, consecuentemente, una cantidad distinta de
disipacion energética resultando dos energias criticas de fractura segin la direccién
de crecimiento, longitudinal G¥, y transversal G7,, como noté Dvorak [198]. Para la

determinacién de estas energias criticas de fractura ver el trabajo de Pinho [121].

Otro acercamiento al problema es la mecanica de la fractura finita, como la
bautizé Hashin [199]. La mecanica de la fractura finita considera que aparecerd una
grieta a lo largo de todo el espesor de una lamina si la energia eldstica descargada
es superior a la energia critica de fractura. Este acercamiento considera que entre

dos instantes la grieta ha crecido una cantidad finita.

La mecénica de la fractura finita no se corresponde con la termodinamica clasica,
ésta trata de estados de equilibrio infinitamente cercanos. La mecéanica de la fractu-
ra finita considera que el area fracturada ocupa todo el espesor de la lamina siendo
un aumento de area fracturada finita. Contrariamente la mecanica de la fractura,
tal y como fue definida por Griffith, considera un incremento infinitesimal de area
fracturada. A pesar de esto, la mecénica de la fractura finita se corresponde con la
mecanica de la fractura clasica si la grieta progresa en direccién longitudinal a lo lar-
go de todo el espesor. Resulta, pues, un caso particular del criterio de agrietamiento

propuesto por Dvorak [198].

En un laminado con un campo de desplazamientos uniformes la mecanica de la
fractura finita da resultados satisfactorios cuando el espesor de la lamina es pequeno,
no obstante cuando el espesor de la lamina es grande la mecéanica de la fractura fi-
nita subestima la resistencia de la lamina debido a que el equilibrio de energias que
plantea no es correcto, ya que al agrietarse un laminado grueso hay una cierta can-
tidad de energia cinética envuelta en el proceso. Esta energia cinética se acostumbra
a considerar constante en funcién del nimero de grietas pero cuando la ldmina es
gruesa depende del espesor. No obstante los laminados utilizados en las aplicacio-

nes industriales estan formados por capas delgadas en las cudles la mecénica de
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la fractura finita es apropiada. Al mismo tiempo el tratamiento de la mecénica de
la fractura finita es lo suficientemente sencillo como para plantearse modelos que
permiten determinar la densidad de grietas, como el trabajo de Nairn [199], y en

algunos casos tener en cuenta la delaminacién [197].

5.2.1. Inicio del agrietamiento y de la delaminacién bajo
esfuerzos transversales

Crecimiento de una grieta en un laminado unidireccional y en una capa

embebida

Se consideran las condiciones de agrietamiento de una capa sometida a un campo
uniforme de tensiones, estando embebida en un laminado o formando parte de un

laminado unidireccional.

=0

<
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Figura 5.3: Crecimiento de un defecto en una lamina unidireccional (izquierda) y en
una ldmina embebida (derecha), ambas con una grieta inicial ag, se muestra la zona

doénde las tensiones se descargan o = 0.

La imagen de la izquierda de la figura 5.3 muestra la solucion aproximada del
campo de tensiones de una capa unidireccional con una grieta de tamano ag. Se puede
considerar que las tensiones se recuperan al cabo de cierta distancia de la grieta. Se
considera el pendiente de recuperacién como constante (ko). Si WIP es una funcién
escalar que mide la densidad de energia almacenada en cada punto material en el
momento del fallo, la energia elastica almacenada en una lamina unidireccional que

contiene una grieta ficticia de longitud a se puede determinar:

UyP = UyPg (tL — kag) (5.1)

donde g, t y L representan el ancho, espesor y longitud de la probeta respectivamen-
te, vy ko es un pardmetro relacionado con la soluciéon de un problema de elasticidad.
Si el material sigue una ley lineal elastica hasta el fallo la densidad de energia se

relaciona con la resistencia de la lamina:
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(v+")°
2F,

donde Y/ es la resistencia uniaxial y E, el médulo de rigidez transversal.

uP = (5.2)

Esta progresara, en direccion transversal, si se cumple la condicién que establece

la mecédnica de la fractura:

10Uy

PR 20 P kyay = G7, (5.3)

Conociendo la resistencia uniaxial, la energia critica de fractura, el médulo de Young
y el pardmetro k; de una ldmina unidireccional se puede determinar el tamano de
su grieta equivalente:
Gl
ag = m (54)
Si la misma lamina se encuentra embebida en un laminado el volumen de material

descargado es menor que en el caso unidireccional como se muestra en la imagen de

la derecha de la figura 5.3l Bajo tensiones transversales ésta equivale a:

k 2
Us = Wag (tL - 2;0) (5.5)

La variacién de la energia eldstica al aumentar la grieta debe ser igual a la energia
critica de fractura:

— ;g—gj = Wokyag = G, (5.6)
donde la densidad de energia libre (V5) es determinada mediante la ley constitutiva
del material y tiene en cuenta el estado tensional de cada punto material provocado
tanto por las cargas externas como por las tensiones térmicas residuales.

Teniendo en cuenta que la longitud de la grieta se puede determinar mediante

la ecuacién (5.4) la relacién de energia eldstica almacenada en el momento del fallo

en una lamina embebida y en una unidireccional es:

U, = 203P (5.7)

asumiendo una ley elédstica lineal y sin considerar los efectos del confinamiento lateral

debido a los coeficientes de Poisson, la resistencia de una capa embebida es v/2 veces
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superior a una lamina unidireccional, la resistencia es independiente del espesor de
la capa.

Siguiendo el mismo proceso que aqui explicado Dvorak [198] dedujo una relacién
para la resistencia ”in-situ”. Para determinar la energia descargada considero en el
caso unidireccional una grieta situada en la esquina y en el caso embebido una grieta
central, la relacion de factores de intensidad de tensiones es igual a la relacion de

resistencias de las dos laminas.

K < esquina)
Yp— YN ) 193y D (5.8)
K] (agentro> )

La tension ultima de la lamina sera un valor constante y mayor a la de una
lamina unidireccional. No obstante, cuando el espesor de la ldmina es muy pequeno
el tamano caracteristico de la grieta ficticia es mayor que el espesor, ag > t. El
planteamiento de Dvorak consiste en considerar que existe una grieta inicial cuya
longitud ocupa todo el espesor (t), por tanto la grieta solo puede crecer en direccién
longitudinal. En realidad el material dista mucho de seguir la mecéanica de la fractura
lineal, no existe una grieta bien definida, el material no es elastico y existe una
zona de proceso de fallo de tamano considerable. La longitud de la grieta ficticia
o equivalente (ag) puede ser considerada como el tamano de la zona de proceso de
fallo antes que una grieta ficticia, en el mismo sentido que lo considero Irwin al
plantearse la mecanica de la fractura no lineal. Notase que tomando el valor ky = T,

la expresién (5.4) coincide con la longitud de Irwin, ecuacién (2.31).

<

Figura 5.4: Grieta en la matriz si la capa es interior o exterior.
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La mecénica de la fractura finita no considera que las grietas avanzan a partir de
una pregtrieta inicial. Se limita a realizar un balance de energia entre dos estados del
material, cuando este no se encuentra danado y cuando ha aparecido una grieta a lo
largo de todo el espesor (figura [5.4). Si la energia eldstica descargada para generar
una grieta a lo largo de todo el espesor (Wyt?ky/2) es igual o superior a la energfa

de fractura critica por el espesor de la capa (tGY.) esta apareceré.
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La mecanica de la fractura finita corresponde al criterio de la mecénica de la
fractura si se considera que la grieta crece en direcciéon longitudinal. Si una grieta
tiene que progresar en direccion longitudinal la variaciéon de energia al crecer la
grieta se puede escribir:

2
— g—gj = %% =tGY, (5.9)
Lo que resulta una densidad de energia eldstica en el momento que la grieta

avance en direccion longitudinal o transversal de:

2G*
U, = méx{ Ie. 2\1/;”3} (5.10)

tko
Cuando la capa que se agrieta es exterior el efecto de la grieta en el campo de
tensiones es parecido al mostrado en la figura [5.4. El volumen de material descar-
gado elasticamente es el doble que en el caso de una capa interior. El criterio de

agrietamiento puede escribirse:

G* N =1 Capa exterio
W, < Nmax{i,\pgD} pa exterior (5.11)
tko N =2 Capa interior

Existe un espesor a partir del cual se considera que la lamina es delgada o gruesa.
Cuando el espesor de la capa es pequeno el criterio de propagacién de una grieta
en direccion longitudinal es mas restrictivo que el de propagacion transversal y a
partir del espesor critico es al revés. De la interseccion de ambos criterios, mediante
la ecuacién (5.11)), resulta un espesor:

Gl.

tyh = 5.12
2 kQ\pgD ( )

El espesor critico corresponde al limite en que la grieta inicial (ag) o la longitud
de la zona de proceso de fallo es del mismo tamano que el espesor de la lamina. Si
se igualan las expresiones (5.12) y (5.4) resulta una relacién entre la energia criti-
ca de fractura para la desestabilizacién transversal y longitudinal de G}, = 1G7.,.
Si se mantiene esta igualdad se estd asumiendo que el inicio de la desestabiliza-
cién longitudinal y transversal ocurre simultdneamente. No obstante, observaciones
experimentales indican que primero se desestabilizan transversalmente y luego lon-

gitudinalmente con lo que debe mantenerse la desigualdad:
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1
GY > =
10—2

Resultados experimentales [198][200] consideran que la energia critica de avance

T
GIC

longitudinal se encuentra entre 0.6 a 0.8 el valor de la energia critica de avance
transversal.

En laminados menores que el del espesor critico la energia disipada para la apa-
ricion de una grieta es igual a la energia elastica descargada en la probeta. No
obstante en capas gruesas la grieta crece en direccion transversal y, una vez alcanza
todo el espesor, continua creciendo de manera inestable en direccién longitudinal.
Esta energia cinética se puede determinar mediante el balance de energia total en
el proceso de agrietamiento. La energia descargada al evolucionar la grieta en di-
reccién longitudinal viene dada por la ecuacién (5.9). Esta energia es igual a la
energia requerida para que la grieta avance mas la energia sobrante en el proceso de
agrietamiento:

ks

\IJQT = tGIfC +

oK
daf

siendo K la energia cinética que aparece en capas lo suficientemente gruesas. La

(5.13)

densidad de energia almacenada en el momento que una grieta avanza viene dada
por la expresién (5.11). Sustituyéndola en (5.13) resulta:
0K

Delaminacién

Una vez el material se a agrietado es posible que este delamine. Bajo esfuerzos
transversales la progresion de la delaminacién se produce en modo II. La variacion de
energia elastica descargada al crecer la delaminacion se muestra en la figura 5.5. Las

capas se delaminaran cuando esta energia sea igual a la energia critica de fractura:

10U,

s \IIQt — NGiIIC { N == 1 Capa eXteriOr

(5.15)

g ol N =2 Capa interior

siendo [ la longitud de la delaminacién y Gi;, la energia de fractura en modo IT de

la interfase.
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Figura 5.5: Grieta en la matriz y delaminacién en una capa interior y en una exterior

El criterio de delaminacion bajo esfuerzos transversales se puede escribir:

. { N =1 Capa exterior (5.16)

U, < N e
t N =2 Capa interior

En el caso de laminas gruesas es posible que al aparecer una grieta el material
delamine de una manera inestable. El espesor critico se determina igualando la
densidad de energia libre para delaminar con la necesaria para provocar una grieta.

del I

pyb
La energia descargada en el proceso de delaminacién viene determinada por la ex-
presién (5.15), teniendo en cuenta que la densidad de energia almacenada en el
material en el momento de la delaminacién viene determinada por el maximo de las
expresiones (5.16) y (5.11), la cantidad de energia cinética descargada al aumentar

la longitud de delaminacién viene determinada por:

0K

a5 (UyPt — Gy;.) Ng (5.18)

Energia elastica descargada: ¥,

Segun la teoria de laminados el campo de deformaciones en una capa i ocasio-
nados por la variacién de la temperatura (AT) y la aplicacion de fuerzas (F) y

momentos (M) externos sobre el laminado se puede determinar:

= (I-zD7'B) (@ — a;) AT (5.19)
— (I-zD'B) (A —BD'B) " (F—BD'M) + zD'M

N

donde los coeficientes de dilatacién térmica (@) de todo el laminado se pueden es-

cribir:
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a = A_lgjlhiciai

las matrices A, B y D se pueden determinar mediante la teoria de laminados uti-
lizando la ecuacién (4.36), C es la matriz de rigidez en el plano de una capa e I la
matriz identidad.

Si se considera un laminado sometido a un ensayo uniaxial a traccion y se consi-
dera que el laminado mantiene las simetrias tal que B=0y A5 = A;3 = 0. La capa
a 90° de la fuerza aplicada no sustenta cortantes en el plano, sélo tensiones transver-
sales y longitudinales. La energia elastica almacenada antes de aparecer una grieta
es %(011511 + 099€92), la relacién entre las deformaciones y tensiones viene determi-
nada por la rigidez inicial de la capa. Al aparecer una grieta la tension transversal
en las regiones cercanas a ésta (en blanco en las figuras 5.4y [5.5) es nula (09 = 0)
y la deformacién transversal (€99 = —142¢11). Debido a que la tensién transversal es
nula la densidad de energia libre una vez aparecida la grieta se puede determinar:
%011511 y debido a la relacion de deformaciones la ley constitutiva es 017 = Fie11.

La densidad de energia descargada al aumentar la grieta resulta:

1 1 E,  Eivy €11 1 1 — vyov
\IJ = — [ e e :| D —— — —E 52 = —02
R R T e p—— By B ey 5 e 5 F, 22
(5.20)

La tension de inicio de agrietamiento se puede determinar mediante las expre-
siones (5.11) y (5.20):

1 —viovy tho N =2 Capa interior

yis = \/ 2N E, méX{G—%C,\IlgD} { N =1 Capa exterior (5.21)

La tensién de delaminacién se determina mediante las ecuaciones (5.16) y (5.20):

el — 2NE, G, N =1 Capa exterior (5.22)
1 —viovy 2 N =2 Capa interior
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Figura 5.6: Representacion de la tension “in-situ” en funcién del espesor de la lamina
central, en escala lineal y logaritmica. Los resultados experimentales son de Dvorak
[198]. Se muestra la tensién de inicio de la delaminacién, ésta es importante para

ldminas gruesas

Figura 5.7: Fallo de dos piezas fabricadas con el mismo material y orientacién pero
con distintos espesores de laminas. La imagen de la izquierda corresponde a laminas
de espesor pequeno mientras en la de la derecha las ldminas son mas gruesas y

permiten la delaminacién. Imagen de Green et al. [201]
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En la figura 5.6/ se muestra, en escala lineal y logaritmica, la tensién de fractura,
obtenida a partir de la expresién (5.21), y de delaminacién, obtenida a partir de la
expresion (5.22), en funcién del espesor de la capa, la respuesta se ajusta a partir de
experimentos realizados por Dvorak [198]. Las propiedades utilizadas se encuentran

en el cuadro 5.1l El parametro ks = 3 y el espesor de una capa es t = 0,127 mm.

E, (GPa) FE5 (GPa) wviavy YTI,JD (MPa) Gy (N/mm) iHC (N/mm)
168.2 12.5 0.009 48.22 0.22 0.22*

Cuadro 5.1: Propiedades del material ensayado por Dvorak [198]. * valor aproximado.

En la figura [5.7 se muestran dos imagenes de la serie de ensayos que Green et
al. [201]-[203] realizaron aumentando el espesor de las ldminas en el laminado o
aumentando el nimero de sub-laminados. Se observa en la imagen de la derecha que

la delaminacién predomina cuando el espesor de las capas aumenta.

5.2.2. Evolucién de la densidad de grietas bajo esfuerzos

transversales

Debido a que la lamina se encuentra embebida en un laminado mas rigido el
agrietamiento no es un modo de fallo catastroéfico con lo que al aumentar las cargas
aparecen mas grietas. Para determinar la relacién existente entre las propiedades del
laminado y el agrietamiento se considera que el campo de tensiones puede describirse
como muestra la figura 5.8, a la izquierda para una densidad de grietas baja y a
la derecha para una densidad elevada. La variable densidad de grietas (p) se define
como el inverso de la distancia media entre grietas: p = n.,/L donde L es la longitud
del laminado y n.. el nimero total de grietas.

Se considera que la densidad de grietas es baja cuando la perturbacion en el
campo elastico que produce su presencia no afecta al campo elastico de otra grieta
como muestra la imagen de la izquierda de la figura [5.8 (la distancia entre grietas
es lo suficientemente grande como para considerar aplicable el principio de Saint-
Venant). En la imagen de la derecha de la figura 5.8 se muestra una lamina con una
elevada densidad de grietas, el campo elastico de una influye el campo eldstico de

la siguiente. El limite entre un caso y el otro se considera cuando la densidad de
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Figura 5.8: Grietas en la matriz, en la izquierda para una densidad de grietas baja, el
campo elastico de una grieta no interacciona con las otras y en la derecha, densidad

elevada de grietas. En la parte inferior se muestra la unidad bésica y sus dimensiones.

grietas equivale a:

N
Plim = 2k2t

Es necesario definir una relacion entre las propiedades elasticas del material

(5.23)

agrietado y la disminucion de rigidez de la lamina. Se considera que la variacion de
rigidez depende de la relacion de volumen entre la regién que no sustenta cargas y
el volumen total: dy = V,—o/Vr:

1

dy = Npkzt st p < Plim

(5.24)
d2 == 1 -

si > Dlim
Apk,t L p=p

El criterio de propagacién longitudinal de una grieta, valido para capas delgadas,
corresponde a un balance energético global. Es decir, la variacién de energia eldstica
almacenada en el material corresponde a la energia requerida para la generacion de
la grieta. Cuando las capas son gruesas, mayor al espesor critico, ecuacién (b.12), al
agrietarse descargan una cantidad de energia eldstica mayor a la energia de fractura
requerida, como se muestra en la ecuacién (5.14). El criterio de agrietamiento debe

considerar ambas posibilidades, las grietas progresaran si se cumplen las condiciones:

8‘/0'20

Necracks
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OVo=o _ OVo=0 ddy _ Ip
OMcracks Odz  9p Oncracks

laciones: OV,—¢/ddy = Vp y Op/OnNecracks = 1/ L. Resulta un criterio de agrietamiento:

donde la variacion de volumen:

, teniendo en cuenta las re-

L N =1 teri
U, < mzix{ Cle ,N\IJSD} Capa exterior (5.26)
ddy/0p N =2 Capa interior

donde la condicién tiene en cuenta que la variacién de energia eldstica sea mayor o
igual a la energia de fractura disipada y que la tension sea suficiente para provocar
el crecimiento en direccion transversal de la grieta. En capas delgadas la primera
condicién sera la que regird todo el proceso de dano, en capas gruesas, con una
baja densidad de grietas rompera de manera inestable pero cuando la densidad sea
grande el criterio de desestabilizacién longitudinal prevalecera.

Es necesario determinar el valor de la energia elastica que se descargara en fun-
ci6n de la densidad de grietas, W,. Es posible definir la tensién (¢) y deformacién
efectiva (€) como el estado tensional de la matriz en las zonas lejanas de las grie-
tas, relacionadas mediante la teoria de la elasticidad (¢ = C :€) y las tensiones (o)
y deformaciones nominales (g) del laminado segun la teoria de laminados, relacio-
nadas a partir de la ley constitutiva de toda la lamina mediante la ley de dano
(c=C(d):e).

Segiun la consideracién tomada en la ecuacion (5.20), el material se descarga en
direccion transversal y trabaja en carga uniaxial en direccion longitudinal la relacién
de rigidez secante de la ldmina (C (d)) se ve afectado en el coeficiente de Poisson

mayor o1, la rigidez transversal Ey y la rigidez a cortante Gys.

1 12038
E B 0
c=| - L 0 (5.27)
E1 (1 — dg) E2 ’
0 0 !
| (1 —ds) G2 ]

donde dg hace referencia a la disminucion de rigidez bajo cargas cortantes en el plano

producida por una grieta transversal. Este tema se tratard en el apartado [5.2.7.
Para relacionar la deformacién efectiva y la nominal se realiza el siguiente equi-

librio de fuerzas: considérese un laminado con baja densidad de grietas como se

muestra en la imagen de la izquierda de la figura 5.8, si se realiza el sumatorio de
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fuerzas en un lugar no influenciado por ninguna grieta la fuerza por unidad de longi-
tud se puede expresar: F = A : €. Si se realiza la misma operacion pero considerando
la deformacién media de todo el laminado, es decir la deformacion nominal, la fuerza
puede expresarse: F = (A—hC + hC (d)) : €, igualando la fuerza, pues el equilibrio

lo exige, resulta una relacion entre la deformacién efectiva y la nominal:

={I+hA"! d)]} :e (5.28)

Es habitual que la rigidez global de todo el laminado sea muy superior a la rigidez
de una capa: A >>hC, con lo que es posible considerar un estado de equivalencia
de deformaciones: & = €. En caso contrario, es decir A ~hC, es posible considerar

la equivalencia de tensiones € = C™'C (d) e.

1 0 0
B dov19 1 — vi9vy
c'c(d) = 1—d 0 5.29
( ) 1— (1 - d2) V1221 2) 1- (1 - dz) V1aV91 ( )
0 0 1 —dg

Teniendo en cuenta que el criterio de agrietamiento, ecuacion (5.26), debe escri-

birse con las tensiones efectivas:

o5 G-
Uy =2 < Nmax{ Le \I/UD} si max{p®*} < pim
22 ol s=0,
2:; 1 kot " (5.30)
U, = 25; < max{ Akt Gl ‘PED} st mdx {p°} > pim
donde:
o = C:¢
E = {I+hA " [C-C(d)]}:¢

En la figura 5.9 se muestra la relacién constitutiva de la lamina y de todo el la-
minado considerando la condicién de equilibrio, la cudl es correcta siempre y cuando
la densidad de grietas sea lo suficientemente baja, la equivalencia de deformaciones
y la de tensiones. Al aumentar la densidad de grietas, cuando no se puede asumir
que el campo de tensiones de una grieta no afecta a las otras, el comportamiento

tiende hacia la equivalencia de deformaciones.
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Equivalencia de tensiones e&} B OQB% Q’Oc
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s
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Condicién de equilibrio o
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€92

Figura 5.9: En la izquierda se muestra la relacién constitutiva de una lamina, segin
el tipo de equivalencia que se aplique y en la derecha relacion constitutiva de todo

el laminado.

Si se considera la equivalencia de deformaciones (€ = ¢), la cual es vélida cuando
la capa se encuentra en un medio elastico mucho més rigido, el modelo expuesto en

las expresiones (5.30) puede ser resuelto explicitamente segin muestra el cuadro 5.2!

L
si méx { W5} < N max {G—f@gD} p=0
s=0,t /{th

. ’ S z GLC N z
gy (05} > s { S, 07} = \/ Ty i ()

Cuadro 5.2: Evolucién de la densidad de grietas bajo esfuerzos transversales asu-

miendo equivalencia de deformaciones.

En la figura [5.10/ se muestra la evolucién de la densidad de grietas, del dafio y de
las tensiones nominales de una lamina. En la figura 5.11]se representan las isolineas
de dano y de agrietamiento en funcién del espesor de la lamina embebida y de la

deformaciéon nominal aplicada al laminado segin la condicién de equilibrio.
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Figura 5.10: Dano y densidad de grietas en funcién de la deformacion aplicada, se
muestra la tendencia al aumentar el espesor (t) de la ldmina central. Las lineas

discontinuas representan laminas gruesas mientras las continuas laminas delgadas.
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Figura 5.11: Lineas de iso-dano (lineas discontinuas) y de iso-agrietamiento (lineas
continuas) en funcién del espesor de la ldmina central y la deformacién nominal
aplicada al laminado. No se considera la delaminaciéon. En la izquierda en escala

lineal y en la derecha en escala logaritmica.

Limitaciones del modelo

» Al pasar de la ecuacién (5:25) a la ecuacién (5:26) se considera que la funcién
densidad de grietas (p) es continua. Esta falsa consideracién implica que las
grietas apareceran con tal distribuciéon que maximicen la funcién densidad de

grietas.

Se considera que la modificaciéon del campo eldstico provocado por una grieta
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< 1/P., 1P 1P<2/p, 2/P.,

11111

VvV y

Figura 5.12: Si con una densidad de grietas baja éstas se generan aleatoriamente

la densidad de grietas media para que los campos de tensiones no interaccionen se

encuentra entre 1/pim ¥ 2/ prim-

no afecta a la distribucién de tensiones en lugares lo suficientemente alejados.
Se considera que la densidad de grietas a la que ocurre es p;,. No obstante,
en la figura 5.12/ se muestra una capa con una distribucion de grietas con una
densidad pm/2 < p < pim- Si en este momento aparece una nueva grieta el
volumen de material descargado serda menor ya que la modificacion del cam-
po eldstico de una grieta afectara a las otras. Si se considera que las grietas
pueden aparecer en cualquier lugar debe esperarse que la primera fase del

agrietamiento durard hasta que la densidad de grietas tome el valor:

3 3N

Pm = Zplim = 87215

Se considera que la primera fase, en la que las distintas grietas no interaccionan
llega hasta que la densidad equivale a py,, y el dano: ds = 3/8. Esto no tiene en
cuenta que las propiedades del material no son uniformes en todo el volumen.
Parte de considerar que existen lugares donde apareceran las grietas, no por
ser finitamente mas débiles sino en el sentido de una perturbacion, es decir, de

una variacion infinitesimal de las propiedades.

La funcion densidad de grietas al aumentar la deformacion se divide en dos
tramos, como se puede observar en la figura 5.10. El modelo presentado mues-
tra una respuesta apropiada cuando la densidad de grietas es muy baja y
cuando es muy elevada. No obstante, existe un régimen de transicién entre los
dos dos tramos. En cierto intervalo de densidad de grietas coexisten regiones
con una densidad de grietas baja con otras regiones con una densidad de grie-
tas elevada. Esto produce que la funciéon densidad de grietas al aumentar la

deformacion sea suave y pase por debajo de la mostrada en la figura 5.10.
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» Considera que la resistencia y la energia de fractura son homogéneas. Existen

puntos débiles en el material donde se iniciara el dano. Ademads las prime-
ras grietas apareceran en los lugares mas débiles. Cuando el laminado este
altamente agrietado los lugares geométricos donde apareceran mas grietas se
encuentran previamente determinados por la posicién de las grietas existentes.
Los defectos del material tendréan gran influencia en los primeros en estados

de baja densidad de grietas.

La equivalencia de deformaciones considera que la capa se encuentra embebida

en un medio elastico de rigidez infinita.

No se ha solucionado el problema eldstico. Si considerar que la primera grie-
ta se puede expresar con una constante ko no es asi la determinacion de la
densidad limite a partir de la cual los campos elasticos de las distintas grietas

Interacionan.

5.2.3. Evolucién del agrietamiento y la delaminaciéon bajo

esfuerzos transversales

b 3 b =
< /\( | —> < ' ;‘ — —>
t t
N N
L L
2p 1 2p €
2p 2p

Figura 5.13: Grietas en la matriz con delaminaciones, en la izquierda para una

densidad de grietas baja, el campo eldstico de una grieta no interacciona con las

otras y en la derecha, densidad elevada de grietas. En la parte inferior se muestran

las unidades basicas y sus dimensiones.

El agrietamiento provoca que la interfase entre la capa agrietada y sus adya-

centes deban transferir las tensiones a cortante. Estas tensiones pueden provocar la
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delaminacién de las distintas capas. En el apartado 5.2.1 se ha determinado cudl
es la tensiéon que provoca que el material delamine a partir de la presencia de una

grieta. Es posible definir una variable llamada proporcién de delaminacion (p):

=7 (5.31)

donde [ es la longitud de delaminacion y L la longitud total de la probeta. En la
figura 5.13 se muestra un laminado “cross ply” con grietas transversales en la capa
central y delaminacion en el extremo de las grietas. En el esquema de la izquierda
la densidad de dano es baja y en la derecha elevada. En blanco se muestra las zonas
del material que no sustentan cargas. En la parte inferior se muestran las unidades
bésicas y sus dimensiones.

Se puede determinar la pérdida de rigidez del laminado teniendo en cuenta la
misma expresién que anteriormente: dy = V,—o/Vr siendo V,—y el volumen de ma-
terial con tensiones nulas y Vr el volumen total de la capa, resultando:

2

1
dQZNkat—}—Q si ngt,o—l—g< 1

(5.32)

2
(1—0)° si —kytp+o0>1

dy=1— N

4k32tp
Los criterios energéticos de propagacion de las variables densidad de grietas y

proporcion de delaminacion se pueden escribir, respectivamente:

OV,
Agrietamiento: W, ¢ > Ghtb y Uy > NUID
Neracks
A (5.33)
Del . <2 U t adZ > i
elaminacion: ——
2N ag = Mlc

Para que las variables no progresen deben cumplirse las desigualdades:

GL
Agrietamiento: Wy < N max {k_ltc’ \IISD} 5
2 si —kotp+o0<1

NGE N
Delaminacién: Wy < %
Pz
Agrietamiento: W, < méax {4k2tGIfC—2, N\IJSD} ,
N -0 si ngtp+g>1
Delaminacién: Wy < 2koGY Icﬁ

(5.34)
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Figura 5.14: Curvas de isoagrietamiento, continuas, e isodelaminacion, discontinuas,
en funcién de la energia elastica y del espesor de la capa para los tres tipos de capas.

En la izquierda en escala lineal y en la derecha en escala logaritmica.

Pueden considerarse tres clases de comportamiento, llamados capas de tipo I, 11
y III respectivamente, como se muestra en la figura 5.141 Se consideran capas del
tipo I corresponde a las capas delgadas, es decir, con un espesor menor al espesor
critico mostrado en la ecuacién (5.12). El tipo II corresponde a capas de espesor
mayor al critico y menor al descrito en la ecuacién (5.17). Las capas de tipo III
son lo suficientemente gruesas como para que las laminas delaminen de manera
inestable al aparecer la primera grieta. En la figura 5.14/ se muestran las curvas de
isoagrietamieno, continuas, e isodelaminacion, discontinuas, en una capa segun los
tres tipos de laminas, en gris discontinua se dibuja la curva de delaminacion con
una densidad de grietas baja, una vez superada esta linea siempre aparecera cierta
delaminacién en los lugares donde la densidad de grietas sea lo suficientemente baja.

Existe la posibilidad que la energia critica de delaminacién en modo II sea mucho
menor que la energia de agrietamiento en modo I. Esto ocurriria cuando el laminado
tuviera unas interfases muy fragiles. Si se satisficiera la desigualdad: G% > kyGY;,,

el comportamiento seria del tipo III independientemente del espesor de la capa.
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. z S GLC
51£%§{W2}<Nk—;t p=0,0=0
4
N
i NG P
G Ilc
( 0=0
( _NGiIIc
— o1 L
si kQN( : )2<méx{\113} e 2
tGL el S T L2 B kaN (Gipe)
e= tGE max{\ll}
\

Cuadro 5.3: Evolucién de la densidad de grietas y la proporciéon de delaminacion

para capas de tipo I bajo esfuerzos transversales.

si rnax{\Il } < NyJP

si NUJP < max{\If } < e

. ke N

. 9 ,
s1 e (Gh)” < gg%fg{‘l’i}

p=0,0=0
(
N )
e \/ g i (v3)
(Ghre)” 4 At G, a0t
(0=
( NGiIIc
2tGY,
o kQN( IIC)2
¢ tGEh max{\I/ }

Cuadro 5.4: Evolucién de la densidad de grietas y la proporciéon de delaminacion

para capas de tipo II bajo esfuerzos transversales.

Suponiendo la hipdtesis de equivalencia de deformaciones, la cual equivale a una

capa fuertemente embebida en un laminado, la densidad de grietas y la proporcion

de delaminacién expuestas en las expresiones (5.34) pueden ser integradas explici-

tamente. Si las capas son delgadas, del tipo I, la evolucion de las variables internas

se muestra en el cuadro 5.3. Las capas de tipo II se muestra en el cuadro 5.4. En el

caso de capas muy gruesas la respuesta se muestra en el cuadro 5.5.
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GL
si max {U5} < Nméx{i,\I/gD} p=0,0=0
s=0,t th
. ’ G%C UD ’
si Nmaxq —<,U5P b <max{¥5} p~0,0=1
k’gt s=0,t

Cuadro 5.5: Evolucién de la densidad de grietas y la proporciéon de delaminacion

para capas de tipo III bajo esfuerzos transversales.

Es posible determinar la densidad de energia disipada en el proceso de agrieta-

miento y delaminacién mediante la expresion:

t ) N
/ Eﬁzﬂﬁw+%%k?g (5.35)
t=0

La densidad de energia disipada es proporcional al agrietamiento y a la dela-
minacion. Considerando las graficas [5.11/ o 5.14 se observa que el dano ocurre a
deformaciones mucho mas bajas en laminados delgados y la densidad de agrieta-
miento es mucho mayor para la misma pérdida de rigidez. Como més delgadas sean
las capas mas dificil sera su agrietamiento y una vez ocurra tendra mayor capacidad
de disipar energia resultando un comportamiento mecanico mas eficiente.

En el caso que la capa sea gruesa se perderda una cantidad de energia cinética
debido a la progresion inestable de las grietas. Esta se puede escribir en funcion de
la densidad de agrietamiento y la proporcién de delaminacién. Si las capas son de
tipo II la energia descargada en funcién de la densidad de grietas y el valor de la

variable de dano se puede expresar:

K gup
= dyNUYP — pGL s p< N 2

0 (5.36)

a partir de cierta densidad de grietas el crecimiento de éstas resulta estable.
Si la capa es de tipo III se delaminard de manera inestable resultando una energia
sobrante en funcién de la variable de delaminacion y de dano:
K . N
v - dNW5P — o ey (5.37)

donde V es el volumen de la probeta.
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Esta cantidad de energia cinética desarrollada se propagara en forma de ondas
provocando la vibracion de la probeta y, probablemente, generando mas dano en el
material. Este fenémeno debe evitarse formando laminados con capas lo suficiente-
mente delgadas.

Debe tenerse en cuenta que la delaminacién aqui tratada sélo considera la dismi-
nucion de rigidez axial del laminado. La delaminacién produce una severa pérdida
de rigidez flexural que aqui no se considera porque a nivel de laminado se considera

la cinemaética de la teoria de cascaras.
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Figura 5.15: Disminucién de la rigidez global del laminado al aumentar la defor-
macion media. El modelo se compara con los resultados experimentales de Varna
[204]-[206]. La linea negra corresponde a la condicién de equilibrio y en gris la con-

dicién de equivalencia de deformaciones (ver figura 5.9).

Varna et al. [204]-[206] realizaron un conjunto de ensayos con un laminado de
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fibra de vidrio com matriz de epoxy con una secuencia [+6,90,], con § = 0°, 15°, 30°
y 40°. Las propiedades del material se encuentran en el cuadro/5.6. Las deformaciones
térmicas residuales presentes en la capa transversal debido al proceso de fabricacion
son £ = 0.862x1073, 0.818x1073, 0.672x1073 y 0.514x 1072 para 6 = 0°, 15°, 30°
y 40° respectivamente. En la figura 5.15 se comparan los resultados experimentales
con los obtenidos por el modelo con ks = 2. Se muestra la pérdida de rigidez de todo
el laminado al aumentar las deformaciones. En linea negra se considera la condicién
de equilibrio y en gris rallado la equivalencia de deformaciones. Debe observarse que

cuanto més rigidas son las capas externas mas se parecen ambas soluciones.

E1 (GP&) E2 (GP&) Glg (GPa) V12 G]C (N/mm) YTEJD (MP&)
44.73 12.76 5.80 0.297 0.3* 31

Cuadro 5.6: Propiedades elasticas, energia critica de fractura en modo I y resistencia

transversal de la capa. * Propiedad estimada.

5.2.4. Variabilidad de la energia critica de fractura. Consi-

deraciones estadisticas

La energia de fractura de la matriz y la distribucion de defectos que ésta contiene
producen que las propiedades del material no sean homogéneas en los distintos
puntos del material. Como las grietas en la matriz aparecen en serie debe esperarse
que la distribucién siga una ley de Weibull. Bajo un campo determinado de energia

disponible para la fractura dada por la funcién G(x) la probabilidad que aparezca

P=1—-exp (21 / (%?)%z) (5.38)

donde G es la energia disponible para la fractura en una posiciéon x determinada,

una grieta resulta:

L, es la longitud de referencia y m es un parametro de ajuste.
En el caso que no exista ninguna grieta en el material la energia disponible para
la fractura es constante a lo largo del volumen:

L (—Uokot\™
P=1-exp ( Néf ) (5.39)
r Ic
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Al aparecer grietas la funcion que describe la energia disponible para la fractura
deja de ser constante. En el lugar geométrico donde se encuentra una grieta la
energia disponible para la fractura es cero, en los lugares alegados més de 2kst /N de

cualquier grieta la energia disponible para la fractura es méxima (ver figura /5.16).

Zona de maxima energia

disponible para la fractura
Gl /\/_,‘/\’\J G'C

G G \\L\

Figura 5.16: Funcién energia critica de fractura y energia disponible para la fractura

en un laminado.

Vinogradov et al. [207] genera una distribucién aleatoria de energia critica de
fractura a lo largo del laminado y aplican la mecénica de la fractura finita para
determinar la evolucion de la densidad de grietas. Este procedimiento resulta en
una buena modelizacién del fenémeno del agrietamiento pero requiere una elevada
capacidad computacional. En la figura'5.16 se muestra una probeta virgen donde la
energia critica de fractura, G., que ha sido generada mediante una funcién de pro-
babilidad y la energia disponible para la fractura G = Wskot/N. Mientras G < G,
Vx el material no se agrieta, cuando en una posicién G = (. aparecera una grieta.
A partir de este momento la energia disponible para la fractura no es constante.

El planteamiento realizado en este trabajo sélo pretende considerar la tendencia
que tendra la energia de fractura critica al evolucionar la densidad de grietas en la
capa. Si se considera que existen una distribucion de las propiedades de resistencia
(G1.) la aparicién de la primera grieta viene marcado por el lugar geométrico donde
estas son minimas. La influencia de la variabilidad de las propiedades es especial-
mente importante cuando la densidad de grietas es muy baja. No obstante, cuando
la densidad de grietas es elevada, el volumen del material donde puede aparecer una
grieta, segun el criterio energético, es cada vez menor con lo cudl la estadistica cada
vez tendrda menos importancia. En los estados iniciales la energia de fractura a con-
siderar es el minimo en cualquier punto, cuando la densidad de grietas es elevada el
lugar geométrico donde aparecen las grietas esta previamente fijado por la funcién

G y uno debe esperar que la energia critica de fractura en ese punto sea el valor
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Cuadro 5.7: Evolucién de la densidad de grietas y la proporciéon de delaminacion
para capas de tipo I bajo esfuerzos transversales considerando variabilidad en la

energia critica de fractura.

medio.

Se postula la existencia de una funcion que relaciona la energia de fractura con
la densidad de grietas, esta tiene un valor minimo y crece con la densidad de grietas
hasta alcanzar su valor medio. Esta funcion tiene en cuenta la presencia de puntos
débiles en el material, estos seran los primeros en romperse, al aumentar la densidad

de grietas quedaran las regiones menos débiles.

N )
G (p) = G, + AGE, (i—1) s p < pim =\ | e U
i (p) = G e\ o p=n Akt G, 2 (5.40)
Gl () = G > i
donde:
is , G%c UD
Us = N méax s (5.41)
kot

Aplicando el principio de equivalencia de deformaciones, el cuél es 6ptimo cuando
la lamina se encuentra confinada por un medio elastico mucho mas rigido, y mediante

los criterios de agrietamiento expresados en la ecuacién (5.34)), resulta una evolucién
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de la densidad de grietas respecto a la densidad de energia libre como se muestra en

el cuadro 5.7 para capas del tipo I y II. El efecto en la respuesta del material de la

variabilidad de la energia critica de fractura se muestra en la figura 5.17.
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Figura 5.17: Densidad de agrietamiento, dafio y tensién en funcion de la deformacion

transversal aplicada al laminado bajo equivalencia de deformaciones. Con G9, = 0,
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Figura 5.18: Dano y densidad de grietas en funcién de la deformacién aplicada, se
muestra la tendencia al aumentar el espesor (t) de la ldmina central. Las lineas

discontinuas representan laminas gruesas mientras las continuas laminas delgadas.

La variable de dano se expresa mediante las ecuacién (5.24). La figura 5.18

muestra la relacién de la densidad de agrietamiento, dano y tensiones al aumentar
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las deformaciones. La figura [5.19 muestra las isolineas densidad de agrietamiento y

dano al aumentar el espesor, en escala lineal y logaritmica.
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Figura 5.19: Lineas de iso-dano (lineas discontinuas) y de iso-agrietamiento (lineas
continuas) en funcién del espesor de la lamina central y la deformacién nominal
aplicada a un laminado [0,90,];. No se considera la delaminacién. En la izquierda

en escala lineal y en la derecha en escala logaritmica.

5.2.5. Respuesta bajo tensiones cortantes en el plano

Una ldmina unidireccional bajo esfuerzos transversales tiene un comportamiento
practicamente lineal elastico hasta el instante del fallo. En el caso que la lamina
se encuentre embebida el agrietamiento es posterior y, en laminas muy delgadas,
el régimen no lineal puede ser considerable. Cuando se ensaya una capa a cortante
la respuesta no lineal es importante incluso en laminados uniaxiales, en laminas
embebidas, que permiten una mayor deformacion antes de agrietarse, este fenémeno
se acentua.

En la figura 5.20) se muestra la respuesta tension deformacion tipica de un lami-
nado unidireccional sometido a cortante en el plano. Seguido de una breve fase de
respuesta lineal elastica el material sigue una ley no lineal. La rigidez tangente sigue
siendo definida positiva pero con un pendiente mucho menor al inicial. Esta respues-
ta, en carga, puede ser aproximada mediante el modelo hiperelastico propuesto por

Hahn y Tsai [208]:
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Figura 5.20: Tipica respuesta tensién deformacién bajo cortante en el plano. Antes
de la aparicion de una fisura el material ha disipado una cierta cantidad de energia

(gp) debido al microdano

1
Y12 = G—012 + 50?2 (5.42)
12

No obstante, los modelos hiperelasticos son completamente inapropiados para
modelar procesos en que existan cambios internos en el material. Deben ser definidas
un conjunto de variables internas que describan el estado del material y tengan en
cuenta el histérico de deformaciones a que éste ha sido sometido.

Al descargar un material cuyas tensiones hayan sobrepasado la breve fase lineal
elastica el material no descarga por el mismo camino que siguié en la carga, como
asumen los modelos hiperelasticos. La rama de descarga pasa muy por debajo de
la de carga con un pendiente ligeramente inferior al inicial eldstico, si las tensiones
llegan a cero quedan unas deformaciones permanentes (v},). La fase de descarga y
recarga produce ciclos de histéresis.

La explicacion de este comportamiento debe buscarse en los procesos que tienen
lugar a una escala muy menor a la macroscopica. La morfologia del material com-
puesto con fibras orientadas, matriz fragil y una interfase entre ambos determina el
comportamiento global del compuesto. Bajo cargas a cortante la tensién principal
méxima se encuentra a un angulo de 45° respecto la direccién de la fibra. Aparecen
pequenas grietas en la matriz y en la interfase. Esta, mas débil, tiende a direccionar
las grietas provocando la separacion entre la fibra y la matriz. El resultado de tener

unas grietas cuya normal no coincida con la direccién de las tensiones principales
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provoca la friccion y el deslizamiento de las dos caras de éstas. La presencia de estas
grietas entre fibra y matriz provoca una ligera disminucion de la rigidez del material,
este dano se presenta distribuido a lo largo del volumen. La friccién entre las distin-
tas grietas y el comportamiento viscoeldstico de la matriz explican las deformaciones
permanentes asi como los ciclos de histéresis. Este proceso de dano y deslizamiento
provoca una disipacién de energfa (g,, en la figura [5.20)).

Para modelar el comportamiento a cortante se define un modelo de plasticidad.
El modelo no considera la disminucion de la rigidez provocada por la microfisuracion.

La descarga se asume lineal eldstica no disipando energia por histéresis.

Modelo friccional para modelar el comportamiento a cortante

Consideremos un modelo de plasticidad cldsico [209]-[211] para tratar las defor-
maciones permanentes en el material. La tnica componente que presentara defor-
maciones permanentes es el cortante en el plano, (712).

El modelo reolégico de la figura 5.21 consta de un sistema elastico de rigidez G2
y un sistemas elasto-friccional conectados en serie. El modelo elasto-friccional consta
de un sistema eldstico de rigidez H' conectado en paralelo a un sistema friccional
con endurecimiento con una tensién umbral 0¥ (7i,, £22). El modelo friccional no se
deforma mientras la tensién aplicada sea menor al valor umbral; |05 | < 0%,(1i,, £22).
Se mantienen las relaciones cinemadticas 12 = 75, + 71, v de equilibrio o5 = Ug) +

(2) £t : ¥ SR _ (2) _
019 . Los elementos elasticos tienen una relacion constitutiva: o129 = G127, y 075 =

I.,P
H'is.
Segun estas consideraciones el sistema puede comportarse elasticamente o elasto-

plasticamente segun:

Comportamiento eldstico: |o1e — H',| < 0% (7, £92)
(5.43)
Comportamiento elasto-pldstico:  |o19 — H'W,| = 0¥y (Vis, €22)

donde la tensién umbral 095 (7iy, €92) depende de la tensién transversal aplicada al
laminado (£92) y de la variable interna de endurecimiento pldstico (71,). Se considera

la funcion:
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Figura 5.21: Modelo reolégico elastico-friccional con endurecimiento.
i log (1 4 exp(—pi€22)) i
%y (%2’ 522) = 0y + K’y (5.44)

log(2)
Definiendo las relaciones, H' = G1oH y K’ = G2 K se puede escribir una ecua-

cion que describa el espacio de comportamiento eldstico del material:

. log (1 + exp(—pea2))
F, = |712 - HW%’ - (’7?2 log(2)

las constantes p y 7Y, ajustan la superficie. 7Y, es la deformacién de inicio de los

+ Kﬂg) <0 (5.45)

procesos plasticos en un ensayo a cortante puro y g > 0 tiene en cuenta el efecto
de las deformaciones transversales. El pendiente de la superficie para €99 — —00
vale —puvYy/log(2) (figura 5.22). Los pardmetros H y K regulan el endurecimiento
cinematico e isétropo, respectivamente. La variable endurecimiento isétropo produce
un aumento del dominio eldstico mientras el endurecimiento cinematico produce un
desplazamiento del dominio elastico. En la figura'h 22 se muestra el efecto que tiene
en el dominio elastico al pasar de un estado de deformacién 0 a A si solo existe
endurecimiento cinematico o isétropo.

Las variable de deformaciones plasticas (77,) y de endurecimiento isétropo (i)
son las variables internas del modelo. La ley de evolucién de la variable de endure-

cimiento is6tropo se escribe:
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Figura 5.22: Respuesta tension deformacién del modelo y superficie de activacion

del proceso plastico.

%2 - |%)2| (5'46)

La naturaleza irreversible del proceso plastico es expresado mediante las condi-

ciones de carga-descarga de Kuhn-Tucker:

Y2 >0 5 F,<0 ; AjF, =0 (5.47)

La determinacion de la evolucién de las deformaciones pléasticas viene determi-
nada por la condiciéon de consistencia: Fp =0.

Al considerar que solo existe una variables escalar plastica y no aparecen de-
formaciones permanentes en la direcciéon 22 (g5, = 0) no es necesario definir un
potencial de evolucién. La condicion de consistencia es suficiente para definir el es-
tado del sistema. No obstante, en el caso que se considerase un potencial de evolucién
(T), para que el modelo fuera equivalente deberia cumplir: 9T /Jeqe = 0. En el caso
que se considerara un modelo de plasticidad asociado como potencial de evolucién
deberia utilizarse la superficie de activacién del dano: T oc F),. En este caso, si apa-
recerfan deformaciones transversales permanentes (e, # 0), como se representa en

la figura 5.22.

Termodinamica del modelo plastico Si se considera el modelo reolégico repre-

sentado en la figura 5.21, la energia elastica almacenada se puede escribir:
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1 1
U= §G12 (75,)* + §HG12 (7ha)? (5.48)

resultando una disipaciéon mecanica:

== 0'12’3/12 - \II 2 0 (549)

Desarrollando las derivadas temporales y teniendo en cuenta: 412 = 35, + 415.

ov \ ., ov \ . . :
= (012 - 8_e> Y12 T (012 - a_p) Yo = G2 (V12 — H12) 112 > 0 (5.50)
V12 V12

(1]

Para garantizar una disipacion positiva es necesario:

7{72 = '%QSign (sz - HV&) (5‘51)
Resultando:
E=G ’752 - H%)2| %2 >0 (5‘52)

Integracion del modelo y algoritmo Si en un paso temporal las deformaciones
superan la superficie de fluencia, ecuacién (5.45), indicard que las variables plésticas
incrementan. Para determinar el incremento debe aplicarse la condicion de consis-

tencia (F, = 0), se realiza de la siguiente manera:

By () 11 ()i ) =0 (5.53)

Las deformaciones plasticas y de endurecimiento plastico en el paso n + 1 se

pueden determinar:

(71‘2)71-1—1 = (712)’@ + A (71‘2)71—1—1
(V?Z)n—‘,-l = (7{)2)71 + A (VfZ)n—i-l (554)

= (M) A (112),., SiE0 {(112),041 — A+ H) (1), }

Resultando un incremento de la variable interna de endurecimiento:
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Algoritmo computacional

1 - Teniendo el estado del sistema en el instante n:
{(7{)2)11 ) (712)77,}

2 - Dadas las deformaciones totales de cada punto en el paso n + 1:
{(712)n+1 3 (522)n+1}
3 - Determinar los predictores
trial 5 \trial i e \trial
(7]102)n+1 = (Y12) (M2)ns1 = M2)n s (’712>;+1 = (N12) 41 — (M2
rial e \trial rial
(Fp):LH = ‘(%2);“ - H (7{)2);4?1

— [ log (1 + exp (gt (e2),.,)) /08(2) + K (42)171)

4- Si (Fp)f;fll <0 , Respuesta eléstica: (0)p1 = (o)ffl1
En caso contrario (Fp):fll > 0, Respuesta elasto-pléstica:
A( i ) _ (Fp>:f11
R Py gy =7

(M2)nir = (M2)y + A (M) s
(7%32)714»1 = ('72172)71 +A <7iz)n+1 sign ((”712)n+1 —(1+H) (7?2)71)

(7%2)n+1 = (’712)n+1 - (7%72)n+1

5 - Determinar las tensiones y el tensor constitutivo tangente:

o1 =C:es,, , CT'=C-cCr

Cuadro 5.8: Algoritmo para la solucion del modelo elastoplastico

‘(712>n+1 T (1 + H) (W?Z)n‘ o
1+ K+ H

(792 1og (1 + exp(—p (£22),,1)) /10g(2) + K (712),)
1+ K+ H

A (712>n+1 =

(5.55)

El proceso de integracion de la ecuacion constitutiva se realiza mediante el algo-

ritmo representado en el cuadro 5.8.
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Figura 5.23: Respuesta tensién deformacién variando la tension transversal (o9), y

ciclo carga y descarga.

Ajuste Los parametros de ajuste necesarios para el modelo elasto-plastico son,
mas alla de los elasticos, dos para determinar la superficie inicial de fluencia y dos
m4ds para determinar su evolucién: 1Y, es la deformacién cortante en el inicio del
comportamiento no lineal bajo un ensayo a cortante puro y u, que tiene en cuenta
la influencia de las tensiones transversales (o92) en el inicio del comportamiento no
lineal. Si se realiza un ensayo con una tensién transversal constante y se determina

el inicio de la no linealidad (74, en la figura5.23) se puede determinar el pardmetro

L.

p= -0 (exp <log(2)%2> - 1) (5.56)

022 712

Los parametros H y K se pueden determinar mediante un ensayo con descarga
(figural5.23). Considerase se carga el material hasta que alcance el régimen no lineal,

ol x_@
_12’712 HEK_ {na vez se alcanza

y : . AT _
la relacion tangente equivale a: G, = wm“" o = Guoimwe THiR

max

una deformacién maxima (y%*) se invierten las cargas. La descarga se considera

elastica hasta que vuelve el proceso plastico, ya con cargas negativas. Si la defor-

macion a que empiezan los procesos plésticos se denomina, 775". Existe la relacién:
min __

712 12 ax/Gl?
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1-(GL—-1)R
2(Gra — GYy)

Si o5 = o3 el modelo es de endurecimiento isétropo, resultando H = 0.

K =

. H=R+K—1 (5.57)

Relacién constitutiva tangente Para garantizar una buena convergencia numéri-

ca es necesario encontrar la relacion tangente:

g=CT:¢ ; CT=C-Cr (5.58)

Siendo C la relacién tangente debido a las deformaciones elasticas y CP para un

caso de tensiones plana puede escribirse:

0 0

1
CP = Gy 0 0
I+ H+K 1YYy exp(—pig22)

log(2) (1 + exp(—pea2

0
01 (5.59)

))sign (Vfe — Hof,) 1

5.2.6. Inicio del agrietamiento y de la delaminaciéon bajo

esfuerzos cortantes en el plano

Si una capa cargada bajo esfuerzos cortantes se encuentra lo suficientemente
confinada por un medio de elevada rigidez como un laminado multidireccional las
capas se agrietan sin producir el fallo catastréfico del laminado. La geometria de
la grieta resultante es igual que la provocada por las tensiones transversales. Para
determinar la aparicién de grietas por cortante el planteamiento es equivalente al
utilizado cuando las cargas son transversales. No obstante, considerar un compor-
tamiento lineal elastico del material produce una sobreestimacién de la tension de
fallo. Camanho et al. [212] considera la relacién hipereldstica de Hahn y Tsai [208]
para determinar el inicio del agrietamiento mediante la aplicacion de la mecanica
de la fractura.

Tal y como ocurre bajo tensiones transversales, la aparicion de una grieta a lo
largo del espesor debe cumplir dos requisitos. La energia descargada debe ser lo
suficiente como para desestabilizar las grietas en direccion transversal y en direcciéon

longitudinal. El primer criterio es el critico en ldminas gruesas mientras el segundo
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lo es en laminas delgadas y coincide con el tratamiento de la mecéanica de la fractura
finita.

Cuando las laminas son gruesas se puede acceptar la aproximacién propuesta
por Dvorak [198]. La mecanica de la fractura no lineal considera que la zona de
proceso de fallo, la zona del material a que estara sometido a una relacion no lineal,
es muy pequena y se encuentra en el extremo de la grieta. Cuando en el material se
encuentra una grieta claramente definida que provoca una fuerte concentraciéon de
tensiones esta consideracion es cierta. No obstante, aqui se realiza un planteamiento
un poco distinto porqué se considera que existe una grieta equivalente que se define
a partir de una zona con las propiedades un poco més débiles, debido a una elevada
concentracion de fibras o a un conjunto de defectos. Razén por la cudal se considera
que el factor de concentracion de tensiones es cercano a uno y todo el material se
encuentra en régimen no lineal.

Antes de la aparicion de una grieta a lo largo del espesor de una capa, el ma-
terial ha experimentado dano a una escala inferior, se han generado microporos,
desprendimiento entre la fibra y la matriz, etc. conocido como dano distribuido.
Estas microgrietas producen una disipacién de energia, las grietas no se direccionan
en la direccién de maxima tensién con lo que los labios de las grietas friccionan di-
sipando mas energia e impidiendo la recuperacion total de la deformacion aplicada.
La densidad de energia disipada (g, en las figuras 5.200 y 5.22) no contribuira al
criterio de aparicién de una grieta de la mecanica de la fractura, pero si debe afectar
a la energia de fractura necesaria para que esta grieta aparezca debido a que en el
momento de la aparicién de la grieta el material se encuentra previamente danado.
El criterio de la mecénica de la fractura finita, o de la progresién longitudinal de
una grieta segin la mecanica de la fractura clasica, se debe escribir:

tkeg

Wt = Gy, (9) (5.60)

donde t es el espesor y kg un parametro que depende de la solucién del campo
de tensiones y deformaciones, G¥;, es la energfa de fractura critica en modo II, la
cual es funcion monoténamente decreciente de la densidad de energia disipada en el
material (gp).

Es posible considerar el efecto que tiene una grieta transversal en el campo de

tensiones cortantes mediante un sélo parametro kg. Este es equivalente al parametro
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ko cuando la lamina se encuentra sometida a tensiones transversales como muestra
la figura [5.3. Estos pardmetros se encuentran relacionados con la energia disponible
para la fractura y, en el caso de considerar una ley constitutiva lineal elastica, con el
factor de intensidad de tensiones. La energia almacenada en un laminado uniaxial y

en una lamina embebida puede ser descrita por las funciones:

1
La variacién de la energia almacenada al aumentar la grieta en direccion trans-
versal:
10UYP 10U 2
E 820 = 211’ngtﬁao = G?IIC (QED) ) 58_% = N\PGI%‘QO = GJTHc (9p) (5.62)

como el tamano de la grieta ficticia (ag) es una propiedad del material, igualando
las dos expresiones resulta la relacion de densidad energia elastica en el momento

del agrietamiento en una lamina unidireccional y en otra embedida.

Uy N@UDM (5.63)
Glrre (Qp )

Si se considera que la densidad de disipacion previa al agrietamiento no influencia

la energia de fractura se reduce a:

Vg = NUJP (5.64)

La densidad de energia elastica antes de la falla se puede expresar

GL
Vg = Nméx{ éfc q/UD} (5.65)
6

La densidad de energia elastica depende de la ecuacion constitutiva considerada.
Mediante la ley hipereldstica de Hahn y Tsai, ecuacién (5.42), como se realiza en
el trabajo de Camanho et al. [212] la densidad de energia eldstica almacenada en el

material se determina:

T Y12 J12 3ﬁ 4 1 9
Ve = / o12dY12 = 012712 — / Y12d019 = — 019 + —— 07 (5.66)
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las tensiones se relacionan con las deformaciones a través de la expresion (5.42).
Si se considera la relacion constitutiva elasto-plastica desarrollada anteriormente

la energia libre se describe con la ecuacion (5.48).

Vgt = Ug + UF donde W = %Gu (R v = %GuH (4h)*
(5.67)
Las dos componentes de la energia elastica del modelo elastoplastico quedan
claramente explicadas mediante el modelo reoldgico de la figura [5.21. Teniendo en
cuenta que bajo un ensayo uniaxial la deformacion elastica y la plastica pueden

relacionarse con las expresiones:

012 p (Jo1a] _‘792>
e = = == ‘A 5.68
712 GlQ y 712 G12 (H 4 K) ( )
Las energias se pueden escribir:
2 H ({01 —0%)\°
peEP 12 \PPEP _ 12 12 5.69
6 TG, Y Y T2\ H+K (569

La cuestion reside en cudl de esta energia debe considerarse en el momento de
determinar el fallo de la lamina. Se consideran las energfas: WE¥ y WEEP  ademds de
la de Hahn y Tsai: WgT.

Delaminacion bajo cortante en el plano

Una vez generado una grieta transversal es posible que las laminas delaminen.
Bajo cortante en el plano la grieta evoluciona en modo III. Para determinar la
progresion de esta grieta se realiza el siguiente analisis energético

oUs

— ﬁ = U4t = NGiH[c (5‘70)

La energia elastica necesaria almacenada en el momento de la delaminacion se

puede determinar:

Vg = N% (5.71)

Es dificil encontrar en la bibliografia resultados experimentales que traten el

agrietamiento y la delaminacion bajo tensiones cortantes en el plano. A saber del
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autor sélo existen trabajos que analizan el inicio del agrietamiento, no existiendo
resultados que determinen la densidad de agrietamiento ni la pérdida de rigidez
asociada. Chang et al. [213] realizé un conjunto de ensayos para determinar la resis-
tencia a cortante "in-situ” de capas de distinto espesor embebidas en un laminado

multiaxial.

E1 (GP&) E2 (GP&) G12 (GP&) V12

168.2 12.5 6.184 0.3
Gr. (N/mm) Gy, (N/mm) SPP (MPa)
0.228 0.44 45

Cuadro 5.9: Propiedades elasticas, energias criticas de fractura y resistencia a cor-

tante de la capa.

2

100 1071
@ Datos experimentales
90k = = = |\odelo de Hahn-Tsai
Modelo Plastico
© Modelo Lineal
80 uD
--- SL
70r
60
St
50+ Sr
@
40+
30F
(9
20+
10+
0 L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 10
n n

Figura 5.24: Resistencia a cortante ”in-situ” segun el espesor de la capa central, en
escala lineal y logaritmica. Comparacion de los modelos analiticos con los resultados

experimentales de Chang et al. [213].
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Chang [213] ensayé laminados [0,,,90,]s, n = 1,...,6 de CFRP T300/1034. Las
propiedades del material se obtienen de [213] y [214] y se muestra en el cuadro 5.9.
El espesor de una capa es t = 0,127 mm, para ajustar el criterio de agrietamiento

se considera kg = 7 en la ecuacién (5.65).

La figura 5.24] muestra la resistencia a cortante ”in-situ” al aumentar el ntimero
de capas del laminado. Los resultados experimentales se comparan con el modelo
descrito con una ley constitutiva lineal elastica, la ley propuesta por Tsai y Hahn,
cuya densidad de energfa (VU§") viene dada por la ecuacién (5.66), y el modelo
plastico anteriormente expuesto una densidad de energia expresada mediante la

ecuacién (5.67).

El ajuste de las ley de Tsai y Hahn requiere ajustar el parametro 3, se utiliza
= 2.44x107® MPa~? obtenido de la referencia [212]. Para el modelo plastico se
considera ¢y = 30 MPa, H=0.5 y K=0.

5.2.7. Evolucion de la densidad de grietas y la delaminacion

bajo esfuerzos cortantes en el plano

El agrietamiento de la matriz no es un modo de fallo catastrofico, al aumentar
las cargas se produce un aumento de la densidad de grietas. Estas grietas producen
una pérdida de rigidez del laminado. Para determinar la respuesta estructural a lo
largo del proceso de agrietamiento es preciso definir una variable de dano a cortante.
Se asume que el comportamiento del material sigue la ley constitutiva del material
mientras no se agrieta, ya sea la propuesta por Hahn y Tsai, o el modelo elastoplasti-
co definido anteriormente. La presencia de grietas produce que en ciertas zonas del
material la tension sea nula. La variable de dano tiene en cuenta la proporcién de
area descargada por cada grieta y la ley constitutiva del material influencia segin

la proporcién de la capa que sigue sustentando esfuerzos.

Para relacionar la variable de dafio a cortante (dg) con las variables internas del
modelo, densidad de grietas (p) y proporcién de delaminacién (p), se realiza el mismo

proceso anteriormente expuesto para determinar la variable de dano transversal,
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ecuacién (5.32), resultando:

1 2
de = Nﬂkﬁt"‘@ si Nkﬁtp+g< 1
9 (5.72)
dg =1 — 1—0)? si — ket > 1
6 4pw( o) st ketp+o
El criterio de agrietamiento puede escribirse:
. . /. G%Ic UD
Agrietamiento: Vg < max ¢ ————, N¥g
Ods O (5.73)
Delaminacién: W E Glire |
+ VoS ddg/do

para cada una de las leyes de dano resulta:

GL
Agrietamiento: g < Nmax{ k:Iffc ‘I/UD} 9
6 si Nthp +o<1
NGl

Delaminacion: Vg < "

2
Agrietamiento: Wg < méx {4k6tG%Icﬁ, N\IJgD}

1-¢) si %k6tp+g>1

Delaminacién:  Wg < ngGiIHCl%
(5.74)

Bajo las mismas consideraciones de equivalencia de deformaciones, es decir, la
deformacion total del laminado es independiente del estado de agrietamiento pueden
determinarse la densidad de agrietamiento de la lamina tal y como se ha realizado
anteriormente bajo cargas transversales. Se pueden diferenciar, como anteriormente,
tres tipos de laminados segun el espesor de la ldmina, los de tipo I con ¢ < ¢, los

de tipo II, t& < t < td! y finalmente los de tipo III, con un espesor mayor al espesor

de delaminacién (¢ > ¢3°).

GIIC tdel — Illc (575)

tg = v Lo
Fig UUD pyD

La integracion de la expresién (5.74) se puede expresar como muestra el cuadro
5.10 para capas de tipo I, el cuadro 5.11 para capas de tipo II y para capas muy
gruesas, del tipo III, el cuadro 5.12.
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si max{\If I < NGIQC

L ke N
siNGHC <max{\lf b < 2
ket

. keN

c <max v
tGIf[C( III) {Ws}

S1

tG%[c ( IIIc)2

p=0,0=0
(
N
p= \/ gt i {96}
L 0=0
( o NGiIHc
P = L
D2
p—1— keN (Girre)
tGHCmaX{\I/ }
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Cuadro 5.10: Evolucion de la densidad de grietas y la proporcion de delaminacion

para capas de tipo I bajo cargas a cortante.

si max{\If } < NogP

ke N

si NUEP < ma {03} < 2 ( _—
Ilc

. keN

S1
L
GIIC

( ch) <max{\If}

p=00=0
(
N
= v
P \/4m¢c: max {5}
[ 0=0
( NGI]IC
TG,
: 2
0= kﬁN( IIIC)
tGHCmaX{\I/ }

Cuadro 5.11: Evolucion de la densidad de grietas y la proporcion de delaminacion

para capas de tipo II bajo cargas a cortante.



CAPITULO 5. AGRIETAMIENTO DE LA MATRIZ Y DELAMINACION
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L
,\I’ED} p=00=0

si max { U} < N mdx { —Lc
i {13} {

L
,‘I/ED} <méx{¥g} p~0,0=1

si N méx { —LL
ket

Cuadro 5.12: Evolucion de la densidad de grietas y la proporcion de delaminacion

para capas de tipo III bajo cargas a cortante.

En la figura 5.25 se muestra la respuesta tension deformacion a cortante puro

utilizando la ley constitutiva de Hahn-Tsai, expresion (5.66) y el modelo pléstico.
El modelo pléstico 1 considera cémo energia libre U y el modelo pléstico 2 utiliza

————— - Hahn-Tsai
Plastico 1
Plastico 2

WEEP tal y como se encuentran definidas en la expresion (5.67) y siguientes.

120

612
g

100 -

60

40 .
1

20+,
41‘
/
0.1 0.12 0.14 0.16
ylZ

0.06 0.08

Figura 5.25: Respuesta tensién deformacién a cortante con agrietamiento y delami-

nacién (o12) segun el modelo constitutivo utilizado.
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5.2.8. Determinacion de los parametros elasticos ks y kg

Los parametros de ajuste del modelo k5 y kg dependen de la solucién de un pro-
blema de elasticidad, o elastoplasticidad, segin la ley constitutiva utilizada. Este se
encuentra relacionada con el factor de intensidad de tensiones y la energia disponible
para la fractura.

Segtin las consideraciones de Dvorak [198] éste equivale a ks = kg = 7 lo que
corresponde a una grieta en un cuerpo elastico. Cuando la grieta se encuentra en
el extremo el valor equivale a ky = 1,12%7 y k¢ = 7. Estos valores coinciden con
los que se pueden encontrar en las tablas de factores de intensidad de tensiones en
cualquier libro de mecénica de la fractura [215]. No obstante, los problemas tabulados
corresponden a la solucién de una grieta central en una placa isétropa de dimensiéon
infinita o una grieta en una esquina de una placa semi-infinita.

No obstante el valor kg pierde cierto significado cuando se utiliza una ley no
lineal, ya sea la propuesta por Hahn y Tsai, ecuacién (5.42), o la ley elastopléstica
propuesta, en estos casos la respuesta deja de ser proporcional y kg deja de ser
constante.

Existen varias alternativas para ajustar estos valores. En la figura 5.26 se compa-
ran distintas soluciones propuestas en la bibliografia [216] para determinar la longi-
tud de recuperaciéon de las tensiones al alejarse de la grieta. Ajustando el pardametro
k; que minimize el error de las distintas soluciones se puede determinar una aproxi-
macion de este parametro.

Otra alternativa para la determinacion de los pardmetros k; resulta de ajustar a
partir del conocimiento de la aparicién de la primera grieta en capas embedidas en
un medio elastico de distinto espesor, es decir, a partir de la figura 5.6.

Se puede determinar los pardmetros k; mediante el método de los elementos fi-
nitos. El modelo mostrado en la figura 5.27 representa una grieta en el laminado
sometido a traccién transversal. Si la longitud de la grieta se encuentra lo suficien-
temente alejada puede considerarse que la densidad de grietas es baja (p = 1/L),
menor a la densidad limite de la ecuacién (5.23)), en este caso se puede relacio-
nar las densidad de grietas, el dano y el pardmetro k; mediante la expresion (5.24)

resultando:
Nd;
pt
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1.2

1.0 " p—

Vasil ev etal, 2-D
* Hashin 2-D

Reifsnider 1-12
Fubunaga eral, 2D

———— Bailcy Model 1-D

-------- Steif 1.D
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Figura 5.26: Distancia de recuperacion de las tensiones transversales con la presen-
cia de una grieta, segin varios modelos, grafico de Reifsnider [216] donde se le ha

sobreimpuesto la ley propuesta en esta tesis, linea gris gruesa, con el parametro de

ajuste k.
) i s N
= H

- —>

R HHH—

D H—>

D — —>
1 = >

<« HH — >

Figura 5.27: Efecto en el campo de tensiones transversales (o9) de una grieta em-

bebida en un laminado.

Para determinar la variable de dano se puede realizar mediante la relacion de

densidades de energia almacenadas en la lamina danada y la no danada:
di =1— U}/, (5.77)

donde ¥¢ es la media de la densidad de energia eldstica almacenada en el modelo
del danado (figura'5.27) y U, la densidad de energia elastica que tendria el laminado

sometido al mismo desplazamiento sin la grieta.
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También es posible determinar el dano comparando la respuesta global del mo-

delo con la grieta y con la de un modelo sin ninguna grieta.

N?  Eih N¢
di=1-—"L+ 11(1—]\;‘) (5.78)

N;  Eshs
donde N¢ es la fuerza por unidad de longitud de todo el laminado con una grieta
y N; la fuerza por unidad de longitud de el laminado sin la grieta. £y y F5 es la
rigidez de las laminas externas y de la lamina grietada respectivamente, h; son los
respectivos espesores.
Si se realiza un modelo de elementos finitos como el mostrado en la figura 5.27

con los parametros elasticos:

E1 (GP&) E2 (GP&) G12 (GP&) V192 h1 (mm) hg (Il’ll’Il)
147.3 12.76 4.4 0.0 0.1 1.0

La densidad de grietas equivale a p = 1/(2L) = 1/5. El valor de la variable de
~ Ng 1hy NS\
dafio: d = 1 — W/Wy = 02633 y dy = 1 — 24 4 £l (1 _ m) — 0,2425. Lo que,
utilizando la expresion (5.76) resulta: ko = 2,6327 y ko = 2,4252 respectivamente.
Si se aumenta el médulo de Young de la capa exterior hasta F; = 14730 GPa,

los resultados del parametro resultan: ko = 2,2982 y ky = 2,2192 respectivamente.

5.2.9. Agrietamiento bajo estados de tension no uniformes

El tratamiento anterior es util para determinar el agrietamiento de la matriz en
en probetas sometidas a un estado uniforme de tensiones. No obstante, este es un
problema de interés académico pero poco interés industrial pues las piezas utilizadas
en la construccion presentan discontinuidades geométricas que producen una distri-
bucién no uniforme del campo de tensiones. En la modelizacion estructural se utiliza
la cinematica de la teoria de cascaras y modelos constitutivos desarrollados a nivel
de capa, conocidos como mesomodelos. Es interesante determinar si el modelo de
agrietamiento puede ser utilizado como ley de evolucion del dano de un mesomodelo.

La apariciéon de una grieta en la matriz se determina segun el espesor de la
capa. Si ésta es gruesa la aparicion de una grieta requiere primero que se propague

transversalmente y luego longitudinalmente. Una vez generada una grieta a lo largo
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de todo el espesor de la capa la tension necesaria para que esta avance disminuye.
Contrariamente cuando el grosor de la capa es lo suficientemente pequeno el criterio
de iniciacién de la grieta es el mismo que el de progresion.

Si se considera una lamina con un agujero (figura 5.28) el agrietamiento de la
matriz empieza, légicamente, en el lugar donde las tensiones son mayores. Si se
asume que ésta se encuentra confinada por un medio elastico mucho mas rigido se
puede admitir que el campo de deformaciones permanece practicamente inalterado
al aumentar el agrietamiento.

En la figura 5.28 se muestra el campo de tensiones alrededor del agujero. La
primera grieta aparece cuando la tension maxima llega a la resistencia "in-situ” de
la capa, lineas ag;) (x). En el caso de capas delgadas la resistencia es regida por el
criterio de propagacién longitudinal, su resistencia es independiente de la existencia
de una grieta inicial, en este caso la propagacién es estable. Si la capa es gruesa
una grieta aparece cuando se satisface el criterio de propagacién transversal. No
obstante, una vez generada una grieta a través de todo el espesor la resistencia viene
determinada por el criterio de propagacion longitudinal y la resistencia disminuye.
Esta grieta crece de manera inestable hasta alcanzar una regién con las tensiones
menores a las requeridas para la propagacién longitudinal de la grieta. A partir de
este momento la grieta progresa de una manera estable al incrementar las cargas

segin la forma de la curva de tensiones o) (x).

\\
MMM | S Capa delgada I Capa gruesa
YS ~ YT ~.
T e O8(X) v T )
\ -
4@ \ ) N [ o)
X E X l 2kt/N X
/
Progresion estable " Progresion  Progresion
\L \L \L \L \L \L \L \L \L \L inestable estable

Figura 5.28: Progresién de una grieta en la matriz en una probeta con una distribu-

cién de tensiones no uniforme. Para una capa delgada y para una gruesa.

Este analisis considera que en direccién normal a la grieta el campo de tensiones
global puede considerarse aproximadamente constante una distancia 2kt/N, ya que

asi se ha determinado la tension de propagacion de la grieta. Evidentemente al
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disminuir el espesor de la capa esta hipdtesis es mas cierta.

En definitiva, es posible utilizar el modelo de de dafnio en elementos estructurales
siempre y cuando las capas sean lo suficientemente delgadas, de tipo I. Afortunada-
mente las capas delgadas son las méas interesantes para la fabricacién pues ofrecen
ciertas ventajas. 1) La resistencia “in-situ” es mayor, 2) La delaminacién es més
dificil. 3) Permite una mayor disipacién de energia y una densidad de agrietamiento
mayor. Por estas razones es practica de buen disefio mecédnico [2] el utilizar capas
delgadas.

Cuando la capa es mas gruesa, del tipo II o III, la resistencia de la capa es
funcién del estado de los puntos adyacentes. Si la capa es de tipo II la tension de
progresion de una grieta es distinta segin si existe una grieta o no. Evidentemente
si las propiedades de un punto material dependen del estado de puntos cercanos el

modelo debe ser no local.

5.2.10. Agrietamiento y delaminaciéon bajo tensiones com-

binadas en el plano

Hasta el momento se ha considerado el agrietamiento de laminas sometidas a
ensayos uniaxiales. Cuando el agrietamiento se produce por una combinaciéon de
tensiones transversales y cortantes el agrietamiento y la delaminacién se producen
en modo mixto. Conocidos los valores de energia critica de fractura en modo I y II
de la matriz, o en modo II y III de la interfase es necesario determinar la energia
critica de fractura cuando las cargas no son uniaxiales. Se proponen varias soluciones
segun la interaccion que se considere, se estudian tres casos: sin interaccion, lo que
corresponde a un criterio de maxima tension, el criterio propuesto por Hahn y el
criterio cuadratico propuesto por Hashin.

En esta seccién sélo se consideraran las capas de tipo I que son las que el proceso
de iniciacion y crecimiento de las grietas viene regido por el criterio de progresion
longitudinal. Estas corresponden a las capas delgadas con un espesor menor a:

’ GIIJC G%Ic
t < min { FUUD FollD } (5.79)

En la seccion anterior se ha mostrado que estas capas son las tinicas que pueden

ser tratadas de forma consistente con la teoria de laminados cuando los campos de

tensiones no son uniformes.
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Criterio de maxima tensién

La solucién mas simple, y poco realista, es considerar que los distintos modos de
agrietamiento, en modo I y II, y de delaminacion, en modo II y III, se encuentran

desacoplados. El resultado es el criterio de maxima tension y se puede escribir:

L L

Agrietamiento: W,y < fc U, < — e

grietamiento 2_8d2/0p y 6_8d6/8p
(5.80)

N GIIIC N GIIIIC

Delaminacion: W, < r

Py < —
9ds/90 " ° =t 0ds /00
La energia critica de fractura en modo mixto, I-II de la matriz se puede obtener
mediante la expresion:
Odo Odg
Gl =Wy—— + Vg— 5.81
c 2 ap 6 ap ( )
para cualquier combinacién de energias libres (Vs, Wg) que produzcan agrietamien-

to. La energia critica de fractura en modo mixto con el criterio de agrietamiento

propuesto en la expresién (5.80) resulta:

k ky G
at—at (1 a_re g < 2U e
e = Ve ( 1Ak Y YT WG T kah,

_ L
L —ak si a> FaGirye
a ]{36 k6G]fC + kQG%IC

(5.82)

ar = Gt (1 n

o, — Y
donde: a = Toil;-

La energia en modo mixto, II-I1I de la interfase se puede obtener mediante la
expresion:

- Ody Odg\ t

G.=(VYo—+Vs— | = 5.83

¢ ( > o %00 ) N (5:83)

para cualquier combinacién de energias libres (U5, Wg) que produzcan delaminacién.

Si se considera el criterio de no interacciéon resulta una energia critica en modo mixto:

. . a i
Gi-ci (14 S a< G
HC( 1- a> Girre + Ghre

. ) 1—a Gl
Gi= lmc<1+ ) Sia> e —
a Grie + Glrre

(5.84)
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Figura 5.29: Superficie de agrietamiento bajo tensiones transversales y cortantes en

el plano. Energia critica de fractura en modo mixto. Considerando kg = ks

En la figura 5.29 se muestra la superficie de agrietamiento en el espacio de ten-
siones y la energia critica de fractura en modo mixto.

Para garantizar el cumplimiento de los criterios de agrietamiento y de delami-
nacién expresados por las ecuaciones (5.80) es necesario solucionar los algoritmos
presentados en los cuadros 5.3 y 5.10, las variables de agrietamiento y delamina-
cién resultantes seran el maximo de ambos algoritmos. Conocidos los valores de las
variables internas (p y o) el dano transversal y a cortante puede ser determinado

mediante las expresiones (5.32) y (5.72).

Criterio cuadratico o de Hashin

El criterio de iniciacién de Hashin-Rotem [131][132] considera que la matriz se

rompera para cualquier estado de tensiones que no cumpla la desigualdad:

2 2
022 012
— — <1 .
(YT) ; (S) < (5.35)
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siendo Yr v S, la resistencia a traccion transversal y a cortante en el plano respecti-
vamente. Como se ha mostrado anteriormente el valor de estas resistencias dependen
del espesor de la capa.

Teniendo en cuenta que la energia elastica almacenada es proporcional al cua-
drado de la tension el criterio de interaccién tanto de agrietamiento como de dela-

minacién se pueden escribir:

. . Uy Ody Vg Odg
Agrietamiento: G—Ifca—p + @a—p <
(5.86)
t‘l’g 8d2 t\Ijﬁ 8d6

Delaminacion: - + <1

NGy 0o NG 0o

La energia critica de fractura en modo mixto se determina aplicando la expresién
(5.81) para todas las combinaciones de densidades de energia libre que satisfagan el

criterio de agrietamiento de la expresion (5.86):

k + (1 — Cl) l{fg
Gl = Gk Gl — 0
e T I G G ey + aGY kg

(5.87)

Ve
We+Wa

donde: a =
La energia critica de delaminacién en modo mixto II-III se determina aplicando
la expresién (5.83) para todas las combinaciones de densidades de energia libre que

satisfagan el criterio de delaminacién de la expresion (5.86):

i Gr1cGlrre
o= aGyp + (1 —a) Gipy, (5.:88)

En la figura 5.29 se muestra la superficie de agrietamiento en el espacio de ten-
siones y la energia critica de fractura en modo mixto.

El criterio de agrietamiento y delaminacién expresado en la ecuacién (5.86) debe
ser integrada teniendo en cuenta las distintas leyes de dano, éstas relacionan la
densidad de grietas y la proporcion de delaminacién con la variacion de rigidez.
Estas leyes se expresan mediante dos funciones una para una densidad de grietas
elevada y otra para una densidad baja. Para diferenciar el régimen de cada ley se
definen las variables ys = %kgtp +0V X6 = %kﬁtp + 0. Bajo esfuerzos transversales
la densidad de grietas es baja si y2 < 1 y elevada en caso contrario. Bajo esfuerzos

a cortante la densidad de grietas es baja si xg < 1 y elevada en caso contrario.
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Agrietamiento : < Cif; U, +

o ‘1’6> v <1

sixya<lyxs<l1
Lgg) b <1

oV + 5

IIc IIIc

Delaminacioén : <

- : . _tk N(1-0)®
Agrietamiento : NGQL W, + e cp2\116 <1

sixa<lyxs>1

Delaminacién : NG‘H \112 + m‘l’g < 1

. . N(1
Agrietamiento : 4tk(2GL") Uy + Nt(’;;[clllﬁ <1

sixya>1yxs<l1

; 140 - 1-o 13
Delaminacién : 2sziHCp\Ij2 + NGimC\IJG <1
. . N(1—p)?
‘ Agrietamiento : (4tp29) (szL Uy + GL \I/6> <1
sixa>1yyxs>1
‘nacidn - 1=e
Delaminacién : 5 (kQGIH Uy + " GlIIIc \Ifﬁ) <1

Cuadro 5.13: Condiciones de evolucion de la densidad de grietas y proporcién de la

delaminacién para el criterio de interaccién cuadrético.

Segun la densidad de grietas y delaminacion los distintos criterios de avance de
las variables se puede escribir como muestra el cuadro 5.13. En el caso que ko = kg

se tiene Yy = Y-

Superficie de Hahn

Wu y Reuter [217] realizaron un conjunto de experimentos ensayando especime-
nes en modo I, modo II y modo mixto. Basdndose en estos experimentos Hahn [218§]
propuso un criterio en modo mixto que se puede escribir mediante los factores de

intensidad de tensiones K; y Kj;:

(1-9) o+ ot (K1)2+ (K”)2§ 1 (5.5

GL
donde ¢* = .
Ilc

Este criterio puede ser reescrito en funcion de la energia almacenada, la energia

critica de fractura y las leyes de dano como:
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U, dd v, Od Wy Od
Agrietamiento: (1—gL) G_E%_: gLG_E%_p2+GL6 %-pﬁﬁl
Ie Ic Ilc

(5.90)

tUs Ody . tWy Ody n tVe Odg <1
i 5 149 i P
NGy o NGy, 00 NGy Oo

Delaminacién: (1 — g')

La energia critica de fractura en modo mixto resultante del criterio de Hahn se
determina aplicando la expresién (5.81) para todas las combinaciones de densidades

de energia libre que satisfagan el criterio de agrietamiento de la expresién (5.90):

L QNG%Ic(l +7)

© 2t +rgN)? (1 (M) g = (1= g") (4 g+ 47‘9N) (5.91)

__ _a ke _ WUy N _ L
donder——lfakz,a—q,ﬁ%yg =g

La energia critica de delaminacién en modo mixto II-I1I se determina aplicando

la expresién (5.83) para todas las combinaciones de densidades de energia libre que

satisfagan el criterio de delaminacién de la expresién (5.90):

P NG (1 +7)
“= 2+ 1)

(1 + (gf)2 +2rgN — (1—¢) \/(1 +4g)7 + 4rgN) (5.92)

Ve

i N_GiII _ _a —
donde ¢' = ¢ T =1 Y 0= gt

- i )
GIIIC

En la figura 5.29 se muestra la superficie de agrietamiento en el espacio de ten-

siones y la energia critica de fractura en modo mixto. Segun el régimen de dano
el criterio de avance de las variables internas (p y o) se puede expresar segin se
muestra en el cuadro 5.14.

Las distintas posibilidades de interaccion entre las tensiones transversales y cor-
tantes producen distintas superficies de fallo. Es bien conocido [111][112] que pe-
quenas tensiones a compresion transversal produce un efecto beneficioso en la re-
sistencia a cortante de la matriz. Existen criterios de fallo, como el LaRC03/04
[123][124] o el criterio de Puck [113]-[115] que incorporan esta tendencia en el incre-
mento de la resistencia, bien explicada mediante modelos que consideran la friccion

en el plano de fallo. Para tratar este efecto es necesario considerar el efecto que esta
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(A . L kot L kot kot
Cxe <1 A (I=g") \/5ér Yo+ g 5 Yo+ -V < 1
S1 y ‘
X6 < 1 \ D: (1-g") /N — 0, +9'wor— %JFNG‘W%<1
4
. L N(1—g)* L N(1-o)* tk
e <l A (1=9") it V2 0 it Vo + ygi- V6 < 1
S1 y
1 i i _ "
Xo = \ D: (1_9)\/ 4k2G1 \1’2‘1‘9 Tea Glg ‘I’2+NGiIHC‘I/6§ 1
( . L kot L kot N(1—p)?
X2 >1 A (1_9)\/1\{5%6\1/2"’_9 NCQJL\IJ2+4ktGL 2V < 1
si y . . ’
( 2
. L N(1-0)* L N(1—9)? N(1-o)
Cxe>1 < Ar (1—-g") Tt G Vo + 970 e \I’2+W‘I’6§1
si y
1 . i - i 1-
X6 > \ D: (1-4'), /—4@@}9,6#1’2 + 9 mat, Y2t o G;Q,C Ue < 1

Cuadro 5.14: Condiciones de evolucion de la densidad de grietas y proporciéon de la

delaminacién para el criterio de interaccion de Hahn.

compresién produce en la densidad de energia libre a cortante (Vg'), una posible

modificacion es:

Uy = (\116 + 1L (—622) <nL (=) 2 _ |%2|)) o1al = 1 <_‘:’22>|> (5.93)

2071 ||012| — L <_022>

En el caso de utilizar una ley a cortante lineal resulta:

g = (1612] — np (=622))° (5.94)

1
2Gh
donde 7y, es el coeficiente de friccién longitudinal [123][124]. Combinada con la ecua-
ci6n (5.90) resulta el criterio LaRCO03.
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Criterio de Puck

El criterio de Puck [113]-[115] considera que el fallo transversal se puede dividir
en tres modos: A, B y C. El modo A corresponde al agrietamiento de la matriz
bajo tensiones transversales a traccién y cortantes en el plano, el resultado es una
grieta con una normal perpendicular al laminado y a las fibras. Si no se consideran

tensiones en direccién de las fibras (017 = 0) el criterio de fallo se puede expresar:

(+) (+)
2 9 9
012 1 Py 2 Dy
_ _ 5.95
52 + (YT? VS, 722 5, 0% (5.95)

Y
Lo que resulta la expresién (5.90) con g8 =1 — 2p(j”)S—T, siendo el modelo equi-

valente al de Hahn. Para determinar la energia critica de fractura debe utilizarse la
expresién (5.91) con gN = %

El modo B corresponde al agrietamiento bajo tensiones transversales a com-
presion y elevados esfuerzos a cortante. El resultado es una grieta con la misma

geometria que en el modo A. El criterio se escribe:

0929 — (596)
Utilizando como medida de la energia libre a cortante la expresién:

(-) St

(—022) (5.97)

resulta el criterio de Puck. Las constantes de ajuste p(j‘) y p(L_”) se determinan para

garantizar la continuidad y derivabilidad de la superficie de fallo y se encuentran en
las referencias [113]-[115]. S, es la resistencia a cortante en un ensayo uniaxial.

En la figura 5.29 se muestra la superficie de agrietamiento en el espacio de ten-
siones y la energfa critica de fractura en modo mixto. El grafico muestra g = 0, al
aumentar este valor tiende hacia la superficie de Hashin, tanto en la superficie de

fallo como en la energia critica de fractura.
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5.2.11. Ejemplos numéricos

El modelo se ha implementado en una rutina UMAT de ABAQUS [219], el mo-
delo se define en tensién plana para ser utilizado con elementos céscara (S4 shell
elements). Se considera que la deformacién es constante a lo largo del espesor de
cada capa.

La probeta estudiada contiene un agujero central de diametro d=12 mm y ancho
de w = 72 mm, la geometria y malla utilizada se muestra en la figura [5.30. El
laminado esta formado por la secuencia [0, 90, £45, (90,0, £45)s],, donde cada capa
tiene un espesor de 0.125 mm. El material es fibra de carbono reforzado con epoxy
Hexcel IM7-8552 CFRP cuyas propiedades eldsticas, de resistencia y energias de
fractura son presentadas en el cuadro [5.15. El salto térmico debido a la fabricacién
del laminado es de AT = -155 °C.

Ya
24400

\

N
J

NV

77+

[T 77717

/7
/7

/7
/7

b)

Figura 5.30: a) Detalle de la malla alrededor del agujero; b) Geometria y condiciones

de contorno del modelo.

Ademas, por falta de datos experimentales se asume, para el modelo plastico a
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E1 (GPa) E2 (GPa) G12 (GPa) V192 Va3 11 (/OC) 929 (/OC)

171.42 9.08 5.39 0.32 0.5 -5.5x107%  25.8x1076
Yr (MPa) Sp (MPa) G%c (N/mm) G%Ic GiHC GéHC
62.3 92.3 0.2774 0.7879 0.7879 0.7879

Cuadro 5.15: Propiedades elasticas, coeficientes de dilatacion térmica, resistencias y

energias criticas de fractura del material.

cortante v, = 55/G1a, u =0, H = 0,2331 y K = 0. Lo que corresponde, bajo carga
uniaxial a cortante la respuesta plastica 2 de la figura 5.25. Se considera que los
parametros de agrietamiento ko = kg = 3. La interaccién entre cargas transversales
y cortantes se realiza mediante la teoria cuadratica de Hashin mostrada en el cuadro
5.13.

En las imagenes de la izquierda de figura 5.31 se muestra la variable de dano
determinada a partir de las expresiones (5.72) en las capas orientadas a 0°, a 90°
y 45° en un laminado cuasi-isétropo. En la columna de la derecha se muestra la
densidad de agrietamiento en las mismas capas. La carga exterior corresponde a la
carga de rotura determinada en el capitulo 6. La deformada se muestra 14 veces
superior a la real.

Con la cinematica elegida para la determinacién de la respuesta estructural el
dano en la matriz resulta un modo de dano distribuido, la zona que se dana tiende a
ocupar todo el volumen, como se muestra en la figura 5.31. En problemas de este tipo
la respuesta estructural no se encuentra influenciada por la malla de elementos finitos
utilizada siempre y cuando esta sea lo suficientemente densa como para describir

correctamente el campo de tensiones.
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6=0° 0=0°
4,=0.5 SEEREEEE
06=900 4,207 i 0=900
d,=0.7 o=t
4,=0.8
H
0=459

Figura 5.31: Variable de dafio y densidad de agrietamiento en capas orientadas a 0°,
90° y 45°. El comportamiento a cortante es pldstico como muestra la linea continua
de la figura [5.25.
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5.3. Modelo de dano transversalmente isétropo

Debido a la elevada complejidad del tratamiento analitico, sélo es posible de-
terminar el agrietamiento y la delaminacion de elementos trabajando bajo estados
de tension en el plano y asumiendo ciertas simplificaciones. Para obtener una he-
rramienta mas versatil para el tratamiento del comportamiento de laminados com-
plejos bajo cualquier ciclo de cargas se define un modelo de dano para materiales
transversalmente isétropos. Este permite solucionar el campo elastico del problema
mediante el método de los elementos finitos, no hacer hipdtesis sobre como sera el
dano a nivel de la capa. Este modelo permite el analisis numérico de solapes, uniones
y otras discontinuidades geométricas donde el campo tridimensional de tensiones es

importante.

5.3.1. Caracteristicas del modelo: descripcion del dano y

cierre de grietas

Se considera un material transversalmente isétropo cuya direccién preferencial
(la orientacién de la fibra) es descrita mediante el vector director e; = [1,0,0].
En el plano transversalmente isétropo, perpendicular a e;, existe un conjunto de
dos vectores ortogonales (es, e3) que anulan el cortante en el plano (793 = 0), estos
vectores variaran con la historia de deformaciones. Con la finalidad de detectar
correctamente el cierre de grietas bajo estados de compresién transversal el modelo
constitutivo se define en este sistema ortonormal de vectores (e, €s, €3).

T

Si € = [e11, €22, €33, 2€10, 2613, 2€93]" es el vector de deformaciones en el sistema de

coordenadas global puede ser rotado segtin la transformacion:

K

Donde la matriz de transformacién T relaciona las deformaciones en el sistema de

coordenadas global con el sistema de coordenadas definido por los vectores (e, €5, €3)
y pueden ser expresadas mediante el vector € = |11, €99, £33, Y12, V13) Sin pérdida
de generalidad se considera que una direccién del sistema de coordenadas globales

coincide con el vector e;. Luego resulta una matriz de transformacion:
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1 0 0 0 0 0 ]
0 cos? 6 sin’ @ 0 0 cos 6 sin 6
0 sin’ @ cos?d 0 0 —sin 6 cos 6
T (5.99)
0 0 0 cosf) —sinf 0
0 0 0 sinff cosf 0
0 —2sinfcosf 2sinfcosf 0 0 cos? 6 — sin? 0

Donde el dngulo 6 se determina forzando que la deformacion cortante en el plano
(eq, €3) sea nula:
—2€23

tan (—26) = (5.100)

€22 — €33
El tensor de flexibilidad (H) relaciona las deformaciones y las tensiones mediante
la expresion:
e=H:o (5.101)

El modelo considera que todos los procesos de dano pueden ser satisfactoria-
mente descritos mediante un conjunto de variables de dano escalares (dj, day, dg).
Donde el simbolo + hace referencia al cierre de las grietas bajo cargas a compre-
sion. dq4 se refiere a las grietas cuya normal coincide con el vector e, doy almacena
el dano en el plano transversalmente isétropo y dg el dano a cortante 12 y 13. La
descripcion del dano en el plano transversalmente isétropo no es capaz de detectar
el direccionamiento del dano a un nivel constitutivo pero si es detectado a un nivel
macroscopico a partir de la unién de puntos isotropamente danados [220]. La matriz

de flexibilidad se escribe en funcion de las variables de dafo:

[ 1 V12 V12 T

1-d)BE B B ’ ’
1
_%112 (1 —dy) Ey _% ’ ’
1
He | % & G—aE ’ !
1
0 0 0 AT 0
1
0 0 0 0 AT
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El cierre de las grietas es detectado mediante las expresiones:

dy = d1+<an>+d1 (=ou)

!011’ - |<711\

by = dy, 372 4 g, (Z02) (5.103)
|U22| |022|

ds = d2+<a33>+d27<_033>
1033’ |033\

Debe tenerse en cuenta que las condiciones de cierre de grietas afectan a ca-
da componente normal del tensor de tensiones independientemente lo que provoca
que bajo estados de tension desviadores en el plano 2-3 el material se comporta

ortotropamente.

Si se fuerza la coaxialidad de las tensiones y deformaciones en el plano transver-

salmente isotropo el médulo de rigidez cortante debe evaluarse:

033 — 022
Gog = /———

2ess — o) (5.104)

Si las tensiones principales en el plano transversalmente isétropo tienen el mismo
signo las variables de dano asociadas al plano transversal tienen en mismo valor

(dy = d3) resultando un médulo a cortante:

_ Ey(1—dy)
Gas = [+ vas (1 — )] (5.105)

Una observacién importante es que el modelo nunca exhibe un modulo a cortante
negativo como sucede en muchos de los modelos tipificados como “rotating crack
models” [55]. Una relacion de rigidez secante negativa es completamente inadmisible,
aqui se evita pues el dano transversal es isétropo cuando las tensiones tienen el mismo
signo.

Para determinar las tensiones en el sistema de coordenadas global (¢) hay que

rotarlas segun:

. ] (5.106)
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5.3.2. Energia libre complementaria y disipacion mecanica

Para garantizar la admisibilidad termodinamica del modelo la evoluciéon de la
densidad de la energia elastica almacenada en el material debe respetar los principios
de la termodinamica. Se propone la siguiente expresion para describir la densidad

de energia complementaria del material:

o1 1 o3 o3 Vig
G = 11 22 33 B B
2(1 —dy)E4 + 2F, (1—d2 - 1—dj o (022 + 033) 011
1% 0-2 + 0.2
_Ei;z022033 + m + (0411011 + g (0’22 + 033)) AT+ (5.107)

+ (511011 + 522 <0'22 + 0'33)) AM

donde a1 y g son los coeficientes de dilatacion térmica longitudinal y transversal.
G111y (a2 son los coeficientes de expansién higroscopica longitudinal y transversal.
AT y AM es el incremento de temperatura y humedad respecto los valores de
referencia.

Para satisfacer el segundo principio de la termodinamica es necesario garantizar

una disipaciéon mecanica positiva. Esta se puede expresar:

o T ad="2.4> )
. g d=75qd=0 (5.108)

La variacién de energia complementaria al evolucionar el dano, o fuerzas termo-

(1]

(06‘ ) oG .  0G
= 0+ =

dindamicas conjugadas a las variables de dano, se determinan:

lea_Gzla—%l .Y:?.:anl 053
ddy  2(1—dy)’E, dds  2(1—ds)” E, (5.100)
oG 1 o2, _0G 1 o}, 407, '
T 0dy  2(1-dp)’E, 0 0ds  2(1-—dg)’Ghe

Debido a la particular eleccién de la energia complementaria las fuerzas termo-
dindamicas conjugadas a las variables de dano son siempre positivas, luego si las
variables de dano son mon6tonamente crecientes se garantiza automaticamente una

disipacion positiva:

= = Yidy + Yady + Yads + Yedg > 0
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5.3.3. Funciones de activacién del dano (Fy)

Existe un espacio de deformaciones donde el material responde segin la ley
de Hooke. Este espacio se encuentra cerrado por tres superficies definidas con las
funciones de activacién del dano. Cada funcién de activacion del dano estad asociada

a un mecanismo de dano, éstas pueden expresarse:
Fro=¢rs—1+<0 ; Fo=¢,-—r,-<0 ; Fpr=¢r—rr <0 (5.110)

Donde las funciones de carga (¢n; N = L+, L—,T) dependen de las deformacio-
nes y del conjunto de constantes eldsticas y de resistencia del material. Los umbrales
de dano (ry) toman el valor de 1 cuando el material no esta danado y aumentan con
el dano. Los umbrales de dano forman el conjunto de variables internas del modelo
y se relacionan con las variables de dano (dy;; M = 14,1—,2+,2—,6) mediante las
leyes de dano. Los umbrales de dano definen el valor méaximo que pueden alcanzar

las funciones de carga antes que el dano aumente.

5.3.4. Funciones de carga (¢y)

Las funciones de carga determinan el inicio del dano bajo cualquier estado de
cargas. Una apropiada eleccién es esencial para obtener resultados precisos. Estas
hacen la funcién de criterio de fallo.

En materiales compuestos unidireccionales, utilizar una funciéon de carga a trac-
ci6én longitudinal (¢4 ), dependiente exclusivamente de la deformacién o la traccién
normal a las fibras ofrece una buena aproximacién a los resultados experimentales

[123][124]. Aqui se considera el primer caso:

_ (e11)
o = Ey X, (5.111)

El dano ocasionado en direccién longitudinal por cargas a compresion es el proce-

so mas complejo de todos los involucrados en el fallo de los compuestos. La funcién de
carga a compresion longitudinal (¢ ) depende basicamente de la deformacién lon-
gitudinal (€17) pero el cortante influye en el fallo (712 y 713) asi como la compresién
producida por las cargas transversales (92 y £33). La determinacién de una funcién
de carga precisa se dejara para mas adelante, en ese caso se considera la funcién

mas simple capaz de ajustar a un ensayo uniaxial a compresion longitudinal:
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¢ = E <_;;1> (5.112)

La funcién de carga transversal (¢7) determina el dano transversal producido

bajo tensiones transversales y cortantes. Se considera una funcién que coincide con
las tres resistencias obtenidas de ensayos uniaxiales (Y7, Yo y S), la funcién se

escribe.

Yo —Yr . N 1. N G2y + 73
¢T = \/<%(022+033> -+ YoYs (022 —033>2—|—125—%13> (5.113)

Donde el tensor ¢ representan las tensiones efectivas calculadas con la expresion
& =Hy" : ¢ siendo Hy el tensor de flexibilidad no dafiado, ecuacién (5.102) con

dy = 0.

A
Os3 Oz
B A B-B”
Y
/ Y, on
B
Ye
>
VY:Ye G2~ 033
A’
A
61 2 A‘A
A
Oy
S, St
> >
Ye Yr o 22 Y:Ye G224033
YC-YT

Figura 5.32: Superficie de activacién del dano transversal Fip.

En la figura[5.32/se muestra la funcién de dano transversal (Fr) con la funcién de

carga propuesta anteriormente (¢7). La imagen superior de la derecha corresponde
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a la superficie con tensiones en el plano 1-2, se observa como valores moderados de
compresion transversal producen un efecto beneficioso en la resistencia a cortante,

de acuerdo con los resultados experimentales.

5.3.5. Evolucién de los umbrales de dano (ry)

La evolucién de los umbrales de dano (ry) deben respectar las condiciones de
" Kuhn-Tucker”.

v >0 ;3 Fn<0 ; 7yEn=0 (5.114)

En un problema casi-estatico las funciones de activacion del dano, ecuacion
(5.110), deben ser no positivas. Cuando las funciones de activacién del dano Fy
son negativas la respuesta del material es eldstica. Cuando una funciéon de carga
activa un criterio, Fiy = 0, es necesario evaluar el gradiente <;5N. Si este es no posi-
tivo, el estado del sistema es de descarga o carga neutra y el dano no evoluciona. Si
el gradiente ¢y es positivo el dafio evoluciona y debe garantizarse la condicién de
consistencia del dano:

Ey=o¢n—in=0 (5.115)

Debido a que los valores de las funciones de carga solo dependen de las defor-
maciones y que los umbrales de dano del danio es posible integrar explicitamente el
modelo constitutivo [221][222].

La evolucion de los dominios elasticos activos viene definido por la condicion de
consistencia. No obstante en la definiciéon del modelo constitutivo es necesario definir
la relacion existente entre la evolucion de los dominios eldsticos inactivos frente a
los activos. Se asume que el dano longitudinal y el transversal no se encuentran

acoplados no obstante si lo estan el dano longitudinal a traccién y a compresion.

Evolucién del umbral de dano transversal (r7)

La variable interna r7 indica el nivel de dano transversal del material. Su evolu-
ci6n viene marcada por la condicién de consistencia; ¢ = 77, ecuacién (5.115)), su

integraciéon temporal se obtiene de forma explicita:

rp = méx{l,lrl%)g {qﬁ%}} (5.116)
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Evolucién de los umbrales de dano longitudinal (r.)

Bajo cargas a traccién longitudinal se genera un plano de fallo perpendicular
a la direccion de las fibras. Si se invierten las cargas el material danado es capaz
de sustentar tensiones debido al cierre de las grietas. La rigidez serd menor pues
las fibras rotas pierden su alineacién inicial y son incapaces de transferir la misma
tension. No obstante, el inicio del dano a compresion viene determinado por la
degradacion de la matriz, provocando la pérdida de confinamiento de las fibras y su
desestabilizacion [123][124]. Se asume que las deformaciones necesarias para inicial
el dano a compresion permanecen inalteradas por dano generado previamente a
traccion.

Bajo cargas longitudinales a compresion el dano generado produce una “kink
band”, se danan las fibras y la matriz en una seccion de dimensiones determinadas.
Si se invierten las cargas el limite elastico aumentara pues ya se habra generado un
plano de falla. Con estas suposiciones se considera que la evolucién de las variables

internas pueden escribirse:

Traccién 7'“L+ = ¢L+ y 7."L— =0

) G- st rpp <rpo
Compresion 7, =¢p_ y Tpi =
0 st rpy>rp-

La integracion de los umbrales de dano resulta en relaciones explicitas:

rLy = méX{l,Isn%fg{sﬁh} ,glf%fg{dﬁi_}} ;
(5.117)

T = IMAax {1, gi%if {gbi_}}

5.3.6. Leyes de dano (d,)

Las leyes de dano relacionan los umbrales de dafio con el valor del dano: dy(ry)
donde M = 14+,1—,2+,2—,6 y N = L+, L—,T. Se considera que bajo cargas a
traccion (leyes dy1 y daoy ), compresion de la fibra (d;_), y cortante fibra-matriz (ds)
el dano se localizara en un plano justo después de finalizar el régimen lineal elastico.
A pesar de ser un fenémeno bien conocido que el cortante entre fibra y matriz

tiene un comportamiento no lineal de dano difuso y deformaciones permanentes
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antes de la localizacién, como se ha modelado en el plano en la seccién 5.2.5, se
dejard la definicién de estas leyes maés precisas para trabajos futuros. Bajo cargas
a compresion transversal la ley de dano produce una respuesta tension deformacion

con endurecimiento, como se muestra en la figura 5.33.
G4

Yr

Figura 5.33: Respuesta tension deformacion en el plano transversal.

Las leyes de dano dy; con M = 1+4,1—,2+4,6 provocan la localizacién de las
deformaciones en un plano de fallo y, para su ajuste, se utiliza el ”"Crack band
model”. Este requiere que la ley de dano provoque una relacién tangente negativa
y la regularizacién de la energia disipada en funcién del tamano del elemento finito

segun la relacion:

Gm
l*

donde Gj; es la energia de fractura, [* la longitud caracteristica del elemento finito

(5.118)

M =

v gu la densidad de energia de fractura en un ensayo uniaxial determinada:

o . o0 d
Im Z/ Yyduydt Z/ Yi—dry (5.119)
0 1

N
Existe un tamano de elemento finito a partir del cudl es imposible garantizar la
igualdad (5.118) sin que la respuesta tensién-deformacién exhiba “snap-back”. Este

tamano limite corresponde:
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- QEMGM
= X]2VI

Si la discretizacién resulta en elementos finitos con un tamano caracteristico

I* (5.120)

mayor se puede garantizar una disipacién de energia correcta disminuyendo la resis-

Xy = ,/m‘;# (5.121)

Esta solucion no es aplicable en aquellos elementos situados en lugares donde

tencia del material segun:

empieza el dano ya que la resistencia es un parametro importante. No obstante, es
una buena solucién en aquellos elementos finitos donde se produce la evolucion de

una grieta ya que la energia de fractura es el parametro critico.

Traccién transversal (ds. )

Se considera que el dano a traccion transversal se encuentra relacionado tinica-
mente con el umbral de dafio transversal (ry) no dependiendo de los umbrales de
dano longitudinal (rz.).

El comportamiento del material es lineal elastico antes de la localizacion de las
deformaciones. Por esta razoén la ley de dano (da. (r7)) produce una respuesta tensiéon
deformacion con ablandamiento. El perfil de la ley de dano se encuentra relacionada
con la ley cohesiva del material, su determinacion experimental es dificil. Aqui se
asume que una ley exponencial es apropiada para describir las tensiones cohesivas

presentes en el proceso de apertura de la grieta.

dyy =1 ﬁ exp (Ass (1= f (1)) (5.122)

donde la funcién f (ry) es del mismo orden de la funcién de carga para garantizar

que no existe endurecimiento. Esta se escribe:

YT — YC + \/(YC — YT)2 —|— 4YCYTT‘%
frr) = Y,

La densidad de disipaciéon en un ensayo uniaxial a traccion transversal se obtiene

(5.123)

aplicando la relacién (5.119). Esta se encuentra relacionada con la energia critica de

fractura transversal en modo I (Go4) y el tamafo caracteristico del elemento finito
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(I*) con la igualdad (5.118)). De estas relaciones se obtiene el pardmetro de ajuste de
la ley Ao, como este no puede ser obtenido explicitamente debe realizarse mediante
los algoritmos numéricos presentados en los apéndices A.1y A.2.

Si el tamafio del elemento finito es mayor al presentado en la ecuacion (5.120)
se puede disminuir la resistencia transversal (Y7) segin la expresién (5.121). Luego,

una vez alcanzada la resistencia tltima la tension transversal se reduce a cero.

Compresién transversal (d,_)

Como en el caso de traccién transversal se considera que la variable de dano
transversal a compresion sélo depende del umbral de dafio transversal (rr).

Si se ensaya una lamina unidireccional a compresion se observa que esta rompe a
un angulo de aproximadamente 53° respecto la normal del laminado. La localizacion
del dano no se produce en las direcciones principales de las tensiones. Para evitar
que el dano evolucione perpendicular al laminado se impide que el dano se localize
en un ensayo uniaxial a compresién mediante una ley con endurecimiento.

Si se considera que una vez alcanzado el Y el material empieza a danarse y la res-
puesta tensién deformacién sigue lineal pero con un pendiente H. La relacion cons-
titutiva en un ensayo uniaxial se puede expresar: 099 = Hego+Y = (1 — dy_ ) Egoe9.
Aislando la variable de dano y determinando la relacién del umbral de dano (r) con
las deformaciones transversales, ecuaciones (5.101), (5.113) y (5.116)), en un ensayo
uniaxial resulta:

H 2A (B, — H) Y,
dye =1— 4 (. — H) Yo

Ey g2 <—B — /BT 4A(C - r%)) (>124)

siendo H la relacién tangente en un ensayo uniaxial a compresién como se muestra

en la figura 5.33. Las constantes A, B y C' se determinan:

(EQ —+ V23H)2
(1 + V23)2 YCYT
(Yo — Yr) (Ey — H (193 + 2v19191)) (BEy — H) vo3 (E2 + v93H)

B = -2
YCYT (1 — Vg3 — 21/12V21) E2 (1 —+ 1/23)2 YT

(E2 — H)2 V223YC (YC — YT) (EQ — H) (V23 + 2V12U21)
E2(1+193)° Yo EoYr (1 — va3 — 2v15v91)
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Traccién longitudinal (d;;)

El dano longitudinal a traccién se encuentra relacionado con el dano longitudinal
generado a traccion y, también, por el generado bajo cargas a compresion. El umbral
de dano (r;+) detecta ambos tipos de dafio. Se considera que el valor del umbral
de dano transversal (rr) no afecta al dano longitudinal. Cuando el material dana
bajo cargas de traccion longitudinal el dano se localiza en un plano de fallo siendo
la regién no lineal con endurecimiento despreciable.

Si se considera la ley de dano exponencial:

1
diy =1— —exp(Aiy (1 —7rr4)) (5.125)
T+

donde el pardmetro de ajuste A, se obtiene a partir de la regularizacion de energia

expresada en (5.118), resultando:

X2
T 2E,Gyy — X2

donde G, es la energia critica de fractura longitudinal en modo 1. Si el tamano del

Ay (5.126)

elemento finito no cumple la expresién (5.120) puede reducirse la resistencia segin
la expresién (5.121) y tomar A;, como infinito.

La ley exponencial no es muy adecuada para determinar la respuesta a traccién
longitudinal [16]. El proceso de fallo empieza con una brusca caida de la tensién
longitudinal que corresponde con el fallo de las fibras y la matriz. Después aparecen
tensiones que corresponden a las fuerzas de "pull-out” necesarias para sacar las fi-
bras de la matriz. En esta segunda fase las tensiones disminuyen lentamente al abrir
la, grieta. En el capitulo [6, asi como en las referencias [224][225], se propone una
ley constitutiva con una fase lineal y otra exponencial para modelar ambos proce-
sos. La aplicacién de la ley lineal-exponencial en este modelo no requiere ninguna

modificacién a la presentada en el capitulo 6

Compresién longitudinal (d;_)

El dano a compresion longitudinal es funcién del umbral de dano longitudinal
a compresién (ry_). Si previamente se ha generado dano a traccién la recuperacién
de la rigidez al cerrarse las grietas no es total debido a que las fibras rotas pierden

su alineacion y son incapaces de transmitir las cargas. Este efecto se tratara en el
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siguiente capitulo. El umbral de dano transversal (rr) no se considera importante
en la disminucién de la rigidez longitudinal.
Se asume una ley exponencial que produzca ablandamiento en la relacién cons-

titutiva:

di_=1- 1 exp(A;_ (1 —rg_)) (5.127)

rL—
donde el parametro de ajuste A;_ se obtiene a partir de la regularizacién de energia

expresada en (5.118), resultando:

20" X2

A =
T 2R G - P XE

(5.128)

donde GG1_ es la energia disipada al generarse una “kink band” por unidad de super-
ficie. Si el tamanio del elemento finito no cumple la expresién (5.120) puede reducirse
la resistencia segun la expresion (5.121) y tomar A;, como infinito.

Esta ley puede ser mejorada utilizando la propuesta presentada en el capitulo 6,
donde se tiene en cuenta la posible pérdida de rigidez a compresion debido al dano
generado a traccién. Cuando en un ciclo se ha generado dano a traccién y luego se
invierten las cargas las grietas generadas a traccion se cierran y parte de la rigidez
se recupera. No obstante las fibras rotas pierden su alineacién y se produce una

pérdida de resistencia.

Cortante (dg)

La rigidez cortante se ve afectada por las grietas longitudinales y transversales
independientemente de su orientacion. La pérdida de rigidez a cortante es funcion

de los umbrales rp vy r, . La variable de dano a cortante dg se puede expresar:

dg =1—[1 —dg(rr)](1 — diy) (5.129)

Cuando se realiza un ensayo uniaxial a cortante solo evolucionara el umbral de
dano transversal y, consecuentemente la variable dg. Si se asume que el dano localiza

se puede utilizar una ley exponencial:

1
dg=1-— XD (Ag (1 —rp)) (5.130)
T
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El parametro de ajuste Ag se obtiene a partir de la aproximacién propuesta en
la expresién (5.118) con la energia de fractura en modo II. El pardmetro de ajuste

Ag resulta:

s
T 2G1Gs — 152

donde Gg es la energia critica de fractura transversal en modo II. Si el tamano

Ag (5.131)

caracteristico del elemento finito es mayor al que resulta de la expresién (5.120), la

resistencia se puede reducir segin la expresion (5.121).

5.3.7. Algoritmo y tensor constitutivo tangente

El modelo constitutivo se implementa mediante el algoritmo que se presenta en

el cuadro 5.16 . Todas las relaciones son explicitas con lo que el proceso de célculo

es rapido.
1 - Leer el tensor de deformaciones en el instante t e’
2 - Determinar la direccién transversal principal: ot
Eft
3 - Rotar las deformaciones o |~ T'e
4 - Calcular el tensor de tensiones efectivas ot =H, '
5 - Calcular las funciones de carga @S, ()
6 - Calcular las variables internas iy (5t oY)
7 - Calcular las variables de dano dyy (%)
8 - Determinar el tensor de tensiones nominales of = (HY) &t
T| ot
9 - Rotar las tensiones ¢t = (TY) 0
10 - Calcular el tensor constitutivo tangente Ci = (TH)" ¢t

Cuadro 5.16: Algoritmo de integraciéon del modelo constitutivo.
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Tensor constitutivo tangente

Para obtener una buena convergencia es necesario determinar la relacion tangen-

te.

¢=Crp:é (5.132)

En primer lugar se determina el tensor constitutivo tangente en el sistema de

coordenadas del modelo, (e;, ey, e3). La variacién temporal de la relacién secante

descrita por la ecuacién (5.101) se escribe:

. oH .
e=H:6+H:0=H:64+—-d:0
od
desarrollando la expresion anterior se obtiene:
~ ~ —1
o=C:¢ C=H (I-M) (5.133)
donde:
i 0'11 6d1 0'11 adl 0'11 (9d1 0'11 3d1 0'11 (9d1
(1—d1)%Ey Oe11 (1—d1)%Eq Oe22 (1—d1)%Eq Oeas (1—d1)?E1 02 (1—d1)?E; 0713
(1—d2)2E2 Oe11 (1—d2)2E2 Oeaa (1—d2)2E2 Oess (1—d2)2E2 0712 (1—d2)2E2 0713
M = __ 033 0Ods __ 033 0Ods __o33_ Ods _ o33  Od3  _ o33 Odg
(1—d3)?E2 Oe11 (1—d3)?Ez Oe22  (1—d3)?Fo 0233 (1—d3)?E2 Ov12  (1—d3)?E2 9113
012 Odg 012 Ode 012 Ode 012 Ode 012 Ode
(17d6)2G12 Oe11 (1*d6)2G12 Oea2 (1*d6)2G12 Oe33 (17d6)2G12 Ov12 (1*d6)2G12 0713
L (1—d6)2G12 Oe11 (1—d6)2G12 Oe22 (1—d6)2G12 Oe33 (1—d6)2G12 Ov12 (1—d6)2G12 0713 i

los componentes escalares del tensor M se encuentran desarrollados en el apéndice

A3l

El sistema de coordenadas (eq, ey, e3) varia con las deformaciones. La variacién

temporal de las relaciones de transformacion (5.98)) y (5.106) se pueden expresar:

k

Mediante las ecuaciones (5.133) y (5.134) la relacién tangente en el sistema de

coordenadas global se expresa:

. T
¢=T

+ Tt

=Te + Té¢ y g':TT

o

Te—i—TT

+T7T

1

Té

(5.134)

(5.135)




5.3. MODELO DE DANO TRANSVERSALMENTE ISOTROPO 185

Consideremos ahora un sistema de coordenadas fijo que coincida, en el instante
actual, con el sistema de coordenadas mévil (e, ez, e3). En este sistema de coorde-

nadas la matriz de rotacion coincide con la matriz identidad T = I y su derivada

temporal: T = 8‘953 - €93 = %—r‘g‘ezo 8223 o €93.
(000 00 0 0]
0 0 0O
T €23 0 0 0O -1
€22—€3 | 0 0 00 —1 O
0 0 01
0 -2 2 0

La matriz constitutiva tangente en este sistema de coordenadas fijo se expresa:

022—033
2(e22—€33)

C
© ] (5.136)
donde

C~Y15€12 - C~Y14613
6'25612 - 6'24613
c=——— | Casern — Cer (5.137)
Cusers — Cuaers + 013/2

055612 - 054613 - 012/2 |

Para determinar la matriz constitutiva tangente en el sistema de coordenadas

global (¢ = Cr : ¢) sélo se requiere rotar un angulo 6 la matriz C.

Cr=TICT (5.138)
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5.3.8. Ejemplos numéricos

El modelo constitutivo se ha implementado como una subrutina UMAT de ABA-
QUS [219]. Se utilizan elementos tridimensionales de 8 nodos C3D8 de la librerfa del
programa. Para validar el modelo presentado se realizan un conjunto de experimen-
tos numéricos para analizar el proceso de agrietamiento transversal de laminados

7cross-ply”.

Modelizacién del agrietamiento de la matriz

Para utilizar el modelo transversalmente isétropo es necesario realizar una dis-
cretizacion lo suficientemente densa capaz de describir con precision la cinemaética
de una grieta. En la figura 5.34/ se muestra la malla deformada en dos instantes
diferentes de agrietamiento, se puede observar la correcta descripcion de la localiza-
cion de las deformaciones. También aparecen delaminaciones en el proceso de dano.
En la figura 5.35 se muestran las tensiones principales de una capa central de un
laminado “cross-ply”, se puede observar la presencia de una grieta y el efecto que
esta produce en el campo de tensiones.

Si se considera un laminado multicapa sin dano el campo de tensiones en el
laminado es uniforme, exceptuando las regiones cercanas a los cantos libres donde
aparecen estados de tensién tridimensionales debido al cortante que debe transferir
la interfase [161]. Estas tensiones son constantes a lo largo de todo el canto libre. La
aplicacién de un modelo de dano con ablandamiento en estos casos produce que el
criterio de dafio se active en el mismo instante en todos los elementos sometidos al
mismo estado tensional. Para provocar la localizacion de las deformaciones forman-
do grietas es necesario introducir algin tipo de perturbacion o aleatoriedad en las
propiedades del material.

La introduccion de la estadistica en la mecanica computacional es un tema de
gran complejidad que no pretende ser tratado en este trabajo. Para una mayor
profundizacién se puede consultar [34]-[36]. No obstante, para solucionar el problema
de la localizacién en un plano se opta por generar una distribucién aleatoria de la
resistencia transversal (Yr). Se genera un campo de resistencias aleatorias definidas
a nivel de cada elemento finito mediante una distribucién uniforme, cuya resistencia

minima es la que se obtiene en un ensayo uniaxial y la maxima varias veces superior.



5.3. MODELO DE DANO TRANSVERSALMENTE ISOTROPO 187

Se considera que la tnica propiedad del material con una distribucion aleatoria es
la resistencia transversal aunque, en realidad, también deberian considerarse los

modulos de rigidez y las energias de fractura.
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Figura 5.34: Secuencia del agrietamiento transversal y la delaminacién en un mate-

rial [0, 90];. Ampliacién de la deformada 50 veces.
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Figura 5.35: Tensién principal en una capa embedida en un laminado con la presencia

de grietas.

Es necesario decir que esta distribucion de resistencias deberia tener en cuenta la
resistencia tedrica del material y también el tamano del elemento finito considerado,
lo cudl modificard, no sélo los parametros de resistencia media y varianza, sino tam-
bién la propia funcién de distribucién. Al mismo tiempo los campos de las variables
se encuentran altamente correlacionadas.

Considérese, a modo de ejemplo, un elemento finito cuyas dimensiones son varias
veces superiores al tamano de la zona de proceso de fallo. En este caso es probable
que las propiedades de resistencia y energia critica de fractura sigan una distribucion
de Weibull (ambas o una variable que las considere). No obstante, si el tamano del
elemento finito es mas pequeno que la zona de proceso de fallo, la distribucion de
Weibull no es aplicable, pues antes que se genere una grieta a lo largo del espesor

se producird una significativa reordenacién de las tensiones.
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Figura 5.36: Secuencia del crecimiento de una grieta en una lamina embebida. Va-

riable de dano de la matriz y deformacién principal maxima.
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Crecimiento de una grieta en la matriz

Parvizi [3] observé que las grietas en laminados multicapa se generan en una
esquina y progresan hacia el interior de la capa. En la figura 5.36 se muestra un
fragmento de laminado donde se ha modelado la mitad de su espesor. Se observa
que la grieta empieza en el canto libre y progresa hacia el interior del laminado. Antes
de la aparicién de la grieta empieza a danarse el canto libre forméandose pequenas
grietas, a partir de cierto instante la mayoria de grietas dejan de crecer y una de
ellas progresa a lo largo del ancho de la probeta. Las tensiones producidas en el
canto libre [161] son la causa de la formacién de estas grietas, asi como de posibles
delaminaciones.

En la figura 5.37 se muestra como el crecimiento de la grieta no evoluciona en
direccién longitudinal, formando una recta, sino que en el centro de la capa la grieta

se encuentra méas avanzada.

Figura 5.37: Crecimiento de una grieta desde el extremo libre de una capa central
hacia el interior del laminado. Los cuatro elementos inferiores forman una capa a 0°

y los otros a 90° formando un laminado [0, 90], donde sélo se modela medio espesor.
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Patron de agrietamiento de la matriz

Nairn [199] dibujé el patrén que siguen los laminados en el proceso de agrieta-
miento. Si en un laminado “cross ply”, [0,90]s se aplican cargas en la direccién a
90° las grietas en la matriz aparecen en las capas externas. Estas no se encuentran

en el mismo plano sino desfasadas, como se muestra en la figura 5.38.

Figura 5.38: Agrietamiento de un laminado [90, 0],. Se muestra la deformacién prin-

cipal maxima. Deformada aumentada 30 veces.

Este agrietamiento asimétrico, cuando las laminas son externas, es facilmente
explicable si se tiene en cuenta el proceso de agrietamiento esquematizado en la
figura 5.39. Considérese que aparece una grieta en la capa exterior, provocando la
descarga elastica en cierta regién a su alrededor. El efecto resultante de este proceso
es que el laminado deja de ser balanceado en la zona de influencia de la grieta. En
la imagen de la izquierda se muestra la linea neutra del laminado con la presencia
de una grieta, la cual se ha desplazado dejando de coincidir con la linea central del
laminado. Al aplicar cargas externas esta linea tiende a enderezarse, cémo se muestra
en la imagen central de la figura [5.39. Este proceso produce que aparezcan flectores
en el laminado, produciendo que en el extremo opuesto a la grieta les tensiones

disminuyan, marcado con cuadrados en la figura y a cierta distancia aumenten, con

circulos en la figura.

Figura 5.39: Agrietamiento en desfase de un laminado [90,0,90] debido a que el

laminado deja de ser balanceado al aparecer la primera grieta.

En la figura [5.40 se muestra la evolucion de las grietas externas en un laminado
“cross-ply”. Esta corresponde a un detalle de la figura [5.38, simulado mediante
el modelo constitutivo para un material transversalmente isétropo presentado en

este capitulo. En la imagen superior el laminado sélo presenta una grieta. A cierta
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distancia, en el plano donde aparecera la siguiente grieta, se muestra la deformacion
principal maxima. Se observa que el material se encuentra mucho més cargado en
la capa inferior que en la superior. Este mismo proceso se repite en la formacion de
la siguiente grieta.

Este proceso de agrietamiento asimétrico aumenta al disminuir la inercia de la

capa central y aumentar la inercia de las capas externas. Evidentemente, una buena

manera de mitigar este efecto es reduciendo el espesor de las capas externas.

Figura 5.40: Proceso de agrietamiento en un laminado [90,0];. Se muestra la de-
formacion principal maxima a lo largo del espesor en el lugar donde aparecerd la

siguiente grieta. Deformada aumentada 30 veces.
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Respuesta tension deformacion

Se realiza un estudio numérico para determinar la respuesta tensiéon deformacién
de la matriz en el proceso de agrietamiento. El material elegido es Hexcel IM7-
8552 CFRP cuyas propiedades elasticas, de resistencia y energias de fractura son

presentadas en el cuadro 5.17.

El (GPa) E2 (GP&) G12 (GP&) V19 V23 (Y11 (/OC) 92 (/OO>
171.42 9.08 5.39 0.32 0.5 -5.5x107% 25.8x107°
Xr Xc Yr Yo oao(?) Sp Gop Ge Gy G
2323.5 1200.1 62.3 199.8 53 92.3 0.2774 0.7879 81.5 106.3

Cuadro 5.17: Propiedades elasticas, coeficientes de dilataciéon, resistencias de una

capa unidireccional (MPa) y energias de fractura (N/mm).

Se realizan un conjunto de ensayos numéricos donde se presenta la tensién media
en la capa central en distintos laminados: [0,,90,]s con n = 2, 6, 10, 14 y 18 al
aumentar la deformacién. El espesor de cada capa es de 0.05 mm. Las capas de
tipo I corresponden a las que tienen un espesor menor a la determinada por la
ecuacién (5.12)). Considerando ky = 2, resulta un espesor critico de 0.649 mm lo que
corresponde a 12.98 capas, es decir n = 6.49. Las capas mas gruesas corresponden
a capas de tipo II.

Aprovechando la simetria del laminado se modela medio espesor con 8 elementos
por capa y un elemento de ancho. Se considera un estado plano de deformaciones en
direccion transversal. Esta es una aproximacion aceptable en el interior del laminado.
La longitud de la probeta es veinte veces el espesor. No se consideran las tensiones
térmicas residuales provocadas en el proceso de fabricacién del laminado.

Para generar el campo aleatorio de resistencias transversales se utiliza una dis-
tribucién uniforme con una resistencia minima de Y2 = YVP y una méxima de
Y = MYFP con M=2 y 3. Se asume que esta distribucién es independiente del
tamano del elemento finito.

Se aplica un desplazamiento uniforme en el extremo de la probeta, la deforma-
cién normal media del laminado se determina ¢y = u/L, debido a las simetrias la

curvatura del laminado es nula: kK = 0. Para determinar la tensiéon homogeneizada



194 CAPITULO 5. AGRIETAMIENTO DE LA MATRIZ Y DELAMINACION

de la capa central a 90° se utiliza la expresion:

1
022 = V/O-22dv (5.139)

No se considera danio en la fibra para poder determinar un mayor rango de
respuesta en el proceso de dano transversal. No obstante, con las propiedades del

cuadro [5.17 la fibra rompe a una deformacién de 0.0136.

150 200
150 + —
100}
022 -——————
022 100} 3 r i aiatts
50+
50
0 : : : : : ] 0 : : : : : ]
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
€22 €22
100 100
n=6 n=10
sl ool
60+ - - .- : 60
022 022 S== ==
40t . : 40t
20+ : 20+
0 : : : : : ] 0 : : : ]
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0 0.005 0.01 0.015 0.02
€22 €22
100 100
n=14 n=18
80+ 80
60+ 60
022 022
a0t --ZI-Z-=Zo! 40l e B
20+ 20+
0 : : : 0 : : i
0 0.005 0.01 0.015 0 0.005 0.01 0.015
E92 €22

Figura 5.41: Respuesta tensién deformacion transversal en la capa central de un

laminado multiaxial. (Tensiones en MPa)
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En la imagen superior izquierda de la figura 5.41 se muestra la respuesta tensién
deformacién (G99 — o) de las distintas probetas analizadas. Las lineas en gris corres-
ponden a M = 2 y las negras a M = 3. Se muestra la respuesta para n = 2, 6, 10,
14 y 18. Al aumentar el nimero de capas juntas la respuesta tensiéon deformacién
disminuye detectando de una manera cualitativa el efecto tamano.

En las otras imagenes de la figura 5.41 se muestra la respuesta para cada tipo
de laminado y se compara con las predicciones del modelo analitico desarrollado
en la primera parte del capitulo. En la pagina 126 se ha comentado que el modelo
analitico maximiza la densidad de agrietamiento (ver la figura [5.12)), por este mo-
tivo se dibujan las lineas discontinuas en la figura [5.41/ las cuales corresponden al

agrietamiento minimo (linea superior), y medio.

120
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Figura 5.42: Tensién transversal maxima en la capa central de un laminado multi-

axial. Izquierda en escala lineal, derecha logaritmica. (Tensiones en MPa)

En la figura 5.42/ se muestra la maxima tension transversal media que alcanza
el laminado. Esta corresponde a la tensién en que aparece la primera grieta a lo
largo de todo el espesor, segin el modelo analitico y también el numérico si no
existe un lugar extremadamente debilitado en el proceso de generacion aleatoria
de resistencias. La linea continua corresponde al resultado del modelo analitico y

la discontinua la resistencia de una capa unidireccional. En gris se muestran los
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resultados para M = 2 y en negro por M = 3. Los cuadrados corresponden a la
tensiéon maxima mientras los rombos se han determinado aplicando la ley lineal
elastica a la deformacién de la tensiéon maxima.

La diferencia entre la tensién alcanzada asumiendo una ley lineal elastica y la
tensién media obtenida con la expresién (5.139) se debe al dano que experimenta
el material sin localizarse en una grieta. Este efecto aumenta en las capas delgadas

que son capaces de sustentar mayores esfuerzos antes de agrietarse.



Capitulo 6

Analisis estructural

6.1. Introduccion

Debido a la geometria de las piezas laminadas, un espesor relativamente pequeno
comparado con el tamano estructural, es necesario su tratamiento mediante la teoria
de céascaras. Esta ofrece una pobre descripcion cinematica ya que considera que el
estado de deformacion de todas las capas puede ser descrito mediante dos tensores,
uno que almacena la deformacion media y otro la curvatura. Las consecuencias de
utilizar elementos cascara es que la ley constitutiva de cada capa depende de todas

las capas que forman el laminado, como se comenta en la seccién 4.3.7.

6.2. Modelo constitutivo para compuestos lami-

nados

El modelo constitutivo se escribe a nivel de cada capa, se considera que el estado
de la capa es constante en todo el espesor. El modelo se describe en la misma escala

que los anteriormente tratados en el apartado sobre mesomodelos 4.3.

La termodinamica de los procesos irreversibles ofrece un marco general para
la formulacion de modelos constitutivos. En este formalismo pueden incorporarse
observaciones, resultados experimentales y un conjunto de reglas para asegurar el

cumplimiento de las leyes de la termodinamica.

197
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6.2.1. Energia libre complementaria y descripcion del dano

Se define una energia libre en el campo complementario mediante la expresion
[223]-[225]:

G= it + %2 250 + Ye(o12, dg)+
A=) B =) By By T o ds (6.1)

+Yp(012,715) + (11011 + Q22092) AT + (Br1011 + Pa2092) AM

donde Ey, E5 y v15 son las propiedades elasticas de una lamina unidireccional en el
plano. El subindice 1 indica direccién longitudinal (fibra), y 2 transversal (matriz).
La variable de dano d; se refiere al fallo en direccion longitudinal mientras ds se en-
cuentra relacionada con el dano transversal y dg a la pérdida de rigidez bajo cargas
a cortante. La variable interna ~7, indica la deformacién cortante no recuperable.
Qi1 Y Qg son los coeficientes de expansion térmica en direccién longitudinal y trans-
versal respectivamente. (317 y (322 son los coeficientes de expansion higroscopica en la
direccion longitudinal y transversal. AT y AM son las diferencias de temperatura
y humedad respecto a los valores de referencia.

Y.(012,ds) y Tp(012,7%5) son funciones escalares que determinan la densidad de
energia elastica a cortante y de energia elasto-plastica (ver figura [5.21)), respectiva-

mente. Se consideran tres tipos de comportamiento a cortante:

2

o
Elastico: YT, = —2 Y,=0
2(1 — dg)G12 oo
: 50112 ‘7%2
H h ‘T . Te — T e O
e 1 —dgP 21 —dg)C © 7
(st ot GizH (71)°
Elasto-plastico: T, = 2(1_—(1126)G12 y T, =017 — Tw
(6.2)

Donde § y H son parametros de ajuste de la ley de Hahn-Tsai y de la ley plastica
respectivamente. Su funcién es explicada en la seccién 5.2.5.

Para garantizar la irreversibilidad termodinamica de los procesos disipativos, el
dafio y la plasticidad, el incremento de energfa libre complementaria G menos el
incremento de trabajo externo suministrado al sélido ¢ : ¢ a deformacién constante,

no debe ser negativa:
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G—0:2>0 (6.3)
Esta inecuacién corresponde al segundo principio de la termodinamica y debe

ser garantizado por cualquier modelo constitutivo [65]. Expandiendo la expresién en

funcion del tensor de tensiones y de las variables internas resulta:

oG oG . 0G
— g — . d4+ — . gP > A4
(80 e) U+8d +a%,2 €19 >0 (6.4)

Las tensiones son las variables libres del problema y como tal pueden variar li-
bremente. La expansion del paréntesis debe ser nula para garantizar la disipaciéon
positiva de la energia eldstica. Luego, las deformaciones elasticas pueden determinar-
se a partir de la derivada de la energia libre complementaria respecto las tensiones:

oG
E:a—:H:a—l—aAT—l—ﬁAM (6.5)

o
Si el régimen eldstico es lineal, ecuacién (6.2.a y c¢) el tensor de flexibilidad H de

la capa puede escribirse en notacion de Voigt:

i 1 V21 1
- £ 0
(1 — dl) E1 E2
0°G V12 1
i ——== — 0 )
H 80_2 El (1 — dg) E2 (6 6)
1
0 0 TN
I (1—ds)Gra |
. N y ) . 5‘7%2
si se utiliza la expresién de Hahn-Tsai la relacion a cortante resulta Hzz = (1= do)? +
— dg
1
(1—ds)Gia

El cierre de las grietas al invertir el signo de las cargas, también conocido como
unilateralidad del dano, se tiene en consideracién definiendo dos variables de dano
asociadas con el dano transversal y dos mas con el longitudinal. Para determinar
las variables activas en cada situacién es necesario tener en cuenta el signo de las

correspondientes tensiones normales al plano de las grietas:

dy =y o) g o)
o1 o

(6.7)
dy = dy, \72) 4 g, Z02)
o oo
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donde (x) es el operador de McCauley definido (x) := (z + |z|) /2.

El modelo asume que la variable de dano a cortante (dg) no es influenciada por
el cierre de las grietas. El dano a cortante es producido por grietas longitudina-
les y transversales, estas no se cierran bajo tensiones cortantes (oi2). Las grietas
transversales son cerradas bajo tensiones transversales (o92) produciendo el cierre
de las grietas y la friccion de estas. Las grietas longitudinales producen un efecto
parecido bajo tensiones longitudinales (o7;) [51]. Este efecto de la friccién se tiene

parcialmente en cuenta con el modelo friccional.

6.2.2. Funciones de activacion del dano y la plasticidad

La determinacién del dominio elastico bajo estados complejos de tensiones es
una parte esencial de cualquier modelo de dano. Basado en los mecanismos de dano
descritos en la seccién 4.2 se define un espacio de deformaciones donde el compor-
tamiento del material es elastico.

En el presente modelo se asume que el dominio eldstico se encuentra definido por
cinco superficies. Una destinada a determinar la evolucion de la variable plastica y
cuatro para el dano, una para cada mecanismo de dano, longitudinal y transversal
bajo cargas a traccién y a compresion. Las superficies de activacion del dano se basan
en los criterios LaRC03 y LaRCO04. Estos criterios son capaces de representar con
la suficiente precision los mecanismos fisicos que inducen el dano en los compuestos
laminados. El criterio LaRC04 representa una evolucion del criterio LaRC03, algu-
nos mecanismos son tratados con mayor precision, como el “fiber kinking”, ademas
de considerar estados triaxiales de tension. No obstante este incremento de la preci-
sion viene asociado con un significante aumento de la complejidad computacional.
El modelo presentado utiliza una combinacién y simplificacion de ambos criterios
para alcanzar un compromiso entre precision y eficiencia computacional. Los de-
talles completos de la derivacion y validacién de los criterios LaRC03-04 pueden
encontrarse en las referencias [123] y [124].

Las cuatro funciones de activacion del dano, Fl, asociadas al dano longitudinal

(N = L+, L—) y transversal (N = T+,T—) se definen como:

Fry=¢ry —rpy <0 5 Fp=¢r —rp- <0

Frio=¢ry —rre <0 5 Fro=¢r- —rp- <0

(6.8)
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donde las funciones de carga ¢ (N = L+, L—,T+,T—) dependen del tensor de
deformaciones elasticas y de constantes materiales (propiedades eldsticas y de resis-
tencia). Los umbrales del dominio elastico rn (N = L+, L—, T+, T—) toman el valor
inicial de 1 cuando el material no se encuentra danado e incrementan con el dano.
Los umbrales del dominio elastico son las variables internas que describen el dano
en el presente modelo constitutivo, y se encuentran relacionados con las variables de
dano dy; (M = 1+,1—,2+4,2—, 6) a través de las leyes de evolucién del dano. Los
umbrales del dominio eldstico indican, en cualquier instante, el valor maximo que
pueden alcanzar las deformaciones elasticas antes que el dano aumente.

La funcion de activacion de los procesos plasticos se puede escribir segin el

modelo desarrollado en la seccion 5.2.5:

. log (1 4 exp(—pegr))
F, = |’712_H’7{)2| - (7(1)2 log(?)

donde ¥, y 74, forman el conjunto de variables internas plasticas. 7%, H, K y u

i K%@) <0 (69)

son los parametros de ajuste del modelo. La superficie de activacion de las variables

plasticas se puede observar en la figura [5.22.

Dano longitudinal a traccién

La funcién de carga a traccién longitudinal es funcién lineal de la deformacién

longitudinal:

Ey 011 — V12022
bry = — - frs 6.10
L XTE11 Xr ( )

donde el tensor de tensiones efectivas & se determina & = Ho ' : €. Hyg es el tensor

de flexibilidad virgen obtenido de la ecuacién (6.6) con d; = dy = dg = 0.

Dano longitudinal a compresién

El criterio de fallo LaRCO03 postula que una “kink band” esta inducida por el dano
en la matriz. Bajo estas circunstancias las fibras pierden su confinamiento lateral y
fallan bajo el efecto de los esfuerzos a compresién. El desalineamiento inicial de las
fibras y las rotaciones debidas a las tensiones son consideradas en el modelo para

determinar su inestabilizacion.
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La funciéon de activacion del dano utilizada para predecir la formacién de una
"kink band” bajo cargas longitudinales a compresién (617 < 0) y cortantes en el
plano se establece a partir de las componentes del tensor de tensiones 5™ en el

sistema de coordenadas (m) que representan la desalineacién de las fibras.

_ (lop1+ n*o)

_ 6.11
o - (6.11)
donde el coeficiente de friccién longitudinal puede ser aproximado [123]:
2
N ~ Spcos (2a0) (6.12)

Yo cos? o
Las componentes del tensor de tensiones efectivas asociadas al sistema de coor-
denadas de las fibras desalineadas pueden determinarse:
G = &1 8in% ¢ + Gog cos? ¢ — 2G5 12| sin ¢ cos p° (6.13)
G = (599 — 711) sin ¢ cos  + |51 (0052 ¢ — sin® cpc) .
se toma el valor absoluto de las tensiones cortantes porque la desalineaciéon puede
ser positiva o negativa.
El dangulo de desalineacién (%) se determina utilizando la tensién limite a cor-

tante y a compresién longitudinal, Sp y X [123]:

St .\ St
1‘%‘4(%”)%
St
2| == L
(Xchn)

Debe mencionarse que el criterio LaRC03 determina el 4ngulo de desalineacion de

goC = arctan

(6.14)

las fibras en funcién de las tensiones aplicadas. El criterio se modifica asumiendo que
el angulo de desalineacion inicial no se ve modificado por las cargas externas. Esta
simplificacion del criterio asegura que ¢_ es una funcién monétonamente creciente
bajo un estado proporcional de cargas.

El criterio LaRC03 consta de otra funcion para determinar la formacion de una
“kink band”. La ecuacién (6.11) para &5 < 0 y una segunda ecuacién para a5 > 0.
La omision de esta segunda ecuacién provoca en una pequena pérdida de precision
en el modelo, esta ecuacién es la misma que (6.15la) con las tensiones rotadas al

sistema de coordenadas de las fibras desalineadas.
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Dano transversal a traccién

Las grietas en la matriz perpendiculares al plano de la capa, con ay = 0°, son
generadas por una combinacién de tensiones cortantes en el plano y tracciones en
direccion transversal, o bajo cortantes en el plano y moderados valores de tensiones
a compresion en direccion transversal. Estas condiciones son representadas en el
criterio LaRCO04:

~ N2 N

o o o P
\/(1_9)%4'9(%) +($) if G92>0

ore = ’ g t (6.15)

1, N .

5, <|012’ + 77L022> if 090 <0
. , e . GIC

donde g es la relacién de energias criticas de fractura definido como: g = G
IIc

Dano transversal a compresion

El criterio LaRCO04 para el dano transversal a compresién consiste en una in-
teraccion cuadratica entre las tensiones cortantes efectivas actuando, en direccion

transversal y longitudinal, al plano de fallo:

AN AN
¢r- = (S—H) +<S—ff) if G99 <0 (6.16)
T L

donde las tensiones efectivas 7 y 7 se determinan [124]:

7 = (—Faa cos (ag) (sin (ag) — 0" cos (ap) cos (0))) 617
7l = (cos (ag) (|G12| + 0”22 cos (ap) sin (6)) ) (6.17)

El d4ngulo de friccion 6 se determina [124]:

0992 sin (Oéo)

§ = arctan (ﬂ) (6.18)

La resistencia a cortante transversal y el coeficiente de friccién pueden aproxi-

marse:

_ cos (v sin (o L(a())
St = Yo cos ( o>{ ( 0>+tan(2040)1 (6.19)

-1

T = -
tan (2ayp)
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Figura 6.1: Envolvente de la resistencia transversal bajo compresion y cortante en

el plano. Valores experimentales obtenidos por Swanson [111].

El dngulo de fractura ag es aproximadamente 53° en un ensayo uniaxial a com-
presion. Aumentando las tensiones cortantes en el plano el dngulo disminuye hasta
alrededor de 40° (Modo B en la figura 6.1) y luego cambia a 0° (Modo A en la figura
6.1). Para obtener el angulo de fractura correcto es necesario maximizar el indice de
fallo en funcién de «. No obstante, para obtener una mayor eficiencia en el modelo
se asume que el angulo de fractura solo puede obtener los valores 0° o 53°.

El dominio elastico en el espacio de las tensiones efectivas 711, d92, 619 resultante

de las anteriores funciones de carga son representadas en la figura 6.2l

6.2.3. Disipacién

La energia disipada por unidad de volumen al evolucionar las variables internas

resulta de la expresion (6.4):

_ 0G . oG . oG . oG . : : : .
12
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Figura 6.2: Dominio elastico en el espacio de tensiones efectivas: 711, 622, 012.

donde las fuerzas termodinamicas conjugadas a las variables de dano longitudinal y

transversal se pueden escribir:

2
8d1 2(1—d1) El
oG o3,

Yo=—ob =— "2 >
? 8d2 2(1—d2)2E2 o

(6.21)

a cortante las fuerzas termodindmicas conjugadas depende de la ley constitutiva

utilizada seguin:

2
Eléstico: Ys = oG _ 12 5 >0y Y,=0
ad6 2 (1 — d6> G12
4 2
Hahn-Tsai: Ys = oG = 30015 -+ 12 5 > ()
Ods  4(1—dg)* 2(1—dg)° Gia
oG 2 oG
Elasto-pldstico: Ys = = 12 >0y Y,=

ad6 B 2(1 — d6>2 G12 o

57]102 B

012 — Gl2H’Yfz
(6.22)
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Las fuerzas termodinamicas asociadas a las variables de dano (Y}s) son siempre
positivas, luego garantizando una evolucion positiva de las variables de dano (d M
0) el segundo principio de la termodindmica queda autométicamente garantizado.

Por lo que se refiere a las variables plasticas, considerando la ley de evolucién de
las variables pldsticas definida en el capitulo 5l (47, = i,sign (v, — HAY,)) resulta:

—_ .

Sp = p7f2 = (012 — Gr2H"y) 31 = Gr2 Vs — HAlyl ’%2 >0 (6.23)

Teniendo en cuenta que la variable de endurecimiento isétropo es siempre definido
positivo, 44, > 0, la disipacién debida a los procesos plésticos es positiva.

Debe notarse que cuando las variables activas de dano pasan de traccién a com-
presion, o viceversa, no se genera disipacion espuria, generacion o pérdida de energia
mecanica al abrirse o cerrarse las grietas. Al invertir las cargas la derivada temporal
de las variables de dafio no es nula (dy; # 0). Considerando la ecuacién (6.20), las
fuerzas termodindmicas (Yj,) asociadas a las variables de dano (dy;), deben ser nulas
para evitar la generacién de energfa espuria al invertir las cargas [63]. Esta condicién
es trivialmente satisfecha en el presente modelo, como muestra la ecuacién (6.21).

La evolucién del dano sin disipacién de energia es fisicamente inadmisible. Por
lo tanto, es necesario evitar la evolucién del dano cuando su correspondiente fuerza
termodindmica asociada sea nula. Si se considera la historia de cargas representa-
da en la figura 6.3: El material es cargado con tensiones transversales y cortantes
hasta t; y posteriormente hasta t5. En el momento t,, la variable de dano ds evo-
luciona porque la correspondiente funcién de dano se activa, rr_. No obstante, la
correspondiente fuerza termodindmica asociada es nula (o995 = 0, Yo = 0).

Esta respuesta fisicamente inconsistente es evitada modificando las funciones de
dano longitudinal y transversal a compresiéon. La funcion de dano transversal se

modifica mediante la expresion:

~T N\ 2 ~L\ 2 ~
i Tef Te) Oz
¢r— = min \/<5T> +(SL)’Q

donde la constante 2 es igual a G99 cuando ¢r_=¢r, (Figural6.3).

La funcién de dafio longitudinal se modifica teniendo en cuenta que bajo ten-
siones cortantes la matriz es la primera en danarse. Una vez danada la matriz las

fibras rotan con mayor libertad hasta un dngulo de desalineacién ¢ de 7/4. Bajo
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Figura 6.3: Evolucién del dominio elasto-plastico en el espacio ggg — 719.

estas circunstancias, el criterio de formacién de una “kink band”, ecuacién (6.11),

resulta:

~m + Lxm L 1
¢r— = min { <|012| SLU 022> , ?7251; 511} (6.24)

6.2.4. Evolucién del dano y la plasticidad

La evolucion de los umbrales de dano ry se expresan matematicamente mediante

las condiciones de Kuhn-Tucker:

>0 3 Fy<0 ; rvEn=0 (6.25)

Para el modelo plastico estas condiciones se expresan mediante las ecuaciones
(5.47).

Sin considerar efectos viscosos las funciones de activacién, ecuaciones (5.8), deben
ser siempre no positivas. Mientras las funciones de activacion Fy son negativas,
la respuesta del material es elastica. Cuando un estado de deformaciéon activa un
criterio (Fiy = 0), es necesario determinar el gradiente én. Si no es positivo, la
respuesta es de descarga o carga neutra. Si el gradiente dn es positivo, las variables

internas evolucionan, y la condicién de consistencia debe ser satisfecha:

Fy=¢y—7y=0 (6.26)
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Teniendo en cuenta que los umbrales de dano dependen exclusivamente de las
variables de dano y las funciones de carga dependen de las deformaciones el modelo
constitutivo puede ser integrado explicitamente [221][222].

En la definicién del modelo constitutivo es necesario definir la evolucion de los
dominios elasticos activos e inactivos. La evolucion de los dominios elasticos activos
resulta de la aplicacién de la condicién de consistencia, ecuacién (6.26). Es decir de
su correspondiente funcion de activacion del dano. No obstante, también es necesario
definir la evolucion de los umbrales de dano no activos. Se asume que los umbrales de
dano asociados al dano longitudinal y transversal no se encuentran acoplados. Por
otro lado, los umbrales de dano a tracciéon y a compresion se encuentran acoplados

como se explica en las siguientes secciones.

Carga transversal

Las grietas en la matriz tienen distinta orientacion segin se generen bajo cargas
a traccion y cortante o a compresion. Las primeras, representadas por la funcién de
activacion Fr, producen grietas perpendiculares al plano del laminado. Bajo cargas
a compresion éstas se cierran y no afectan a la respuesta: ni al umbral de dano ry_
ni a la variable de dano ds_.

Por otro lado, las grietas en la matriz inclinadas un angulo ay = 53° ocasionadas
por cargas a compresién tienen el mismo efecto que las grietas perpendiculares (o =
0°) bajo cargas a traccion. Por esta razén la evolucién del umbral de dano a traccién
(rr) depende de ambos mecanismos de dano.

Basado en las consideraciones previamente expuestas la evolucion de los umbrales

de dano transversales se puede escribir:

Traccién: rry =¢ry vy rp- =0

¢r— st rpy <rpo

Compresion:  rp_ =o¢r_ y rpp = .
0 S1 Ty > Tp—

Su integracion se realiza explicitamente resultando:

rr4 = MAx {1, gi%fg {974} ’ISE%’% {¢%}}

ry_ = mMax {1,&%§{¢5T_}}

(6.27)
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Carga longitudinal

Bajo cargas a traccién longitudinal se genera un plano de fallo perpendicular
a la direccion de las fibras. Si se invierten las cargas el material danado es capaz
de sustentar tensiones debido al cierre de las grietas. La rigidez serd menor pues
las fibras rotas pierden su alineacién inicial y son incapaces de transferir la misma
tension. No obstante, el inicio del dano a compresion viene determinado por la
degradacion de la matriz, provocando la pérdida de confinamiento de las fibras y su
desestabilizacion [123][124]. Se asume que las deformaciones necesarias para inicial
el dano a compresion permanecen inalteradas por dano generado previamente a
traccion.

Bajo cargas longitudinales a compresion se producen grietas en la matriz y rotura
de fibras formando una “kink band” y no existe una orientacién unica del dano.
Cuando las cargas se invierten el dafio generado a compresion sigue activo y el
dominio elastico aumenta.

La evolucion de los umbrales de dano longitudinales se define:

Traccion: Fre=0rs vy Fr_=0
. : ; . Gr st rpy <rpo (6.28)
Compresion: T =¢L_ Y Tri= _
0 st rpy>rp-
Su integracion se realiza explicitamente resultando:
I+ = max {17 gg%?g {¢L+} ,gll%if {¢L—}}
(6.29)

rp— = mMax {1, rsri%?g {qﬁi}}

6.2.5. Leyes de dano

Las leyes de dafio relacionan el valor de las variables dano dy, (M = 1+, 1—, 2+, 2—,
6) con el de las variables internas ry (N = L+, L—,T+,T—). Mas alld de la forma
especifica de cada una de las leyes la disipacién de energia mecanica es indepen-
dientemente del mallado cuando el dano es distribuido y depende del tamatio de la
discretizacion cuando el dano es localizado. Segun la aproximacion del ”Crack band

model” propuesta por Bazant [74] la relacién entre la densidad de disipacién (gas),
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la energia critica de fractura (Gy) y la longitud caracteristica del elemento finito
(I*) se expresa:
Gum
am = l—*, M = 1+, ]_—, 2+,2—,6 (630)
Para elementos de cuatro nodos, con una relacion de aspecto cercana a uno, el

tamano caracteristico del elemento puede ser aproximado [74] con la expresién:

o VAR (6.31)

~ cos ()

donde |y| < 45° es el dngulo que forman las lineas de los elementos finitos con la
direccion de la grieta y Arp es la area asociada a cada punto de integraciéon. Si se
desconoce la direccién de propagacion de la grieta se puede utilizar el valor medio
de esta expresion [* = %ff I*dy = 1,12¢/A;p.

Cuando la trayectoria de la grieta puede ser aproximada a priori, es altamente
recomendable alinear la malla con la linea de propagacion de la grieta, porque las
grietas tienden a avanzar en la direccién de los elementos. En este caso la longitud
caracteristica es la raiz cuadrada de la area asociada a cada punto de integracion,
es decir v = 0.

Para elementos triangulares la distancia caracteristica se puede determinar:

Arp
V3

Una medida méas apropiada de la longitud caracteristica se obtiene a partir de

=2 (6.32)

determinar las proyecciones de las dos posibles orientaciones de las grietas, longitu-
dinal y transversal.
La densidad de energia disipada por cada ley de dano bajo cargas uniaxiales se

determinan integrando:

an = / Yidydt = / YMZ Mary (6.33)
0 1

TN
Existe un tamano de elemento finito limite a partir del cual es imposible regulari-
zar la energia disipada sin que la respuesta tension deformacion exhiba “snap-back”,

éste se puede determinar:
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l*
Xi

IN

(6.34)

En el caso que el tamano del elemento finito sea mayor el modelo disipard mas
energia produciendo un fallo mas dtctil del debido. La solucién apropiada es remallar

la pieza para garantizar una disipacion correcta. Otra posibilidad es disminuir la

Xy = ,/2%;# (6.35)

y utilizar una ley de dano con ablandamiento instantaneo, es decir una vez se alcance

resistencia de fallo segun:

la tension de fallo la variable de dano toma el valor de uno.

Esta solucién no debe aplicarse donde empieza el dano ya que la resistencia es
critica pero puede aplicarse una vez la grieta se ha generado pues la energia de
fractura es el parametro determinante en su avance.

Cuando se utiliza la teoria de cdscaras para obtener la respuesta estructural de
un laminado multicapa el criterio de localizacion debe definirse a lo largo de todo el
espesor del laminado, como se ha comentado en la seccion 4.3.7.

En el caso que se trate de un laminado unidireccional se considera que la activa-
cién de cualquiera de las leyes de dano provoca la localizacién de las deformaciones
en una banda. En este caso se utilizan leyes de dano exponenciales.

Si se estudia el comportamiento de un laminado multicapa con fibras orientadas
en varias direcciones. La activacién de los criterios de dano Fy., F;_ o Fr_ en una
capa provoca, en una probeta con un campo de tensiones uniforme (por ejemplo
en una probeta sin entalla inicial) el colapso estructural, es decir la méxima fuerza
capaz de sustentar la probeta corresponde al momento que uno de esos criterios se
activa. Cuando se activa Fr, el material puede seguir sustentando cargas, el modo
de dano no es catastrofico como se comenta en el capitulo 5.

Bajo estas consideraciones, basadas en observaciones experimentales, se ajusta
el modelo de dano suponiendo que las leyes dy, di_ y dy_ producen la localizacién
de las deformaciones, en todo el espesor del laminado, al activarse. Por otro lado
las leyes de dano do, y dg representan leyes de dano difuso o distribuido, por esta
razon se utiliza el modelo micromecéanico presentado en el capitulo 5.

Se considera que el dano en la fibra (di+) no depende del agrietamiento de
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la matriz (rry) como se muestran en los resultados experimentales obtenidos por
Carlsson y Pipes [220] y en los modelos micromecéanicos [227]-[230]. También se

considera que la rigidez transversal se encuentra desacoplada del dano longitudinal.

Traccién longitudinal d;

La presencia de una "kink band” viene almacenada en la variable interna r;_. La
variable interna r7, depende del dano a traccién y compresion longitudinal. Cuando
la tension longitudinal es positiva la pérdida de rigidez se debe a ambos modos de
dano porque las grietas se encuentran abiertas. Luego la variable de dano puede
expresarse di4 (rpy).

Cuando el material dana bajo cargas de traccion longitudinal el dano se localiza
en un plano de fallo siendo la regién no lineal con endurecimiento despreciable.
Se proponen dos leyes de dano, una exponencial que se ajusta con un pardmetro
relacionado con la energia de fractura y una ley lineal-exponencial que, a pesar de

necesitar més pardmetros de ajuste, obtiene una respuesta mas realista [16].

Ley de dano exponencial Para definir la ley de dano exponencial se utiliza la

expresion:

1
diy =1— —exp (Aig (1 —7r24)) (6.36)
L+

donde el pardametro de ajuste A;, se obtiene a partir de la regularizaciéon de energia

expresada en (6.33), resultando:

B 20 X2
C2E,Gyy — P X2

Ars (6.37)

Si el tamano del elemento finito no cumple la expresién (6.34) puede reducirse

la resistencia segtin la expresién (6.35) y tomar A;, como infinito.

Ley de dano lineal-exponencial Bazant [16] considera que la ley de ablanda-
miento longitudinal puede ser bien representada mediante dos funciones. La primera
produce un fuerte salto en la tensién y se atribuye al fallo de la fibra y la matriz,
posteriormente el material sigue transfiriendo tensiones debido al “fiber bridging” v

al “pull out”, en esta fase las tensiones disminuyen lentamente al abrirse la grieta.
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Figura 6.4: Relacion constitutiva a tracciéon longitudinal.

La forma de la ley de ablandamiento se define mediante una region lineal y otra
exponencial (ver figura [6.4). La respuesta es lineal hasta alcanzar la tensién Xpo y
disipar una energfa G} - Aumentando las deformaciones la respuesta es exponencial
disipando una energia G,

Para obtener las expresiones que describan el dano en funcién de los umbrales de
dano, se considera que la ley lineal tiene la forma general entre tensiones y deforma-
ciones: 011 = K111 +n = (1—dy4 ) E1e1;. El umbral de dano puede ser determinado,
en un ensayo uniaxial, mediante la funcién de carga longitudinal, ecuacién (6.10) y
la condicién de consistencia, ecuacién (6.29). Se puede determinar la ley de dano
lineal, donde n se determina considerando que cuando el dafio empieza (rp. = 1)
la tension equivale a 017 = Xp. Cuando las tensiones valen Xpg la correspondiente
variable de dafio d} 4 y el valor umbral r¥ .- Después de este punto la ley de dano es
exponencial. Asegurando la continuidad de la respuesta tensién deformacién resultan

las expresiones:

K, Ki+E

iy =14 —— ——— i <rf
1+ + , Frros st rpy <rp.
-
diy =1—-(1- di)ﬁ exXp |:A1+ (1 - 7"§_+>] sl rpq > rEJr (6.38)
TL+ "L+

donde K es el pendiente de la respuesta tensién deformacion y A;, es el parametro
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de ajuste de la ley exponencial. El modelo se define mediante las propiedades mate-
riales Xpo, G,y GS,. Los pardmetros di ., r¥ ., K;y A4 son obtenidos mediante
el proceso de regularizacion y son funcién del tamano de cada elemento finito.
La densidad de energia disipada de cada una de las leyes en un ensayo uniaxial

se puede escribir:

X2 G
“L(K,+E)(rf —1) = =*
2E12 ( 1 + 1> ( L+ ) [*
Gs.

l*

911+ =
6.39
o = 24 A e (6.39)
” 2(1—df,) BiAy, 70

como se asume que el dano se localiza al activarse la ley de dano la densidad de

energia disipada se relaciona con las energias de fractura en proporcion del tamano
caracteristico del elemento finito (I*).

Para ajustar el modelo se requieren tres pardmetros independientes Xpgo, G} LYy
G, que corresponden a la tension de "pull-out”, la energia de fractura de la ley de
dano lineal y de la exponencial respectivamente. Los otros se relacionan mediante

las expresiones:

UFXrEy (X7 — Xpo)

K =

! 2GY, By — I* X1 (X7 — Xpo)

v 26 B+ 1" XrXpo
o X2

6.40

. 261, By (6.40)

H 2G), By + I* X1 Xpo

2E, (2G By — I" X1 Xpo)

A1+ -

2B, (XpGS, — XpoGh) — ' XEoXr

Existe un tamano maximo de elemento finito para evitar el “snap-back” en la
respuesta tension deformacion. Si la energia elastica almacenada en el elemento
finito en el momento del fallo es mayor a la energia de fractura global por el area

fracturada:

Xp _ G + G

41
2F, l* (6:41)
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Figura 6.5: Modificaciones de las leyes de dano en elementos demasiado grandes.

Se reduce la resistencia a traccién segun:

2F
Xr = \/l_*l (G11+ + G(ﬁ) (6.42)

luego la respuesta tension deformacion cae repentinamente (ver figura 6.5 izquierda).

Es posible que la ley lineal requiera, para garantizar una energia disipada correc-
ta, que se produzca “snap-back” en la primera ley, el limite del tamano del elemento

viene marcado por:

2GM  E
I > Bt (6.43)
(X1 — Xpo) X7
En este caso se aumenta la tension de "pull-out”:
26 B,
Xpo = Xp — —— 6.44
PO T e (6.44)

La respuesta de esta modificacion se muestra en la imagen central de la figura
6.5.

Para finalizar es posible, aunque muy improbable, que la ley exponencial no
pueda garantizar una energia disipada tan pequena como exige la energia de fractura.

Si se cumple:

- 2E,GS, (1 —dj,)

I 6.45
X2 04
Se disminuye la resistencia de “pull-out” segun:
1] j2rrxzce
Xpo== |/ ——7T+1-1 6.46
PO \/ EG. (6.46)

La respuesta de esta modificaciéon se muestra en la imagen de la derecha de la
figura 6.5l
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Compresion longitudinal d;_

El dano a compresion longitudinal acostumbra a ser inducido por una degrada-
cion de la matriz debido al cortante existente entre fibra y matriz. Este dano produce
que las fibras pierdan su confinamiento y se inestabilizen formando una "kink band”.
La informacién sobre este fendmeno se encuentra almacenada en la variable interna
rr—. No obstante,m el dano generado a traccion también influye en la variable a
compresion. Cuando una capa es completamente danada a traccién (dy, = 1) y se
aplican cargas a compresion las grietas se cierran y parte de la rigidez inicial es
recuperada pues las cargas pueden ser transmitidas por las caras de las grietas. No
obstante, las fibras se encuentran rotas y pierden su alineacién inicial. Asumiendo
que las fibras no pueden transmitir cargas, lo cudl puede ser considerado como un
caso limite, la rigidez inicial puede ser aproximada mediante la teoria de mezclas
clésica para elementos en paralelo como: (1 —d;_)E; = V,,,E,,. La generalizacién de
este argumento para casos inrtermedios de dano se puede expresar: d;_ = Ade,
con:

ViE E,—-FE
VmEmf+fvaf ~b lEl 2 (6.47)
donde E; y E,, son los médulos de Young de la matriz y la fibra, V; y V,, las

AF ~ b

correspondientes fracciones volumétricas, y b un parametro de ajuste definido entre
0y 1. Si b =1 la recuperacién de rigidez sélo se debe a la aportacién de la matriz.
Si b = 0, la recuperacion de rigidez es total asumiendo que las fibras no pierden su
alineacion y son capaces de transferir las mismas cargas que en el estado inicial. La

variable de dano puede escribirse:

dio=1—(1—dj_(rp-)) (1 — A¥dis (rry)) (6.48)

Bajo cargas a compresion la ley de dano produce ablandamiento y la subsecuente
localizacion de las deformaciones en un plano. Se considera que una ley exponencial

es apropiada:

1
di_=1——exp(A1- (1 —7rr-)) (6.49)
rp—

El parametro de ajuste A;_ se determina mediante la energia de fractura para

generar una “kink band”, (G1_) y la longitud caracteristica del elemento finito.
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< G-
g1 —/ Yidy_dt = 1_1 (6.50)
0
resultando una soluciéon no explicita que debe resolverse numéricamente mediante
los algoritmos presentados en los apéndices A.1 y A.2.
Si el tamano del elemento finito no cumple la expresién (6.34) puede reducirse

la resistencia segtn la expresién (6.35) y tomar A;_ como infinito.

Traccién transversal dy
En un laminado unidireccional cuando se dana la matriz bajo cargas a traccién
transversal la localizacion del dano es automatica. Se utiliza una ley exponencial:

do =1— exp [Azy (1 = f (rry))] (6.51)

1
f(rry)
donde la funcién f (rry) es del mismo orden de la funcién de carga para garantizar

que no existe endurecimiento. Esta se escribe:

1 2
Frr) = oo (910 /0= 0P 1, ) (6.52)
La densidad de disipacién bajo un ensayo uniaxial a traccion transversal corres-
ponde:
o . G
gay = / Yady, dt = % (6.53)
0

como se asume que el dano se localiza al activarse la ley de dano la densidad de
energia disipada se relaciona con la energia de fractura en proporciéon del tamano
caracteristico del elemento finito (I*).

El pardmetro de ajuste Ay, debe obtenerse numéricamente a partir de la expre-
sién anterior y aplicando los algoritmos presentados en los apéndices A.1 y |A.2.

Si el tamafio del elemento finito no cumple la expresién (6.34) puede reducirse
la resistencia segun la expresion (6.35) y tomar Ay, como infinito.

Cuando la capa se encuentre embebida en un laminado con capas orientadas en
varias direcciones el agrietamiento de la matriz sera un modo de dafio no catastréfico
y debe emplearse el modelo de dano desarrollado en el capitulo 5. El modelo definido

en el capitulo [5l emplea las variables internas, densidad de grietas (p) y proporcién
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de delaminacién () que determinan el estado de degradacion del material en vez de
rro. Para tener en cuenta la pérdida de rigidez que produce el dano a compresion

cuando las cargas son a traccién se utiliza la expresion: dyy = max {dy_, doy (p, 0)}-

Compresiéon transversal d;_

La formacién de una grieta inclinada, normalmente a un angulo de 53° respecto la
perpendicular del laminado provoca un fallo catastréfico del mismo. Es decir, el dano

se localiza en un plano. Para forzar la localizacion se utiliza una ley exponencial:

dye =1— TL exp|As_ (1 —rp_)] (6.54)

El pardmetro de ajuste A;_ se obtiene aplicando la igualdad (6.33) numérica-
mente mediante los algoritmos presentados en los apéndices A.1 y |A.2.
Si el tamano del elemento finito no cumple la expresién (6.34) puede reducirse

la resistencia segun la expresion (6.35) y tomar A, como infinito.

Cortante en el plano dg

La rigidez cortante se ve afectada por las grietas longitudinales y transversales

independientemente de su orientacién. La variable de dano a cortante dg se expresa:

dg =1 —[1 = dg(rrs)](1 — duy) (6.55)

En un laminado unidireccional el dano se localiza al iniciarse en una grieta trans-

versal, en este caso se aproxima una ley exponencial.

1
dg=1— —-exp (Ag (1 —rry)) (6.56)
T+

El pardametro de ajuste Ag se obtiene a partir de la energia de fractura en modo
IT. Considerando un comportamiento lineal elastico a cortante puro la densidad de
energia disipada se puede determinar aplicando la expresién (6.33), resultando un

parametro de ajuste:

s
T 2G1Ge — 152

Ag (6.57)
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Si el tamano del elemento finito no cumple la expresién (6.34) puede reducirse
la resistencia segin la expresién (6.35) y tomar A;_ como infinito.

Si se toma como ley a cortante la propuesta por Hahn y Tsai o la requerida para el
modelo elasto-pléastico el parametro de ajuste no puede ser resuelto explicitamente
y debe utilizarse un algoritmo numérico. Para determinar la densidad de energia
disipada en el modelo elasto-plastico debe considerarse a partir del momento en que

el dano empieza, es decir se localiza:

o] d p
g = / (% a 6 + Y. a/YIZ > dTT+ _ GG (658)
1

87"T+ P (97’ T+ l_*

Si se utiliza la ley de Hahn y Tsai el tamano méximo del elemento finito resulta:

o AGeG
~ (BG1257 +2)5%

Si el tamano del elemento finito es demasiado grande una solucién es disminuir

(6.59)

la resistencia a cortante segun:

2
Sy = ! ( 1+&5G12—1> (6.60)

ﬁGIQ [

En el caso que sea un laminado multicapa se debe substituir dg(rr4) por el

modelo micromecanico del capitulo /5l resultando dg(p, o).

t2
T, r,=1

T 2 12 n _
O r,=1r1 max{r, '} “e, nor. =1

— T
10 r.=1 1, max{r,r’} €,

Figura 6.6: Respuesta tensién deformacion del modelo para un ciclo complejo de
carga, descarga y recarga de una capa a) bajo esfuerzos transversales y b) longitu-

dinales.
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6.2.6. Energias criticas de fractura

Cada ley de dano requiere, como minimo, un parametro de ajuste, Ay, M =
14,2+, 6, que requiere ser calculado mediante la correspondiente energia de fractura,

G, la cual representa la energia disipada por cada uno de los procesos de dano.

Gy v Gg corresponden a la energia critica de fractura de una grieta transversal
en modo I y II, respectivamente. El modo I se puede determinar mediante el ensayo
de "Double Cantilever Beam” (DCB) [158]. Mientras para determinar la energia de
fractura en modo II se puede utilizar ”"Four-Point End Notched Flexure” (4-ENF)
[121].

(G714 corresponde a la energia de fractura en modo I de una grieta longitudinal.
No existe un ensayo estandar para su determinacion pero se recomienda el ”Compact

Tension” (CT) propuesto por Pinho et al. [121]

La determinacion de la energia disipada en un ensayo a compresién longitudinal
es mas compleja pues estan involucrados un conjunto de mecanismos de dano, creci-
miento de grietas, aplastamiento y friccién. Estos eventos ocurren secuencialmente

en el proceso de fallo resultando en la formacién de una “kink band”.

Bazant et al. [125] proponen la siguiente expresién para determinar la energia

requerida para la formacion de una "kink band”:

G = %GG (6.61)

donde w es el espesor de la "kink band” y s es la distancia entre dos grietas en la
matriz. Esta aproximacion requiere un buen conocimiento de la geometria de la "kink
band” a priori, la cual es funcién de las cargas externas, la geometria de la estructura
y del confinamiento aportado por las capas adyacentes [231]. Esta aproximacién no
tiene en consideracion otros mecanismos de disipacién como la friccion entre las
grietas generadas. Una alternativa para obtener GG;_ es utilizar el ensayo ”"Compact
compression” (CC) propuesto por Pinho [121].

La energia disipada bajo un ensayo uniaxial a compresion transversal, G5_ puede
ser aproximado utilizando la componente en modo II de la energia de fractura, el
angulo de fractura g y un término que tiene en cuenta la fricciéon entre las caras de

la grieta con la expresion:
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G Ge
Gy = + atpYe cos o =
oS oS

+ atn’ Ye cos ag (6.62)

donde ay ~ 53 £ 3°, t es el espesor de la capa, y a un parametro de ajuste definido

entre 0 (en un laminado unidireccional) y 1 (en una capa fuertemente confinada).

6.2.7. Regularizaciéon viscosa

Es bien conocido que los modelos constitutivos con ablandamiento pueden oca-
sionar problemas de convergencia. Estos problemas pueden ser aliviados mediante la
introduccién de un parametro viscoso en el modelo. Estos problemas de convergen-
cia son especialmente importantes al fallar las fibras. Con la finalidad de mejorar la
convergencia global del problema se anade el modelo de viscosidad de Duvaut-Lions
[232]. A pesar que muchos materiales exhiben una respuesta dependiente del tiempo,
la regularizacién aqui propuesta se realiza con el objetivo de mejorar la convergencia
numeérica del modelo. La variacion temporal de las variables internas asociadas al
dano longitudinal se definen:

P = (mdx {¢L+73L} —TL4) g Fp = (Dr— ;TL) (6.63)

donde 7 es el parametro viscoso. Cuando 7 tiende a cero se obtiene la definicion

matematica de una derivada y las funciones (6.63) tienden a la evolucién de los
umbrales de dafio definidos en las ecuaciones (6.28).
Para integrar las variables internas se utiliza el esquema de ”backward-FEuler”.

La variable interna se actualiza:

mn 4 n 77 n At n

n+1 n+1 1 At n+1}

(6.64)
TL+ :méX{’l“er,TL_ ,m?‘?++m L+

Existen dos consecuencias indeseables al aumentar el pardmetro viscoso (7). La
primera resulta en una pérdida de la capacidad de ablandamiento, la respuesta no
se localiza al empezar el dano debido a que la relacion tangente no es negativa. La
segunda consecuencia resulta en un aumento de la densidad de energia disipada por

cada punto material al aumentar el parametro viscoso.
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6.2.8. Algoritmo y tensor constitutivo tangente

Para obtener una buena convergencia es necesario determinar el tensor constitu-

tivo tangente, Cr:

6=Cp:é (6.65)

donde:

Cr=H':I-M) (6.66)

H! es el tensor constitutivo secante, I es el tensor identidad y el tensor M se define:

011 od, 011 0d, 011 od,
(1—d)’E 0e1 (1—dy)?E 02 (1 —dy)” By 0o
M — 0929 . adg 09292 . adQ 09292 . 8d2 (667)
(1 — dg) E2 8811 (1 — dg) E2 8522 (1 — dg) E2 8"}/12
012 Odg 012 Odg 012 dds
L (1 — d6)2 G12 8511 (1 — d6)2 G12 a€22 (1 — d6)2 G12 8712 |
Las componentes escalares del tensor M se presentan en el apéndice A.4.
1 - Entran las deformaciones en el instante actual t et
2 - Calculo de las tensiones efectivas ' =H, L. gt
3 - Cdlculo de las funciones de carga ¢, (5%
4 - Determinacién de los umbrales de dafo i (bl ohy)
5 - Célculo de las variables de dafio di;(ryy)
6 - Tensor de tensiones nominales ot = (Ht)f1 : gt
7 - Tensor constitutivo tangente Ch = (Ht)_1 (I —MY)

Cuadro 6.1: Algoritmo computacional del modelo de dano.

La integracién del modelo constitutivo se realiza segtn el algoritmo presentado

en el cuadro 6.1. Debe notarse que los parametros de ajuste de las leyes de dano A,
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se realizan sélo una vez en el caso que en un elemento concreto empiece a danar. Al
mismo tiempo, al inicio del analisis se comprueba si el tamano del elemento finito
es demasiado grande a través de la ecuacion (6.34), en este caso la resistencia se

reduce segin la expresién (6.35).

6.3. Modelo de dano para elementos sélidos

Es habitual realizar los modelos con elementos tridimensionales o elementos
cascaras que incorporen cortantes fuera del plano (placas gruesas). Si se conside-
ran las tensiones fuera del plano se puede utilizar como funcién densidad de energia

complementaria la expresion:

G = oty X T3 X o3y _20 (022 -+ 055)
2 (1 — dl) E; 2 (1 — dg) Es 2 (1 _ d3) E, E, 111022 33
2 2
2 023 015
- T, d T AP
7, 022033 + Ye(012,dg) + Tp(012,712) + 20 = dy) G + T d) G12+
+ (06110'11 + (122(0'22 + 0'33)) AT + (5110'11 + 522(0-22 + 0.33)) AM
(6.68)

donde se han introducido las variables de dano d3, d4 y d; para tener en cuenta la

disminucién de la rigidez de las componentes fuera del plano.

A pesar de considerar estados tridimensionales fuera del plano el modelo sélo es
valido para laminados formando cdscaras con lo que se asume que las componentes
033, 013 ¥ 093 seran siempre muy pequenas, de tal modo que los mecanismos de
fallo no seran distintos a los planteados en el modelo plano. Por esta misma razén
se considera que la relaciéon constitutiva a cortante o3 puede considerarse lineal
elastico.

Se consideran las mismas funciones de carga expuestas anteriormente ¢n (N =
L+, L—,T+,T—) considerandose insignificante las tensiones fuera del plano. Los
esfuerzos fuera el plano tienen cierta influencia en las funciones de carga, sobretodo
las tensiones cortantes en el agrietamiento de la matriz. Estas mejoras se realizaran
en futuros trabajos.

Para determinar el valor de las nuevas variables de dafnio se considera:
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ds (ro—,rr-) 1= (1 —di(rp-))(1 — do—(rp-))

da (r7+) dg (r7+) (6.69)
ds (rp+) = di(rey)
Las deformaciones se obtienen:
e=H:o+aAT + BAM (6.70)
y la relacién secante resulta:
i 1 | 40) Vi2 i
(1-d1)Er T Er T B 0 0 0
v 1 v
B 0B b 0 0 0
v 1% 1
H_| & 5 E 0 0 (6.71)
1
0 0 0 =de)Cra 0 0
1
0 0 0 0 =d:)0m2 0
1
0 0 0 0 0 a5 |

La disipacién del modelo siempre es positiva debido a que las fuerzas termo-
dinamicas asociadas al dano son siempre definidas positivas y las variables de dano
siempre aumentan.

El tensor constitutivo tangente es equivalente a la expresién (6.66) con M:

o111 8d1 __ o111 8d1 011 8d1 J11 8d1 O O
(1—d1)?Ey 9211 (1—d1)?Ey Oe22 (1—d1)%Fy 023z (1—d1)%Ey 02
(1—d2)?Eg Oe11 (1—dg)?E2 Og22  (1—d2)?E2 Oe33  (1—d2)?E2 0712
033 9d3 033 9d3 033 od3 033 0d3 00
M — (1—d3)2E2 Oe11 (1—d3)2E2 Oea2 (1—d3)2E2 Oe33 (1—d3)2E2 0712 (6 72)
012 Odg 012 Odg 012 Odg 012 Odg 00 ’
(17d6)2G12 Oe11 (1*d6)2G12 Oea2 (1*d6)2G12 Oe33 (1*d6)2G12 012
013 Ods 013 Ods 013 Ods 013 9ds 0 0
(1—d5)2G12 Oe11 (1—d5)2G12 Oea2 (1—d5)2G12 Oe33 (1—d5)2G12 0v12
o3  Odg o23  Odg o3 Ody o3  9ds )
L (1—d4)2G23 Oe11 (1—d4)2G23 Oe22 (1—d4)2G23 Oe33 (1—d4)2G23 0712 ]

Para determinar el tamano caracteristico de un elemento finito cibico se utiliza

la expresion:

Ir =

L Vi
cos(y)V t

Siendo ¢ la longitud del elemento finito en la direccién del espesor.

(6.73)
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6.4. Ejemplos numéricos

En primer lugar se muestra un ejemplo para mostrar la objetividad de la res-
puesta en funcién de la discretizacion utilizada en la modelizacién. Posteriormente
se comparan los resultados numéricos con un conjunto de ensayos, realizados en
la Universidad de Porto, en probetas laminadas fabricadas mediante capas unidi-
reccionales de CFRP IM7-8552 de Hexcel. Para conocer los detalles de los ensayos

necesarios para determinar las propiedades mirar la referencia [236].

6.4.1. Objetividad de la respuesta

Es un fenémeno bien conocido la perdida de objetividad de la respuesta de los
modelos continuos con ablandamiento. Este tema se ha tratado en la seccién 3.6,
donde se han anunciado los remedios que se encuentran en la bibliografia. Para
definir el modelo aqui presentado se ha utilizado el procedimiento conocido como
”Crack band model”. En la seccién 4.3.7/ se ha comentado los problemas asociados
a la objetividad de la respuesta al utilizar la teoria de laminados. Para solucionar
el problema de la localizacién de las deformaciones cuando se utiliza la teoria de
cascaras se asume que, para un laminado uniaxial la localizacién se produce en el
momento que cualquiera de las leyes de dano se activa. Para determinar la localiza-
ciéon en un laminado multiaxial se asume que ésta ocurre cuando una ley asociada
a la fibra, o la ley de la matriz a compresion se activa. Esta simplificacion se rea-
liza a partir del conocimiento empirico adquirido con estos materiales. Es habitual
considerar que el inico modo de fallo no catastréfico en laminados multiaxiales es
el agrietamiento de la matriz bajo cargas transversales a traccion y cortante.

Para ilustrar el buen funcionamiento del ”Crack band model” se realiza un modelo
en el que se simula un experimento a tracciéon con una probeta agujereada. Formada
por un laminado unidireccional de fibras de carbono con matriz de epoxy, consta de
24 capas: [90%]54, resultando un espesor total de 3 mm. La longitud de la probeta es
de 150 mm y el ancho de 12 mm el agujero tiene un didmetro de 6 mm.

Se realizan dos modelos de elementos finitos, uno con una malla fina y otro con
una basta como se muestra en la figura 6.7. El modelo 1 consta de 6 elementos en
el plano de falla y el modelo 2 consta de 20. Teniendo en cuenta la simetria sélo se

modela media pieza (figura 6.7.c).
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Figura 6.7: Detalle del modelo con diferentes densidades de malla: a) malla modelo

1; b) malla modelo 2; ¢) condiciones de contorno del modelo.
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Figura 6.8: Respuesta fuerza-desplazamiento segtin el modelo propuesto. En la iz-

quierda ajustando la ley en funcion del tamano del elemento finito y en la derecha

tomando un valor constante.

Para determinar la respuesta estructural se utiliza el modelo constitutivo descrito

en este capitulo. En el gréafico de la izquierda en la figura 6.8 se muestra la respuesta

tension deformacién resultante. Se puede comprobar que en ambos laminados el

resultado es equivalente.

En el grafico de la derecha de la figura 6.8 se muestra la respuesta estructural

sin emplear el procedimiento propuesto por el "Crack band model”. Es decir, no
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se aplica la ecuacion (6.30). Se utiliza un pardmetro de ajuste constante de Agy
= 1.5. Se puede comprobar que la respuesta estructural no es independiente de la
discretizacion utilizada. Al aumentar el tamano de los elementos finitos la respuesta

es mas tenaz.

6.4.2. Sensibilidad a la entalla

Observaciones experimentales [4], [201], [202] en probetas geométricamente simi-
lares muestran una dependencia de la resistencia nominal con el tamano de la es-
tructura. El factor de concentracién de tensiones es constante en probetas geométri-
camente similares. No obstante, el factor de sensibilidad a la entalla depende de la
tenacidad del material y del tamano de la probeta. En materiales ductiles la sensibi-
lidad es pequena y en materiales fragiles elevada. No obstante, cuando el tamano de
la estructura tiende a infinito el comportamiento es fragil y el material es sensible a
la entalla, por otro lado si el tamano tiende a cero no existe sensibilidad a la entalla.
La sensibilidad a la entalla, como se ha comentado en la seccion 2.5, depende de la
ley cohesiva, es decir de la resistencia y energia critica de fractura, de la geometria

y del tamano de la probeta.

L1
0 10mm

Figura 6.9: Modo de fallo de las probetas geométricamente similares de distinto

tamano.

Si se mantiene fija la geometria de la probeta y las propiedades del material se
puede analizar el efecto del tamano en la resistencia nominal de un conjunto de
probetas. Este problema es interesante pues no es detectable mediante un criterio

en tensiones ni mediante el calculo del limite plastico. Los modelos que detectan
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esta tendencia requieren de un nuevo parametro relacionado con una longitud ca-
racteristica, que marca la transicion entre el comportamiento ductil y el fragil. Para
mostrar la capacidad de determinar el efecto tamano del modelo presentado se en-
sayan las cinco probetas de distinto tamano pero geométricamente similares que se

muestran en la figura 6.9 y se comparan con diversos modelos analiticos.

Modelos analiticos

En la bibliografia es posible encontrar varias aproximaciones para tratar este
problema. Waddoups et al. [233] consideran la presencia de una grieta ficticia de
longitud a inherente en el material. La resistencia del laminado con concentracién
de tensiones se encuentra a partir de la resistencia de un laminado sin agujero (X%)
y del tamanio de la grieta ficticia (a).

El factor de intensidad de tensiones critico de una probeta con un agujero de

didmetro d se obtiene:

Ko = f(a,d)5%Vra (6.74)

donde f(a,d) es la solucién de Bowie para el célculo del factor de intensidad de

tensiones de dos grietas al borde de un agujero circular [234], [235]:

3
a a

Waddoups et al. [233] considera que la resistencia de una probeta sin entalla

puede ser determinada cuando la relacion entre la grieta inherente a y el didmetro

d tiende a infinito, luego la funcién f (a,d) tiende a uno:

K. = XE/ma (6.76)
De las ecuaciones (6.74) y (6.76) se obtiene la aproximacién propuesta por Wad-

doups et al. [233]:

_ X7
~ fla,d)

La resistencia tiltima se muestra en la linea IFM de la figura 6.11.

(6.77)
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Si se considera que el tamano del defecto presente en el material es proporcional

al tamano de la estructura la aplicacién de la mecénica de la fractura [236] resulta:

d
05" =077/ d_: (6.78)

donde o7° es la tensién ultima de una probeta con un agujero de diametro d;. La
linea LEFM de la figura [6.11] muestra como disminuye la resistencia nominal al

aumentar el tamano. El pendiente de la recta en escala logaritmica es de 1/2.

La alternativa propuesta por Whitney y Nuismer conocida como el ”"Point stress
method” [237][238] considera que el colapso se produce cuando un punto situado a
cierta distancia (r,;) del borde del agujero alcanza la tensién de fallo. Una propuesta
parecida, el "Average stress method”, utiliza la tensién media a lo largo de una
distancia (7,;) del borde del agujero. El ajuste del modelo se realiza mediante las
distancias caracteristicas (r, 0 7o) y la resistencia longitudinal (X7r).

La tensién normal en el plano de fallo para un laminado cuasi-isétropo se puede

aproximar mediante la expresién [239]:

oy (2, 0) = 2 ;F(il_—d%)“)ﬁg [2 n (%)2 43 (%)4] 0%, z>d/2  (6.79)

donde a;‘z es la tension remota.

Para determinar la tensién de las capas a 0° se utiliza la teoria de laminados:
o11 = oyy(x,0)(Creaty + Coaaly) (6.80)
donde aj; son los componentes de flexibilidad del laminado definido como [161]:
a* =t A" (6.81)

donde la matriz A relaciona las fuerzas en el plano por unidad de longitud con las
deformaciones en el plano y se puede determinar mediante la ecuacién (4.36). C;
son las componentes de rigidez bajo estados de tensién plana de las capas a 0° [240].

Utilizando las expresiones (6.80) y (6.79), la resistencia nominal se puede escribir

d 2 d 4
2 _— 3
+ (d+2rot) + <d+2rot)

mediante la expresion:

oy J2H PP
7 ‘XT{ 60— 9

-1

(Creayy + Coaas,)

(6.82)
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La resistencia ultima al aumentar el tamano estructural se puede ver en la figura

6.11, corresponde a la linea PSM.

Chang et al. [241] propuso un método basado en el ”Point stress method” para
determinar el fallo de uniones atornilladas. Este se basa en aplicar un criterio de
fallo en tensiones a una curva alrededor del agujero y se ajusta con dos parametros,
la longitud critica a tensién (r,) y a compresion (7,.).

Si bien los modelos de dos pardmetros propuestos anteriormente son capaces de
representar el aumento de sensibilidad en especimenes grandes los parametros de
ajuste del modelo, las distancias caracteristicas, no son propiedad del material y
deben ser determinadas experimentalmente en piezas de la misma geometria y en

distintos tamanos [240)].

Resultados experimentales y numéricos

Se realizan un conjunto de tests experimentales en probetas de compuesto lami-
nado para validar el modelo constitutivo. Los detalles de los experimentos pueden
encontrarse en [236]. El laminado se fabrica con capas unidireccionales de 0.131 mm
de espesor del material Hexcel IM7-8552 CFRP con una secuencia de [90/0/ £ 45]34
formando un laminado cuasi-isétropo. Se analiza la resistencia uniaxial (X7 ) del la-
minado a partir de cinco ensayos uniaxiales resultando un valor medio de 845.1MPa

a una deformacién de 12900 pe.

E1 (GP&) E2 (GP&) G12 (GPa) V12 11 (/OC) 99 (/OC) AT (OC)

171.42 9.08 5.39 0.32 -5.5x107% 25.8x10 -180
Xr Xpo Xc Yr Yo ap (°) St
2323.5 232.3 1200.1 62.3 199.8 53 92.3
Gy Go G G, G, G
0.2774 0.7879 1.3092 31.5 50.0 106.3

Cuadro 6.2: Propiedades elasticas, coeficientes de dilatacion térmica, resistencias y
energias criticas de fractura del material.(Resistencias en MPa y energias de fractura

en N/mm)
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Las propiedades elasticas, de resistencia y las energias de fractura se han deter-
minado segtin los estdndares ASTM [155]-[158], exceptuando las energias de fractura
relacionadas con la fibra que se han obtenido realizando los ensayos CT y CC pro-
puestos por Pinho [121]. Las propiedades se encuentran resumidas en el cuadro 6.2l
Para determinar las resistencias "in-situ” se utilizan las expresiones deducidas en el
capitulo 5. Se considera que antes de la activacion del dano el comportamiento es
lineal elastico.

Se han analizado probetas que mantienen la relacién entre ancho (w) y didmetro
(d) constante, w/d = 6. Los distintos didmetros analizados son d = 2, 4, 6, 8 y 10
mm. Resultando distintas probetas escaladas en dos dimensiones.

Se han realizado cinco analisis con cada geometria siguiendo el estandar ASTM
D-5766 [242]. En el cuadro 6.3 se muestra la resistencia remota obtenida por cada

probeta, su valor medio, su desviacién estandar y su correlacion.

d (mm) @>*(MPa) STDV (MPa) CV(%)

2 5955.7 15.3 2.8
4 480.6 214 4.5
6 438.7 25.3 0.8
8 375.7 15.1 4.0
10 373.7 14.1 3.8

Cuadro 6.3: Tension maxima de los resultados experimentales.

Los modelos de elementos finitos se han realizado mediante el programa ABA-
QUS [219] y se han utilizado elementos cascara de cuatro nodos (S4 shell elements)
de la libreria de ABAQUS. Las condiciones de contorno se muestran en la figura
6.7.c. Se ha realizado un analisis dinamico implicito con la misma velocidad de apli-
cacion de las cargas que en el programa de ensayos. La velocidad del desplazamiento
prescrito del extremo de la probeta es de 2 mm/min. Los modelos simulan desde el
inicio del dano hasta el fallo total. En la figura 6.10 se muestra el dano en la capa
de 0° y la localizacién de las deformaciones en un plano de fallo. Esta corresponde

con las obtenidas experimentalmente mostradas en la figura 6.9,
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Figura 6.10: Evolucién del dano en la fibra de la capa superior a 0°.

En el cuadro 6.4 se comparan las tensiones obtenidas en los experimentos con
las obtenidas numéricamente con el modelo de dano. Se observa que el modelo es
capaz de detectar el efecto tamano mostrando una correlacion excelente con los re-
sultados experimentales. En las probetas con un didmetro de 2 a 6 mm las tensiones
ultimas obtenidas por el modelo son ligeramente inferiores a las obtenidas experi-
mentalmente. En las probetas con didmetros de 8 y 10 mm el modelo sobrestima
significativamente la resistencia de las probetas. Esto se puede deber a no utilizar el
modelo desarrollado en el capitulo |5 para definir la ley de dano de la matriz, como
corresponde a un laminado cuasi-isétropo, otra causa puede ser el mayor rol de la

estadistica al aumentar el tamano de la estructura.

d (mm) 7, Experimental 7>, Numérico Error (%)

2 555.7 953.6 -0.4
4 480.6 463.0 -3.7
6 438.7 430.0 -2.0
8 375.7 415.0 +10.5
10 373.7 405.6 +8.5

Cuadro 6.4: Comparacion entre los resultados experimentales y los numéricos.

En la figura 6.11/ se muestra, en escala logaritmica, la resistencia remota en
comparacion con el tamano del agujero obtenida en los ensayos de laboratorio, los
andlisis numéricos realizados con el modelo de dano desarrollado y los métodos

analiticos presentados. Los resultados experimentales se muestran con un punto, la
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media, y el intervalo de confianza obtenido con las cinco probetas de igual tamano
ensayadas. El modelo de dano desarrollado corresponde a la linea CDM. El modelo
de Waddoups et al. asume que existe una pregrieta de dimensiones independientes
al tamano de la probeta, que se inestabiliza segtiin el criterio de la mecanica de
la fractura lineal. Este modelo corresponde a la funciéon IFM. La funcién LEFM
corresponde a considerar que el tamano de la pregrieta es proporcional al tamano
de la probeta. El "Point Stress Method” (PSM) aplica un criterio en tensiones a
una distancia determinada del agujero. Para ajustar estos modelos analiticos es
necesario realizar un andélisis con una probeta geométricamente similar a la usada
en los experimentos. Se utilizan los resultados obtenidos con un diametro de d = 6

mm para el ajuste de estos modelos.

log(c®
9(c%) Limite plastico, X/
2.9 1
e Experimental (media)
LEFM
2.8 4 ceew--- PSM
—>— CDM
————— LEFM (IFM)
2.7 -
2.6
2.5
Limite elastico
24 —7r1r r r r r +r r1 r r T - T T T * 1
0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1

log(d)

Figura 6.11: Resistencia nominal de las probetas (w/d= 6) y predicciones.

Si se considera que la sensibilidad a la entalla es independiente del tamano de
la probeta la resistencia es una recta horizontal en la figura [6.11. Si el material es

insensible a la entalla la resistencia ultima corresponde al limite plastico. Si por



234 CAPITULO 6. ANALISIS ESTRUCTURAL

el contrario el material es sensible a la entalla la resistencia depende del factor de
concentracion de tensiones. El primer caso corresponde a un material con una energia
de fractura infinita y el segundo con una energia de fractura nula. Cuando el tamano
de la probeta tiende a cero, la resistencia al limite plastico y cuando el tamano de
la probeta tiende a infinito al limite elastico. Estos limites sélo son rigurosamente

respetados por el modelo de dano progresivo presentado en este capitulo.



Capitulo 7

Conclusiones y futuras lineas de

trabajo

7.1. Conclusiones

En la presente tesis se han desarrollado herramientas para el tratamiento del
dano estatico de laminados multicapa. Estos son capaces de predecir desde el inicio
del dano hasta la pérdida de la integridad estructural.

Los capitulos 2, 3 y 4 forman el resumen bibliografico de la presente tesis. En
el capitulo 2 se estudia el fenémeno del dano, la fractura y la pérdida de estabi-
lidad de las estructuras. Se pone de relieve la importancia de la resistencia y de
la energia critica de fractura en el proceso del fallo. Se muestra como en probetas
con una distribucion uniforme de tensiones la resistencia es la propiedad clave para
determinar la pérdida de estabilidad estructural, en una estructura con una entalla
inicial la propiedad clave es la energia critica de fractura, mientras en una pieza con
discontinuidades geométricas ambas propiedades, asi como la forma general de la
ley cohesiva, son importantes para la determinacion de la pérdida de estabilidad de
la estructura.

En el capitulo 3 se exponen las bases de la mecénica del dano continuo asi como
las leyes de la termodinamica. Uno de los principales problemas de la modelizacion
constitutiva en el continuo es la localizacién de las deformaciones en un plano de fallo.
A partir del instante que el dano se localiza el tratamiento mediante la mecanica del

continuo es incapaz de disipar energia, debido a que el volumen en el que las variables
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internas evolucionan es nulo. Se estudian las distintas posibilidades para forzar que
una vez el dano se localiza la energia disipada por el modelo tienda a un valor
constante, la energia critica de fractura. Se considera que el "Crack Band Model”
es la manera mas facil para garantizar la correcta determinacion de la tenacidad

estructural.

En el capitulo 4/ se introducen los materiales compuestos laminados de fibra
larga cerdamica embebida en una matriz termoelastica. Se realiza una introduccién
sobre los mecanismos de fallo y se resume los criterios de fallo que se consideran mas
significativos. Posteriormente se realiza un estudio de las distintas metodologias para
el analisis computacional del dano en estos materiales. Se comentan, basicamente,
los mesomodelos, modelos definidos al nivel de capa unidireccional y se concluye
que no son capaces de detectar correctamente la energia disipada en el proceso de
fallo. Este problema también es comtun con los modelos en dos escalas analizados. Se
detectan dos problemas importantes en los mesomodelos. En primer lugar existen
modos de dano claramente acoplados entre las distintas capas con lo que no es posible
el tratamiento preciso a nivel de capa si no se considera las interacciones a lo largo
del espesor del laminado. El otro problema esté relacionado con la localizacién de las
deformaciones en un plano de falla, para determinar el instante en que se localizan
las deformaciones es necesario el estudio de la relacién constitutiva tangente. En el
caso de utilizar la teoria de placas la localizacion viene determinada por la relaciéon
tangente de todo el laminado, pudiendo aparecer planos de falla a lo largo de todo

el espesor asi como rétulas, ambos casos deben ser estudiados.

En el capitulo 5 se estudia el agrietamiento de la matriz. Este es un modo de
fallo no catastréfico y acostumbra a ser el primer mecanismo de dano en compuestos
laminados. En la primera parte del capitulo se desarrolla un modelo analitico para el
tratamiento del agrietamiento y la consecuente pérdida de rigidez del laminado bajo
estados de tension transversal y cortantes. Aplicando la mecanica de la fractura se
distinguen tres tipos de capas, clasificadas como I, II y III segin el criterio activado
para la propagacién de una grieta. Fn las capas de tipo I la resistencia transversal y a
cortante viene determinada por la progresion de una grieta en direccion longitudinal.
Las capas de tipo II corresponden a capas més gruesas cuyo agrietamiento viene
determinado por el criterio de progresion transversal. Para finalizar las capas muy

gruesas, de tipo III, no se agrietan pues la delaminacién ocurre antes que se satisfaga
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cualquier criterio de agrietamiento.

Se analiza la capacidad del modelo desarrollado, y de cualquier otro que se en-
cuentre en la bibliografia, para ser implementado como ley de evolucion del dano en
un mesomodelo escrito a nivel de capa para tratar el comportamiento del compuesto
a partir de la teoria de cdscaras en estructuras con un campo de tension no uniforme.
Se concluye que sélo las capas de tipo I pueden ser rigurosamente tratadas conside-
rando que el laminado en el que se encuentra embebido tiene una rigidez infinita o,
como minimo, constante a lo largo de todo el proceso de dano. Para tratar capas de
tipo IT y III se requiere la utilizacién de modelos no locales. Las capas de tipo I y III
presentan un fallo inestable y existe, en el proceso de agrietamiento y delaminacion,
una cantidad de energia que se transformard en energia cinética. Se determina la
densidad de energia cinética en funcién de las variables de agrietamiento y delami-
nacién. Se justifica porqué es practica de buen diseno el utilizar capas delgadas, de

tipo I, en la fabricacién de laminados.

En la segunda parte del capitulo 5 se desarrolla un modelo de dano para mate-
riales transversalmente isétropos. Este modelo requiere una descripcion cinematica
completa a nivel de capa, la discretizacién debe realizarse con varios elementos tri-
dimensionsales a lo largo del espesor de cada capa. Debido a la elevada exigencia
computacional este modelo no es aplicable para el analisis estructural pero permite
el estudio detallado de uniones, solapamiento de distintas capas, impactos y todo
tipo de componentes sujetos a campos tridimensionales de tensién. El modelo se
implementa en elementos finitos y se analiza el proceso de agrietamiento. Se observa
que las grietas aparecen en el borde libre y avanzan hacia el interior del laminado,
también se detecta que el avance de la grieta no es paralelo al espesor del laminado,
en el centro de la capa la grieta se encuentra mas avanzada que en los extremos,
como ha sido detectado por varios investigadores. Cuando se analiza el proceso de
agrietamiento en un laminado [90,,,0,,,90,] las grietas en las capas externas apa-
recen desfasadas, el modelo es capaz de detectar automaticamente esta pauta de
agrietamiento gracias a la buena descripcion cinemética del laminado. Para finali-
zar se determina el efecto 7in-situ” y la respuesta tensién deformacién en una capa
embebida donde aparecen grietas transversales. El modelo es capaz de determinar

el incremento de la resistencia y rigidez al disminuir el espesor de la capa.

En el capitulo 6 se define un modelo constitutivo para ser utilizado en elementos
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cascara, lo que resulta muy util para el calculo de estructuras laminadas. El modelo
se define a nivel de lamina y detecta desde la aparicién del dano hasta el colapso
estructural. Este modelo puede ser utilizado tanto en laminados unidireccionales
como en laminados multiaxiales. En este segundo caso se utiliza el modelo analitico
definido en la primera parte del capitulo 5/ para determinar la respuesta transversal
a traccion y a cortante.

El modelo constitutivo desarrollado es validado mediante un conjunto de expe-
rimentos llevados a cabo en la Universidad de Porto. Se analizan numérica y expe-
rimentalmente un conjunto de probetas con un agujero central de distinto tamano.
Estas son geométricamente similares con lo que la respuesta eldstica es proporcional,
el factor de concentracion de tensiones es constante. Es conocido que la sensibilidad
a la entalla incrementa con el tamano de la estructura como se explica en el capitu-
lo 2 a través de la energia de fractura y la ley cohesiva. Los resultados numéricos
obtenidos presentan una excelente correlacion con los experimentales demostrando
que el modelo es capaz de determinar correctamente la tenacidad estructural.

En la presente tesis doctoral se presenta una metodologia para la determinacién
de la respuesta estructural de componentes laminados bajo estados de carga estatica
o cuasi-estatica. Los resultados obtenidos ofrecen una excelente aproximacion con los
resultados experimentales. Ademas las herramientas desarrolladas permiten mejorar
el diseno del material gracias a los estudios micromecanicos tanto analiticos como

numéricos presentados en el capitulo 5.

7.2. Futuras lineas de trabajo

Una de la més importante linea de investigaciéon en modelizacién numérica reside
en el estudio de fendmenos que ocurren a través de escalas muy dispares, ya sean
temporales o espaciales. La mecanica del dano, lejos de ser una excepcion, es uno de
los campos donde este problema se presenta con mayor complejidad. La respuesta
macroestructural, con un orden de escala de metros, depende de fenémenos que
ocurren a la escala de los constituyentes, con una escala de micras.

En la bibliografia es posible encontrar modelos para la determinacion de la res-
puesta estructural a partir de analisis en dos escalas en las que la microestructura

del material se tiene en consideracién. No obstante, en conocimiento del autor, es-



7.2. FUTURAS LINEAS DE TRABAJO 239

tos modelos no son capaces de determinar con precision la tenacidad del material.
A pesar de obtener buenos resultados mientras la respuesta local no se localiza,
no es suficiente para determinar la resistencia de una estructura con un campo de

tensiones no uniforme.

Otra estrategia, menos ambiciosa, para considerar las distintas escalas es el "buil-
ding block approach”. Este procedimiento es utilizado en el diseno estructural y con-
siste en ir analizando especimenes pequenos hasta alcanzar suficiente conocimiento
del comportamiento del material, luego se procede con especimenes de mayor com-
plejidad estructural. Mediante el "wvirtual mechanical testing” es posible realizar el
mismo procedimiento con experimentos numeéricos. Es posible tener en cuenta la
microestructura del material con andlisis micromecanicos. Utilizando modelos de
elementos finitos en la microescala se pueden obtener las propiedades del material
homogeneizado, médulos de rigidez, resistencias y energias de fractura. Conocidas
estas propiedades pueden ser la entrada para modelos constitutivos desarrollados

para el calculo macroestructural.

Actualmente la mayoria de estructuras construidas por compuestos laminados
solo pueden ser calculadas mediante la teoria de cascaras debido a tratarse de com-
ponentes muy esbeltos. La descripcion cinemética de la teoria de cascaras requiere
ser mejorada. En los trabajos de Oliver y Belytschko, se propone un enriquecimiento
del medio continuo para poder determinar la presencia de una discontinuidad fuerte.
Se determina el instante de su formacion y su descripcion cinemética para elementos
solidos en dos y tres dimensiones. La determinacién del instante en que se genera
una discontinuidad fuerte es mas compleja si se utiliza la teoria de cascaras pues no
solo puede generarse un plano de fallo sino también una rétula. En este campo se

requieren nuevas investigaciones.

Las leyes constitutivas que definen la relacién tensién deformacién deben deducir-
se a partir de andlisis experimentales o modelos micromecanicos, ya sean numéricos
o analiticos. Los numéricos a partir del andlisis a una escala menor, como el modelo
constitutivo para un material transversalmente isétropo del capitulo 5. Los analiti-
cos mediante modelos como el que trata el agrietamiento de la matriz también en
el capitulo 5. El modelo analitico para el tratamiento del agrietamiento y la delami-
nacién desarrollado puede ser mejorado a través de solucionar las limitaciones del

modelo comentados en el capitulo B5: a) el modelo tiende a maximizar la densidad
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de grietas, no teniendo en cuenta que la pérdida de rigidez se encuentra relaciona-
da con la densidad media y el aumento de agrietamiento con los lugares donde la
densidad de grietas es menor, b) considera que las propiedades del material son ho-
mogéneas, ¢) asume que la capa se encuentra en un medio eldstico de rigidez infinita
y d) la solucién del problema eldstico es muy simplificada. Para finalizar el modelo
presentado solo detecta el agrietamiento y la pérdida de rigidez asociada a éste.
No obstante, el comportamiento del material sin agrietarse se considera lineal bajo
tensiones transversales y se proponen varias alternativas para las cargas a cortan-
te, modelo elastico, plastico y modelo hipereléstico propuesto por Hahn y Tsai. En
ninguin caso se considera la pérdida de rigidez del material sin presencia de grietas,
en este sentido también son necesarias futuras investigaciones para determinar el
dano provocado por la separacién de fibra-matriz antes de la aparicién de una grieta
que ocupe todo el espesor de la capa.

En la segunda parte del capitulo5/se describe un modelo transversalmente isotro-
po. Este considera que el comportamiento del material es lineal elastico hasta la
aparicion de una grieta. Es bien conocido que el material se dana antes de alcan-
zar la maxima tensiéon admisible, al mismo tiempo bajo tensiones a cortante y a
compresion transversal el material tiene un importante comportamiento plastico.
Este modelo debe ser mejorado si se quieren obtener resultados fieles bajo tensiones
cortantes.

Los modelos desarrollados en este capitulo 5 deben ser validados a partir de mas
resultados experimentales. Los ejemplos y la validacién realizados se han obtenido de
la bibliografia. Es necesario disenar experimentos que permitan la validacion precisa

de distintos aspectos del modelo.
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Apéndices

A.1. Algoritmo de integracién numérica

Para determinar los parametros de ajuste (Ay) de las leyes de dano del modelo

definido en el capitulo 0, es necesario integrar numéricamente la siguiente expresion:

<. od
gu = / Y rdry (A-1)
1

El método de Simpson aproxima la solucién mediante polinomios cuadraticos.

De forma general puede expresarse:

h impar ar n
gMgg(f]?J+...+4Mp +2fu +...+fM) (A-2)
donde h es el incremento de cada paso, y fi, = Y]\Z%@’ se define entre r = 1y
N

r — OQ.

Teniendo en cuenta que las leyes de dano provocan que las tensiones tiendan a
cero, para valores de r muy grandes la disipacién mecéanica es practicamente nula,
es necesario determinar el instante para detener la integracién. Cuando la tension
es K veces inferior a la resistencia del material la energia restante se desprecia. El

incremento h puede ser determinado en funcién del nimero de pasos n como:

1 1

El algoritmo de integracién se implementa siguiendo los pasos del cuadro |A.1

265
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1-  Seleccionar ny K

2-  Inicializar r=1, g=0y CONT=0
3- Determinar el paso h

4- WHILE CONT<n

DO I=1:3
od g
I =Yy——
f)=Yu O
r=r-+h
END DO
r=r-h

g=g+ 2 M) +4f2)+ f(3))
CONT=CONT+1
END WHILE

Cuadro A.1: Integracion numérica mediante el método de Simpson.

A.2. Método de la secante para determinar A,

Para determinar el parametro de ajuste de las leyes de dano, es necesario integrar
la respuesta tension-deformacién en términos del pardametro desconocido Aj,. En el
apéndice A se presenta método de Simpson para la integracion de la respuesta. Para
iterar el valor Aj,; se utiliza el método de la secante. El problema a solucionar se
puede expresar:

gn (Ang) — S =0 (A-4)

Para determinar los parametros iniciales para empezar la iteracion se utilizan las

aproximaciones:

r oA X2,

= A%, = 0,5A] A-5

Como la funcién densidad de energia disipada g; (4;) se define sélo por valores

positivos de A,,. La funcién de minimizacién se puede escribir:

(7 =10 (1) - i) - (G2 S
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20 X2,
2B Gy —1* X2,

Al = A%, =054%, v ij=1

g%, apéndice (A.2)

1-  Inicializar
2- Integrar numéricamente

WHILE |gar — S2| < tol.
Integrar numéricamente g}, (A.2)

j ' G ln(Aj >71n(Aj/_1>
1 _ a0 B (O Gy
G = G
Al = AT
j=j+1

END WHILE

Cuadro A.2: Método de la secante
en el cuadro A.2 se propone el algoritmo de solucién.

A.3. Tensor constitutivo tangente del modelo trans.
isétropo

Para determinar el tensor constitutivo tangente es necesario determinar las re-

laciones:
[ 6dy  odi  8di  8d1  ody | _ odi [ orp orp orp orp o
| Oe11 Oezz  Oezz  Iyiz Omiz | Orp | Oe1n  Oeza  Oezz  Oyi2 Oz |
[ 0dy  0dy  0dy 0dy  0dy | _ 8de [ Org  Orr  Orp  Ore  Orr
| Oe11  Oezz  Oezz Oviz  Omiz | Orp | Oe11 Oezz  Oezz Omz Oma |
[ 0ds  8ds ods  ods  ods | _ dds [ orp Oy  Orp  Orp  Orr
| 011 Oeaz  Oezz Omz  Omiz | Orr | Oe11  Oezz  Oezs Oy Omiz |
Ods Odg 9ds 9ds ddg —
| 011 Oeaz  Oezz Omz  Omiz |
=(1—=d 5 orr orp orp orr orr
( 1+>6rT Oe11 Oeaz  Oezz  Oyiz Oz
od or or or or or
1—d* 1+ L+ L+ L+ L+ L+
+( 6) orpy Oe11 Oea2 Oess 0712 OM13

La variacion de las variables de dano en funcién de los umbrales de dano resulta:

Ody

Lt Ay

87‘L+

2

T‘L+

exp [Ary (1 —7r4)]
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Oh- _ 1t oA (1= )
aTL_ r7_
od;; 1+ T’TA(;
87’; = 2 exp [Ag (1 — r7)]
ad 2y, 1-4
orr = - ()
T (Yo - Yo 4 ey 0T
Ody— 8A%(Ey — H)Yorr
- 2
orr (-B- VBT—1A(C—13)) VB —1A(C— 1)

La variacién de los umbrales de dano en funcién de las deformaciones:

[ 81”L+ 81“L+ 87"L+ BTL_;,_ 87‘L+ — & O O O O
| Os11 Oe22  Oezz  Oviz  Omis Xr

ory,_ orp_ orp_ orp_ ory,_ _ F1
| Oenn Oeaa Oes3 0712 O3 Xc 0000

orp orp orp orp orp —
| Os11 Oez2 Oesz Oviz Ovis

— L1 | o Yc=Yr , 522633 Yc-VYr | G33-Gop 12 du3 [H ]*1
rr 2YrYe YrYo  2YrYo YrYe 8% 8% 0

Tensor constitutivo tangente

A 4.

Si se considera el parametro viscoso, la variacion de las leyes de dano resultan:

(B-1)

ad, odyttorytt aditt /o ory At )
orp — arntt ory arttt \At+norit T At 4+

Aplicando la regla de la cadena, la evolucion del dano puede expresarse:

La derivada de las leyes de dano:

[ od1 ody ody ] — 0dy | O9rp Orp  Orp
| 011 Oeaz  Oyiz | Orp | Oe1n Oeaz Oz
[ Oda Oda Odo | — Ody | Orp  Orr  Orp
| 011 Oeaz Oyi2 | Orp | Oe11 Oezz Oz
[ 0ds  0ds  B8ds | — (1 _ ody [ orp  ory  Orp
| D11 Bez2 Oz | (1 d1+> Orp | de11  Oeaz Oz
_ A* Ody 4 orp org, ory,
+(1 d6) Orpy |: Os11 Oezz Oz
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od 1+ryA
3 N = TZM N exp [An (1 — 7))
I8V Ty
od; .
ody (1 — AlidH) ﬁ sirpy >rp-
orp_ od; _ od .

L (1- Aicdpr) ﬁ +(1—d;) Afar—; sirpy =1
Odyy _ grryexp (Asy (1— Koy)) (9 (24 Agy) — Agy (1 — Ksy))
Orry Ko (g — 14 Kay)
donde:

Koy = \/(1 —9)* +4gr},

Si se utiliza, para la ley lineal-exponencial de dano longitudinal a traccién la

derivada 0dy, /Orp . resulta:

ddyy  Ki+ E)
TL+ Eﬂ’%+
od

=+ = (1 - dir)
rrp+

siorpe <riy

F
Ty troeAis T'Ly .
=t Texp [Ag (1 - 5 sl orpy >y,

T4 T4

La evolucién de los umbrales de dano al aumentar las deformaciones:

8rL+ BTL+ BT'L+
Oe11 Oea2 0712
orp,_  Orp_  Orp_
Oe11 Oez2  Ovi2
Orry Orpy  Orrg
Oe11 Oeaz 0712
orp_  Orp_ Orp_
Oe11 Oeaz 0712
donde:
cos?
R] = sin?

— cos ¢ sin ¢

— &
=%

;

SOC
QPC

[1 0 0]
|573|+ntogs)

5 [ 0 n" sign(57}) ] [RJ[Ho] ™" si <T < Jgen

n

L

~ L~
2110 0] si ABlrtom) o —p

L |:0 é—;g—l—% S;g][Ho]il si 0'22>0

0 nt sign(d12) ] [Ho] ™" si Gy <0

St
1 (ehoesT, | sloosk\ . (6Z\% | (L\? _ E,
e (g - T 32 o ) 51 (ST) T <5L) < v
N2 L\ 2
By Tt Toit Eo
YT[O 1 0:| S1 (ST> +<SL) >YT822
sin? ¢ 2 cos ¢ sin ¢sign (512)
cos? p¢ —2 cos ¢ sin psign (512)

cos ¥ sin ¢ (cos? ¢ — sin® ) sign (d12)
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aig;f =10 —=cosan (sinan — n” cosagp + 7t G12 2 __ nT5i [H ]*1
85 0 0 K K3 \ tanag 622 622 K3 tan? ag 0

86-55 _ 0 "7L cos? ag \512|3 "IL cos o + sion (6_ ) COS Q. 1— ,,]L COs 5’_%2 [H ]71
Oe - K3sindag &3, K tan ag g 12 0 K3sin® ag 63, 0

=2

y K= 1+~2‘712

-1
G54 sin® ag
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