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0. INTRODUCCIÓ 

«Pensó que és necessari el descobriment 
d'un cálcul nou que s'adapti particularment 
ais problemes económics i socials, de l a 
mateixa manera que el cálcul diferencial 
s'adapta ais problemes de la física» 

O. MORGENSTEIWí 
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1. P R Ó L E G I X 

1. PRÓLEG 

A restudiar els problemes que es presenten en l'ámbit economic, 
tant en el petit maro de la microeconomia d'una petita empresa com 
en el molt ampli de les polítiques macroeconomiques deis Estats i 
organismes internacionals, el paper que en els últims anys han 
assolit els models económics tractats mitjangant la matemática de la 
incertesa ha estat molt important i sens dubte es consolidaran de 
forma clara en el futur. 

Aquest fet ha pogut sorpendre a alguns, que potser han fet de 
l'ortodoxia científica un dogma, en contradicció amb la veritable 
filosofia científica que no rebutja mai les noves idees i paradigmes, 
sempre i quan aquests siguin suficientment contrastats per les 
verificacions deis resultáis ais que ens han conduít . Pero aquí 
rheterodoxia obre sempre nous camins, i en cas de consolidar-se es 
converteixen en idees acceptades per l a comunitat científica i , per 
tant, en una nova ortodoxia. Ens sembla que aquest es el procés, per 
ara inacabat pero en fase avan9ada, que está seguint la matemática 
de la incertesa: una forma novedosa d'abordar els problemes i que 
acabará esdevenint clássica. 

Com ha quedat palés tantes vegades la matemática de la certesa i 
de la probabilística ha donat grans resultáis en la Física, la Química, 
la Enginyeria i totes aquelles disciplines que posseeixen postuláis i 
Ueis universals, que els han permés d'enlendre i de fer prediccions 
amb molla precisió deis fenomens del seu interés. Aquest no ha 
estat mai el cas de les ciéncies socials i de reconomia. L a seva 
complexitat i can v i constant de variables, fenomens i interaccions 
simplement no ho permet. Fixem-nos en un exemple de cada un 
d'ells. Segons les ultimes observacions del telescopi espacial Hubble, 
és molt probable que la l le i de la gravitado universal descoberta 
per Newton sigui la mateixa des del principi de l'univers, al qual se 
l i pot donar una dala aproximada d'uns vint m i l milions d'anys. No 
cal dir la seguretat que dona treballar amb una eina semblant. 
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D'altra banda hi tenim per exemple el problema borsari, on 
multitud d'experts amb una preparado i solvencia contrastada fan 
prediccions que a posteriori es demostren d'una fiabilitat no massa 
gran. Es aquesta realitat la que fa necessária una nova forma 
d'enfocar els problemes, que d'aquí a uns decennis pensem que 
acabará formant part de les diferents branques de l'Economia. 

L'abséncia total de liéis immutables, que es mantinguin en el 
temps i que tinguin en compte totes les variables fa que els models 
inspirats en les grans Teories Matemátiques com les Equacions 
Diferenciáis siguin una bona forma d'especular, pero per mes 
complexes que siguin no aconsegueixen els resultáis buscats. Com 
era de preveure una ciencia social i per tant sotmesa a la immensa 
complexitat del Iliure arbitri i la voluntad de Tésser huma no es pot 
abordar amb aquests parámetres. 

L a incertesa i la subjectivitat son conceptes absoluta i intimament 
Iligats a l'activitat humana. Aquesta és la gran diferencia de 
l 'Economia, que s'ocupa de l'activitat humana, amb la Física i la 
Química, que s'esforcen en establir principis i models per objectes 
inanimats. L a incertesa i l a subjectivitat ens porten 
indefectiblement a la Uibertat i d'aquí a la no programabilitat 
exacta de moltes de les activitats humanes. És en aquest ámbit on 
es mouen els nostres interessos científics, les nostres motivacions i 
objectius. 

En aquest sentit, seguim la línea de pensament endagada ja fa 
uns anys pels professors A . Kaufmann i J. G i l Aluja, quan afirmen: 
"Entre la programado adaptativa i la intel.ligéncia hi ha una enorme 
diferencia, i aquesta diferencia és la imaginado". 

Pero aleshores ens plantegem la següent qüestió: En el marc de la 
incertesa qué hem d'exigir ais nostres models? Pensem que e l que 
cal exigir-los és que s'adaptin el millor possible a alió que percebem 
amb els nostres sentits. És millor que les hipótesis s'adaptin a la 
realitat, encara que de forma difusa, a teñir hipótesis molt ben 
estructurades pero lluny de les nostres percepcions. 



1. P R Ó L E G X I 

En el context de la incertesa hi ha dos camins entrellagats que es 
poden recorrer. E l primer, mes modest pero mes practicable, és la 
fuzzificació de models ja establerts, la qual cosa ens permet intentar 
resoldre el problema de la certesa de les dades amb les quals 
treballem. L'altre, molt mes complex i ambicies, és la construcció de 
models basats exclusivament en la lógica borrosa. 

En aquest punt, topem sovint amb la complexitat deis cálculs, 
moltes vegades impossibles, i amb la no conservativitat de les 
estructures, com en el cas del producte de ntimeros borrosos 
triangulars que deixa de ser-ho. Aquests tipus de problemes ens 
han preocupat des del comengament, i proposem com a solució fer 
aproximacions en l loc de definir estructures cada vegada mes 
abstractes i complicades, a fi que les mencionades estructures molt 
acceptades en el tractament deis problemes e c o n ó m i c s es 
mantinguin. A aquest efecte, en l a primera part relativa ais 
fonaments de la m a t e m á t i c a borrosa, hem i n t r o d u í t una 
aproximado poligonal per al producte de dos números borrosos 
triangulars amb un error prefixat. 

Els dos camins esmentats s'aborden en aquest treball i formen 
part del que en el moment actual s'está fent en el món fuzzy. Així 
dones, en el conjunt d'aquesta tesi, hem intentat donar un nou enfoc 
a uns temes que considerem fonamentals: les equacions borroses i 
la resolució de certes equacions diferenciáis, des d'un punt de vista 
estrictament borros. 

Per completar l'estudi que presentem en aquesta tesi, després de 
l 'análisi detallada d'algunes de les qüestions teóriques esmentades, 
abordem l'estudi d'alguns models clássics de la teoria económica, 
consistents en l a fuzz i f i cac ió de determinades variables 
involucrades en els models, que guanyen en la seva aplicabilidad a 
la predicció si aqüestes es consideren incertes i se'ls atribueix una 
distribució de possibilitat. 

Les aplicacions realitzadas ais models analitzats teñen per 
objectiu observar la utilització de la lógica borrosa i l a matemática 
de la incertesa en el marc de la teoria económica. 
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Els models reals son, generalment, de formulació mes complexa, 
ja que intenten teñir en compte totes les magnituds que, d'una 
manera o l 'altra, influeixen en la formació d'una determinada 
variable económica. Pero amb el nostre estudi volem posar de 
manifest que l 'aplicació de les técniques operatives en la incertesa 
és possible en aquest camp, ja que pensem que la incorporació de la 
matemática borrosa hi pot ser útil al permetre considerar la part de 
les estimacions futures que no son previstes per les dades del 
passat, pero que poden incorporarse a partir de les conjectures o 
expectatives posades en certa mesura de carácter economic que es 
desitji teñir en compte. 
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2. ESTRUCTURA DE LA TESI 

L a tesi que es presenta es divideix en tres blocs: 

1. Fonaments de l a Matemát ica per al tractament de la 
Incertesa. 

2. Noves aportacions a l'estudi de les Equacions Borroses i de les 
Equacions Diferenciáis Borroses. 

3. Aplicacions de la Matemática de la Incertesa al comportament 
de models de la teoria económica. 

Com a complement necessari per donar sentit a algunes de les 
qüestions teóriques analitzades, el treball es complementa amb 
dos annexos, que poden ser consultats a l Uarg de la lectura si es 
creu convenient. 

P R I M E R B L O C ; F O N A M E N T S D E L A M A T E M Á T I C A P E R A L 
T R A C T A M E N T D E L A I N C E R T E S A 

1. Nocions de lógica. Donem les idees básiques de l a lógica 
binaria per tal d'introduír les T-normes i S-conormes de la lógica 
borrosa i estudiar algunes de les seves propietats. 

2. Subconjunts borrosos. Fem una exposició exhaustiva de les 
definicions i els teoremes referents a subconjunts borrosos, les 
seves operacions, les diferents formes de discr iminar els 
subconjunts borrosos, acabant amb la in t roducció del principi 
d'extensió de les operacions. 

3. N ú m e r o s borrosos. Se estudien els números borrosos des 
d'un punt de vista teoric, com un cas particular deis subconjunts 
borrosos. Per tal de realitzar operacions amb números borrosos, fem 
un émfasi especial a la compatibilitat del principi d'extensió de les 
operacions amb els a - t a l l s . C o m una eina fonamental per 
desenvolupar el segon i tercer bloc de la tesi fixem prioritáriament 
la nostra atenció en els números borrosos trianguláis, sense deixar 



X I V 0 . I N T R O D U C C I Ó 

de banda els trapezoídals i els de tipus L - R . Finalment, aportem 
comn a novetat una nova forma d'aproximació amb error prefixat 
del producte de dos números borrosos triangulars. 

S E G O N B L O C ; N O V E S A P O R T A C I O N S A L ' E S T U D I D E L E S 
E Q U A C I O N S B O R R O S E S I D E L E S E Q U A C I O N S D I F E R E N C I A L S 
B O R R O S E S 

4. Equacions borroses. A partir de la solució de Buckley i Qu 
plantegem un nou enfocament dirigit a resoldre equacions borroses 
amb coeficients dins el conjunt deis números borrosos triangulars, i 
plantejant un métode que permeti conservar l'estructura triangular 
de la solució a partir d'un índex d'aproximació prefixat. 

5. Derivades í equacions d i f e renc iá i s borroses. En . aquest 
capítol, dirigim el nostre estudi a plantejar condicions necessáries i 
suficients que permetin garantir l'estructura triangular de la 
derivada en un punt. Aixó ens servirá per poder fer un estudi mes 
complet de les equacions diferenciáis borroses l ineá is amb 
coeficients constants. 

T E R C E R B L O C : A P L I C A C I O N S D E L A M A T E M Á T I C A D E L A 
I N C E R T E S A A L C O M P O R T A M E N T D E M O D E L S D E L A T E O R Í A 
E C O N Ó M I C A 

6. A n á l i s i de T e q u i l i b r i p a r c i a l de mercat : u n model 
lineal borros. En aquest capítol exposem els resultats obtinguts 
després de fuzzyficar el model enunciat. Primer ho abordem com un 
model estátic, a continuació com un model dinámic considerant el 
temps com una variable continua i , finalment, fem un tractament 
del temps com a variable discrets estudiant les condicions que han 
de complir les variables incertes involucrades en e l model per a la 
convergencia de la trajectória del preu. 
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7. Duopoli: equilibri de Cournot-Nash en un context de 
incertesa. Estudiem en situació d'incertesa el comportament del 
model d'equilibri de Cournot-Nash, plantejant finalment un procés 
de desfuzzyficació de la regió d'equilibri incerta que es determina 
basat en el cálcul del centre de gravetat de la regió d'equilibri 
borrosa. 

8. Opt imi tzac ió d inámica borrosa. Finalment, en el darrer 
capítol abordem l'estudi de la determinació de trajectóries óptimes 
que es generen en un problema d'optimització d inámica , quan 
considerem que les condicions iniciáis i fináis son incertes, i els 
valors s'expressen a t ravés de números borrosos discrets. Ho 
concretem per al cas d'un monopoli, en el qual prenent com a 
funcional la funció de beneficis del model clássic d'Evans, i 
considerant borroses les condicions de frontera, obtenim una 
ponderado que ens permete determinar la funció de pertinenga del 
preu que defineix una trajectoria óptima concreta. 
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N O C I O N S D E L Ó G I C A 1 

C A P Í T O L 

1 
NOCIONS 

DE LÓGICA 

Qualsevol teoria matemát ica es presenta com un conjunt 
d'enunciats (axiomes, definicions, proposicions,...). Quan aquests 
es descriuen amb les páranles d'una llengua utilitzant el seu 
sentit ordinari, pot donar Uoc a confusió, per la qual cosa les 
demostracions cal fer-les sempre amb les regles de la lógica. 

L a historia del pensament mostra, d 'altra banda, que 
l 'elaboració de la lógica i la construcció de les primeres 
"Matemátiques" han evolucionat conjuntament, Fins i tot alguns 
matemátics pensen que el progrés de la matemática ha afavorit 
el desenvolupament de la lógica, pero en tot cas es tracta d'una 
posició clarament subjectiva. 

No obstant, en el temps que ens ha tocat viure, hi ha una 
gran preocupació peí rigor i aquest s'aconsegueix amb les regles 
de la lógica de les proposicions convenientment precisados. 
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1.1 LÓGICA BINARIA 

1.1.1 PROPOSICIÓ LÓGICA I PREDICAT 

Una proposició lógica és un enunciat del qual podem afirmar, 
sense cap mena de dubte, que és cert o fals. Per designar una 
proposició lógica farem servir habitualment les lletres p, q, r, etc. 

Un predicat és un enunciat que pot ser vertader en alguns casos i 
fals en altres, pero en una situació determinada podrem decidir si 
és vertader o fals i , fent correr una mica la imaginado, podrem dir 
que un predicat és una mena de proposició local. 

1.1.2 VALUACIÓ D'UNA PROPOSICIÓ LÓGICA 

Segons la definido de proposició lógica, aquesta només pot teñir 
dos possibles valors: vertader o fals. Aleshores, el model matemátic, 
quan treballem amb aquest tipus de proposicions, és molt senzill. 
Només cal considerar aplicacions V del conjunt 11 de les proposicions 
lógiques en el conjunt {0,1}, definides de la següent manera: 

on i= l , 2, 3, 2n, essent n el nombre d'elements del conjunt H 
de manera que a cada element de IT l i fem correspondre el valor O 
o 1 segons si la proposició és falsa o certa, respectivament. 

Per exemple, si 11 és el conjunt format per dues proposicions p i q, 
tindrem, en aquest cas, quatre valuacions possibles: 

V i : n ^ {0,1} 
p Vi(p) 

Vi: n - ^ {0,1} 
p ^ vi(p)=0 
q Vi(q)=0 

V 2 : n ^ { 0 , l } 
P V2(p)=0 
q ^ V2(q)=l 

V 3 : n - ^ { 0 , 1 } 
p -> V3(p)=l 
q V3(q)=0 

V 4 : n ^ { 0 , l } 
p -> V4(p)=l 
q ^ V4(q)=l 
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Podem observar de 1'exemple anterior que totes les possibles 
valuacions es poden recoUir en una taula, anomenada taula de 
veritat, de la següent manera: 

P q 

V i 0 0 

V 2 0 1 

V3 1 0 

V4 1 1 

on cada fila d'aquesta taula representa una valuació del conjunt 
n , i sempre que no doni lloc a confusió, podrem suprimir la 
columma de l'esquerra. 

En general, si 11 = { p i , p2, Pn}> escriurem totes les valuacions de 
n en la taula de veritat següent: 

P l P2 P3 • • • P n -2 P n - 1 P n 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 • • • 0 0 1 
0 0 0 * • * 0 1 0 
• • • ... • • • ... • • • ... 
1 1 1 1 1 1 

1.1.3 OPERACIONS A M B PROPOSICIONS LÓGIQUES 

Alguns enunciats consten de diverses proposicions relacionades 
entre elles. D'aquí neixen les connectives lógiques: 

a) Conjunc ió 

Anomenem conjunció de dues proposicions p i q, i la representem 
per p A q la p ropos ic ió que és certa només quan les dues 
proposiciones son certes, i és falsa en cas contrari. Definim la 
valuació de l'operació pAq com 

V i ( P A q ) = m í n { V i ( p ) , V i ( q ) } [1.1] 
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En forma de taula de veritat: 

p p p A q 

0 0 0 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 

b) Dis junció 

Anomenem disjunció de dues proposicions p i q, i la representem 
per pvq, la proposició que és certa quan almenys una de les dues 
és certa. Definim la valuació de l'operació pvq com 

V i ( p v q ) = m á x { V i ( p ) , V i ( q ) } [1.2] 

La seva taula de veritat és: 

p p pvq 

0 0 0 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 1 

c) Negació 

Donada una proposició p, definim la negació, i la representem per 
- ip , com una proposició vertadera quan p és falsa, i falsa quan p és 
vertadera. Definim la valuació de l'operació -ip com 

V i ( -np )=1-Vi (p ) [1.3] 

En forma de taula de veritat: 

p --P 
0 1 
1 0 
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d) Condicional 

Per a definir el condicional direm que la proposició p implica la 
proposició q, i ho representarem per p=*q, a la proposició ( - ip)vq 

que és falsa només quan la p és vertadera i l a q és falsa. 
Expressant-ho simbólicament: 

V i ( p=*q ) = m á x { l - V i ( p ) , V i ( q ) } [1.4] 

L a seva taula de veritat és: 

p p p=>q 

0 0 1 

0 1 1 
1 0 0 
1 1 1 

e) Bicondicional 

Donades dues proposicions p i q, definim el bicondicional, i el 
representem per p<=>q, com la proposició (p=»q)A(q=> p) que será 
vertadera si p o q son ambdues vertaderes o ambdues falses. Per 
tant, tindrem 

V i ( p<=>q ) = m í n { m á x { l - V i ( p ) , V i ( q ) } , m á x { V i ( p ) , l - V i ( q ) } } [1.5] 

L'expressió anterior també es pot posar en la forma 

V i ( P<^q ) = m á x { m í n { l - V i ( p ) , l - V i ( q ) } , mín{Vi(p) ,Vi (q)}} [L6] 

Construím l a seva taula de veritat: 

p p p«=>q 

0 0 1 

0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 
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f) Contrad icc ió 

Algunes proposicions compostes per altres teñen la propietat de 
ser sempre falses, independentment del valor que prenguin les 
proposicions iniciáis. Aquests tipus de proposicions s'anomenem 
contradiccions. Un exemple de contradicció és la proposició pv(- ip) 
definida per: 

V i ( pA(-np) ) = m í n { p , l - V i ( p ) } [1.7] 

Construint la seva taula de veritat veurem que está formada 
íntegrament per zeros: 

p p p A ( - . p ) 

0 0 0 

0 1 0 

1 0 0 
1 1 0 

f) Tautologia 

Altres proposicions compostes teñen la propietat de ser sempre 
vertaderes, independentment del valor de les proposicions iniciáis. 
Aquests tipus de proposicions s'anomenem tautologies. Així, per 
exemple, és una tautologia la proposició pv(-ip) definida per 

V i ( p v ( - , p ) ) = m á x { p , l - V i ( p ) } [1.8] 

Lógicament, la seva taula de veritat está formada només per uns: 

p p pv(-.p) 

0 0 1 

0 1 1 
1 0 1 

1 1 1 

Es evident que la negació d'una tautologia és una contradicció i , 
viceversa, la negació d'una contradicció és una tautologia. 
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Entre les T A U T O L O G I E S M E S I M P O R T A N T S , molt utilitzades en la lógica 
binaria, h i tenim: 

1) Modus ponens: [(p=>q)Ap] q [1.9] 

2) Modus toUens: [(p=>q)A(-,q)] =» -,p [1.10] 

3) Silogisme disjuntiu: [(pvq)A(-,q)] => q [1.11] 

4) Simplificació: (pAq) p [1.12] 

5) Addició: p => (pvq) [1.13] 

6) L le i del silogisme: [(p=>q)A(q=>r)] =>(p=>r) [1.14] 

1.1.4 PRINCIPIS DE L A LÓGICA BINARIA 

a) Principi del terg exclós 

E l principi del terg exclós ens assegura que qualsevol proposició 
pot ser o bé vertadera o bé falsa, pero no les dues coses albora. 
Matemát icament podem escriure: 

m á x { v ( p ) , V(- ,p )} =1 [1.15] 

Aquest principi ens condueix a dos métodes de demostrado ben 
coneguts, com son els de reducció a l'absurd i de modus ponens: 

1) M É T O D E D E R E D U C C I Ó A L ' A B S U R D . «Si una proposició p és 
vertadera i pA(-iq) és falsa, aleshores q és vertadera». 

Demostrado: E n efecte, si V(p)=l i V[pA(-iq)]=0, implica 
que el mínim de {V(p),v(-iq)} és zero. Per tant, v(-iq)=0 i , 
peí principi del terg exclós, el máxim de {v(q),v(-iq)} és 
igual a 1. En conseqüéncia, v(q)=l. • 

2) M É T O D E D E L M O D U S P O N E N S . «Si les proposicions p i (p=>q) son 
vertaderes, aleshores la proposició q és vertadera». 

Demostrado: E n efecte, si v(p)=l i el máx{v( - ip ) ,v (q )} 
és igual a 1, Uavors peí principi del ter? exclós el 
máx{v(p) ,v ( - .p )}= l i abcí v(-,p)=0. Per tant, V(q)=l. • 
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b) Principi de no c o n t r a d i c c i ó 

E l principi de no contradicció afirma que una proposició qualsevol 
no pot ser vertadera i falsa albora. Matemáticament podem escriure 

m í n { v ( p ) , v ( - i p ) } =0 [1.16] 

Aquest pr incipi també ens pot conduir a alguns tipus de 
demostrado de la mateixa naturalesa que els que ens ha portat el 
principi del teiq exclós. 

1.1.5 ÁLGEBRA DE PROPOSICIONS 

Direm en primer lloc que p i q son dues proposicions lógicament 
equivalents, i ho denotarem per p=q, si i només si la proposició p o q 
és una tautología. Un métode práctic per veure si les proposicions p 
i q son lógicament equivalents és escriure les dues taules de veritat 
i després veure que coincideixen. 

Es pot demostrar que les operacions entre proposicions lógiques 
verifiquen les deu P R O P I E T A T S següents, que l i donen l'estructura 
á'Álgebra commutativa: 

1) Conmutativa: pAq=qAp pvq=qvp 

2) Associativa: pA(qAr)=(pAq)Ar pv(qvr)=(pvq)vr 

3) Idempotent: PAp^p pvp^p 

4) Distributiva de v respecta a A : pv(qAr)=(pvq)A(pvr) 

5) Distributiva de A respecta a v: pA(qvr)s(pAq)v(pAr) 

6) Absorció: pA(qvp)Bp pv(qAp)=p 

7) Involutiva: -'(-'P)=P 

8) Liéis de Morgan: -i(pvq)=(-.p)A(-iq) -'(pAq)=(-ip)v(-iq) 

9) L l e i del contrarecíproc: (p=>q)=[(-iq)=>(-ip)] 

10) Doble implicado: [p=»(q=>r)]=[(pAq)=>r]. 
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1.1.6 R A O N A M E N T L O G I C , PREMISSES I CONCLUSIÓ 

U n raonament lógic consisteix en un esquema de formules de 
l'álgebra de proposicions, p i , P2, •••> Pn. anomenades premisses del 
raonament, donant com a conseqüéncia una altra proposició q, 
anomenada conclusió del raonament. Simbólicament, escriurem 

Pl> p2.--->Pn [1.17] 

Un raonament lógic és vertader (o válid) si es verifica que q és 
vertadera quan totes les premisses p i , P2, Pn son vertaderes. E n 
cas contrari, el raonament és fals i es tracta d'una fallada. 

Des d'un altre punt de vista, els raonaments lógics válids també 
s'anomenen teoremes; les premisses deis raonaments vál ids , 
hipótesis del teorema; i a la conclusió del raonament lógic válid, tesi 
del teorema. 

Observem que les proposicions p i , P2, pn son totes vertaderes 
si ho és la proposició p i A p 2 A ... Apn- Així , el raonament lógic 
expressat per p i , p2, pn q és válid si i només si la proposició q 
és vertadera quan p iAp2A. . .Apn és vertader. Així, dones, deduím la 
important conclusió: 

«El raonament lógic p i , p2,...,Pn q és válid si i només si la 
proposició (piAp2A...Apn) ==» q és una tautología». 

1.2 LÓGICA BORROSA 

1.2.1 PROPOSICIONS V A G U E S 

L a lógica binaria no sempre és adequada per descriure sistemes 
del món real. Aquesta problemática ve donada peí fet que en la 
lógica binaria només existeixen dues possibilitats; conseqüentment, 
en la realitat, els sistemes queden definits de forma ambigua. E n 
altres paraules, sovint les variables poden prendre matisos 
diferents de certesa i falsedat. 
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La lógica borrosa es basa en els conceptes de conjunt borros i 
lógica simbólica. En aquesta lógica el vertader valor d'una fórmula, 
en lloc de prendre dos valors (0=fals i 1=vertader), pot prendre 
qualsevol valor en l'interval tancat [O, 1], valor que indica el grau 
de veritat o falsedat de la proposició. 

Si , per exemple, considerem que p és l a proposició "x és un 
número real proper a zero", aleshores 0'2 és un nombre proper a 
zero amb un detenninat grau de certesa. Els valors O'OOl i fins i tot 
1.000 també es poden considerar a zero, pero amb un grau de 
certesa diferent, perqué tot dependrá de 1'escala que adoptem. Així, 
si ens referim a la distancia, O'OOl km (Im) és menys proper a O 
que no 1.000 micres (Inun). 

Una proposició vague (o borrosa) és un enuciat que és cert o fals 
amb un cert grau de veritat o falsedat. Per exemple, "en Joan és un 
noi alt" és una proposició vague, perqué el concepto d'altura és 
relatiu. Sempre que no doni lloc a confusió, denotarem les 
proposicions vagues (o borroses) amb les lletres p, q, r, ... tal com ja 
hem fet en la lógica binaria. 

1.2.2 VALUACIÓ D'UNA PROPOSICIÓ V A G U E 

Denotem per T el conjunt de totes les proposicions vagues: 

r = {p / p és una proposició vague} 

i definim una valuació V com el conjunt d'aplicacions del conjunt 
anterior F en l'interval tancat [O, 1], és a dir: 

Va : r [0,l] on a € [ 0 , l ' 
P Va (p) 

En conseqüéncia, una valuació es pot considerar com un conjunt 
de valors numér ics obtinguts de forma totalment subjectiva. 
Convindrem que si V(p)=0, la proposició vague és falsa i si v(p)=l, la 
proposició vague és certa. 
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A efectes práctics de valuació, és convenient establir unes escales 
semántiques (o bé etiquetes lingüístiques). Les mes utilitzades son: 

E S C A L A TERNARIA 

0 fals (impossible) 
1/2 ni fals ni vertader (igualment possible que impossible) 
1 ver tader (totalment possible) 

E S C A L A QUATERNÁRIA 

0 fals (impossible) 
1/3 mes fals que vertader (mes impossible que possible) 
2 / 3 mes vertader que fals (mes possible que impossible) 
1 ver tader (totalment possible) 

E S C A L A PENTANÁRIA 

0 fals (impossible) 
1/4 mes fals que vertader (mes impossible que possible) 
1/2 ni fals ni vertader (igualment possible que impossible) 
3 / 4 mes vertader que fals (mes possible que impossible) 
1 ver tader (totalment possible) 

E S C A L A ENDECANÁRIA 

0 fals (impossible) 
0.1 práct icament fals (práct icament impossible) 
0.2 quasi fals (quasi impossible) 
0.3 bastant fals (difícilment possible) 
0.4 mes fals que vertader (mes impossible que possible) 
0.5 ni fals ni vertader (igualment possible que impossible) 
0.6 mes vertader que fals (mes possible que impossible) 
0.7 bastant vertader (bastant possible) 
0.8 quasi vertader (quasi segur) 
0.9 p rác t i cament vertader (práct icament segur) 
1 ver tader (segur 0 totalment possible) 
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De totes les escales que podríem construir, segons Kaufmann, G i l i 
T e r c e ñ o i ^ Vescala endecanária té la virtut que no és ni massa petita 
amb insuficiencia de matisos ni tampoc massa gran amb excés de 
matisacions. També és interessant el fet que, en teñir un nombre 
imparell de valors, sempre existeix un valor central en el que no és 
ni veritat ni fals. 

Per tal de portar a terme les diferents operacions que es poden 
efectuar entre diverses proposicions vagues, definim a continuació, 
d'una manera totalment axiomática, els conceptes de t-normes, t-
conormes i negacions i també les propietats que existeixen entre 
aquests conceptes. 

1.2,3 NORMES TRIANGULARS O t-NORMES. 

a) Def in ic ió . Sigui l 'interval I=[0,1] i una aplicado T:IxI I . 
L'aplicació T s'anomena una norma triangular, o t-norma, si verifica 
els següents axiomes: 

i) T ÉS MONÓTONA CREDCENT: 

V x , y , x ' , y ' 6 l / X < x' i y ^ y' =! T ( x , y ) < T ( x ' , y ' ) [1.18] 

Ü) T ÉS C O M M U T A T I V A O SIMÉTRICA: 

V x , y € I T(x,y)=T(y,x) [1.19] 

iii) T ÉS ASSOCIATIVA: 

Vx,y,z e I T(x,T(y,z))=T(T(x,y),z) [1.20] 

iv) T TÉ E L E M E N T UNITAT (1): 

V x e I T(x , l )=T( l ,x )=x [1.21] 

1 K A U F M A N N , A . ; GIL A L U J A , J.; TERCEÑO, A . Matemática para la Economía y la 
Gestión de Empresas. Vol.1,4-5. Ed. Ediciones Foro Científico, S. L . Barcelona. 
1994. 
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b) Propietats immediates. De la definició anterior deduím dues 
propietats, que es demostren trivialment a partir deis axiomes: 

1) V x e I T ( x , x ) < X [1.22] 

2) V x e I T(x ,0)=0 [1.23] 

Com a cas particular de 2) tenim | T(0 ,0)=0 [1.24] 

c) Exemples de t-normes. Existeixen infinites aplicacions que 
verifiquen els quatre axiomes de definició de t-norma. Fins i tot 
algunes d'elles depenen d'un parámetre, donant lloc a una norma 
triangular per cada valor del parámetre . Esmentem-ne les que 
creiem mes importants: 

1) MÍNIM DE Z A D E H 2 : 

T(x ,y )=Tz(x ,y )=mín{ x, y} [1.25] 

Fig.1.1 Gráfica de la t-norma del mínim de Zadeh 

2 ZADEH, L.A. Fuzzy Sets(3-4). Department of Eléctrica! Engineering. 
University of California. Berkeley. E.E.U.U. 1965. 
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2) P R O D U C T E A L G E B R A I C : 

T(x,y)=P(x ,y)=x-y [1.26] 

3) P R O D U C T E D 'EINSTEIN: 

T(x,y)=E(x,y)=(x-y) / [2-(x+y-x-y)] | [1.27] 

4) P R O D U C T E A C O T A T : 

T(x ,y )=Toc(x ,y )=máx { x+y-1, O } [1.28] 

5) P R O D U C T E DRASTIC: 

x si y=l 
T(x,y)=Td(x,y)= y si x=l 

[o altrament [1.29] 

6) D O M B I : 

Tx(x,y)=D;^(x,y)= 

14 i - . i f 
Ix J 

1 Í/X 
X>0 

[1.30] 

7) H A M A C H E R : 

Tx(x,y)=H;,(x,y)= x.y l>0 
[1.31] 

8) Y A C E R : 

T;.(x,y)=Y;,(x,y)= 1-mín 1 ,{{l - x M l - yt X> 1 [1.32] 

9) D U B O I S I P R A D E : 

Tx(x,y)=DP;,(x,y)= ^ r 0< X< 1 
máx \x,y,X) [1.33] 

10) W E B E R : 

Tx(x,y)=W;,(x,y)= máx (o , ̂ E l Z l l + ^ j x > 1 
[1.34] 
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d) Teoremes de les normes triangulars 

T E O R E M A 1.1. «Donada una t-norma T, es verifica: 

Td(x ,y ) < T ( x , y ) < T z ( x , y ) [1.35] 

on Td i Tz son respectivament les t-normes del producte drástic i 
de Zadeh.» 

Demostrado: 

a) Provem primer que T(i(x,y) < T(x,y). Per y=l, T(i(x,y) =x i 
T(x,y)=T(x,l)=x. Per tant, T(x,y)=Td(x,y). 

P e r x = l , Td(x,y)=y i T(x,y)=T(l,y)=y. Per tant, T(x,y)=Td(x,y). 

Per a tot x ,ye l -{ l} , tenim Td(x,y)=O=T(x,0) < T(x,y). 

b) Provem a continuació que T(x,y) < Tz(x,y). Suposem que x<y, 
aleshores Tz(x,y)=x. 

D'altra banda, T(x,l)=x i per a tot x,yG I, on x<x i y<l es 
compleix que T(x,y)<T(x,l)=x=Tz(x,y). 

Análogament es prova peí cas y<x. • 

Quant al segon teorema, haurem d'efectuar préviament la següent 
definició. Direm que T és una norma triangular idempotent si i sois 
si es verifica: 

V X G I T ( x , x ) = X [1.36] 

T E O R E M A 1.2. «La t-norma del mínim de Zadeh és Túnica t-norma 
que és idempotent.» 

Demostrado: 

a) És evident que V x e l es verifica que Tz(x,x)=mín{x, x}=x. 
Per tant, la norma de Zadeh, Tz, és idempotent. 

b) D'altra banda, si T és una t-norma idempotent i suposem 
que x<y, aleshores tindrem x=T(x,l) > T(x,y) > T(x,x)=x. Per 
tant, T(x,y)=x=mín{ x, y}=Tz(x,y), i així la t-norma será la de 
Zadeh. • 
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1.2.4 CONORMES TRIANGULARS O t-CONORMES. 

a) Def inic ió . Sigui l 'interval I=[0,1] i una aplicació S : Ix I -> I . 
L'aplicació S s'anomena una conorma triangular, o t-conorma, si 
verifica els següents axiomes: 

i) S ÉS MONÓTONA CREDíENT: 

V x , y , x ' , y ' G l / x < x ' i y < y ' = S(x ,y) < S(x ' , y ' ) [1.37] 

ii) S ÉS C O M M U T A T I V A O SIMÉTRICA: 

V x , y e I S(x,y)=S(y,x) [1.38] 

iii) S ÉS ASSOCIATIVA: 

Vx,y,z e I S(x,S(y,z))=S(S(x,y),z) [1.39] 

iv) S TÉ E L E M E N T UNITAT (O): 

V x e I S(x,0)=S(0,x)=x [1.40] 

Observem que aquest últim axioma distingueix les t-conormes 
de les t-normes. 

b) Propietats immediates. De manera similar a les t-normes, de 
la definició anterior es poden deduir dues propietats, que es 
demostren directament a partir deis axiomes: 

1) V x e I 

2) V x e I 

S ( x , x ) < X [1.41] 

S ( x , l ) = l [1.42] 

Com a cas particular de 2) tenim | S ( l , l ) = l [1.43] 

c) Exemples de t-conormes. Lógicament, com en el cas de les t-
normes, existeixen infinites aplicacions que verifiquen els quatre 
axiomes de definició de la t-conorma, algunes d'elles depenents 
d'un parámetre . 
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Esmentem les t-conormes que s'utilitzen mes freqüentment: 

1) M Á X I M D E Z A D E H : 

S(x ,y )=Sz(x ,y )=máx{ x, y} [1.44] 

Fig.1.2 Gráfica de la t-conorma del máxim de Zadeh 

2) S U M A A L G E B R A I C A : 

S(x,y)=Su(x,y)=x+y-x-y [1.45] 

3) S U M A D ' E I N S T E I N : 

S(x,y)=SE(x,y)= (x+y)/( l+x-y) [1.46] 

4) S U M A A C O T A D A : 

S(x,y)=Soc(x,y)=mín{ x+y, l} [1.47] 

5) P R O D U C T E DRÁSTIC: 

X si y=0 
S(x,y)=Sd(x,y)= y si x=0 

1 altrament [1.48] 
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Les t-conormes parametritzades son: 

6) DOMBI: 

S;,(x,y)=D;t(x,y)= — 

1+ ( l - l l 

1 
-X 

+ f l - 1 
-X -IIX 

X>0 

Ix 1 

7) H A M A C H E R : 

S.(x,y)=H.(x,y)= x + y x y-(l-X).x.y 
l-{l-A.).x.y 

l>0 
[1.50] 

8) Y A G E R : 

Sx(x,y)=Yx(x,y)=mín 1, (x^+y^)^^^l X> 1 [1.51] 

9) DuBOis I P R A D E : 

Sx(x,y)=DP;,(x,y)=l i^-^)i^-y) 
m á x | l - x , 1-y , X] 

0<X<1 
[1.52] 

10) WEBER: 

S . (x ,y )=W.(x ,y )=mín ( l , (l+4(x+y)-^.x.y] 
l 1+X ¡ 

X> -1 
[1.53] 

d) Teoremes de les conormes triangulars 

T E O R E M A 1.3. «Donada una t-conorma S, es verifica: 

[1.54] S z ( x , y ) < S ( x , y ) < S d ( x , y ) 

on Sz i Sd son les t-conormes de Zadeh i del producte drástic, 
r e s p e c t i v a m e n t . » 

Demostrado: 

Es molt semblant a la del Teorema 1.1 i no l'efectuem. • 



1. NOCIONS DE LÓGICA 

Direm que S és una conorma triangular idempotent si i sois si es 
verifica: 

V x e I S ( x , x) = X [1.55] 

T E O R E M A 1.4. «La t-conorma del máxim de Zadeh és Túnica t-
conorma que és idempotent.» 

Demostració: 

Es demostra de manera similar a la del Teorema 1.2. • 

Per demostrar el proper teorema será necessari efectuar primer 
algunes quantes definicions que relacionen les t-normes amb les t-
conormes: Donades una t-norma T i una t-conorma S, resulta que: 

1) T és distributiva respecte a S si i sois si 

V x , y , z e l S(x,T(y,z))=T(S(x,y),S(x,z)) [1.56] 

2) T absorbeix a S si i sois si 

. V x , y € l T(x,S(x.y))=x [1.57] 

3) S és distributiva respecte a T si i sois si 

V x , y , Z 6 l T(x,S(y,z))=S(T(x,y),T(x,z)) [1.58] 

4) S absorbeix a T si i sois si 

V x , y e l \x( S(x,T(x,y)=x ) [1.59] 

T E O R E M A 1.5. «Si S és distributiva respecte a T, Ilavors T absorbeix 
a S i , com a conseqüéncia, T és idempotent.» 

Demostració: 

a) Suposem que S és distributiva respecte a T, aleshores 
V x , y € I es verifica: 

T(x,S(x,y))=T(S(x,O),S(x,y))=S(x,T(0,y))=S(x,0)=x. 
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b) Suposem ara que T absorbeix a S, aleshores V x e l tenim: 

T(x,x)=T(x,S(x,0))=x. • 

T E O R E M A 1.6. «Si T és distributiva respecte a S, Uavors S absorbeix 
a T i , com a conseqüéncia, S és idempotent.» 

Demostrado: 

Es prova de manera análoga al teorema anterior. • 

1.2.5 L E S N E G A C I O N S O C O M P L E M E N T A C I O N S . 

a) Classes de negacions. Definim en primer lloc tres classes de 
negacions (o complementacions): 

N E G A C I Ó F E B L E . Direm que una aplicado N : I -> I és una negado 
feble si i sois si verifica les dues condicions següents: 

1) N(0)=1 , N(1)=0 

2) V x , y € l / x < y N(x)>N(y) (monótona decreixent). 

N E G A C I Ó E S T R I C T A . Direm que una aplicado N : I ̂  I és una negado 
estricta si i sois si compleix les dues condicions següents: 

1) N(0)=1 , N(1)=0 

2) V x , y e I / x á y N(x) > N ( y ) (monot. estrict. decreixent). 

N E G A C I Ó . Direm que una aplicado N:I -> I és una negado si i sois 
si verifica les tres condicions següents: 

1) N(0)=1 , N(1)=0 

2) V x , y e I / x < y => N(x) ^ N(y) (monótona decreixent) 

3) V x € I N(N(x))=x (involutiva). 
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b) Exemples. Exposem a continuació quatre exemples de negacions 
o complementacions: 

1) N(x)=l-x [1.60] 

2) N(x)=l si x=0 i N(x)=0 si X ^ O [1.61] 

3) N(x)=0 s i x = l i N(x)=l six^l [1.62] 

4) N(x)=(l-x)/(l+X.x) X> -1 [1.63] 

c) N i T-associativitat en t-normes i t-conormes. Donades 
una t-norma T, una t-conorma S i una negació N , introduirem dues 
noves definicions. Direm que: 

a) T és N-associativa respecte a S si: 

V x . y e l S(x,y)=N(T(N(x),N(y))) [1.64] 

b) N és T-associativa respecte a S si: 

V x , y e l T(x,y)=N(S(N(x),N(y))) | [1.65] 

d) Liéis de Morgan. De les definicions anteriors es dedueix 
r important teorema següent: 

T E O R E M A 1.7. Si T és una t-norma N-associativa respecte a S i S és 
una t-conorma N-associativa respecte a T, aleshores es verifiquen les 
dues propietats següents, que es coneixen per Liéis de Morgan:: 

i) V x , y € I N(T(x,y))=S(N(x),N(y)) [1.66] 

ii) Vx ,yG I N(S(x,y))=T(N(x),N(y)) [1.67] 

Demostració: 

És evident, per la qual cosa no fem la demostració. • 
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1.2.6 V A L U A C I O N S E N P R O P O S I C I O N S L Ó G I Q U E S V A G U E S . 

a) Valuacions en les operacions. Considerem les cinc operacions 
fonamentals entre proposicions lógiques vagues: 

1) Conjunció: pAq 2) Disjunció: pvq 

3) NegaciÓ: -tp 4) Condicional: p=»q 

5) Bicondicional: p<=í>q 

S i v(p) i v(q) son les valuacions de les proposicions vagues p i q, i 
si T és una t-norma, S una t-conorma i N una negació, les valuacions 
de les proposicions anteriors es defineixen respectivament com: 

[1.68] V(pAq)=T(V(p),V(q)) 

V(pvq)=S(v(p),V(q)) [1.69] 

v(^p)=N(v(p)) [1.70] 

V(p=>q)=V((^p)vq)=S(N(v(p)),V(q)) 

V(p<=>q)=V((p=>q)A(q=>p))= 

=T(S(N(V(p),V(q)),S(N(V(q),V(p))))) 

[1.71] 

[1.72] 

b) Valuació de Zadeh. S i , com a cas particular, considerem l a t-
norma i la t-conorma de Zadeh i la negació N(v(p))=l-v(p), tindrem 
les valuacions: 

v ( p A q ) = m í n { v ( p ) , v ( q ) } [1.73] 

v ( p v q ) = m á x { v ( p ) , V ( q ) } [1.74] 

V ( - n p ) = l - V ( p ) [1.75] 

V(p=> q)=:máx {1-v(p),V (q)} [1.76] 

V ( p ^ q ) = mín{máx{l-v(p),v(q)} , máx{ l-v(q),v(p)}} [1.77] 
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c) Principis del terq exclos i de no contradicció. En el cas de 
la lógica borrosa tenim el teorema següent: 

T E O R E M A 1.8. No es verifica el principi del ter? exclos ni el principi 
de no contradicció, és a dir existeix almenys una proposició p tal 
que compleix les desigualtats: 

' [1.78] V ( p v ( - . p ) ) ^1 

V(pA(-np)) ^0 [1.79] 

Demostració: 

Suposem que p és una proposició i que la seva valuació ve 
donada per una escala ternaria. Utilitzant la valuació de 
Zadeh tindrem 

V(p) V(- ,p) V(pv(-np)) V(pA(-,p)) 

0 1 1 0 

0.5 0.5 0.5 0.5 

1 0 1 0 

que, com es pot veure, V(pv(-ip))5¿l i v(pA(-ip))9£ 0. 

C a l observar que emprant un altre tipus de valuació és 
possible que aquests dos principis es verifiquin. • 
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C A P Í T O L 

2 
SUBCONJUNTS 

BORROSOS 

Segons hem exposat en l'annex A , donat un referencial E^0, 
una de les maneres de definir un subconjunt ordinari o nítid A 
d'E (crisp set) és donant una propietat o predicat P(x) que 
compleixin tots els seus elements, de manera que un element 
d'B pertanyerá a A si compleix la propietat P. Així, el conjunt A 
quedará perfectament determinat. 

Aquesta propietat pot venir modalitzada matemát icament 
per la seva funció característica 

1LIA:E -> ¡0,1 

de la següent manera: 

í 1 si xe A (x verifica la propietat P(x)) 
X -> M-A(X) = { 

(o si x¿ A (x no verifica la propietat P(x)) 

E l graf de | J ,A 
G(^lA)={(x,M,A(x) /xeE } 

ens permet rá representar gráficament, en un sistema de 
referencia, el subconjunt A . 
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2.1 SUBCONJUNTS BORROSOS 

2.1.1 PRINCIPI D E SIMULTANEÍTAT G R A D U A L 

L'anterior definició de subconjunt ordinari está en consonancia 
annib el principi de no contradicció, que afirma que un predicat no 
pot ser alhora cert i fals, i que, per tant, un element qualsevol ha de 
pertányer o no al subconjunt. 

Aquest principi pot ser substituit peí que els professors 
Kaufmann i G i l Aluja3 anomenen Principi de simultaneítat gradual, 
el qual afirma que qualsevol enunciat és vertader i fals a la vegada 
amb un cert grau a de veritat i un grau 1-a de falsedat. E n 
particular, un element x pertanyerá a E amb un cert grau de 
pertinenga a i , per tant, 1-a indicará el grau de no pertinenga. 

Tot plegat equival a substituir el conjunt {0,1} per l'interval [0,1] 
com a recorregut de la funció ¡J-A- Així queda introdüida la noció de 
predicat vague P(x) com aquell que verifica qualsevol element del 
conjunt E amb un cert grau de veritat (o falsedat). 

L a idea de subconjunt borros, introduída per Lotf i A . Zadeh"^ a 
l'any 1965, sorgeix en considerar els elements d'un referencial que 
verifiquen un predicat imprecís que simbolitzem per P(x). 

2.1.2 FUNCIÓ DE PERTINEN^A 

a) Definició. A l ' igual que en els conjunts ordinaris, per modelitzar 
matemát icament un predicat vague in t roduím una funció de 
pertinenga ¡O-A (membership function) definida per: 

|XA: E ^ [0,1] 

X ^ |XA(x) [2.1] 

on M-A(X) indica el grau de pertinenga d'un element x d 'E en A . 

3 K A U F A M A N N , A . ; GIL A L U J A , J.; TERCEÑO, A . Matemática para la Economía y 
la Gestión de Empresas (Vol.l). Ed. Foro Científico, S.L. Barcelona. 1994. 
4 Z A D E H , L . A . Fuzzy Sets a «Information and Control", 8, 338-353. 1965. 
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Per exemple, si prenem el referencial deis nombres reals R i 
considerem el predicat vague P(x)="ser proper a 5", queda definit el 
conjunt borros A-{xeR/ x és proper a 5} que podem modelitzar-lo 
matemáticament a partir de la funció de pertinenga 

| X A : R - ^ [0,1] 
1 

1+ x-5 [2.2] 

Gráf icament , 

1 

0-8-

0'6. 

0'4-

0'2 . 

—1 1 1 1 [—— 1 1 1 1 
-1 6 8 10 R 

Fig . 2.1 Exemple de funció de pertinenga 

Així, amb aquesta modelització del conjunt A, qualsevol nombre 
real x és proper a 5 amb un grau de pertinenga ^ I A ( X ) . Podem dir 
dones, que: 

5 és proper a 5 en grau de pertinenga |a,A(5)=l 

6 és proper a 5 en grau de pertinenga |IA(6)=0'5 

9 és proper a 5 en grau de pertinenga |iA(6)=0'2 

104 és proper a 5 en grau de pertinen9a }a,A(104)=0'01 

etc.. 

És evident que la funció de pertinenga d'aquest exemple és una 
funció totalment subjectiva. 



28 FONAMENTS DÉLA M . B O R R O S A 

b) C o n s e q ü é n c i e s immediates 

1) La funció de pertinenga del referencial E és la funció 

HE : E ^ [0,1] 

X |llE(x)=l [2.3] 

2) La funció de pertinenga del conjunt buit 0 és la funció 

1̂0 : E [0,1] 

X |l0(x)=O [2.4] 

3) Observem que les funcions de pertinenga del referencial E i del 
conjunt buit 0 coincideixen respectivament amb les seves 
funcions característiques. Com a conseqüéncia, els conjunts E i 0 
els podrem considerar sempre com a conjunts nítids. 

4) D'altra banda, donat un subconjunt nítid A d'un referencial E , 
ates que { 0 , l } c [ 0 , l ] , la seva funció característica la podrem 
definir com una funció d'E en l'interval [0,1], és a dir, 

| I A : E [0,1] 
í 1 si X€ A 

0= 
| 0 SI xg A [2.5] 

i , conseqüen tment , un subconjunt nítid sempre el podrem 
considerar com un cas particular de subconjunt borros, en el que 
la funció de pertinenga assoleix únicament els dos valors extrems, 
O i 1. 

c) Notacions. H i ha diferents métodes de representado d'un 
subconjunt borros, segons el tipus de referencial. Així tenim: 

1) R E F E R E N C I A L F I N I T . Si E={xi , X2 , X3, ...Xn-1, Xn}, el subconjunt 
borros A el podem representar de tres maneres diferents: 

a) Á = 

XI X2 X3 Xn-1 Xn 
tó(xi) tó(X2) tó(X3) tó(Xn-l) |J.A(Xn) 

[2.6] 
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b) Á = | J . A ( X I ) / X I + |IA(X2)/X2 + |1Á(X3)/X3 + . . . 

... + ^lÁ(xn-l)/xn-l + |J'A(Xn)/xn [2.7] 

c) Á={ (xi , |LlA(xi)), (X2, |IÁ(X2)), (X3, ^A(X3), . . . . 

. ..(xn-l, HA(Xn-l)) , (xn, ^lA(Xn)) } [2.8] 

2) R E F E R E N C I A L INFINT N U M E R A B L E . Si é sE={x i , X2, X 3 , . . . xn-i, xn,.. .}, 
el subconjunt borros Á el podem representar per 

a) Á ={ (x i , |XA(XI)) , (X2, |IA(X2)), . . . , (xn, |lA(xn), ...} [2.9] 

co 

b) A= X ^iX(xi)/xi [2.10] 
i=l 

3) R E F E R E N C I A L I N F I N T N O N U M E R A B L E . S i és E C R , el subconjunt 
borros A , el podem representar per 

a) A = { ( x , | l A ( x ) ) / x e E } [2.11] 

b) A= ^X(x) /x [2.12] 

En general, sempre que no doni lloc a confusió i fent un abús de 
llenguatge, expressarem un subconjunt borros A a partir de la seva 
funció de pertinenga |XA. 

Per exemple, prenent com a referencial E el deis nombres reals R, 
la funció de pertinenga 

Î X(x) = 

O si x<l 

(x+2)/4 si -l<x<l 

2-x si l<x<2 

O si x>2 

definirá un subconjunt borros A d ' R . 
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Representem gráficament el subconjunt borros anterior 

Fig . 2.2 Exemple de subconjunt borros 

2.1.3 GENERALITATS SOBRE SUBCONJUNTS BORROSOS 

1) Inclusió i igualtat 

a) I N C L U S I Ó A M P L I A . Donats dos subconjunts borrosos A i B del 
mateix referencial E , direm que A está contingut (o és inclós) en 
sentit ampli en B si i només si V x G E es verifica la desigualtat en 
sentit ampli | IA (x) < | I B ( X ) . Escriurem 

A £ B <^ V x e E , M-A(X)< | IB(X) [ 2 . 1 3 ] 

Fent servir l 'inclusió amplia i donat un referencial E, anomenem 
conjunt de les parts, simbolitzat per P(E)^ el conjunt format per 
tots els subconjunts borrosos d'E, 

P(E)= A / A c E [2.14] 

b) I N C L U S I Ó E S T R I C T A . Com a cas particuak de la inclusió amplia, 
direm que el contingut o la inclusió és estrióte si la desigualtat és 
estricta, és a dir, 

Ac=B «=> V x e E , M-A(X)<M.B(X) [2.15] 
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c) I G U A L T A T . Donats dos subconjunts borrosos A i B del mateix 
referencial E , direm que son iguals si teñen la mateixa funció de 
pertinenga, és a dir. 

A = B V x e E , 11 A(x)=|a,B(x) [2.16] 

Aquesta definició d'igualtat és equivalent a 

A = B A G B i B C A [2.17] 

Observem que la demostrado és immediata, perqué només cal 
aplicar la propietat antisimétrica de la relació d'ordre usual en 
l'interval [0,1]. 

2) Suport, altura i nucli 

a) S U P O R T . Definim el suport d'un subconjunt borros A, supp{A), 
del referencial E com el subconjunt nítid format per tots els 
elements d'E peí quals la funció de pertinenga d'A és diferent de 
zero. Ates que, per definició, la funció de pertinenga és sempre no 
negativa, |J ,A(X)>0, podem escriure 

supp(A)={ x € E / [ 1 A ( X ) > 0 } [2.18] 

b) A L T U R A . Definim Valtura d'un subconjunt borros A, h (A) , com 
el suprem (sup) del conjunt format per tots els graus de la seva 
funció de pertinenga. Per tant. 

h(Á)=sup {|1A(X) / X € E } [2.19] 

Notem que l'altura d'un subconjunt borros existeix sempre, 
perqué el conjunt {|LIA(X) / x e E } és un subconjunt nítid d ' R acotat 
entre els extrems O i 1. 

Per exemple, prenem E = R i considerem el subconjunt borros 
amb funció de pertinenga |LlÁ: R-> [0,1] sempre n u l l a per valors 
no positius i de valors iguals a l / ( l+x2) per valors positius, té 
d'altura, h(A )=sup{|lA(x) / X G R } = 1 . 
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Expressant matemáticament aquesta funció de pertinenga 

O si X < O 

1 
l + x 2 

si X > O 

i fent la seva gráfica 

-4 -3 -2 -1 

Fig . 2.3 Exemple d'altura d'un subconjunt borros 

podem observar que la seva altura és la unitat, perqué el 
suprem de la funció de pertinenga és igual a l . 

Com a cas particular d'un referencial finit, i recordant que el 
suprem (sup) d'aquest tipus de referencial coincideix amb el seu 
máxim (máx), tindrem 

h(Á)=máx {tXA(x) / x e E } [2.20] 

c) N O R M A L I T A T . Un subconjunt borros A d'un referencial E direm 
que és un subconjunt borros normal si existeix almenys un 
element d'E, tal que la funció de pertinenga pren el valor 1, és a 
dir, si té una altura unitaria: 

A é s n o r m a l ^ 3 X € E / | X A ( X ) = 1 [2.21] 
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PROPOSICIÓ 2.1. «Si Á és un subconjunt borros d'un referencial 
E amb funció de pertinenga | J , A . i si existeix el máx{ ( IA(X) / 

xG E } , aleshores el conjunt borros A N amb funció de pertinenga 

^IAN(X)= ^lA (x)/máx { A (x) / xG E } [2.22] 

és un subconjunt borros normal.» 

Demostrado: 

Sigui a'=máx{M,A(x) / X G E } . A leshores 3 X ' G E tal que 
M-Á(x')=a'. Per tant, |j.AN(x')=a'/a'=l i així A N és normal. • 

d) N U C L I . Donat un subconjunt borros A del referencial E , 
anomenem nucli d'A, i el denotem per N ( Á ) , e l conjunt ordinari 
(crisp) format per tots els elements del referencial E que teñen la 
funció de pertinenga igual a 1. És a dir, el nucli ve definit per 

N ( Á ) = { XG E / ^ A ( x ) = l } [2 .23] 

i ' 

0'8-

0-6-

0'4-

0'2 • 1 
] 

1 1 
-2 -1 0 1 : 2 3 1 5 6 7 8 

Fig . 2 .4 Exemple de nucli de subconjunt borros 

E l nucli anterior, N ( A ) = [ 2 , 4 ] , és el de la funció de pertinenga 

(x2-x ) /2 si l < x < 2 

1 si 2<x<4 

5-x si 4<x<5 

O si x<l o bé x>5 
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3) a-talls d'un subconjunt borros 

Donat a e [0,1], definim el conjunt de nivell a o a - ta l l d'un 
subconjunt borros A del referencial E amb funció de pertinenga 
jj,A, com el conjunt nítid A a format per tots els elements d'E que 
teñen un grau de pertinenga a A superior o igual a a. És a dir. 

A a = { x G E / ^ l A ( x ) > a } [2.24] 

Observem que per a=0 es verifica que Ao=E. 

Per exemple, si Á és el subconjunt borros de R que té per funció 
de pertinenga 

Uavors els seus a-talls A a serán: 

a) Si 0< a <1 

Aa={xG R / | IA(X) > a} = { X G R / e-lxl > a}={xG R / -Ixl > Lna} 

= { X G R / 1x1 < -Lna}=[ Lna , -Lna] 

b) Si a=0 Ao=R 

c) Si a=l Ai={xGR/e- lx l=l} ={x G R 7-1x1=0} ={1}. 

ttA(x) 

-5 -3 -3 -Ln(0'2) 
i 1 1 1 

O Ln(0'2) 3 4 5 R 

Fig. 2.5 Exemple deis a-talls 
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Si en la definició d'a-tall la desigualtat és estricta, direm que és 
un a-tall estríete i el representarem per A+a- És a dir, 

A+a = { x g E / H A ( x ) > a } [2.25] 

PROPOSICIÓ 2.2. «Els a-talls {A»}ae [0,1] del subconjunt borros 

A verifiquen 

1) S i a = l l A ( x ) x e A a 2) a'> a A a ^ A a ' 

3) A a n A a ' = A a " on a"= max{a, a'} .» 

Demostració: 

1) És immediata per la definició d'a-tall. 

2) Si xe A a ' |LlA(x)> a'. Com que per hipótesi a'>a 
tindrem, | IA (x) ^ a. Llavors será xe A a . 

3) S i xe A a n A a ' xe A a i x e A a ' <=> |LIA (x) > a i 
jj.A(x)> a' M-ACX) > máx{a, a'}=a" <^ x e A a " . • 

PROPOSICIÓ 2.3. «Si A i B son dos subconjunts borrosos d'un 
referencial E , llavors V a e [0,1] es verifica: 

1) A £ B ^ A a £ B a 2) A = B <í=> A a = B a . » 

Demostració: 

1) Suposem que existeix un a* tal que A a ' ^ B a ' , llavors 
existeix x'e E tal que x' G A a ' i x'g B a ' i , per tant, [XA (x')>a' i 
|J.B(x')<a'. En conseqüéncia, |LIB(X')< |LIA (x'), que és una 
contradició amb la hipótesi que A e B . 

Suposem ara que A ce B , aleshores existirá un x'e E tal 
que p.B(x')<HA(x'). Sigui M.A(x')=a', per tant x'e A a ' i x ' í B a ' , 
és a dir, existeix un a' tal que no verifica A a £ B a . 

2) És una conseqüéncia immediata d ' l ) i del fet que 
A= B és equivalent a A S B i B C A . • 
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2.2 OPERACIONS AMB SUBCONJUNTS BORROSOS 

2.2.1 INTERSECCIÓ DE SUBCONJUNTS BORROSOS 

1) Def inic ió d ' intersecc ió 

Siguin A i B dos subconjunts borrosos d'un referencial E , amb 
funcions de pertinenga |i,AÍ M^B. respectivament, i T una t-norma. 
Definim la intersecció d'A i B com el subconjunt borros C amb funció 
de pertinenga 

^ lC(x)=T(^ lA(x) . ^ lB(x)) I [2.26] 

Així, dones, tota intersecció entre subconjunts borrosos queda 
definida a partir d'una t-norma. Per tant, podem definir infinites 
interseccions diferents, ates que hi ha infinites t-normes. 

Fem notar que cada intersecció complirá diferents propietats que 
depondrán de la t-norma que la defineix. 

2) Exemples d'interseccions 

Donem a continuació, com a exemple, les interseccions definides a 
partir de les t-normes [1.26], [1.28] i [1.29]: 

a) Producte algébrale: C= Á n i B 

V X G E , ^lc(x)=P(|aA(x), ^ B ( X ) ) = M - A ( X ) - | X B ( X ) 

b) Producte acotat: C= A n2 B 

V X G E , ^ C ( X ) = T . . ( ( ^ I A ( X ) , M-B(x))=máx{^lA(x)+iaB(x)-l, 0} 

c) Producte drástic: C= A na B 

Vxe E , ^ic(x)= Tdto(x) . V^B^^)] -

^ ^ A W si H5(X)=1 

\L^(x) si ^lX(x)=l 

O altrament 
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3) Intersecc ió de Zadeh 

D'entre les infinites interseccions possibles, mereix una especial 
atenció la definida a partir de la t-norma de Zadeh. 

T E O R E M A 2.1. «L'aplicació A : [0,1]X[0,1] [0,1] definida per 
M^Á(x)A|lB(x)=mín{(J,A(x), M-BCX)} és una t-norma, que es coneix 
per t-norma de Zadeh.» 

Demostrado: L a subdividim en quatre parts, provant que 
és monótona creixent, conmiutativa, associativa i que existeix 
r element unitat. 

l ) M O N Ó T O N A C R E I X E N T . Per a tot |J .A(X), M-AÍX' ) , | I B ( X ) i 
ia.B(x') de l'interval [0,1] suposem que 

^ A ( X ) < |lA(x') i ! I B ( X ) < ^B(x') 

Uavors caldrá veure que 

mín{|J.A(x), ^lB(x)} < mín{|J.A(x') , ^ B ( X ' ) } 

Considerem els quatre casos següents: 

1.a) ^A(x) < |LlB(x) i | IA(X ' ) ^ ^ B ( X ' ) 

Per tant, 

mín{^A(x), |aB(x)}=^A(x) i mín{^A(x'), |lB(x')}= ! X A ( X ' ) 

Com que per hipótesi ( X A Í X ) ^ ^ A (x'), tindrem 

mín{|lA(x), ^B(X)} < mín{|lA(x'), | X B ( X ' ) } . 

l.b) |LlA(x) < ^ B ( X ) i | I B ( X ' ) ^ M.A(X') 

Per tant, 

mín{|lA(x), |LlB(x)}= |LlA(x) i mín{|lA(x'), |LIB(X')}= ^IB(X*) 

Com que per hipótesi | X A ( X ) ^ I^BCX) <}XB(X'), tindrem 

mín{|lA(x), ^ B ( X ) } <mín{^A(x') , ^IB(X' )} . 
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l.c) | I B ( X ) S M.A(X) i ^lA(x') < ^ IB(X ' ) 

Per tant, 

mín{ ^ A ( X ) , lLlB(x)}= ^ B ( X ) i nun{ \LA(X'), M-gCx')}= M-ACX') 

Com que per hipótesi P-B(x) ^ ^ A ( X ) ̂  M-ACX'), tindrem 

mín{¡lA (x), ^B(X)} < mín{ ^IA(X'), | X B ( X ' ) } . 

l.d) ^lB(x)<^lA(x) i JIB(X')<M-A(X*) 

Per tant, 

mín{)lA(x), |LIB(X)}=HB(X) i mín{|lA(x'), HB(X' )}=^B(X' ) 

Com que per hipótesi |XB(X) ^ M-A(X) ^ |AB(X' ) , tindrem 

mín{p.A(x), ^lB(x)} <mín{^A(x'), M-B(X')} . 

En conseqüéncia, per 1.a, l .b , l .c i l . d , queda probat que 
l'aplicació A és monótona creixent. 

2) COMMUTATIVA. Per a tot M.A(X) i ^ B ( X ) de l'interval [0,1] 
tindrem que 

mín{ H A ( X ) , HB(X) } =mín{ ^ B ( X ) , M-A(X) }. 

3) A S S O C I A T I V A . Per a tot | X A ( X ) , ^ B ( X ) i P-cCx) de 
l'interval [0,1] haurem de provar que 

mín{ ]LlA(x), mín{ |LIB(X), |LIC(X)} } = 

= mín{ mín{fXA(x), HB(X)}, Jic(x)} 

Considerarem les sis possibilitats següents: 

3.a) ^lA(x) < ^ B ( X ) < \ICW 3.b) M.A(X) < ^c(x) < ^ B ( X ) 

3.C) |LlB(x) < ^A(x) < Jlc{x) 3.d) | I B ( X ) < !LÍC(X)< ^lA(x) 

3.e) | ic(x) < M-A(x) < ^ B ( x ) 3.f) \Lc(x) < \LB(X) < \IA (x) 
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Demost rem ú n i c a m e n t , per exemple, l a 3.c), p e r q u é les 

restants es fan de la mateixa manera: 

m í n { ^ A ( x ) , m í n { ^ B ( x ) , |ac(x)}}= nun{ ^ A ( X ) , |1B(X) }= |LIB(X) 

D ' a l t r a banda, 

m í n { m í n { | l A ( x ) , H B ( X ) } , Hc(x)}=nun{ ¡J-ECX), ^ic(x)}= | I B ( X ) 

4) EXISTENCIA D ' E L E M E N T UNITAT. Exis te ix l a funció de 

pertinenga del referencial E , ) IE (x )e [0,1], tal que per a 

tot |LLA(x)e [0,1] es verifica que 

D E F I N I C I Ó D ' INTERSECCIÓ D E Z A D E H . Siguin A i B dos 
subconjunts borrosos d'un referencial E , amb funcions de pertinenga 
M-Á i M-B, respectivament, i sigui la t-norma A . Definim la intersecció 

mín{ | lA(x) , |XE(X)} = nun{^lA(x), 1} =|LlA(x). • 

de Zadeh deis subconjunts borrosos A i B com el subconjunt borros 
C = Á n B amb funció de pertinenga 

V x e E , | lc(x)= | l A n B ( x ) = | X A ( X ) A H B ( X ) [2.27] 
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Fig.2.6 Intersecció de dos subconjunts borrosos 
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4) Intersecció de Zadeh en el cas infinit 

A partir de la propietat associativa es pot definir la intersecció de 
Zadeh d'un nombre finit de subconjunts borrosos, és a dir si Ái, 
A2,...,An son n subconjunts borrosos d'un referencial E , aleshores 
tindrem per a tot x e E , 

|LlC(x)= ^AlnA2n....An (x)= M.Al(x)A|lA2(x)A...A|LlAn(x) [ 2 . 2 8 ] 

Cal observar que en el cas d'un nombre infinit de conjunts 
borrosos aquesta definició pot deixar de teñir sentit, ates que el 
mínim no té perqué existir. Així, per exemple, si suposem els 
següents subconjunts borrosos Ak amb funció de pertinenga 

llavors el mín{M-Ak(^)}=mín{ 1,1/2,1/3,...} no existeix. 

Aquest fet ens porta a una nova definició, sensiblement diferent, 
d'intersecció en el cas infinit. 

N O V A DEFINICIÓ D'INTERSECCIÓ D E Z A D E H . Donat un nombre 
infinit de subconjunts borrosos Ap d'un referencial E, amb funcions 
de pertinenga )lAp , anomenen intersecció de Zadeh deis subconjunts 
borrosos Áp el subconjunt borros C=OAp amb funció de pertinenga 

| lC (x )=ínf{ | lAB (x) } I [ 2 . 2 9 ] 

T E O R E M A 2 . 2 . «La intersecció de Zadeh és l'única que és 
idempotent, És a dir, donada una t-norma T idempotent i dos 
subconjunts borrosos Á i B d'un referencial E , amb funcions de 
pertinenga f l A i ftB respectivament, qualsevol intersecció G que 
té per funció de pertinenga |LIC(X)=T( |IA(X), |IIB(X)), verifica que 
lLtC(x)=|XA(x)A)LlB(x).» 

Demostració: És immediata per al Teorema 1.2, que 
provava que la t-norma del mínim de Zadeh era Túnica 
idempotent. • 
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2.2.2 UNIÓ DE SUBCONJUNTS BORROSOS 

1) Definició d'unió 

Siguin A i B dos subconjunts borrosos d'un referencial E , amb 
funcions de pertinenga [i, A i |J^B, respectivament, i S una t-conorma. 
Definim la unió d'A i B com el subconjunt borros C amb funció de 
pertinenga 

|I C(x)= S(M-A(x), | l § ( x ) ) [2.30] 

De la mateixa manera que en la intersecció, pero ara utilitzant les 
t-conormes, la unió entre subconjunts borrosos queda definida a 
partir d'una t-conorma. Podrem definir, en conseqüéncia, infinites 
unions diferents. 

2) Exemples d'unions 

A títol d'exemple, donem a continuació les unions definides a 
partir de les t-conormes [1.45], [1.47] i [1.48]. 

a) Suma algebraica: C = A U i B 

V X G E , ^ C ( X ) = SU(|XA(X), ^B(X))= |llA(x)+^lB(x)-^A(x)-|LlB(x) 

b) Suma acotada: C = A U 2 B 

V X G E , !lc(x)= SOC((^A(X), ^IB(X))= min{^iA(x)+|lB(x) ,1} 

c) Suma drástica: C= A U3 B 

V X G E , ^ C W = S d ( ^ A W ' M-B(X)) = 

|iX(x) si P5(X)=0 

PB(X) si \il(x)=0 
1 altrament 

3) Unió de Zadeh 

D'entre totes aqüestes infinites unions mereix una especial 
atenció la unió definida a partir de la t-conorma de Zadeh. 
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T E O R E M A 2.3. «L'aplicació v : [0,l]x[0,l] -> [0,1] definida per 
M'A(x)v|j,B(x)=máx{|a,A(x), |^B(X)} és una t-conorma, que es coneix 
per t-conorma de Zadeh.» 

Demostrado: Les propietats de 1) Monótona creixent, 2) 
Commutativa i 3) Associativa es demostren de la mateixa 
manera que en el Teorema 2.1 de la t-norma de Zadeh. Ens 
falta provar 1'última propietat: 

4) E X I S T E N C I A D ' E L E M E N T U N I T A T . Existeix la funció de 
pertinenga del conjunt buit 0 , |i,0(x)e [0,1], tal que per a 
tot )J .A(X)€ [0,1] es verifica que 

máx{|lA(x), Mx)}= máx{^A(x),0}= |J,A(X). • 

DEFINICIÓ D 'UNIÓ D E Z A D E H . Siguin A i B dos subconjunts 
borrosos d'un referencial E , amb funcions de pertinenga | X A Í M - B . 
respectivament, i sigui v la t-conorma. Definim la unió de Zadeh del 
subconjunts borrosos A i B com el subconjunt borros C=ÁuBamb 
funció de pertinenga 

V x € E , |XC(x)= ) I A U B ( X ) = M . A ( X ) V ^ I B ( X ) [2.31] 
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Fig. 2.7 Unió de dos subconjunts borrosos 
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T E O R E M A 2.4. «La unió de Zadeh és l'única que és idempotent. 
És a dir, donada una t-conorma S idempotent i dos subconjunts 
borrosos Á i B d'un referencial E , amb funcions de pertinenga 
M-A i M- B resp., qualsevol unió C amb funció de pertinenga 
jlC(x)=S(jlA(x), ^ B ( X ) ) , verifica que | X C ( X ) = ) X A ( X ) V } X B ( X ) . » 

Demostració: És immediata peí Teorema 1.4, que prova que 
la t-conorma del mín im de Zadeh és Túnica t-conorma 
idempotent. • 

2.2.3 C O M P L E M E N T A R ! D ' U N S U B C O N J U N T B O R R O S 

1) Def in ic ió de complementac ió 

Sigui A un subconjunt borros d'un referencial E , amb funció de 
pertinenga \LA , i sigui N una negació. Definim el complementari d'A 
com el subconjunt borros C amb funció de pertinenga 

HC(x)=N(HA(x)) I [2.32] 

T E O R E M A 2.5. «L'aplicació (') :[0,1] -> [0,1] definida per | L I A ' ( X ) = 

l-|a,A(x) és una negació, coneguda per negació de Zadeh.» 

Demostració: Provarem els tres apartats següents: 

1) C O M P L E M E N T A R I S D E L B U I T I D E L R E F E R E N C I A L : 

| i0'(x)=l-H0(x)=l-O=l , i i iE'(x)=l- |XE(x)=l-l=0 

2) M O N Ó T O N A D E C R E I X E N T : 

V|LlA(x), | I A ( X ' ) € [0.1] tal que !lA(x)<^lA(x'), 

es verifica - ^ A ( X ) ^ - | lÁ(x') <=> 

<=> l - j l A ( x ) > l - | i A ( x ' ) <=> flA(x) > | lA(x ' ) 

3) I N V O L U T I V A : 

VHA(x)e[0, l ] , ^A"(x)=(l -^A(x)) '=l- ( l -M.A(x))=^A(x) . • 
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2) Complementari de Zadeh 

Sigui A un subconjunt borros d'un referencial E , amb funció de 
pertinenga |LlAÍ sigui la negació ('). Definim el complementari de 
Zadeh del subconjunt borros Á com el subconjunt borros A' amb 
funció de pertinenga 

' [2.33] |j.A'(x)= l - ^ l A ( x ) 

Fig . 2.8 Complementari d'un subconjunt borros 

2.2.4 INTERSECCIÓ, UNIÓ i C O M P L E M E N T A CIÓ D E Z A D E H 

Exposem ara algunes propietats relacionades amb aqüestes tres 
operacions de Zadeh, efectuades amb conjunts borrosos: 

T E O R E M A 2.6. «La complementado de subconjunts borrosos 
compleix les següents propietats Iligades amb la intersecció i la 
unió, conegudes com liéis de Morgan: ». És a dir, 

1) E l complementari de la intersecció és igual a la unió deis 
complementaris, 

' [2.34] (AnB)'=A'uB' 

2) E l complementari de la unió és igual a la intersecció deis 
complementaris, 

[2.35] (AuB)'=A'nB' 
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Demostrado: 

1) C O M P L E M E N T A R I D E L A INTERSECCIÓ: (AnB)'=Á'uB' 

Observem en primer lloc que donats dos elements a i b 
qualsevols de l'interval [0,1] es verifica 

1- mín{a, b} = máx{l-a, 1-b} 

Si suposem que p,A(x) < | I B ( X ) , obtindrem 

^l(AnB)'(x) =l- | I (AnB)(x) =l-nun{|lA(x), )IB(X)} = 

= máx{l- | lA(x), l-^B(x)} = máx{^lA(x), M-g'Cx)} = | l A u B ' ( x ) . 

2) C O M P L E M E N T A R I D E L A UNIÓ: | (AuB)'=Á'nB' 

Com que també es verifica 

1- máx{a, b} = mín{l-a, 1-b} 

la propietat del complementari de la unió es demostra de 
la manera similar al cas anterior. • 

Notem que aqüestes tres operacions amb subconjunts borrosos no 
compleixen les mateixes propietats que les deis subconjunts 
ordinaris, perqué en el cas borros no es verifiquen els principis de 
no contradicció i del terg exclos: 

An A ^0 Á u A ' 5tE [2.36-37] 

Per exemple, prenent el referencial E={xi, X2 , X 3 , X 4 , X 5 , xe} i el 
subconjunt borros 

Á= On/xi + 0 7 / X 2 + 0'3/x3 + 0'1/X4 + O/X5 + 0'9/x6 

el complentari será 

A'=0'9/xi + 0'3/x2 + 0'7/x3 + 0'9/x4 + I/X5 + O'l/xe. 

Aleshores, tindrem que 

A n A'=0'l/xi + 0'3/x2 + 0'3/x3 + 0'l/x4 + O/X5 + 0 '1 /X6 ^ 0 

Á u A'=0'9/xi + 0'7/x2 + 0'7/x3 + 0'9/x4 + I/X5 + 0'9/x6 
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L a representació gráfica deis quatre conjunts borrosos anteriors 
ve expressada per les figures següents: 

Fig,2.9 Subconjunts borros A i el seu complementari. A' 

Fig.2.10 Subconjunts borrosos A n A ' i A u A ' 

ESTRUCTURA DE RETICLE^. 

T E O R E M A 2.7. «La terna (P(E), n , u ) té una estructura de reticle 
distributiu i no complementari.» 

Demostrado: L'efectuarem amb els sis passos següents: 

5 L A T I C E T H E O R Y . American MathematicaJ. Society Colloquium Publications, 
X X V . 1967. 
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1) IDEMPOTÉNCIA: 

a) V A G P ( E ) , com que |aAnA(x)=HA(x)A^lA(x)=|XA(x) será 

A n A = A 

b) V Á G P ( E ) , com que HAUA(X)=M-A(X)V| IA(X)=^A(X) tindrem 

A u Á = A 

2) C O M M U T A T I V I T A T : 

a) Per definició de t-norma, A n B = B n A 

b) Per definició de t-conorma, A u B = B u Á 

3) A S S O C I A T I V I T A T : 

a) Per definició de t-norma, A n (B n C ) = A n(B n C ) 

b) Per definició de t-conorma, A u (Bu C ) = A u (B u C ) 

4) A B S O R C I Ó : 

a) Es verifica que A n (Á uB)=A. 

En efecte, si ^ A ( X ) ^ | Í . B ( X ) , aleshores tenim | l (An(AuB) ) (x )= 

=!AA(x) A l lAuB(x)=^iÁ(x) A ( ^A(x) V ^ B ( x ) ) = ^ A ( x ) A iaB(x)=^iA(x). 

b) Es verifica que A u ( A nB)=A. 

L a demostració és similar al cas anterior. 

5) D I S T R I B U T I V I T A T : 

a) Es compleix que A n (B u C ) = ( A n B ) u ( A n C ) 

b) Es compleix que A u (B n C ) = ( A u B ) n ( A u C ) 

E n ambdós casos la demostració és trivial. 

6) No C O M P L E M E N T A R I E T A T : 

a) E l conjunt P(E) no té element nul 

b) E l conjunt P(E) no té element universal 

Per demostrar que no és un reticle complementari farem 
servir un contraexemple, provant que, donats dos 
subconjunts borrosos, la i n t e r secc ió amb els seus 
complementaris no dona el mateix conjunt borros. 
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Sigui el referencial E = { x i , X 2 , X 3 , X 4 , X 5 , xe} i els dos 
subconjunts borrosos 

Á = 0'1/xi' + 0 '7/x2 + 0'3/x3 + 0'1/X4 + O/X5 + 0'9/x6 

B = 0 '2/xi + 0 '8/x2 + 0'4/x3 + 03/x4 + 0'5/x5 + l/x6 

Aleshores, els seus complementaris serán 

A ' = 0 '9/xi + 0 3 / X 2 + 0'7/x3 + 0'9/x4 + I / X 5 + O ' l /xe 

B' = 0'8/xi + 0 '2/x2 + 0'6/x3 + 07/x4 + 0'5/x5 + 0/x6 

Formem les interseccions amb els seus complementaris 

A n A ' = 0 ' l / x i + 0 '3/x2 + 03/x3 + 0 ' l /x4 + O/X5 + 01/x6 

B n B'= 0'2/xi + 0 '2/x2 + 0'4/x3 + 0'3/x4 + 0'5/x5 + 0/x6 

Observem que resulta A n A ' 5¿ B n B'. • 

OBSERVACIONS: 

Recordem que les úniques t-normes i t-conormes que verifiquen 
la propietat d'idempoténcia son les de Zadeh. Per tant, Vestructura 
algebraica formada per la intersecció i la unió de Zadeh és l'única 
amb estructura de reticle. 

Fixem-nos també que la terna formada peí conjunt de les parts 
borroses, el producte acotat i la suma acotada, (P(E) , 0 2 , U 2 ) , no té 
estructura de reticle. No obstant, es verifica el principi del terg 
exclos i el principi de no contradicció, és a dir, 

An2Á '= 0 i A<^2A'=E 

En efecte, anomenant C=A r\i A' i D=A U 2 A' tenim que 

V X G E , | I C ( X ) = OV( | IA(X)+M.A(X)-1)= O V ( H A ( X ) + 1 - ^ I A (X)-1)= OVO=0 

V X G E ^ D ( X ) = l A ( | l A ( x ) + ^ A ( x ) ) = l A ( | L l A ( x ) 4 - l - | a . A ( x ) ) = l A l = l . 
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T E O R E M A 2.8. «Si A i B son dos subconjunts borrosos d'un 
referencial E i a és qualsevol valor de l'interval [0,1], Uavors es 
compleixen les tres propietats següents: 

1) (A n B ) a = A a n B a 2) (A u B ) a = A a u B a 

3) (A')a = (A+(i-a ))' .» 

Demostrado: 

1) I N T E R S E C C I Ó : 

Sigui X G ( A n B ) a <=> ^AnB(x)^a p,A(x)A|lB(x)>a <=> 

<=> |iA(x)>a i |iB(x)^a ^ x G A a i x G B a ^ 

x G A a n B a -

2) U N I Ó : 

Sigui X G (Av^B)a <=> |J.AuB(x)>a ^ ^lA(x)v^B(x)>a <=» 

<=> |LiA(x)>a o |a.B(x)>a <=> x G A a o xe B a <=> 

^ x G A a u B a -

3) C O M P L E M E N T A C I Ó : 

Sigui X G (A')a <=> ^A(x)>a l-|iA(x)>a <^ 

|LlA(x)<l-a x ^ A + ( i . a ) <í=> XG (A+(i.a)) ' . • 

2.3 REPRESENTACIÓ D'UN SUBCONJUNT BORROS 
MITJANgANT ELS SEUS a-TALLS 

Anem a veure a continuació que un subconjunt borros queda 
totalment determinat si es coneixen tots els seus a- ta l ls . 

Subconjunt borros d'un a- ta l l 

Donats els a-talls A a del subconjunt borros A, definim per a 

cadascun d'ells e l subconjunt borros Aa amb funció de pertinenga 

^lAa(x)=a-M-Aa(x) | [2.38] 
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on |XAa(x) és la funció característica del subconjunt nítid A», és a 
dir, la funció definida per 

1 si xe AQI 

O si x í A(x 

Exposem a continuació el següent T E O R E M A D E DESCOMPOSICIÓ:^ 

T E O R E M A 2.9. «Donat un subconjunt borros A d'un referencial E 
i si tenim en compte les notacions de la definició anterior, es 
verifica: 

A = U A a 

ae[o.l] o bé ^1AW= sup¡ HXa(^) / [0 , 1 ] 

Demostrado: 

Donat un element qualsevol X G E , existeix un element 
ae [0 ,1] tal que )XA(x)=a. Llavors podem escriure: 

supj [iA^(.^) / ae [O, 1 ] j = 

= máx j supj / ae [O, a] ) , supj li^Jx) I ae [a, 1] j 

Considerem els dos casos següents: 

a) Si ae (a, l] =» a < a => M-^W < a => xg A» =̂  |J.^^(x)=0 

b) Si ae[0,a] a > a => ^ a => xe A a =» |i^^(x)=a 

Aleshores, 

supj I^XaW / ae [O, 1 ] j = 

= máx ¡ supj a / ae [O, a] ), supjo)) = máx ja, O) = M-^íx) 

que és el que volíem demostrar. • 

Com a E X E M P L E , considerem el referencial E={a, b, c, d, e} i prenem 
el subconjunt borros A =0.2/a + 0.4/b + 0.6/c + 0.8/d + 1/e. 

6 S A K A V A (1993), Pág.16. 
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Els a-talls A a del conjunt borros A son: 

Ao.2= {xeE / ^A(x)>0.2}= {a, b, c, d, e) 

Ao.4= { X G E /|LlA(x)>0.4}= {b, c ,d, e} 

Ao.6= {XG E / |XA(X)>0.6}= {C, d, e} 

Ao.8= {xGE/^tA(x)>0.8}={d,e} 

A i = { X G E / ^ A ( X ) > 1 } = {e} 

que també podem expressar amb la notació 

Ao .2= 1/a + 1/h + 1/c + 1/d +l/e 

Ao .4= O/a + 1/b + 1/c + 1/d +\h 

Ao.6= O/a + 0/b + 1/c + 1/d + 1/e 

Ao .8= O/a + 0/b + 0/c + 1/d + ,1/e 

A i = O/a + 0/h + O/c + 0/d -i- 1/e 

En conseqüéncia , les funcions de pertinenga deis subconjunts 
borrosos Aa serán: 

M'Ao.2(x)=0.2-|aA0.2(x) |llA0.4(x)=0.4|LlA0.4(x) 

És a dir, obtindrem les funcions de pertinenga 

P'A0.2(x)=O.2/a + 0.2/b + 0.2/c + 0.2/d + 0.2/e 

|^A0.4(x)= O/a -I- 0.4/b + 0.4/c + 0.4/d -i- 0.4/e 
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De la mateixa manera, 

^Ao.6(x)=0.6-^lA0.6(x)= O/a + 0/b + 0.6/c + 0.6/d + 0.6/e 

|^Ao.8(x)=0.8-p.Ao.8(x)= O/a + 0/b + 0/c + 0.6/d + 0.6/e 

Finalment, 

M.Ái(x)=l-^Ai(x)= 0/a+ 0/b + 0/c + 0/d + 1/e 

Fent la seva unió, ens quedará la gráfica superior dreta; és a dir, 
el conjunt A. En efecte, 

U Aa=0.2-Ao.2U 0 .4 -Ao .4U 0.6-Ao.6 u O.S-Ao.g u 1-Ai= 

= (máx{0.2. O, O, O, 0})/a + (máx{0.2, 0.4, O, O, 0})/b + 

(máx{0.2, 0.4, 0.6, O, 0})/c +(máx{0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0})/d + 

+ (máx{0.2, 0.4, 0.6, 0.8, l})/e = 

= 0.2/a + 0.4/b +0.6/C +0.8/d +l/e = A. 
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2.4 SUBCONJUNTS BORROSOS CONVEXOS 

a) Def inic ió de subconjunt borros convex. Cons iderem e l 
referencial deis nombres reals R i prenem un subconjunt borros A 
d'R amb funció de pertinenga }J, A . Direm que A é s un subconjunt 
borros convex si i només si tots els seus a - ta l l s { A a } a e [0,1] son 
conjunts convexos en el sentit de la definició de l'Annex A . 

^^A(xi) 

^^A(X) 

O Xj X=(l-A,)-Xi+X-X2 X2 

Fig .2 .11 Subconjunt borros no convex 

b) C a r a c t e r i t z a c i ó deis subconjunts borrosos convexos. 
Exposem i demostrem el següent teorema de caracterització: 

T E O R E M A 2 . 1 0 . «El subconjunt borros A és convex si i sol si, 
V x i , X 2 e R i VX,e [0,1] , es verifica: 

| I A [ ^ - X I + ( 1 - A . ) - X 2 ] > m í n { | l A ( x i ) , | I A ( X 2 ) } [2 .39] 

Demostrado: 

1 ) Suposem en primer lloc que A és convex. Llavors 
donats dos elements x i , X2 qualssevol d 'R , considerem, 
sense perdre generalitat, que a=|a,A(xi)<|J,A(x2). 

Per tant, X I , X 2 G A a . Ates que A a és convex, es verifica 
que X,-xi+(l-A,)-X2G A a , i per tant, 

|LlA[A,-xi+(l-^)-X2] > a = ^lA(xi)= mín{|lA(xi), ^A(X2)) . 
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2 ) Considerem ara la hipótesi, V x i , X 2 e R i V X e [ 0 , l ] , 

]LlA[X-xi+(l-X)-X2] > miní)LlA(xi),jll(x2)}. 

Aplicant la definició d'a-tall , V x i , X 2 G A a e s verifica 
I I A ( X I ) >a i també J IA(X2)^ OC. Per tant, V X E [ 0 , 1 ] tindrem 

f X A [ ^ x i + ( l - X ) x 2 ] > mín{jXA(xi), |XA(X2)} >min{a, a } = a 

Consegüentment, X . X I + ( 1 - ? I ) X 2 G A a . Llavors A a és convex 
V a e [ 0 ,1 ] . Finalment, concluim que A , és convex. • 

2.5 PROPIETATS SEIVIANTIQUES DELS SUBCONJUNTS 
BORROSOS 

Donat un subconjunt borros A definit per un predicat vague P(x) 
modelitzat per la seva funció de pertinenga | X A , volem definir un 
altre subconjunt borros B, a partir de la funció de pertinenga del 
primer, que ens permeti donar un predicat vague del segon. 

Considerem, per tant, A un subconjunt borros d'un referencial E 
Podem establir les següents definicions: 

2.5.1 T r a n s l a c i ó . Anomenem translació de valor L (LT^O) d'un 
subconjunt borros A el subconjunt borros B que té per funció de 
pertinenga 

^tB(x) = ! I A ( X - L ) I [2.40] 

Si L > 0 pariarem de translació a la dreta del subconjunt borros A, 
i , lógicament, si L < 0 direm que és una translació a Vesquerra. 

2.5.2 C o m p r e s s i ó . Anomenem compressió de rao k (k>l) d 'un 
subconjunt borros A el subconjunt borros B amb funció de 
pertinenga 

^ B ( x ) = [M-A(x) ] ' ^ I [2 .41] 
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c) D i l a t a c i ó . Anomenem dilatado de rao k ( 0 < k < l ) d ' u n 
subconjunt borros A el subconjunt borros B amb funció de 
pertinenga 

• ' [2.42] HB(x) = [^A(x)]^^ 

Suposem, per E X E M P L E , el referencial R deis nombres reals i 
considerem el subconjunt borros As={x€R / x és proper a 0 } , 
expressat mitjangant el predicat vague P(x)="ser proper a O". 

Entre altres possibilitats, podem modelitzar aquest subconjunt 
borros a partir de la funció de pertinenga |XA(X)=1/(1+X2). Notem 
que obtindrem els valors (O, 1), (+1, 0.5), (±2, 0.2), (±3 , 0.1), etc., 
que indiquem en la figura següent. 

Una translació a la dreta de valor L=3 donará el subconjunt 
borros B i amb funció de pertinenga p .Bl(x)=l / [ l+(x-3)2] , que tindrá 
com a predicat vague Pi(x)="ser proper a 3". És a dir, 

B i = { x e R / X és proper a 3} 

-4 -3 -2 -1 3 4 5 

Fig . 2.12 Translació amb L=3 

Una compressió de rao k=2 donará la funció de pertinenga: 

| I B 2 ( X ) = [l/(l+x2)]2 = l/(l+x2)2 

que tindrá com a predicat vague P2(x)="ser molt proper a O", per 
la qual cosa ens resultará 

B2={x€R/ X és molt proper a 0} 
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A partir de la taula de valors (O, 1), (±1 , 0.25), (±2, 0.04), etc. 
podem dibuixar la nova funció de pertinenga 

Fig. 2.13 Compressió amb k=2 

Finalment, una dilatado de rao k=0.5 ens donará la funció de 
pertinenga j lB3(x)= [ l / ( l+x2)]0 .5= l / ( l + x 2 ) 0 - 5 que tindrá com a 
predicat vague P3(x)="ser una mica proper a O". E l nou subconjunt 
borros será, dones, 

B 3 = { x e R / X és una mica proper a 0} 

Amb els valors (O, 1), (±1 , 0.7), (±2, 0.44), (+3, 0.31), etc. ens 
resulta l a funció de pertinenga 

Fig . 2.14 Dilatado amb k=0.5 
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2.6 DISTANCIA ENTRE SUBCONJUNTS BORROSOS 

a) D E F I N I C I Ó D E D I S T A N C I A 

Donat un referencial E , una distancia d, definida en el conjunt 
P(E), és qualsevol aplicació 

d: P(E)xP(E) R 

( A , B ) - » d ( A 3 ) 

on el valor d(A, B) rep el nom de distancia entre els subconjunts 
borrosos Á i B, que verifica els següents axiomes'' : 

1) POSITIVITAT: V A 3 € P ( E ) , 

d(A, B)>0 [2.43] 

2) I G U A L T A T : 

Si A=B d(A, B)=0 [2.44] 

3) C O M M U T A T I V I T A T : V A 3 € P ( E ) , 

d(A,B)=d(B, A) [2.45] 

4) A S S O C I A T I V I T A T : V A 3 l C € P ( E ) , 

d(A, B)<d(A,C)+d(C, B) [2.46] 

b) DIFERENTS TIPUS D E DISTANCIA 

1) Distancia m é t r i c a . Una distancia d direm que és una distancia 
métrica si compleix la següent propietat: 

5) d(A,B)=0 A=B [2.47] 

7 D E L U C A - T E R M I N I (1972) 
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2) Distancia de Minkowsk i . Anomenem distancia de Minkowsk i 
entre els subconjunts borrosos A i B, i la representem per d:^(A3) e l 
nombre real donat, segons els casos, per: 

- Si E és un referencial finit, E={xi, X2, X 3 . . . X n - i , Xn}, VXÍ¿0, X,eN : 

" n l/X 
dx(A, B ) = 

- i=l 
[2.48] 

- Si E és un referencial infinit numerable E={xi , X2,... X n - i , Xn,... }, 

VX^O, X,€ N , i sempre que la serie següent sigui convergent: 

~ +00 l/X 

dx(A, B ) = 2 1 ^iX(Xi) - ^i(Xi) ^ 
- i=l 

[2.49] 

- Si E és el referencial deis nombres reals R, VXJ¡=0, N , i sempre 
que l'integral impropia següent sigui convergent: 

-
•+00 1/X 

dx(A, B ) = ll^X(Xi)-
-00 

^B(XÍ) ^-dx 

t comprovar fácilment, observant que 

[2.50] 

axiomes de definició, que és una distancia en P(E) l'aplicació: 
dx: P(E)xP(E) ^ R 

( A , B ) -^dx(A¿ 

Hem de dir que, en general, la distancia de Minkowski no és una 
distancia métrica. En efecte, només cal considerar, en el referencial 
R, els subconjunts borrosos A i B definits per les seves funcions de 
pertinenga: 

si O < X < 2 
X. 

2 
O 

si O < X < 2 

altrament 

X. 
2 
1 
2 
O 

si X = 2 

altrament 
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Representem gráficament les dues funcions de pertinenga: 

Fig.2.15 Funcions de pertinenga 

Observem que com que |IA(2)5¿M.B(2) és evident que A 56 B , i no 
obstant es verifica que 

d J A 3 ) = M . I ( x ) - ^ B ( x ) | ^ d x 

r2 
X. . 2L 

. 0 
2 2 / 

. 0 

dx = 0 

3) Distancia de Hamming. Anomenem distancia de Hamming 
entre els subconjunts borrosos A i B a la distancia de Minkowski per 
X=\, és a dir: 

- Si E és un referencial finit, E={xi, X2, X3 X n - i , X n } , tenim: 

d i ( A 3 ) = X | M - I ( X i ) - ^ i 5 ( X i ) 
i=l [2.51] 

- S i E és un referencial infinit numerable, E={xi , X 2 , . . . X n - i , X n , . . . }, i 
sempre que la serie següent sigui convergent: 

+00 
d i ( A 3 ) = Z l W x O - ^ i í X i ) 

i=l [2.52] 
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- Si E és el referencial deis nombres reals R i sempre que 
l'integral impropia següent sigui convergent: 

d i ( A 3 ) = 

•+=0 

d i ( A 3 ) = I ^ A « - ^ l 5 ( x ) | d x 
-00 

4) Dis tancia eucl idiana. Anomenem distancia euclidiana entre 
els subconjunts borrosos A i B la distancia de Minkowski per 

- S i E és un referencial finit E={xi, X2, X3 . . X n - i , Xn}: 

d 2 ( A 3 ) = V X { l ^ I ( X i ) - ^ 5 ( X i ) f 
i=i [2.54] 

- S i E és un referencial infinit numerable E={xi , X 2 , . . . X n - i , X n , . . . 

sempre que la serie següent sigui convergent: 

dz' ( A S ) = 4 +00 
X { ^ t I ( X i ) - ^ B ( X i ) f 
i=l [2.55] 

- Si E és el referencial deis nombres reals R i sempre que 
l'integral impropia següent sigui convergent. 

r .+00 

d 2 ( A 3 ) = W {I^X(x) - ^ i ( x ) f d x 

• -00 [2.56] 

c) D I S T A N C I E S R E L A T I V E S . Anomenem distancia relativa entre 
els subconjunts borrosos A i B el valor de l a distancia definit en 
l'interval [0,1]. Segons els tres casos del referencial, tenim: 

- S i E és un referencial finit E={xi, X2, X3 . . X n - i , Xn} , 

D . relativa de Minkowski: 5x(A, B ) = - 4 - . d x ( A , B ) 
n 1/X 

[2.57] 
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D. relativa de Hamming: 5 i ( A , B ) = l - . d i ( A , B) [2.58] 

D . relativa euclidiana: 62 (A,B) = ^ . d 2 ( A , B ) [2.59] 

- Si E és el referencial deis nombres reals R i si els subconjunts 
borrosos Á i B teñen suport acotat, en aquest cas, les distancies 
relatives es defineixen a partir de l'interval [a, b], definit com el 
mínim interval tancat d'R tal que 

supp(A) u supp(B) e [a,b] [2.60] 

E n aquest cas les tres distancies relatives resultants son: 

D. relativa de Minkowski: [2.61] 

D . relativa de Hanuning: 5 i ( A , B ) = - l - . d i ( A , B) 
b -a 

D . relativa euclidiana: 52(A,B) = - i = . d 2 ( A , B) 

[2.62] 

[2.63] 

2.7 IMESURES DE BORROSITAT O D'ENTROPIA 

a) DEFINICIÓ D'ENTROPIA 

Per tal de formalitzar de manera apropiada l a idea de desordre 
d'un subconjunt borros, definirem e l concepte d'entropia d'una 
manera axiomática. 

D'aquesta manera, anomenem entropía a tota aplicado del tipus 

P :P(E) R 

A P ( A ) 

que verifica les quatre condicions següents: 
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1) E L S S U B C O N J U N T S NÍTIDS T E Ñ E N E N T R O P Í A Z E R O : 

|3 (A)=0 ^ Aés nítid [2.64] 

2) L A M Á X I M A E N T R O P Í A E S D Ó N A Q U A N L A I N C E R T E S A ÉS M Á X I M A : 

V X G E , P ( A ) té un únic máxim quan |j.^(x)=l/2 [2.65] 

3) E L S U B C O N J U N T BORROS Á SERÁ M E S B O R R O S Q U E E L B SI , Vxe E : 

^l5(x)<nX(x) quan |LLX(x) > l /2 . ^ ^ ^ - j ^ ^j-j 

^l5(x)>^X(x) quan \l1(x) <\/2 [2.66] 

4) U N S U B C O N J U N T B O R R O S I E L S E U C O M P L E M E N T A R I , T E Ñ E N L A 

M A T E I X A E N T R O P Í A : 

P(A) = P(A ' ) [2.67] 

Diem, finalment, que al nombre real |3(A) l i direm entropía del 
subconjunt borros A . 

2.7.2 D I F E R E N T S C L A S S E S D ' E N T R O P I A 

1) E n t r o p í a de Luca -Termin i . Considerem en primer lloc que E 
és un referencial finit i que Á és un subconjunt borros, per la qual 
cosa el seu suport será finit, és a dir, Supp(A) = { x i , X2, , Xn} . 
Aleshores anomenem entropía de Luca Termíní d'A i ho 
representem per P L ( A ) el valor 

P L ( A ) = H ( A ) + H ( A [2.68] 

on 

H ( A ) = - K . | ; |LlX(Xi).ln(|lX(Xi)) on K > 0 
i=l 

Es pren K=l / (n ln2 ) . 
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Per tal de simplificar l 'expressió anterior, introduím la coneguda 
funció de Shanon: 

S ( x ) = - x - l n x - ( l - x ) - l n ( l - x ) [2.69] 

En conseqüéncia, podem posar l'entropia de Luca Termini en la 
forma següent: 

pL(A) = K . 2 S ( | a X ( X i ) ) 
i=l [2.70] 

2) E n t r o p í a de Kaufmann^ . Donat un subconjunt borros A d'un 
referencial E , definim en primer lloc el subconjunt nítid mes proper 
a A, que simbolitzem per A , com aquell subconjunt que té per funció 
característica Fexpressada per: 

( O si U . A ( X ) <1/2 

\ 1 si \Ll(x) > l /2 

^ K A U F M A N N , A . INtroduction a la Théorie de sous-ensembles flous. Vol . I . 
Ed.Masson. 1973. 
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S'anomena entropía de Kaufmann del subconjunt borros Á i es 
simbolitza per P K ( A ) el valor 

P K ( A ) =2.6 ;^(A,A) X>\ [2.71] 

on 5x és la distancia relativa de Minkowski. 

3) E n t r o p í a de Yager^. Definim a continuació Ventropía de Yager 
del subconjunt borros A i la representem per P K ( A ) com el valor 

card S(A) [2.72] 

on d;̂ , és la distancia de Minkowski. 

2.8 PRINCIPI D'EXTENSIO 

a) E X T E N S I O D ' U N S U B C O N J U N T B O R R O S 

Considerem dos subconjunts ordinaris E i F i una aplicació f: E->F. 
Aleshores, donat un subconjunt borros AGE amb funció de 
pertinenga | I A , definim el subconjunt borros B £ F com 

B=f(A)={(y, H B ( y ) ) / y e F ) 

on es verifica que 

^i~(y)= / ' " P t o x ) / y=f(x)) Si y€f(E) 

® ( O s i y e F - f ( E ) 

o, equivalentment, l a funció de pertinenga es pot escriure com 

sup 

O 

si r\y]^2i 

si f ^ { y } = 0 

9 Y A G E R , R.R. On the Measure of Fuzziness and Negation. a "International 
Journal of General Systems, 5. 221-229". 1979. 
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E l subconjunt B Vanomenaiem Vextensió del subconjunt borros A 
induida per l'aplicació f. 

Per E X E M P L E si els referencials son E=F=R i la funció f : R - ^ R ve 
definida per f(x)=x2 i si A és el subconjunt borros d'R(=E) amb 
funció de pertinenca 

X 

2-x 

O 

si O < X < 1 

si 1 < X <2 

altrament 

Aleshores, l 'extensió d'A induída per f és el subconjunt borros B 
d'R(=F) que compleix 

V y > O ^lB(y)=sup{|XA(x) / x€ f^y) = sup(^l^(x) / X € ¡ V 7 , ]] 

=|iB(y)=sup{m(Vy), I^X(-Vy)) 
si O < y < 1 

si 1 < y <4 

Peí fet que no existeix l 'arrel quadrada d'un nombre negatiu, 
considerarem que la seva funció de pertinenca és 

V 7 

2 - V 7 

o 

si o < y < 1 

si 1 < y <4 

altrament 

2.8.2 C A S O S P A R T I C U L A R S 

Existeixen tres casos particulars en qué l a funció de pertinenca 
del subconjunt B és mes fácil de calcular: 

1) F u n c i ó injectiva. Si la funció f és injectiva, es verificará que 
VyefCE) el conjunt {f"l(y)} tindrá només un element, i és ciar que el 
suprem será ell mateix. En aquest cas tindrem 

O 

A ( f \ y } si r\y):A0 
si r\y) = 0 
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2) Func ió exhaustiva. Si f és exhaustiva, és a dir si f(E)=F, tots 
els elements d'F tindran antiimatge i , aleshores, es verificará 

V y e F M,B(y)=siip{ )IA(X) / X€f - l (y)} 

3) Func ió bijectiva. Si f és bijectiva resultará 

V y e F ^B(y) = I^A(f-Ky)) 

2.8.3 G E N E R A L I T Z A C I Ó D E L P R I N C I P I D ' E X T E N S I Ó 

Podem generalitzar a continuació el principi d'extensió amb la 
següent D E F I N I C I Ó 10; 

Siguin els n+1 conjunts ordinaris E i , E2, ... , En i F, una aplicació f: 

E = E i x E 2 X ... xEn -> F i siguin ÁiCEi, A2^E2 , ... , A n ^ E n subconjunts 

borrosos amb funcions de pertinenca respectivos M-Al, l-tA2,..., l-tAn. 

En aqüestes condicions definim el subconjunt borros B S F com 

B = f ( A i , A 2 , A n ) = {(y, fii(y)) / ye F ) 

amb funció de pertinenca, on A representa el mínim, 

supj^Ai(x)A...AjiXjj(x) / y=f(xi , . . . ,Xn) } si yef(E) 

O si y í f(E) 
[2.73] 

De forma equivalent la funció de pertinenca és pot escriure com 

^iB(y)= 
jiAi(x)A...A^Xn(x)/f(xi,...,xn)ef"^{y}j si f^{y}5i0 

I O si f^{y}=0 

[2.74] 

E l subconjunt B l'anomenarem extensió del subconjunt borros Á 
induída per l'aplicació f. 

Z A D E H , L . A . The concept of a linguistic variable and its applícation to 
aproxímate reasoning, l , II i III. a "Information Sciences, 8. 199-251, 307-
357;9, 43-30. 
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Exposem tot seguit el següent T E O R E M A DE C O M P A T I B I L I T A T D E L 

PRINCIPI D'EXTENSIÓ A M B ELS a - T A L L S : 

T E O R E M A 2.11. «Siguin E i F dos referencials, f una aplicació 
entre aquests dos conjunts, f: E - ^ F , i siguin A un subconjunt 
borros de E i B=f(A) l 'extensió del subconjunt A induída per 
l'aplicació f. 

Si considerem els a-talls d'A i B respectivament 

Aa={xGE/|a.A(x)>a} i Ba={yGF / ^iB(y)>a} 

aleshores, és verifica que f(Aa)£Ba.» 

Demostrado: 

1) Si ye f ( A a ) voldrá dir que B X Q G E tal que y=f(xo) i 
| X A ( x o ) ^ a i que |AB(y)=supíJAACX) / xef-My}} >M.A(xo)^a . 
Per tant, y e B a . 

2) Comprovem amb un exemple que en general B a no 
está contingut en f(Aa), tot prenent com a referencials 
E=F=[0,1) i com a funció f:[0,l) [0,1) la definida per 
f(x)=0, V x G [O, 1). Considerem també que A és el subconjunt 
borros d'E amb funció de pertinenga IIÁ(x)=x. 

Tenim V y e (0,1) que i-Hy}=0 , i que per y=0 resulta la 
antiimatge f-l{ol=[0,l). Per tant, |J.B(y)=0 si y € ( 0 , l ) , on 

^IB(0)= sup{^lA(x) / X G f - l (0 | }= sup{^A(x) / xG [0,1)}=1 

Els a-talls de f(A) i B per a = l son, respectivament, 

f ( A i ) = f ( { x G [ 0 , l ) / ^ l A ( x ) > l } ) = 

= f ({xG[0 , l ) / x > l } ) = f ( 0 ) = 0 

Deduím dones que 

B i = { y G [ 0 , l ) / ^ B ( y ) > l } = {0} 

Finalment, concluím que B(x^f(Aa). • 
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Notem que és fácil comprovar que si existeix e l máxim del 
conjunt {p,A(x) / X€f-lfy)} aleshores f(Aa)=Ba. 

Per acabar aquest capítol dedicat a l'estudi deis subconjunts 
borrosos, exposem el TEOREMA DE NGUYEN, demostrat en l a referencia 
que indiquemil : 

T E O R E M A 2.12. «Amb les mateixes hipótesis de la definició de 
la generalització del principi d'extensió, si existeix el máxim del 
conjunt 

{ m i ( X l ) A | X X 2 ( X 2 ) A ... A p . A „ ( X n ) / ( X j . X j , ... , X n ) e r V } ) 

aleshores 

Ba=L f ( A i , A2 , ... , An)ja= f ( A i ^ , Aj^, ... , Ana) 

on A i ^ , A2(i, An„ son els a-talls deis subconjunts borrosos 
A l , A2, . . . , A n . 

1 ^ N G U Y E N , H.T. A note on the Extensión Principie for fuzzy sets. a "Journal 
of Mathematical Analysis and Applications", 2, 369-380. 1978. 
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C A P Í T O L 

3 
NÚMEROS 
BORROSOS 

En moltes situacions de la vida quotidiana no som capacos de 
donar de forma precisa la informado numérica. Per exemple, 
fem servir termes tais com "ens veurem al voltant de les vuit", 
"no hi havia quasi ningú", "mes o menys pesa setanta kilos", 
etc. Tammateix, en algunes qüestions del món científic i , d'una 
forma especial, en l'Economia i l'Empresa, es donen situacions 
similars . 

Per tal de poder quantificar aquesta imprec i s ió cal 
generalitzar el concepte de nombre real a alio que anomenem 
número borros. Fent servir la teoria deis conjunts borrosos, 
podem representar aquests números borrosos com a conjunts 
borrosos del conjunt deis nombres reals. 

No obstant, per fer servir aquests números borrosos en 
qualsevol problema que comporti aquest tipus d ' imprecisió 
hem de poder realitzar operacions aritmétiques amb aquests 
n ú m e r o s . E n particular, hem de poder sumar, restar, 
multiplicar i dividir amb números borrosos. E l procés de fer 
aqüestes operacions s'anomena aritmética borrosa. 
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3.1 NÚMEROS BORROSOS EN R 

3.1.1 PRIMERES DEFINICIONS 

a) Número borros. Direm que A és un número borros si és un 
conjunt borros normal i convex del referencial E £ R 

b) Número borros discret. Direm que A és un número horros 
discret si el seu referencial E és finit o infinit numerable. 

c) Número borros continu. Direm que A és un número horros 
continu si el seu referencial E és un interval d 'R i la seva funció de 
pertinenga és continua. 

d) Número borros de suport acotat. Direm que un ntímero 
borros continu A és un número borros de suport acotat si el seu 
suport és acotat. 

Fig.3.1 Números borrosos no acotat i acotat 

e) Número borros positiu. Direm que un número borros A del 
referencial R és un número borros positiu si la seva funció de 
pertinenga jO-A pren el valor O per tots els valors mes petits de 0. És 
a dir, es compleix que 

A > 0 <^ V x e R , x < 0 , | I A ( X ) = 0 [3.1] 
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f) N ú m e r o borros negatiu. Direm que un número borros A del 
referencial R és un número borros negatiu si la seva funció de 
pertinenca \lA pren el valor O per tots els valors mes grans de 0. És 
verificará que 

A <0 V x e R , x > 0 , A ( X ) = 0 [3.2] 

3.1.2 T E O R E M E S DELS a - T A L L S 

Exposem a continuació els següents teoremes derivats de les 
definicions anteriors: 

T E O R E M A 3.1. «Els a-talls d'un número borros continu A d'R 
son intervals de nombres reals.» 

Demostració: 

Per l a definició de número borros, els a - t a l l s son 
conjunts convexos d 'R. Per tant, aplicant el teorema de 
l 'Annex A , els a-talls son intervals d'R. • 

T E O R E M A 3.2. «Els a-talls A a (amb a^tO) d'un número borros A 

del referencial R , amb suport acotat son intervals tancats del 
tipus Aa=[A(a), A(a)] on 

A (a )=mín{xeR / |aA(x)>a} i A ( a ) = m á x { x e R / |j.A(x)>a} » 

Demostració: 

Peí teorema anterior els a-talls son intervals d 'R. D'altra 
banda, A a es pot expressar com 

Així dones, A a és 1'antiimatge d'un conjunt tancat per 
una funció continua i , per tant, A a és tancat. 

En ser el suport acotat, resultará que Aa=[A (a ) , A(a)]. • 
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3.2 PRINCIPI D'EXTENSIÓ DE LES OPERACIONS 

3.2.1 OPERACIÓ MONÁRIA 

Una de les aplicacions mes importants del principi d'extensió será 
l 'extensió de les operacions amb nombres reals a les operacions 
amb números borrosos. 

Comencem per les operacions monáries on recordem que una 
operació monária en R és una aplicació f : R -> R. 

Si A és un número borros d'R, l'extensió d'una operació monária 
en R ve donada peí conjunt borros B=f(Á) amb funció de pertinenca 

jsup I X e f {̂y} ) si r\y]^0 
^ lo si f^{y) = 0 [3.3] 

3.2.2 OPERACIÓ BINARIA 

Recordem que una operació binaria en R és una aplicació 

f: RxR R 

(x, y) -> f(x, y)= x*y 

Si A i B son dos números borrosos d'R, l'extensió d'una operació 
binaria en R ve donada peí conjunt borros C=f(A, B)=A(*)B amb 
funció de pertinenca 

[3.4] 

o equivalentment 

M'A(*)B(Z)= sup (^i^(x)AHg(y) / z=x*y [3.5] 
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Generalment, els números borrosos que utilitzarem son de suport 
acotat, amb funció de pertinenga continua i amb Toperació interna 
també continua. En aquest cas, s'assolirá en algún punt e l máxim 
del conjunt 

[3.6] ^ I ( x ) A | l B ( y ) / z=x*y) 

Per aquest motiu, l 'expressió anterior s'anomena operado de 
convoludó máx-mín. 

T E O R E M A 3.3. «Donats dos números borrosos A i B del 
referencial del nombres reals R amb funcions de pertinenga ¡XA 
i |LlB continúes i amb una operació binaria interna en R , * , 
continua i monótona (creixent o decreixent), es verifica: 

1) Á*B és un número borros. 

2) L a funció de pertinenga | i A * B és continua. » 

Demostrado: 

Es pot trobar en la referencia indicada. 

3.3 OPERACIONS AMB NÚMEROS BORROSOS 

E n tot aquest apartat suposarem que Á i B son dos números 
borrosos d 'R amb funcions de pertinenga | J ,A i l-tB con t inúes . 

3.3.1 SUMA DE NÚMEROS BORROSOS 

L'operació binaria de nombres reals f(x,y)=x+y és monótona 
creixent en R i , peí Teorema 3.2, A(+)B és un número borros amb 
funció de pertinenga M.A(+)B continua. L lavor s , pe í pr inc ip i 
d'extensió de les operacions, tenim 

|ltA(+)B(z)= sup{ ^A(x)A^ iB(y ) / x+y=z } | [3.6] 

DUBOIS, D. ; P R A D E , H. Fuzzy Sets and Systems: Theory and applications. 
Academic Press. New York. 1980. 
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1-
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Fig.3.2 Suma de números borrosos 

3.3.2 D I F E R E N C I A D E N Ú M E R O S B O R R O S O S 

Definim en primer lloc el PSEUDO-OPOSAT D ' U N NÚMERO BORROS, on 
segons la figura 3.3 comprovem gráficament que la suma d'un 
número borros amb el seu pseudo-oposat no és 1'element nul. 

Notem que l 'operació monár ia de nombres reals definida per 
f(x)=-x és monótona decreixent en R. Llavors, peí Teorema 3.1, - A 
será un número borros, anomenat pseudo-oposat de A, amb funció 
de pertinenca \i-A continua. 

/ \ 
/ / \ 

/ / \ 
/ ^ \ o . 6 

/ / \ 
/ / \ 

/ / \* 

\ 
/ ^ \ 

/ ^ \ 
/ V \ 

/ N \ 
/ ^ \ 
/ ^ \ 
/ ^ \ 

' f \ \ 
B 2 / / SI B l A 

// \ 
T A l S2 "^^"l A2 

7 M 

/ A 
l - L , 2 

Fig.3.3 Suma d'un número borros amb el seu oposat 
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Aplicant el principi d'extensió de les operacions tenim 

)a-A(z)= sup{ | I A ( X ) / f(x)=z }= sup{ \ÍAOÍ) I -X=Z }= 

=sup{ |1A(X) / x=-z }= sup{ )J.A(-Z) / Z G R }=M.A(-Z) 

És a dir, es verifica que 

' [3.7] p,_A(z) =|J.A(-z) 

Ates que l 'operació binaria f(x,y)=x-y no és monótona en R, no 
podem aplicar el Teorema 3.1. Ara bé la diferencia A(-)B la podem 
expressar com la suma deis números borrosos A i -B i , per tant, 
deduir que aquesta diferencia és també un número borros amb 
funció de pertinenca continua. 

Aplicant el principi d'extensió de les operacions, la seva funció de 
pertinenca vindrá donada per 

M'A(-)B(z)= |XA+(-B)(z)= sup{ ^ A ( x ) A ^ l - B ( y ) / x+y=z } 

En conseqüéncia, 

M - A ( - ) B ( Z ) = sup{ ^ i A ( x ) A ^ l B ( y ) / x - y = z } [3.8] 

y 0.4 
\ D2 A \ 

/ d i 
A l 

0.2 
A ^1 1 

A2 \ b 2 

Fig.3.4 Diferencia de números borrosos 

Bn aquesta gráfica hem representat els números borrosos Á i B, a 
trac prim, i l a seva diferencia A(-)B a trac gmixut. 
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3.3.3 P R O D U C T E D E NÚMEROS B O R R O S O S 

Considerem els tres casos següents, segons els signes (positiu, 
negatiu o cap de les dues coses): 

1) E L S N Ú M E R O S BORROSOS S O N D E L MATEDC SIGNE: 

A>0 i B>0 o b é A<0 i B<0 

L'operació binaria de nombres reals f(x, y)=xy és monótona 
creixent (si son positius) o decreixent (si son negatius) en R. 
llavors, peí Teorema 3 . 1 , A( )B és un número borros amb funció 
de pertinenga continua. 

2 ) E L S N Ú M E R O S BORROSOS S O N D E DIFERENT SIGNE: 

A>0 i B<0 o b é A<0 i B>0 

Si suposem que A és positiu i B negatiu, resulta que B es pot 
expressar com B=-Bi amb Bi>0. Aleshores, 

A B= A ( -Bi)= -Á- B i 

Ates que A i B i son dos números borrosos positius, A . B i és un 
número borros i , per l'apartat anterior. A- B és també un 
número borros amb funció de pertinenga continua. 

3) A L G Ú N D E L S N Ú M E R O S BORROSOS N O T É SIGNE: 

Si A o B no son ni positius ni negatius, aplicant els casos 
anteriors es demostra que A- B és un número borros amb 
funció de pertinenga continua. 

En resum, aplicant el principi d'extensió de les operacions en tots 
els casos, obtenim 

l - i A C ) B ( z ) = s u p { iLlA(x)A|LlB(y) / x - y = z } | [3.9] 
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Fig.3.5 Producte de n ú m e r o s borrosos 

3.3.4 Q U O C I E N T D E N Ú M E R O S B O R R O S O S 

Introduirem primerament el concepte de P S E U D O - I N V E R S D ' U N 
NÚMERO B O R R O S , que només tindrá sentit si el número borros és 
positiu o negatiu. Considerem els dos casos següents: 

1) NÚMERO BORROS POSITIU: 

Si A>0, l'operació monária f(x)=l/x és decreixent en R+ i peí 
Teorema 2.1 resulta que A " l = l / A és un número borros amb 
funció de pertinenga continua. 

2) NÚMERO BORROS NEGATIU: 

Si Á<0 , l 'operació monária f(x)=l/x és decreixent en R- i pei 
Teorema 2.1 deduím que A - l = l / A és un número borros amb 
funció de pertinenga continua. 

Aplicant a continuació el principi d'extensió de les operacions 
obtenim la funció de pertinenga 

|iA"kz)= sup{ |1A(X) / f(x)=z }= sup{ ^ A ( X ) / l/x=z }= 

= sup{ ^ IA(X) / l/z=x }= | X A ( 1 / Z ) 



78 I. FONAMENTS DE LA M . BORROSA 

Consegüentment, el pseudo-invers és un número borros que té 
per funció de pertinenca: 

^tÁ-l(z) = ^ l A ( l / z ) [3.10] 

En la gráfica següent mostrem un número borros (a tra? fi), el seu 
pseudo-invers (a trac gruixut), així com el seu producte (a trac 
discontinu), que no será l'element unitat: 

Fig.3.6 Producte de A amb el seu pseudo-invers 

Estudiem a continuació el quocient de dos números borrosos. 
Igual que passa amb el pseudo-invers d'un número borros, el 
quocient A(:)B deis números borrosos A i B només té sentit si B és 
positiu o negatiu. 

D'altra banda, tampoc és aplicable el Teorema 2.1, ja que la funció 
f(x)=x/y no és monótona. Ara bé, el quocient A(:)B es pot expressar 
com el producte del número borros A peí número borros B-1 i , per 
tant, A(:)B será un número borros amb funció de pertinenca 
continua. 

Aplicant el principi d'extensió de les operacions, la seva funció de 
pertinenca ve donada per 

M-A:B(z)=|lA.B-Kz)= sup{ ^ A ( x ) A ^ B - K y ) / x-y=z }= 

=sup{ |lA(x)A^LB(y) / x:y=z } 
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Per tant, el quocient de dos números borrosos és un altre número 
borros amb funció de pertinenga 

E n aquesta figura presentem dos números borrosos (a trag prim), 
així com el seu quocient (a tra? gruixut): 

3.3.5 P R O D U C T E D ' U N E S C A L A R P E R U N N Ú M E R O B O R R O S 

Donat e l nombre real k^O, l 'operació monária de nombres reals 
f(x)=k-x és una funció creixent si k>0 i decreixent si k<0. E n 
qualsevol cas, és aplicable el Teorema 3.1 i , per tant, kA és un 
número borros amb funció de pertinenca continua. 

Peí principi d'extensió de les operacions tenim 

yt A •• B ( Z ) = =sup{ p>A(x)A^lB(y) / x : y = z } [3.11] 

_Q 1 2 2 á £ 

Fig.3.7 Quocient de dos números borrosos 

M-kA(z)= sup{ | X A ( X ) / k-x=z}= sup{ | I A ( X ) / x=z/k }= M-AÍz/k) 

És a dir. 
\lkA(2) = ^ i A ( z / k ) [3.12] 

E n la figura 3.8 de la página següent tenim un número borros 
(dibuixat a trag prim), i els resultáis de multiplicar-lo per k=2 (a 
trag gruixut) i per k=-3 (a ti&g discontinu): 
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Fig.3.8 Producte d'un escalar per un número borros 

3.3.6 M A X I M DE NÚMEROS BORROSOS 

L'operació binaria de nombres reals f(x,y)=xvy, anomenda máxim 
de X i de y, és monótona creixent en R. Llavors, peí Teorema 3.1, 
A(v)B és un número borros amb funció de pertinenga continua i , peí 
principi d'extensió de les operacions, tenim 

1^A(V)B(Z)= s u p { | l A ( x ) A | l B ( y ) / x v y = z } [3.13] 

J. 
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T Al BlT B2 1 X A2 
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Fig.3.9 Máxim de dos números borrosos 
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3.3.7 MÍNIM DE NÚMEROS BORROSOS 

L ' o p e r a c i ó b i n a r i a de n o m b r e s r ea l s f ( x , y ) = x A y , a n o m e n a d a 

m í n i m de x i de y , é s m o n ó t o n a c r e ixen t en R . C o n s e g ü e n t m e n t , p e í 

T e o r e m a 3 .1 , A ( A ) B é s u n n ú m e r o bor ros amb f u n c i ó de pe r t i nenca 

c o n t i n u a i , p e í p r i n c i p i d ' e x t e n s i ó de les operac ions , t e n i m 

I^A(A)B(z )=sup{ | l A ( x ) A | J , B ( y ) / X A y = z } [3.14] 

1 
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JAI B l f B2 \ \A2 

4 6, 8 10 

F i g . 3 . 1 0 M i n i m de dos n ú m e r o s bor rosos 

3.4 ARITIMETICA DELS a-TALLS 

3.4.1 T E O R E M E S DELS a - T A L L S 

T E O R E M A 3 .3 . ( T E O R E M A D E B U C K L E Y ) 1 3 « S i * é s u n a o p e r a c i ó 

b i n a r i a c o n t i n u a e n R i A i B son dos n ú m e r o s b o r r o s o s a m b 

f u n c i o n s de p e r t i n e n c a c o n t i n ú e s , a leshores es v e r i f i c a que 

( A ( * ) B ) a = { z = x * y / x € A a , y e B a } » [3.15] 

Demostració: E s t á r ea l i t zada en l a re fe renc ia i n d i c a d a . • 

B U C K L E Y , J.J. On using a-cuts to evalúate fuzzy equations a "Fuzzy Sets and 
Systems", 38, 309-312. 1990. 



82 I. FONAMENTS DE L A M . B O R R O S A 

T E O R E M A 3.4. «Siguin Á i B dos números borrosos d'R^ amb 
suport acotat i amb a-talls (a ^ 0) iguals a Aa=[A (a ) , A(a)] i 
Ba=[B(a), B(a)], respectivament. Considerem ara el subconjunt 
T=[A(a), A(a)]x[B(a), B(a)] i també l'operació *, continua en T, 
expressada per 

* : T -4 R 

(x, y) x*y 

Aleshores, els a-talls de A(*)B 

(A(*)B)a=[A(a) , A(a)](*)[B(a) ,B(a)] 

venen donats per 

( A ( * ) B ) a = [a, b] [3.16] 

on els extrems de l'interval son 

a=min{x*y / xe [A.(a), A(a)] i ye [B (a) , B(a)]} [3.17] 

b = m á x { x * y / xe [A(a), A(a)] i ye [B (a) , B(a)]} » [3.18] 

Demostrado: En ser * una funció continua en el compacte 
T, assoleix, peí teorema de Weierstrass, el máxim i el minim 
absoluts en T. • 

3.4.2 E X E M P L E D ' O P E R A C I O B I N A R I A 

Donats els números borrosos A i B del referencial R amb a - t a l l s 
Aa=[-l+4a, 5-2a] i Ba=[-2+3a, 4-3a], respectivament, i també 
l'operació binaria definida per f(x,y)= x*y=(x-2)2.(y-3)2, Uavors 

(A(*)B)a= [-l+4a, 5-2a](*)[-2+3a, 4-3a]= 

=[min{ x * y / x e A a i y e B a } , máx{ x * y / x e A a i y€Ba=} ] 

Els a-talls A a i B a , que dibuixem en els eixos X i Y , resp., 
determinaran el conjunt producte A a x B a , que té per vértexs: 

M ( - l + 4 - a , -2-1-3-a) N ( - l - i - 4 - a , 4-3-a) 

P (5-2 -a , -2+3-a) Q ( 5 - 2 a , 4-3-a) 
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Determinarem ara les imatges d'aquests punts per mitjá de la 
funció f(x,y)=(x-2)2(y-3)2, tal com mostrem en l'esquema següent: 

Hem de teñir en compte també que el mínim i el máxim pot 
assolirse en algún punt diferent deis extrems M , N , P i Q. E n el 
nostre cas existeixen dues rectes de mínims, x=2 i y=3. Comprovem-
ho amb la gráfica de la funció en un entorn del punt R(2, 3): 
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0.75 

0.25i 

- 2 - 1 O 1 2 3 4 5 R 

Hem partit deis a-talls A a i B a , utilitzant una escala pentañarla. 
Determinem ara les imatges de M , N , P i Q: 
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Observem que els diferents rectangles M N P Q representen el 
conjunt producte A a x B a amb els valors de a=0, 0'25, 0'5, 0'75 i 1. 
Així, per a=0 tindrem Aa=[-1, 5] i Ba=[-2, 4], d'on M(- l , -2) , N ( - l , 4), 
P(5, -2) i Q(5, 4). Les imatges per z=(x-2)2-(y-3)2 son 

ZM=225 , ZN=9 , zp=225 i ZQ=9 

Com que en 1'interior del quadrat M N P Q hi ha les l ínies de 
mínims x=2 i y=3, on en elles z=0, veiem que aquest és e l mínim 
valor. E l máxim, en canvi, es troba en M o P, i val z=225. 

E n conseqüéncia , el a-tall per a=0 del nou número borros 

C=A(*)B és Ca=[0, 225]. Efectuant aquest procés per els altres a -

talls, obtenim 

Co '25= [O, 112'9] , Co'5= [O, 49] , Co'75= [0,17] i Ci=: [4] 

Amb ells, i altres valors d ' a que creiem necessaris, podem 
dibuixar el nombre borros: 

112"9 225 R 

Amb un raonament matemátic, tot tenint en compte les rectes de 
mínims, es pot demostrar que els a-talls, ( A ( * ) B ) a , del nombre 

borros anterior poden expressar-se per 

Si O < a < (3/4) (A(*)B)a=[0 . (3-2a)2(-5-i-3a)2] 

Si (3/4) < a < 1 (A(*)B)a=[(-3+4a)2(l-3a)2 , (3-2a)2(-5+3a)2]. 
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3.4.3 C O R O L L A R I D E L T E O R E M A 3.4 

C O R O L - L A R L «Amb les mateixes^ hipótesis del_Teorema 3.4 
tenim que (A (*)B )a= [A^(a), A(a)](*)[B(a), B(a)] vindrá 

expressat, segons els quatre casos següents, per: 

a) Si * és creixent respecte a x i y: 

(A(*)B)a= [A(a)*B(a), A(a)*B(a)] 

b) Si * és decreixent respecte a x i y: 

(A(*)B)a= [A(a)*B(a). A(a)*B(a)] 

c) Si * és creixent respecte a x i decreixent respecte a y: 

(A(*)B)a= [A(a)*B(a), A(a)*B(a)] 

d) Si * és decreixent respecte a x i creixent respecte a y: 

(A(*)B)a= [A(a)*B(a), A(a)*B(a)] ». 

Demostració: És inmaediata, perqué només cal teñir en 
compte que una funció monótona (creixent o decreixent) 
pren el seu valor máxjm o mínim en els vértexs del rectangle 
T=[A(a), A(a)]x[B(a), B(a)]. • 

Per exemple, si considerem l'operació binaria f(x,y)=x*y=ex+y en 
R i els números borrosos A i B de R amb a-talls Aa=[A (a ) , A(a)] i 
Ba=[B(a), B(a)], respectivament, llavors l 'extensió de l 'operació 
binaria * ve donada peí número borros C =e^+^-

Ates que l 'operació * és creixent en ambdós x i y, els a-talls del 
número borros C son 

Ca= [C(a), C(a)]= [A(a)*B(a), A(a)*B(a)] 

És a dir, 
Ca= [eA(a)+B(a), eA(a)-hB(a)]. 
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3.4.4 A R I T M É T I C A D E L S I N T E R V A L S D E C O N F I A N Z A 

Un interval de confianga és un interval tancat de nombres reals 
que conté el valor d'una determinada magnitud, la qual no es pot 
precisar de forma exacta. L'aritmética deis intervals de confianga ha 
estat ámpliament desenvolupada pels professors Arnold Kaufmann 
i Jaume G i l Aluja. 

Peí Teorema 3.4 els a-talls de A(*)B venen donats per 

(A(*)B)a= [mín{ x*y / xe [A(a), A(a)] i ye [B(a), B(a)] }, 

máx{ x*y / xe [A(a),A(a)] i ye [B(a),B(a)] }; 

En el cas que es verifiquin les dues expressions següents 

mín{ x*y / xe [A(a), A(a)] i ye [B(a), B(a)]}= A(a)*B(a) 

máx{ x*y / xe[A(a),A(a)] i ye [B(a),B(a)] }=A(a)*B(a) 

llavors, per operar números borrosos a través deis seus a - t a l l s , 
podem utilitzar l 'aritmética deis intervals de confianga que, per la 
seva senzillesa, agilita d'una manera considerable els cálculs que 
s'han d'efectuar. 

En general, si aquest mínim o máxim és difícil de calcular, la 
util i tzació de l 'aritmética deis intervals de confianza ens permet 
obtenir una aproximado de l 'operació. 

3.5 OPERACIONS AMB NÚMEROS BORROSOS EN 
FUNCIÓ DELS a-TALLS 

En tot aquest apartat suposarem que A i B son dos números 
borrosos d'R amb suport acotat i amb a-talls, respectivament, 

Aa=[A(a), A(a)] i Ba=[B(a), B(a)] 

'̂̂  K A U F M A N N , A . ; GIL A L U J A , J. Técnicas operativas de gestión para el 
tratamiento de la incertidumbre. Ed . Hispano-Europea. 1987. 
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3.5.1 S U M A D E NÚMEROS B O R R O S O S 

Per Fapartat a) del corol lar i deF Teorema 3.4, la suma deis 
números borrosos A i B en funció deis a-talls A a i B a és 

(A(+)B)a= [A(a)4-B(a), A(a)+B(a)] [3.19] 

La suma de números borrosos verifica, entre altres, les següents 
propietats, totes de demostració inmaediata: 

1) Conmutativa: V A , B G N ( R ) A ( + ) B = B ( + ) A 

2) Associativa: V A , B ,C € Ñ ( R ) (A(+)B)(+)C = A(+)(B(+)C) 

3) Element neutre: 3 0 e R / V A e N ( R ) A(+)0 = Á 

3.5.2 D I F E R E N C I A D E N Ú M E R O S B O R R O S O S 

L'operació monária f(x)=-x és monótona decreixent; per tant, com 
a cas particular de l'apartat b) del corollari tenim que el pseudo-
oposat d'un número borros A és 

(-A)a=[-A(a), -A(a) [3.20] 

Amb aquesta definició i per l'apartat c) del coro l l a r i , podem 
definir la diferencia de dos números borrosos com 

(A(-)B)a= [A(a)-B(a), A(a)-jB(a)] [3.21] 

3.5.3 P R O D U C T E D E N Ú M E R O S B O R R O S O S 

Considerem els cinc casos següen t s , tenint en compte els signes 
posit iu, negatiu o indefinit deis n ú m e r o s borrosos: 

a) AMBDÓS NÚMEROS BORROSOS SON POSITIUS: A>0 i B>0 

Per l'apartat a) del c o r o l l a r i del Teorema 3.4 tenim 

(A ( )B )a= [A (a)B(a) , A(a)B(a)] [3.22] 
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b) A M B D Ó S N Ú M E R O S B O R R O S O S S O N N E G A T I U S : A<0 i B<0 

Per l'apartat b) del coroMari resultará que 

(A()B)a= [A(a)B(a), A(oOB(a)] [3.23] 

c) N Ú M E R O S B O R R O S O S P O S I T I U I N E G A T I U : A>0 i B<0 

Per l'apartat c) del corollari tindrem que 

(A()B)a=[Ma)B(a), A(a)B(a)] [3.24] 

d) N Ú M E R O S B O R R O S O S N E G A T I U I P O S I T I U : A<0 i B>0 

Per l'apartat d) del corollari resultará 

(A()B)a= [A{a)B(a),A(a)B(a)] [3.25] 

e) A L G Ú N N Ú M E R O B O R R O S ÉS INDEHNTT: 

En aquest cas, algún deis dos números borrosos no será n i positiu 
ni negatiu i , en conseqüéncia, no hi haurá una expressió general per 
a tot a i , per tant, caldrá aplicar el Teorema 3.4. 

Igual que en la suma, en el producte es verifiquen les propietats: 

1) Commutativa: V A , B G Ñ ( R ) A ( ) B = B ( - ) A 

2) Associativa: V A , B , C e Ñ ( R ) (A(-)B)()C = A()(B(-)C) 

3) Element unitat: 3 1 G R / V Á e Ñ ( R ) A ( ) l = A 

3.5.4 QUOCIENT DE NÚMEROS BORROSOS 

Com ja hem vist anteriorment, només té sentit parlar del pseudo-
invers d'un número borros positiu o negatiu. Així, per l'apartat b) 
del coroMari que estem utilitzant en tot aquest apartat, 

(A-i)a=[l/A(a), 1/A(a)] [3.26] 
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Considerant ara el quocient A(:)B com el producte A ( ) B - l , c a l 

distingir els cinc casos següents : 

a) AMBDÓS NÚMEROS BORROSOS SON POSITIUS: A > 0 i B > 0 

(A(:)B)a= (A( )B- i )a= [A(a), A ( a ) ] ( ) [ l / B ( a ) , 1/B(a)] 

É s a dir, resul tará que 

( A ( : ) B ) a = [A(a):B(a), A(a):E(a)] [3.27] 

b) A M B D Ó S NÚMEROS BORROSOS S O N N E G A T I Ü S : Á<0 i B < 0 

De manera similar al cas a), tenim 

(A(:)B)a= [A(a):B(a), A(a):B(a)] [3.28] 

c) N Ú M E R O S B O R R O S O S POSITIU I N E G A T I U : A > 0 i B < 0 

(A(:)B)a= [A(a):B.(oc) , A(a): B(a)] [3.29] 

d) N Ú M E R O S B O R R O S O S N E G A T I U I POSITIU: A < 0 i B > 0 

(A(:)B)a= [A(a):B(a), A(a):B(a)] [3.30] 

e) A L G Ú N N Ú M E R O B O R R O S ÉS I N D E H N I T : 

E n aquest cas, i tenint en compte que ha de succei r que 
0 ^ supp(B), no h i haurá una express ió general per tot a i per tant 
ca ldrá aplicar e l Teorema 3 .4 . 

3.5.5 PRODUCTE D'UN E S C A L A R PER UN NUMERO BORROS 

a) E S C A L A R POSITIU: 

S i k > 0 per l'apartat a) del co ro l l a r i del Teorema 3 .4 , tenim 

( k . A ) a = [ k . A ( a ) , k . A ( a ) ] [3 .31] 
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b) E S C A L A R N E G A T I U : 

Si lc<0 per l'apartat b) del corollari resulta que 

(k.A)a= [k.A(a), k.A(CX)] [3.32] 

Esmentem les principáis propietats del producte d'un escalar per 
un número borros: 

1) Pseudo-associativa: V k , r G R i V A G N ( R ) k.(r.Á)= (k.r).A 

2) Pseudo-distributiva respecte a la suma d'escalars: 

V k , r G R i V A G Ñ(R) (k+r).Á = k.Á (+) r.A 

3) Pseudo-distributiva respecte a la suma de borrosos: 

V k G R i V A , B G N ( R ) k ( A (+) B ) = k.Á (+) k .B 

3.5.6 M A X I M DE NÚMEROS BORROSOS 

Per l'apartat b) del coro l la r i 

(A(v)B)a= [A(a)vB(a), A(a)vB(a)] [3.32] 

Exposem les principáis propietats del máxim 

1) Conmautativa: V A, B G Ñ ( R ) Á ( V ) B = B(v)A 

2) Associativa: 

3) Idempotent: 

V A , B , C G N ( R ) (A(V)B) (V)C = A ( v ) ( B ( v ) C ) 

V A G Ñ ( R ) Á ( V ) Á = A 

3.5.7 MINIM DE NÚMEROS BORROSOS 

Per l'apartat b) del coro l l a r i . 

(A(A)B)a= [A(a)AB(a), A(a)AB(a)] [3.33] 
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Exposem a continuació les propietats del mínim: 

1) Commutativa: V A , B G Ñ ( R ) A ( A ) B = B ( A ) A 

2) Associativa: V Á , B , C G Ñ ( R ) ( A ( A ) B ) ( A ) C = A(A)(B(A)C) 

3) Idempotent: V A G Ñ ( R ) A ( A ) A = A 

3.6 NÚMEROS BORROSOS TRIANGULARS 

3.6.1 N Ú M E R O B O R R O S T R I A N G U L A R 

Donats ai,a2,a3 e R, tais que a i< ñ 2 < as, direm que un número 
borros A del referencial R és un número borros triangular (NBT) si 
la seva funció de pertinenga és del tipus 

0 si X < ai 

x -a i 
si ai < X < a2 

aj -a i 
si ai < X < a2 

aj -a i 

aj-x si a2 < X < a3 si a2 < X < a3 

0 si X > a3 

3.6.2 S U P O R T I N U C L I D ' U N N . B . T . 

E l suport del número borros triangular A és l'interval ( a i , as), 
mentre que él nucli és el conjunt format peí nombre real a2. 

Observem que, conegut el suport i el nucli d'un número borros 
triangular, aquest queda completament determinat. Per aquesta rao 
el representarem per la tripleta ordenada (a i , aa, as ) i escriurem el 
número borros triangular com 

A = ( a i , ñ 2 , as) [3.35] 
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Fig.3.11 Número borros triangular 

3.6.3 a - T A L L S D'UN NÚMERO BORROS TRIANGULAR 

Notem que la funció de pertinenca d'un número borros triangular 
Á és continua en tot R i que el seu suport és un conjunt acotat en R. 
Aleshores, peí Teorema 3.2, els a-talls A a (amb â ^O) son intervals 

tancats de nombres reals del tipus 

Aa= [A(a), A(a)] 

on A(a)=min{x€ R / llA(x)>a} i A (a )=máx{x€R / |lÁ(x)>a}. 

Per tant, si si a i < x < a2 es complirá que 

A(a)= m ín{xeR / (x-ai)/(a2-ai)>a} = 

= min{xeR / x>ai+a(a2-ai)}= ai+a(a2-ai) 

Mentre que si a2 ^ x < as es tindrá que 

A(a)= máx{xeR / (a3-x)/(a3-a2)>a} = 

= máx{xeR / x>a3-a(a3-a2)}= a3-a(a3-a2) 

A i x i , dones, els a-talls del número borros triangular A son 

A a = [ a i + a . ( a 2 - a i ) , a3-a.(a3-a2)] [3.36] 
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3.7 OPERACIONS AMB N. BORROSOS TRIANGULARS 

3.7.1 SUMA DE NÚMEROS BORROSOS TRIANGULARS 

La suma A-ffi de dos números borrosos triangulars A=(ai , a2, as) i 
B=(bi, b2, bs) és el número borros triangular 

En efecte, com que 

Aa=[A(a), A(a)]= [ai+a(a2-ai), a3-a.(a3-a2)] 

Ba=[B(a), B(a)]= [bi+a(b2-bi), bs-a .(bs-bi)] 

aleshores, (A+B)a=Aa+Ba i així 

(A+B)a= [ai+a(a2-ai), a3-a.(a3-a2)]+[bi+a(b2-bi), b3-a.(b3-b2)]= 

=[ai+a.(a2-ai)+bi+a.(b2-bi), a3-a.(a3-a2)+b3-a.(b3-b2)]= 

=[ai+bi+a.(a2+b2-ai-bi), a3-i-b3-a.(a3+b3-a2-b2)] 

Si posem ci=ai+hi^ C2=a2+b2, C3=a3+b3, obtenim 

(A+B)a= [ci+a.(c2-ci), C3-a.(c3-c2)] 

En conseqüéncia Á-+B=(ai+bi^ a2+b2, as+bs). 

L a seva funció de pertinenga és 

A 4 B = ( a i + b i , a2+b2. as+bs) [3.37] 

O si X < a i + b i 

x - ( a i+b i ) 
si a^+bi < X < a2+b2 

a2+b2-a i -b i 

(a3+b3)-x 
si a2+b2 < X < a3+b3 

O si X > a3+b3 
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3.7.2 DIFERENCIA DE NÚMEROS BORROSOS TRIANGULARS 

El pseudo-oposat -A del número borros triangular A=(ai, a.2, as) és 
el número borros triangular 

-A= (-as, -a2. -ai) [3.38] 

En efecte, com que 

Aa= [A(a), A(a)] =[ai+a.(a2-ai), as-a.(as-a2)] 

Obtenim el pseudo-oposat, 

-Aa= [-A(a), -A(a)]= [-(a3-a.(as-a2)). -(ai+a.(a2-ai))]= 

=[-as+a.(as-a2), -ai-a.(a2-ai)]= [ci+a.(c2-ci), cs-a.(cs-C2)] 

on ci=-as, C2=-a2 i cs=-ai. 

Per tant, -A=(-a3, -a2, -ai) 

La funció de pertinenga del pseudo-oposat será 

/ 

O 

x+ag 
a3-a2 

- a i - x 
a2 -a i 

O 

si X < -a3 

si -a3 < X < -a2 

si -a2 < X <-ai 

si X > -ai 

Definim a continuació la diferencia A-B de dos números borrosos 
triangulars A=(ai, a2, as) i B=(bi, b2, bs) per mitjá del número borros 
triangular 

A-B = ( a i - b s , a2-b2, a s - b i ) [3.39] 

En efecte, considerant A-B=A+(-B) aleshores A-B és un número 
borros triangular i el seu valor és 

A-B= (ai, a2, as)+(-b3, -b2, -bi)= (ai-bs, a2-b2, as-bi) 
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La funció de pertinenga de la diferencia A- B será 

O 

IL^Xi (X) = 

O si X > a3-bi 

3.7.3 P R O D U C T E D E N Ú M E R O S B O R R O S O S T R I A N G U L A R S 

Fem notar que el producte A.B de dos números borrosos 
triangulars A=(a i , a2, as) i B = ( b i , b2, bs) no és un número borros 
triangular. 

En efecte, si els dos NBTs son 

(A.B)a=[mín(A(a).B(a), A(a).B(a), A(a).B(a), A(a).B(a)), 

máx(A(a).B(a), A(a).B(a), A(a).B(a), A(a).B(a))] 

Efectuem els quatre productes anteriors, 

A(a).B(a)= a ibi+a . [a i (b2-bi)+bi(a2-ai)]+a2 . (a2-ai)(b2-bi) 

A(a).B(a)= aibs+a. [-ai(b3-b2)+b3(a2-ai)]+a2 .(a2-ai)(b3-b2) 

A(a).B(a)= a3bi+a .[a3(b2-bi)-bi(a3-a2)]+a2 .(a3-a2)(b2-bi) 

A(a).B(a)= asbs+a. [-a3(b3-b2)-b3(a3-a2)]+a2.(a3-a2)(b3-b2) 

Aa= [A(a), A(a)]= [ai+a.(a2-ai), a3-a.(a3-a2)] 

Ba=[B(a) ,B(a)]= [bi+a.(b2-bi) , b3-a.(b3-b2)] 

aleshores. 
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P o d e m o b s e r v a r que en q u a l s e v o l d'aquests quatre p r o d u c t e s e l 

c o e f i c i e n t d 'a^ é s de l a f o r m a ( a i - a i - i ) ( b j - b j . i ) amb 1=2,3 i j=2,3. 

A t e s que a i^^a i - i i bj^s^bj-i, aquest c o e f i c i e n t s e r á s empre d i fe ren t 

de ze ro , a m b l a q u a l c o s a d e d u í m que l a f u n c i ó de per t inenga n o é s 

l i n e a l i , per tant, n o r e p r e s e n t a r á en cap cas un N B T . 

FUNCIÓ D E PERTINENgA D E L PRODUCTE D E DOS N B T S POSITIUS. 

O b t i n g u e m ara l a f u n c i ó pe r t inenga d e l p roduc te de dos n ú m e r o s 

bor rosos t r i angu la r s en e l cas que s i g u i n pos i t i u s . T e n i m 

( A . B ) a = [A(a).B(a), A(a).B(a)]= [ a i b n - a . ( a i ( b 2 - b i ) + b i ( a 2 - a i ) + 

+a2 . (a2-a i ) (b2-bi ) , a3b3-a . (a3(b3-b2)+b3(a3-a2)+a2 . (a3-a2)(b3-b2)]= 

= [ a i b i + a . ( a i b 2 + b i a 2 - 2 a i b i ) + a 2 . ( a 2 - a i ) ( b 2 - b i ) , 

a3b3+a.(-2a3b3+a3b2+b3a2)+a2.(a3-a2)(b3-b2)] 

O b s e r v e m que els a - t a l l s de n i v e l l O i 1 son, r e spec t ivamen t 

( A . B ) o = [ a i b i , a3b3] i ( A . B ) i = [a2b2 , a2b2]=a2b2. 

P e r tant, 

^ i I i ( x ) = ( A B ) ' H x ) s i a i b i < X <a2b2 

l l X i ( x ) = ( A B ) " \ x ) s i a2b2< X <a3b3 

a) Igua lan t l ' e x t r e m i n f e r i o r de ( A . B ) a a x , 

a i b i + a . ( a i b 2 + a 2 b i - 2 a i b i ) + a 2 . ( a 2 - a i ) ( b 2 - b i ) = x 

E q u a c i ó que p o d e m posar en l a f o r m a d ' e q u a c i ó de 2n g rau en a , 

(a2-a i ) (b2-b i ) .a2 + ( a i b 2 + a 2 b i - 2 a i b i ) . a + ( a i b i - x ) = O 

S i r e s o l e m aques ta e q u a c i ó o b t e n i m 

2a ib i - a ib2 -a2b l + V ( a i b 2 - a 2 b i M ( a 2 - a i ) ( b 2 - b i ) x 

2 ( a 2 - a i ) ( b 2 - b i ) 
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b) De la mateixa manera, igualant í 'extrem superior de (A,B)a a x, 

a3b3+a.(-2a3b3+a3b2+b3a2)+a2,(a3-a2)(b3-b2)=x 

Expressem Fequació anterior en la forma 

(a3-a2)(b3-b2).a2 -f (-2a3b3+a3b2+b3a2).a + (a3b3-x)= O 

Resolent aquesta equació de 2n grau en a, obtenim 

a= 
^ 2a3b3-a2b3-a3b2-V(a2b3-a3b2F+4(a3-a2)(b3-b2)x 

2(a3-a2)(b3-b2) 

Finalment, deis dos apartats anteriors deduím que la funció de 
períinenga del producte és 

2a|bi-aib2-a2bi +V(aib2-a2bif+4(a2-ai)(b2-bi)x . 
2(a2-ai)(b2-bi) 

si a|,bi<x<a2b2 

¡(x)=[ 2a3b3-a2b3-a3b2-V(a2b3-a3b2f-i-4(a3-a2)(b3-b2)7 ^- a,b2<x<a3b3 
^ 2(a3-a2)(b3-b2) 

O altrament 

En la figura següent observem que el producte de NBTs no és una 
operació interna: 

3r 
: i 

—. ^ — • . 

0.8 
: l 
• ' 

0.6 

0.4 ¡ 
1 I \ 
1 / \ 
1 / \ 
' / 1 

0.2 • i 

n B 1(1 I R 2Ú 7'=, 3 0 ^ R 

Fig.3.12 Producte de números borrosos triangulars 
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3.7.4 Q U O C I E N T D E N Ú M E R O S B O R R O S O S T R I A N G U L A R S 

El pseudo-invers A-^ á'nn número borros triangular A=(ai, a i , as), 
tal que Supp(A), no és un NBT. 

(Notem que el fet que O^Supp(Á) ens indica que el pseudo-invers 
només existeix per números borrosos positius o negatius). 

En efecte, suposem que A és un N B T positiu expressat per 

Aa= [A(a), A(a)]= [ai+a.(a2-ai), a3-a.(a3-a2)] 

Aleshores 

A a M miní-J- X 
\A(a) A(a)l 

,max, ± 
|A(a) A(a) | J LA(a) A.(a) . 

1 1 
a3-(a3-a2)a a2-(a2-a i )a . 

E l pseudo-invers té per funció de pertinenga 

/ 

nr<x)= 

o 

a3X- l 
(a3-a2)x 

l -a^x 
(a2-ai)x 

O 

s ix < 

si (l/as) < X < (l/a2) 

si (l/a2) < x < ( l / a j ) 

si X > (1/ai) 

Observem que els trams no nuls del N B T son trogos d'hipérbola, 
per la qual cosa no son funcions lineáis i així el pseudo-invers no és 
un N B T . 

Lógicament, el quocient A : B de dos números borrosos triangulars 
A=(ai , a2a3)iB=(bi, b2, bs) no és un número borros triangular. 

En efecte, només cal observar que A:B=:A.(B) ^ i per tant A : B no és 
im N B T . 
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La funció de pertinenga és 

O si X < (ai/b3) 

b 3 X - a | si (ai/b3) á X < (a2/b2) 

M-A:B (X) = 
(a2-ai)+(b3-b2)x 

a3-bix si (a2/b2) á X < (a3/bi) 
(a3-a2)+(b2-bi)x 

O s ix >(a3/bi) 

3.7.5 PRODUCTE D'UN NÚMERO R E A L PER UN NBT 

El producte d'un nombre real k (k^O) per un número borros 
triangular A=(ai, a2, as) és el número borros triangular: 

En efecte, estudiem separadament els dos casos anteriors. 

a) C A S D ' E S C A L A R POSITIU: k>0 

Partim de 

Aa= [A(a), A(a)]=[ai+a.(a2-ai), as-a.ías-aa)] 

Multiplicant per k, 

k.Aa= [k.A(a), k.A(a)]= [k.(ai+a(a2-ai)), k.(a3-a(a3-a2))]= 

=[k.ai+a.(ka2-kai), k.a3-a.(ka3-ka2)]= [ci+a.(c2-ci),C3-a.(c3-C2))] 

on ci=k.ai, C2=k.a2 i C3=k.as. 

En conseqüéncia. 

a) k.A= (kai, ka2, kas) si k>0 

b) k.A= (kas, ka2, kai) sik<0 

k.A=(kai, ka2, kas) [3 .40] 
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La funció de pertinenca de k.A ve expressada per 

O si X < ka 

x - k a i si kâ  < X < ka2 
k a 2 - k a i 

k a 3 - x si ka2 < X < k a 3 
k a 3 - k a 2 

O si X > ka3 

b) C A S D ' E S C A L A R N E G A T I U : k<0 

Degut al fet que Aa=[A(a), A(a)]=[ai-i-a.(a2-ai), a3-a.(a3-a2)], si 
multipliquen! per k<0, obtenim 

k.Aa= [k.A(a), k.A(a)]= [k.(a3-a. (a3-a2)), k.(ai+a.(a2-ai))]= 

=[k.a3-a. (k.a3-k.a2), k.ai+a.(k.a2-k.ai)]=[ci+a. (c2-ci), C3-a.(c3-C2)] 

on ci=k.a3, C2=k.a2 i C3=k.ai. 

D'aquí deduím que, 

k .A=(ka3, ka2, kai) [3.41] 

La funció de pertinenca és ara 

O si X < ka3 

x -ka3 si ka3 < X < ka2 
k a 2 - k a 3 

k a i - x si ka2 ^ X < k a i 
k a i - k a 2 

O si X > ka 
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3.7.6 MÁXIM I MÍNIM DE N. BORROSOS TRIANGULARS 

E l máxim i el mínim de dos números borrosos triangulars en 
general no és un número borros triangular. La funció de pertinenga 
no té una expressió explícita i caldrá calcular-la en cada cas. 

3.8 NÚMEROS BORROSOS TRAPEZOÍDALS 

3.8.1 CONCEPTE DE NÚMERO BORROS TRAPEZOIDAL 

Siguin ai ,a2,a3,a4€R, tais que ai<a2<a3<a4. Direm que un número 
borros Á del referencial R és un número borros trapezoidal (NBTR) 
si la seva funció de pertinenga és del tipus 

O 

x - a ^ 
a 2 - a i 

^X(x)= 1 

a4 -x 
a4-a3 

O 

SI X < a^ 

si a i < X < a2 

si a2 ^ X < a3 

si a3 < X < a4 

si X > a4 

3.8.2 SUPORT I NUCLI D'UN N. BORROS TRAPEZOIDAL 

Fem notar que el suport d'A és l'interval (ai , M) i que e l nucli és 
l'interval tancat [a2, as]. 

Observem també que, conegut el suport i e l nucli d'un número 
borros trapezoidal, aquest queda completament determinat. En 
conseqüénc ia , el podem representar per l a següent quaterna 
ordenada (a i , a2, as, a4) i escrivim A=(a i , a2, as, a4). 
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1 

0.5--

R 
O 

Fig.3.13 Número borros trapezoidal 

3.8.3 a - T A L L S D ' U N N . B O R R O S T R A P E Z O I D A L 

Observem que, igual que en el cas d'un número borros triangular, 
la funció de pertinenca d'un número borros trapezoidal Á és 
continua en tot R i que el seu suport és un conjunt acotat en R . Per 
tant, els a-talls A a (amb a9^0) venen donats per 

Aa=[A(a), A(a)] 

on A(a)=min{xeR/|J.Á(x)>a} i A(a)=máx{xeR/jJ,Á(x)>a}. 

Consegüentment, si ai<x<a2, tenim 

A(a)= min{xeR / (x-ai)/(a2-ai)>a}= 

=min{xeR/ x>ai-Ka.(a2-ai)}= ai+a.(a2-ai). 

Mentre que si a3<x<a4, resulta 

A(a)= m á x { x e R / (a4-x)/(a4-a3)>a} = 

= m á x { x e R / x>a4-a.(a4-a3)}= a4-a.(a4-a3). 

Aixi dones, els a-talls d'A son 

A a = [ai+a.(a2-ai), a4-a.(a4-a3)] [3.42] 
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3.8.4 O P E R A C I O N S A M B N . B O R R O S O S T R A P E Z O Í D A L S 

Les operacions aritmétiques amb números borrosos trapezoídals 
son molt similars a les deis números borrosos triangulars. Només 
cal teñir en compte que el nucli és un interval tancat de nombres 
reals en l loc d'un únic nombre real. Per aquest motiu no les 
desenvolupem. 

3.9 NÚMEROS BORROSOS L-R. 

L a idea general d'aquest tipus de números, introduíts per Dubois 
i Pradei5, és considerar una funció continua i creixent, a l'esquerra 
d'un cert valor amb funció de pertinenga 1, i una altra funció 
continua i decreixent a la dreta d'aquest valor. 

3.9.1 F U N C I Ó D E R E F E R E N C I A 

Anomenem funció de referencia, simbolitzada per L , a una funció 

L : R [O, 1] 

X L(x) 

que verifica les cinc condicions següents: 

a) L és continua en R 

b) V x € R =» L(x)=L(-x) 

c) L és decreixent en [O, +oo) 

d) L(0)=1 

e) l ím L(x) =0 

DUBOIS, D . ; P R A D E , H . Operacions on fuzzy numbers a "International 
Journal of Systems and Science", 6, 613-626. 1978. 
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3 .9 .2 N U M E R O B O R R O S D E D U B O I S I P R A D E 

Donades dues funcions de referencia L ("Left") i R ("Right"), direm 
que un número borros A d'R és un número borros de Dubois i Prade, 
que simbolitzem per L - R , de valor principal m (meR) amb desviació 
esquerra X (X&R+) i desviació dreta p ( p e R + X si la seva funció de 
pertinenga H A es del tipus 

si X < m 

SI x=m 

SI x > m 
[3.43] 

Utilitzarem la notació A=(m, X , p ) L R - Observem que les dues 
funcions de referencia L i R indueixen una familia infinita de 
números borrosos L - R obtinguda en variar els parámetres m, X i p. 

Com a E X E M P L E d'aquesta familia infinita de números borrosos, 
partim de les dues funcions de referencia 

L(x)= - J = i R(x)= ^ 
Vx2+1 X2-J.2 
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Fig.3.15 Funcions de referencia de l'exemple 

Prenent m=l , X,=l i p=2, obtenim el número borros Á amb funció 
de pertinenga 

Fig.3.16 Número borros L - R amb m=l , h=l i p=2 
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S i , en can v i , considerem m=2, X=3 i p=4, obtenim el número 
borros B amb funció de pertinenga 

Fig.3.17 Número borros L - R amb m=2, ^ 3 i p=4 

3.9.3 a-TALLS D'UN NÚMERO BORROS L-R 

Donat un número borros L - R , A=(m,^ , p ) L R . els a-talls de A, per 
a?i0, son intervals del tipus Aa=[A(a), A(a)], on 

A(a)=mín{x€ R / p.A(x)̂ a} i A(a)=máx{xe R / ¡iA(x)>a} 

Si x<m, obtenim 

A(a)= m ín{xeR / L((m-x)A)>a}= mín{x€R / (m-x)A>L-l(a)}= 

= mín{xe R / x<m-XL-l(a)}= m-XL-l(a) 
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En canvi, si x>m, resulta 

A(a)= máx{x6R / R((x-m)/p)>a}= máx{xeR / (x-m)/p>R-l(a)} = 

= máx{xGR/x>m+p.R- l (a )}= m+p.R-l(a) 

Així, dones, els a-talls d'A son 

3.10 OPERACIONS AMB NÚMEROS BORROSOS L-R 

3.10.1 SUMA DE NÚMEROS BORROSOS L-R 

Donats els números borrosos A=(m, X, P ) L R i B=(m', A,', P ' ) L R la 
seva suma verifica que 

En efecte, 

(A+B)a= Aa+Ba= [m-X.L-Ha), m+p.R-l(a)]+[m'-VL-l(a), m-i-p'.R-l(a)]= 

= [m-i-m'-a+V)L-l(a), m+m'+(p+p').R-l(a)] 

i , per tant, Á+B=(m+m', X+X', p+p' )LR. 

3.10.2 DIFERENCIA DE NÚMEROS BORROSOS L-R 

Donat el número borros A=(m, X, p)i^R, el pseudo-oposat d'A ve 
expressat per 

Aa=[m->iL-l(a), m+p.R-l(a)] [3.44] 

A+B=(m-l-m', X+X', P + P ' ) L R [3.45] 

-A=(-m, p, ^ ) R L [3.46] 

En efecte. 

(-A)a= [-A(a),-A(a)]= [-(m+p.R-i(a)), -(m-?i.L-l(a))]= 

=[-m-p.R-l(a)), -m+X.L-Ha)] 
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En conseqüéncia, donats els dos números borrosos A=(m, X, P ) L R i 
B=(m', X, P ' ) R L , la seva diferencia és 

L a seva comprovació és immediata, perqué només cal observar 
que A - B = A + ( - B ) 

3.10.3 P R O D U C T E D E N Ú M E R O S B O R R O S O S L - R 

Partint deis números borrosos L - R A=(m, X, P ) L R i B=(m', X', P ' ) L R , 
podem observar que el seu producte no és un número borros L - R . 

Així, per exemple, en el cas en que considerem dos números 
borrosos L - R positius, tenim 

que, evidentment, no correspón a un número borros L - R , j a que 
la seva funció de pertinenga, obtinguda igualant a x els extrems de 
l'interval anterior i aíllant a , és: 

3 .10.4 Q U O C I E N T D E N Ú M E R O S B O R R O S O S L - R 

Donat un número borros L - R positiu o negatiu A=(m, X, P ) L R , és 
fácil comprovar que el seu pseudo-invers A'^ no és un número 
borros L - R . 

A-B=(m-m', X-¥p\ P + V ) L R [3.47] 

(A.B)a=Aa.Ba=[m-X.L-l(a),m+p.R-l(a)]. 

.[m'-r.L-i(oc), m'+p'.R-i(a)]= 

=[m.m'-(mr+m'X) .L-1 (a)+XX\L-1 (a))2, 

m.m'-í-(mp'+m'p).R-l(a)+pp'(R-l(a))2] 

[3.48] 
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La seva funció de pertinenca ve expressada per 

m . 1 

^i~-l(x)= ^iX(l/x)= 1 

si l ->m 
X 

si 1- =m 
X 

R X 1 

l P 
Reduint a comú denominador i aíllant x, 

SI •^<m 
X 

HJ-l(x)= 

mx-1 
Xx 

SI x> 

1 

R 1 -mx 
px 

m 

si x= — m 
1 SI x< 

m 

Finalment, ordenant termes obtindrem la funció de pertinenca 
del pseudo-invers d'un número borros L - R , 

[3.49] 

Per tant, donats ara els dos números borrosos L - R , que suposem 
positius, A=(m, X, P ) L R i B=(m', X', P ' ) L R , el seu quocient , definit per 
A:B=A.B-l.no és un número borros L - R . 

L a seva funció de pertinenca del quocient de dos números 
borrosos positius és, dones 

m - m x 
[ X+p'x I 

SI x< m 
m 

six=-m-
m ' 

R m x -m 
\ p+X'x j 

SI x> j n . 
m ' 

[3.50] 
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3.10.5 P R O D U C T E D ' U N N . R E A L P E R U N N . B O R R O S L - R 

E l producte d'un nombre real k per un número borros L - R , 
expressat per Á=(m, X, P ) L R , és el número borros : 

a) k.Á=(km, kX, k p ) L R si k>0 

b) k.A=(km, -kp, - k X ) R L sik<0 

L a funció de pertinenca en general és 

L 
m -

\ X 

R 
^ - m 
k 

l P 

si ^ < m 
k 

si ^ = m 
k 

si ^ > m 

Determinem-la per cadascún deis dos casos a) i b) anteriors: 

a) E S C A L A R POSITIU: k>0 

L k m - x si x<k m L 
l k^ i 

si x<k m 

^tk.AW= 1 si x=km 

R x - k m si x>k m R 
i kp 

si x>k m 

[3.51] 

per tant, k.A=(km, kA,, kp)LR. 

b) E S C A L A R N E G A T I U : k<0 

E n aquest cas, al ser k negatiu, haurem de teñir en compte el 
sentit de les desigualtats. 

L k m - x 
kX ) 

- k m 
kp 

si x>k m 

si x=km 

si x<km 
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Canviant signes en el numerador i denominador, 

^̂ k.AW= 

x - k m 
l(-k)X 

R k m - x 
(-k)pj 

si x>k m 

si x=km 

si x<km 

Finalment, ordenant els termes, 

^ik.A(x)= 

Rjkm-x 
(-k)p 

1 
x - k m 

si x<km 

si x=km 

si x>km 

[3.52] 

aleshores, es verif ica per k<0 que k.Á=(km, -kp, - ld , )RL. 

3.11 COMPARACIÓ DE NÚMEROS BORROSOS 

En la presa de decisions económiques en un entorn d'incertesa és 
important la comparado o ordenado de números borrosos. 
Aqüestes comparacions no son simples, donat que en l 'ámbit deis 
números borrossos no existeix una relació d'ordre total. 

L a forma mes lógica de comparar números borrosos és basant-
nos en el concepte de possibilitat, pero aixo sovint contradiu la 
nostra intuíció . Una segona opció consisteix en l a comparació 
d'árees, posicions o coeficients que d'alguna manera representin 
aquests números borrosos. 

E l problema és que el procés de comparació és dinámic i sovint 
les situacions canvien en funció de Tentorn o ámbit on treballem. 
A i x o comporta que per comparar números borrosos ens veiem 
obligats a utilitzar diferents métodes, segons les situacions en qué 
ens trobem. 
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Tots aquests métodes admeten diferents classificacions. Nosaltres 
els classifiquem en dos grans grups: 

- Relació de preferencia ordinaria. 

- Relació de preferencia borrosa. 

Per tal d'establir les relacions de preferencia entre números 
borrosos, introduím els conceptes d'interval esperat, valor esperat, 
centre de gravetat, coeficient de variació d'un número borros i 
distancia entre números borrosos a través deis seus oc-talls. 

3.11.1 I N T E R V A L E S P E R A T D ' U N N U M E R O B O R R O S 

Anomenem interval esperat, que simbolitzem per IE(̂ ), d'un 
número borros A l'interval de nombres reals definit per mitjá de les 
integráis definides 

I E ( A ) = 

/ • l 

A(a).da , A(a).da 
yo [3.53] 

En el cas particular, que A sigui un número borros triangular, 
expressat per la terna A=(ai,a2,a3), tenim 

IE(A) = (ai+a(a2-ai) .da , (a2-a(a3-a2) .da 

a^a + -2^a2 -a i ) 
2 

1 
I 
•o' 

asa + ^ a 3 - a 2 ) 
1 

•OJ 

a i + i<a2 -a i ) , as +;l<a3-a2) ai+a2 a2+a3 
2 ' 2 

Per tant, l'interval esperat del N B T és 

I E ( A ) = ai+a2 a2+a3 
2 ' 2 

[3.54] 
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3 . 1 1 . 2 V A L O R E S P E R A T D ' U N N Ú M E R O B O R R O S 

Anomenem valor esperat d'un número borros A, simbolitzat per 
VE(A), amb ponderado p, al nombre real que ens dona una 
ponderació entre els extrems del seu interval esperat, és a dir. 

V E ( A ) =P A(a).da + (1-P) 
Jo 

A(a) .da 

[3.55] 

En el cas que A sigui un número borros triangular el valor esperat 
será igual a 

VE(A)=p . [ ( a i+a2 ) /2 ]+ ( l -p ) . [ ( a2+a3 ) /2 ] 

Simplificant, 
VE(A)=[a2+a3-|3(a3-ai)]/2 

En el cas particular de p=l/2 tenim 

VE(A)=(ai+2a2+a3)/4 [3.56] 

que és la mitjana deis extrems de Tinterval esperat. 

3 .11 .3 C E N T R E D E G R A V E T A T D ' U N N Ú M E R O B O R R O S 

Donat un número borros A del referencial R amb funció de 
pertinenga continua i de suport acotat l'interval [a, b], definim el 
centre de gravetat dA, i el simbolitzem com , al nombre real 

[3.57] 

E l centre de gravetat d'un n. borros triangular A=(ai, a2, as) és 

[3.58] = ( a i + a 2 + a 3 ) / 3 

Observem que coincideix amb el baricentre del triangle. 
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En efecte, i prescindint deis cálculs intermedis, 

/•a2 
/•as 

X |J.X(x) dx x - ^ d x + 
a 2 - a i 

32 

X dx 
a3-a2 . 

/•a3 

ai 

^iX(x) dx 
/•a2 

J 3.1 

x - a i 
a 2 - a i 

/•aa 

= ^ { a i + a2 +a3 ) 

dx+ 
a2 

a3 -x 
a3-a2 

dx 

3.11.4 C O E F I C I E N T D E V A R I A C I Ó D ' U N N Ú M E R O B O R R O S 16 

Donat un número borros A del referencial R amb funció de 
pertinenga continua i que té per suport acotat l'interval [a, b ] , 
considerem la funció de probabilitat per esdeveniments borrosos 
donada per f(A)=k}lA(x) on k és una constant de proporcionalitat. 

Definim el coeficient de variado del número borros A i el 
representem per CV(Á), com el nombre real que verifica 

[3.59] 

on la mitjana X M ( A ) ve donada per 

/•b 

X M ( A ) = 
(jiX(x)f .dx 

i la desviado standard a(A) per 

a(A)= 

/•b 
x2.(^X(x)f.dx 

(nX(x)f.dx 
X M ( A ) f 

1° L E E , E.S. ; L I , R . L . Comparison of fuzzy mmbers based on the probability 
measure of fuzzy events. Comput. Math. Appl . 15, 887-896. 1998. 
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Quan A=(ai,a2,a3) és un número borros triangular, es pot provar 
que el coeficient de variació es pot escriure com 

CV(A) = JL_ 3a? +4a|+3a^-4aia2-2aia3-4a2a3 
20 ai+2a2 +a3 [3.60] 

L'expressió anterior també es pot expressar en la forma 

CV(A)= 
5 L ai+2ai+a3 

2 2 2 
+2a2 +a3 ai+2ai+a3 

3.11.5 DISTANCIA E N T R E NÚMEROS BORROSOS A TRAVÉS 
DELS a-TALLSl7 

Donats els números borrosos A i B amb a-talls Aa=[A(a), A(a)] i 
Ba=[B(a), B.(a)], respectivament, anomenem distancia entre A i B a 
través deis seus a-talls, d(A, B), al valor de l'expressió 

d(A ,B)=l 
2 

/ • i 

Jo 
A(a)-B(a)| + |A(a)-B(a)|) da 

[3.61] 

Peí cas particular de números borrosos triangulars, A=(ai, a2, as) i 
B=(bi, b2, bs), obtenim 

d ( A 3 ) = ^ J ^ ai-bi+a(a2-ai-b2+bi) | -1 a3-b3-a(a3-a2-b3+b2) da = 

1 
.4(a2-ai-b2+bi) 

(ai-bi+a(a2-ai-b2+bi))| ai-bi+a(a2-ai-b2+bi) 
Jo 

1 
. 4(a3-a2-b3+b2) 

( a3-b3-a(a3-a2-b3+b2)) | a3-b3-a(a3-a2-b3+b2) 

_ (a2-b2) a2-b2 | - (ai-bQ | a i - b i | ^ (a2-b2) | a2-b2 | - (a3-b3) | a3-b3 
4(a2-ai-b2+bi) 4(a3-a2-b3+b2) 

17 K A U F M A N N , A . ; G U P T A , M . M . Introduction to fuzzy Arithmetic. 
International Thompson Computer press. 100. 1991. 
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En particular, la distancia d'un número borros A al nombre real 
zero és 

d(A,0)=i-
r l 

( A ( a ) + A(a) ) d a 
z > 0 [3.62] 

Observem que si A és un número borros positiu (resp negatiu) la 
distancia anterior coincideix amb el valor esperat d'A prenent 
P=l/2 (resp. amb el valor absolut del valor esperat d'A). 

3.12 RELACIONS DE PREFERENCIA ORDINARIA 

3.12.1 C O M P A R A C I Ó D E N . B O R R O S O S A P A R T I R D E N . R E A L S 

Aquest métode consisteix en assignar a cada número borros del 
referencial R un nombre real i , a continuació, ordenar aquests 
valors segons l'ordenació d'ordre total en R. És a dir, definirem una 
aplicado g de la següent forma 

g : Ñ(R) R 

A g(A) 

A partir d'ella diem que A és superior aB, o preferible segons el 
context, i ho representem per A»B, si el nombre real g(A) és mes 
gran que el g(B). Matemáticament, 

A»B ^ g (A)>g(B) [3.63] 

De les diferents aplicacions que podem definir entre el conjunt 
deis números borrosos N(R) i el deis nombres reals R, considerem 
les tres mes usuals: 

a) COMPARACIÓ A M E E L V A L O R ESPERAT: V E 

Á»B ^ V E ( A ) > V E ( B ) [3.64] 
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b) C O M P A R A C I Ó A M B E L C E N T R E D E G R A V E T A T : X 

A»B x f e > 3 X B [3.65] 

c) COMPARACIÓ A M B E L COEFICIENT D E VARIACIÓ: C V 

A » B C V ( A ) > C V ( B ) [3.66] 

d) C O M P A R A C I Ó A P A R T I R D E L A D I S T Á N C I A I ? 

A»B <í=> d(Á, AAB )>d (B , A A B ) [3.67] 

3.12.2 C O M P A R A C I Ó A P A R T I R D E L S SEUS a - T A L L S 

Donats els números borrosos_ Á i B d'R que teñen per a - t a l l s 
Aa=[A(a), A(a)] i Ba=[B (a) , B(a)], respectivament, alguns deis 

criteris utilitzats per comparar números borrosos a partir deis seus 
a-talls son els següents: 

a) A<B ^ V a e [ o , l ] A ( a ) < B ( a ) i A(a)<B (a) 

b) A < B ^ V a € [ 0 , l ] A(a)<B(a) 

c) A < B <í=» V a e [ a i , l ] A(a)<B(a) 

on en aquest últim a i e [O, 1]. 

3.13 RELACIONS DE PREFERENCIA BORROSA 

Donats dos números borrosos que volem comparar, aquest 
métode consisteix en assignar un nombre real de l'interval [0,1] a 
cadascún deis números borrosos, el qual ens indica en quin grau un 
d'ells és preferible a l'altre. 

K A U F M A N N , A . ; GIL A L U J A , J. Técnicas operativas de gestión para el 
tratamiento de la incertidumbre. Ed . Hispano-Europea. 62. 1987. 
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Amb aquesta finalitat, sigui g la funció definida, en el conjunt 
producte deis números borrosos, per 

g: N(R)xÑ(R) -> [O, 1] 

A , B ) -> g(A,B) 

Aleshores, diem que el número borros A és preferible al B amb 

un grau de preferencia g(A,B). 

3.13.1 R E L A C I Ó D E P R E F E R E N C I A D E YUANí» 

Donats els números borrosos A i B d'R, anomenem relació de 
preferencia de Yuan entre els números borrosos A i B, i la 
representem per í̂ y, a la següent expressió: 

si s > 0 
^ Y ( A 3 ) = s 

1 si S=0 
i 2 [3.68] 

on 8=81+82+83+84 i on 81, 82, 83, 84 venen definits per les següents 
integráis definides: 

81 = 

a / D(a) > O 

8 3 = 

D(a).da 

D(a) .da 

S2= 

84= 

{a / D(a) > o 
D(a).da 

a / D(a) < o 

essent D(a)=A(a)-B(a) i D(a)=A(a)-B(a) 

a / D(a) < 0} 
D(a) .da 

En conseqüéncia, per a determinar la relació de preferencia de 
Yuan, s ' haurá de determinar préyiament els extrems inferior i 
superior de la diferencia borrosa D deis números borrosos A i B, i 
després calcular les integráis definides anteriorment. 

Y U A N , Y . Criteria for evaluating fuzzy ranking methods a "Fuzzy Sets and 
Systems", 44, 139-157. 1991. 
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Així, per exemple, en el nombre triangular D les integráis son les 
árees següents: Si=OBED, S2=CDE, 83=0 i S4=AOC. 

Fig.3.18 Relació de preferencia de Yuan 

3.13.2 R E L A C I Ó D E P R E F E R E N C I A D E J I M É N E Z ^ ^ 

Siguin dos números borrosos A i B d'R, amb intervals esperats 
IE(A)=[Ai , A2] i I E ( B ) = [ B i , B 2 ] , respectivament, i considerem les 
diferencies E i = A i - B 2 i E 2 = A 2 - B i . 

Anomenem relació de preferencia de Jiménez entre els números 
borrosos A i B, i la representem per í^j, a la següent expressió 

O si E2 < O 

|I7(A3)=( - ^ r s i0e [Ei ,E2: 
E2-E1 

1 si E l > O 
[3.69] 

1^ J I M É N E Z , M . Modelos matemáticos aplicados a la toma de decisiones 
financieras en condiciones de incertidumbm. Tesis Doctoral. Universidad del 
País Vasco. Bilbao. 1994 
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3.14 APROXIMACIÓ DE NÚMEROS BORROSOS 

3.14.1 A P R O X I M A C I Ó I E R R O R M Á X I M 

Donats dos números borrosos Á i B d'R direm que A és una 
aproximado de B, i ho representem per Á « B, si el valor absolut de 
la diferencia de les funcions de pertinenga és mes petit o igual que 
un cert valor. És a dir, 

Á « B <=> V x e R , 1^ Á(X)- |AB(X)I<8 [3 .70] 

L'error máxim, simbolitzat per e, d'aquesta aproximado vindrá 
expressat per 

e=máx {I|IA(X)-|J-B(X)1 / X G R } . 

És evident que existeixen moltes maneres d'aproximar números 
borrosos. Ens limitarem a calcular aproximacions entre números 
borrosos de suport acotat que teñen el mateix nucli i suport. 

3.14.2 C Á L C U L D E L ' E R R O R M Á X I M D E L ' A P R O X I M A C I Ó 

Partim de dos números borrosos A i B que teñen igual nuclis i 
suports 

N ( Á ) = N ( B ) = N i supp(Á)=supp(B)=[a, b] 

i considerem la funció F definida com el valor absolut de la 
diferencia de les funcions de pertinenca 

F(x)=l^lA(x)-tlB(x)l 

Ates que F és una funció continua definida en el compacte [a, b], 
llavors peí teorema de Weierstrass la funció F assoleix el máxim i el 
mínim absoluts en [a, b] . 

Per fet que F ( x ) > 0 i que el mínim absolut és un element del 
conjunt Dm={xe[a, b] / M<Á(X)=|LÍB(X)} i com que a,b€ [a, b], llavors el 
máxim absolut s'assolirá en l'interval obert (a, b). 

En conseqüéncia , aquest máxim será un element del conjunt 
DM={xe(a, b ) / F ( x ) = 0 } . 
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Aleshores, Terror máxim d'aproximació e viedrá donat per 

[3.71] e = m á x { F ( x ) / xe D M } 

En la majoría de les ocasions aquest error máxim d'aproximació 
será difícil de calcular. Els professors Jiménez i Rivas^o demostren 
que, quan A=(a i , &2, a3, 34) és un número borros trapezoidal, una 
cota K de Terror máxim e pot venir expressada per 

e < K=máx 
D D díiL 

a2 -a i a4-a3 [3.72] 

on les desviacions esquerra i dreta son 

Desq=máx{IA(a)-B(a)l /0<a<l} 

Ddta=niáx{IA(a)-B(a)l / 0<a<l}. 

3.14.3 A P R O X I M A C I Ó D E L P R O D Ü C T E D E DOS N B T P O S I T I U S 

Donats els números borrosos triangulars positius A=(a i , aa, aa) i 
B = ( b i , b2, bs), j a hem demostrat que el seu producte A- B és un 
número borros no triangular amb nucli N(A- B)={a2b2} i suport 
supp(A- B)=[aibi,a3b3]. 

En aquest cas, i seguint la teoria desenvolupada anteriorment, e l 
producte A- B Taproximarem al número borros triangular C amb el 
mateix nucli i suport, és a dir, C=(aib i , a2b2, asba). 

Una cota de Terror máxim d'aproximació ve donada per 

K=máx ^ P^^x { ( a - a ^ ) ( a 2 - a i ) ( b 2 - b i ) / 0 < a < l 
\ a 2 b 2 - a i b i 

max (a-a2)(a3-a2)(b3-b2) / 0<a:<l 
a3b3-a2b2 

20 JIMÉNEZ, M . ; RIVAS, J.A. Actas III Congresos SIGEF. Buenos Aires. Paper 
2.12. 1996. 
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Si fem F(a)=(a-a2)(a2-ai)(b2-bi), derivem respecte a a i igualem 
a zero, F'{a)=0, tindrem 

F (a )=( l -2a ) (a2-ai ) (b2-bi) , 2a=l , a=l /2 

Com que F"(a)=2(a2-ai)(b2-bi)<0, deduím que en a=l/2 s 'assolirá 
un máxim. Per tant, 

máx{F (a) /0<a^l}= F(l/2)= (a2-ai)(b2-bi)/4 

Análogament, si fem el mateix amb G(a)=(a-a2)(a3-a2)(b3-b2), 
t i nd rem 

G'(a)=(l-2a)(a3-a2)(b3-b2)=0 , 2a=:l , a=l/2 

També G"(a)=-2(a3-a2)(b3-b2)<0 i per tant el máxim de G(a) 
s'assoleix en a=l/2. Per tant, 

máx{G(a)/0<a<l}= G(l/2)= (a3-a2)(b3-b2)/4 

Consegüentment , podem escriure 

Krrmáx { (a2-ai)(b2-bi) (ag-azJCba-ba) 
\ 4(a2b2-aibi) ' 4 {ajba-aiba) [3.73] 

3.14.4 AFROXIIVIACIÓ D E L Q U O C I E N T D E D O S N B T P O S I T I U S 

Donats els NBTs positius A=(ai , a2, as) i B=(bi , b2, b3), sabem que 
el seu quocient Á:B és un número borros no triangular que té per 
nucli N(A:B)={a2:b2} i per suport supp(Á:B)=[ai:b3, asibi]. 

Análogament al cas anterior, A:B l'aproximem al número borros 
triangular C amb el mateix nucli i suport, C=(ai:b3, a2:b2 ,a3:bi). 

Efectuant els cálculs d'una manera similar al cas del producte, la 
cota de Terror máxim de l'aproximació del quocient és 
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3.14.5 A P R O X I M A C I Ó DE NÚMEROS BORROSOS A M B UN 
ERROR D A P R O X I M A C I Ó PREFIXAT 

Donat un número borros A , proposeín un métode per calcular un 
número borros poligonal P de manera que Terror d 'aproximació 
sigui mes petit que un valor prefixat pe-

Considerem en primer lloc una partició {eco. « i , . . . , a n - i , ocn} de 
l'interval [O, 1] definida per a i=i /n on n=2m amb i=0 , l ,2, . . . ,2™, i per 
j=0,l , . . . ,n-l definim 

Kj+i= máx esq dta 

- A f J ̂  
> 

A ÍJ+1 -A í j 
12°^ i 

- A 
12"̂  i K¿ 1 

on les desviacions esquerra i dreta son 

| A ( a ) - P ( a ) | / 4 r ^ o í ^ ^ 4 J E?esq= inax 

A(a)-P(a) | / - Í - < a 
2°^ 2"̂  I 

Aleshores, K = m á x { K i , K2,..., K Q } és una cota superior de Terror i , 
calculant el valor de n amb la condició que K<pe obtindrem e l 
número borros poligonal P amb un error d'aproximació "e" inferior 
al prefixat pe. 

Aplicado: aproximació del producte de dos N B T 

Siguin dos números borrosos trianguíars positius A=(ai , a i , as) i 
B = ( b i , b i , bs) i designem per P el número borros poligonal que 
aproxima el producte AB. 

Considerem la part ició de Tinterval [O, 1] en n parts iguals, 
definida per 

ai=i/2m on n=2m amb i=0,l,2,...,2m. 

Els subintervals de [O, 1] que genera la partició son de la forma 

[aj, aj+i]=[j/2°^, (j+l)/2m] on j=0,l,...,2nx-l. 
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Fig.3.19 Número borros poligonal amb m=l 

Calcularem Í 'extrem inferior de l'a-tall, P((X), per a pertanyent al 
subinterval [j/2m, (j+i)/2m]. 

Recordant que 

AB(a) = aibi+a(aib2+bia2-2aibi)+a2(a2-ai)(b2-bi) 

obtenim 

2 
AB(-^) = a i b n 4 r (aib2+bia2-2aibi) + 

2 2 . 

= a i b u i ^ (aib2+bia2-2aibi) + 
2 2 

J 

J+1 

( a 2 - a i ) ( b 2 - b i ) 

(a2-ai)(b2-bi) 

Calculant ara la recta que passa pels punts M i N que podem 
veure en la figura de la página següent, 

M A B 
\2 m 

1 
' 2°^ 

i N AB J+1 
\2 m 

j+1 
2^} 

Com que 1'equació de la recta que passa pels punts M ( X M , Y M ) i 
N(xN, Y N ) ve expressada per 

(y-yM)/(yN-yM) = ( X - X M ) / ( X N - X M ) 
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I com que y=a i x=P(a), substituint 

J - E(a) -a -
2^ _ m 

j ± i - _ L m 
nXS\ nva 

- A B j 1 
\2" ' i 2"V 

Aíllant i simplificant, Í 'extrem inferior de l ' a - t a l l del número 
borros P ,P(a) , 

P(a) =(2"" a-j) A B ( J ± i ) - A B ( X ) + A B ¿ ) 

Substituint per les expressions deis extrems inferiors en funció 
de a i , a2, bi i ba, tindrem 

£(a)=(2°^a-j)l a ib2+b ia2 -2a ib i ^ (l-h2j)(a2-ai)(b2-bi) 
- ,2m 

-í-AB J 
,m 

(j+l)/2m 

AB(J/2^) AB(a) P(a) AB((j+l)/2m) 

Fig.3.20 Obtenció de les desviacions esquerres 

Calculem a continuació cadascuna de les desviacions esquerres, 

/l+2j F(a)= AB(a)-P(a)= (a2-ai)(b2-bi) 

(2j+l)(a2-ai)(b2-bi) ^ 
o2m im 

^ a ib2+a2b i -2a ib i ^ 
2°* 

+ a i b i 
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L a mes gran d'aquestes desviacions, per a diferents valors de a 
de l'interval en estudi, 

tíe„=max|F(a)/-L<a<3|i 

l'obtindrem fent F'(a)=0, 

F(a )= (a2-ai)(b2-bi) 2 a - fl+2j1 =0 2 a - l+2j] 
2 ^ 2™ ' ,m+l 

Substituint per aquest valor, i operant, la desviado esquerra será 

[3.75] ri - ( a2-a i ) (b2-b i ) 

De la mateixa manera es podria trobar la desviado dreta, 

[3.76] jj _ (a3-a2)(b3-b2) 
^d t a - • • ,2m+2 

Recordant ara la fórmula [3.72], una cota Kj+i de Terror podrá 
venir expressada per 

Kj+i= máx esq ri dta 

- A B 
12°^] 

A B J+1 - A B J 

l2'" 
- A B 

[2°*] 12"' 
I com que, 

D esq _ 1 ( a2 -a i ) (b2 -b i ) 

ABfJ—) - ABÍ-J - ) 2°'"*"^ a2b2-a ib i+2j (a2-a i ) (b2-b i ) 
— 2°" 2™ 

_ 1 (a3-a2)(b3-b2) 

AB(J—) - ABÍ- i - ) 2"̂ ""̂  a3b3-a2b2+2j(a3-a2)(b3-b2) 
2"^ V 

Resultará que 

( a 2 - a i ) ( b 2 - b i ) (a3-a2)(b3-b2) Kj+i= - J — m á x I — 
2m+2 l a2b2-a ib i+2 j (a2-a i ) (b2-b i ) a3b3-a2b2+2j(a3-a2)(b3-b2); 
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Si designem per K' j+i el máxim anterior, i variem l'índex j des de 
O a 2m-l , la cota K será 

[3.77] 

A partir d'aquesta cota podem calcular el valor d'm imposant la 
condició K< pe. 

Així dones, si denotem per 

K = máx 

aleshores, K7(2m+2)<pe. 

Aíllant, m 

Kj+i/j=0, 1, ... , 2 " ^ - l 

m> Log2(K7pe) -2 [3.78] 

Com E X E M P L E , donats els números borrosos trianguíars A =(2,3,5) i 
B=(l,4,6), anem a calcular e l número borros poligonal P que 
aproxima el producte AB amb un error d'aproximació pe ^ 0 , 0 2 5 . 
Obtenim successivament les cotes 

Kj+i= —-— máx 
10+6J 18+8J 

.m+2 
max - ^ / j = 0 , 1, ... , 2 ° ^ - l U - L _ - 3 _ 

|10+6j ) 2 « i + 2 i o 

- l - ^ < 0 , 0 2 5 ^ m > L o g 2 ( 1 2 ) - 2 ^ m>l ,58 
2m+2 1 O 

és a dir cal prendre m=2 i , per tant n=4, obtenim així la següent 
partició de l'interval [O ,1] 

4 4 4 
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Aleshores els a-talls del número borros poligonal P son 

I 
4 

=[2+21 a-t) l a - 3 
L 4 2 16/ 

j.J_j2 ^ 30-21a-j|2a-1-

on a e 
L 4 ' 4 

amb j=0,1,2,3 

és a dir 

Per j=0 Pa= 

Per j= l Pa= 

Per j=2 Pa= 

Per j=3 Pa= 

2 + ^ a , 30-21a 
4 

L8 4 2 

2.+41 a ,5 :2 - -17a 
L8 4 2 

_L+49 oc , 27 -15a 
L 4 4 

amb a e 

amb a e 

amb ae 

amb a e 

1 2 
4 ' 4 J 

2. 3. 
L4 ' 4 

Així, per exemple donat a=0'6 correspón a l'interval per j=2, i el 
seu valor és Po'6=[7'325, 183] . 

Fig.3.21 Aproximado poligonal del producte 
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C A P Í T O L 

4 
EQUACIONS 
BORROSES 

Les equacions borroses constitueixen una eina decisiva en la 
teoría deis conjunts borrosos donat el seu gran potencial en les 
aplicacions que se'n deriven. Malauradament aquesta teoria no 
ha estat suficientment desenvolupada. D ' altra banda, algunes 
de les publicacions en aquest camp donen lloc a controvérsies. 

E n l a teoria d'equacions ordináries, on els coeficients i la 
incógnita son elements que pertanyen a un grup G, diem que 
dues equacions son equivalents si i només si teñen les 
mateixes solucions. Per exemple, si considerem l'equació a+x=b, 
aquesta és equivalen! a x=b-a. Quan ens situem en l'ámbit de 
F a r i t m é t i c a borrosa a q ü e s t e s dues equacions no son 
equivalents, perqué mentre que l 'equació A+X=B no sempre té 
sentit en aquest ámbit, la segona equació X =B-A en té sempre. 

Objectiu d'aquest capítol és donar un nou enfoc a les 
equacions A+X=B i AX=B per tal d'obtenir a partir de la solució 
en el sentit de Buckley i Qu una nova aproximació a la solució 
que involucri menys borrositat. 
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4.1 GENERALITATS 

4.1.1 E Q U A C I Ó B O R R O S A 

Una equació borrosa és una equació del tipus 

f ( A X ) = B [4.1] 

on A i B son dos números borrosos coneguts d'un referencial E ^ R i 
X és un altre número borros d'E a determinar. 

Com és habitual en les equacions, X s'anomena incógnita o variable 
borrosa. 

4.1.2 S O L U C I O D ' U N A E Q U A C I Ó B O R R O S A 

Donada una equació borrosa f(A, X)=B, una solució d'ella (cas 
d'existir) és un número borros X =C que verifica l'equació, és a dir, 

f(A, C)=B [4.2] 

Equivalentment, si anomenem Sa els a-talls del primer terme i B a 
els del segon terme de l'equació anterior, caldrá trobar els a-talls del 
número borros Xtals que Sa=Ba. 

És evident que la resolució d'una equació borrosa en molts casos 
no té solució. 

Així, per E X E M P L E , si considerem l'equació 

2.X+7.Á=B 

on Á=(l,2,6) i B=(-l,0,4) aleshores 2 .Xa+7 .Aa= B a , essent 

Xa=[X(a),X(a)] , Aa=[l+a, 6-4a] , Ba=[-l-i-a, 4-4a]. 

Llavors es verifica 

2[X(a),X(a)] +l[l+a, 6-4a] = [-1+a, 4-4a] 

[2X(a)+7-í-7a, 2X(aH42-28a] = [-1+a, 4-4a] 
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Per tant, els extrems inferior i superior son: 

2X(a)+7+7a=4+a X(oc)=-4-3a 

2X(a)+42-28a=4-4a X(a)=-19+12a 

Es dedueix, dones, que X n ó es un número borros. 

E l professor Sánchez^ demostra, utilitzant equacions l ineáis i 
quadrátiques, que les condicions per tal que existeixi solució son 
molt restrictives-

Per a subsanar aquesta dificultat, Buckley i Qu proposen un nou 
enfoc de l'equació borrosa f(A, X)=B. 

4.2 MÉTODE DE RESOLUCIÓ DE BUCKLEY I QU 

Donada una equac ió borrosa f(A, X)=B, Buckley i Qu^ proposen 
considérar-la com una famflia d'equacions certes del tipus: 

f (a ,x)=b on ae S (A) i be S (B) [4.3] 

associades a f(A, X)=B, on els valors a i b representen tots els possibles 
valors de quantif icació incerta donats, respectivament, pels números 
borrosos 

A={(a, HA(a)) / a e E } i B={(b, P-gCb)) / beB } 

Suposem que de l 'equació [4.3] és possible aíllar algébricament x en 
funció d'a i b, és a dir x=F(a, b), que genera la nova equació borrosa 

X=F(A, B) [4.4] 

í SÁNCHEZ, E . Solutions of fuzzy equations with extended operations a "Fuzzy 
Sets and Systems", 12. 237-248. 1984. 
2 B U C K L E Y , J.J.; QU, Y . Solving fuzzy equations: a new solution concept a 
"Fuzzy Sets and Systems", 39, 291-301. B91. 
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Aleshores, peí principi d'extensió, podem assegurar que. X és un 
conjunt borros amb funció de pertinen9a: 

PROPOSICIÓ 4.1. «En cas que la funció F sigui continua, es 
dedueix que X és un número borros.» 

Demostrado: 

Provarem que X és un conjunt normal i convex. 

1) N O R M A L I T A T . Donat que A i B son normáis, existeixen 
a' i b' tais que |XA(a')=l i |LlB(b')=l. 

Sigui x'=f(a',b'), aleshores 

)lX(x')= sup{^A(a')AHB(b') / x'=F(a',b')}= s u p { l A l } = 1 

consegüentment, X és un conjunt borros normal. 

2) C O N V E X I T A T . Per la continuítat de la funció F i per la 
compatibilitat del principi d 'extensió amb els a - t a l l s , 
sabem que els a-talls de la solució X venen donats per 

Xa={x / x=F(a,b) , on ae A a i be Ba} 

Ates que A i B son dos números borrosos del referencial 
E£R, el domini de definido de F és el compacte de R 2 , 
A a x B a . Per tant, segons el teorema de Weierstrass, existeix 
el mínim i el máxim de la funció F: 

X(a)=mín{x / x=F(a,b) , on ae A a i beBa} 

X(a)=máx{x / x=F(a,b) , on ae A a i beBa} 

Aleshores, els a-talls de X son els intervals tancats 

_ I, per tant, els intervals son convexos. Consegüentment, 
X é s un conjunt borros convex. 

Deis punts 1) i 2) deduím que X és un número borros. • 

HX(x)=sup{^lA(a)A|lB(b) / x=F(a,b)} [4.5] 

Xa=[X(a),X(a)] 



4. EQUACIONS BORROSES 137 

E l número borros X s'anomena solució de Tequació f(A, X)=B en el 
sentit de Buckley i Qu^ i observem que sempre existeix. 

PROPOSICIÓ 4.2. «En cas que l'equació f(A, X)=B tingui solució, 
aquesta está continguda en la solució en el sentit de Buckley i 
Qu.» 

Demostrado: 

En efecte, si x e X a Havors existeixen ae A ^ i be B a tais 
que f(a,x)=b. En conseqüéncia, x=F(a,b) i , per tant, x e X a 
(en el sentit de B-Q). • 

Donada la situació anterior, la solució en el sentit de Buckley i Qu 
es pot prendre com una aproximació de la solució de l 'equació 
borrosa, en cas que aquesta no existeixi o que sigui molt complicada 
de calcular. 

£ x e m p l e 4.1 

Donada l 'equació borrosa 

X+7.A = B 

on A i B son els dos números borrosos trianguíars 

A=(l, 2, 6) i B=(-l, O, 4), 

aleshores, la solució en el sentit de Buckley i Qu és el número 
borros expressat per 

X = B-7.A 

Ates que els a-talls son 

Xa=[X(a),X(a)] , Aa=[l+a, 6-4a] i Ba=[-l+a, 4-4a] 

^ B U C K L E Y , J.J. On using a-cuts to evalúate fuzzy equations a "Fuzzy Sets and 
Systems". 38, 309-312. 1990. 



138 n . N O V E S APORTACIONS A L A M . B O R R O S A 

i que la funció F(a,b)=b-7a és decreixent respecte a "a" i creixent 
respecte a "b", el mínim s'assoleix en el punt (6-4a, -1+a) i e l máxim 
en el punt (1+a, 4-4a). 

Aleshores, els extrems inferior i superior son 

X(a)=F(6-4a, -l+a)= 29a-43 

X(a)=F(l+a, 4-4a)= - l la-3 

Per tant, 
X=(-43, -14, -3) 

Observem que en aquest cas, per calcular X , també podr í em 
haver utilitzat l'aritmética deis intervals de confianga. 

Exemple 4.2 

Donada l'equació borrosa 

Á.X=A+B 

on Á i B son els números borrosos triangulars 

Á=(3, 7, 9) i B=(4, 5, 7) 

la solució en el sentit de Buckley i Qu és el número borros 

x = A á 
A 

Ates que els a-talls son 

Xa=[X(a),X(a)] , Aa=[3+4a, 9-2a] i Ba=[4+a, 7-2a] 

i que la funció F(a,b)=(a+b)/a és decreixent respecte a "a" i creixent 
respecte a "b", el mínim i el máxim s'assoleixen respectivament en 
els punts 

P(9-2a, 4+a) i Q(3+4a , 7-2a). 
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Aleshores, els extrems inferior i superior deis a-talls, emprant la 
funció anterior F(a,b)=(a+b)/a, son 

X(a)=F(9-2a, 4+a)= (13-a)/(9-2a) 

X(a)=F(3+4a, 7-2a)= (10+2a)/(3+4a) 

Deduím, dones, que X és un número borros que té per funció de 
pertinen9a 

0 si X < 1^ 
9 

9X -13 si < X < 1 1 
2 x - l 9 7 
10 -3X s i l 2 < x < 1 0 
2+4x 7 3 

0 s i x > 1 0 
3 

Anem a veure a cont inuació que en aquest cas, i utilitzant 
l 'aritmética deis intervals de confianza, obtenim un altre número 
borros Y que conté el número borros X anterior. 

Aplicant rari tmética deis a-talls, tenim 

Y(a),Y(a) A(a),A(a)] + B(a),B(a) .A(a)+E(a), A(a)+B(a) 

A(a),A(a) A(a),A(a) 

A(a)+B(a) A(a)+B(a 

A(a) A(a) 
7+5a 16-4a 
L9-2a 3+4a 

E n conseqüéncia, Y és el número borros amb funció de pertinen9a 
expressada per 

/ 0 si X < ^ 
9 

9x-7 si 2.< x < H 
2x+5 9 7 

16-3X s i l 2 < x < M 
4+4x 7 3 

0 si X > - l ^ 



140 n . NOVES APORTACIONS A L A M . B O R R O S A 

Finalment, representant gráficament les funcions de pertinenca de X i 
Y, observem que X ^ Y . 

1 

0.8 

0.6 / 
0.4 • / 

0.2 

ñ 7 4 G 

Fig.4.1 Ntímeros borrosos X i Y 

on el trac gruixut correspon a X i el prim a Y. 

4.3 RESOLUCIÓ DE L'EQUACIÓ BORROSA A+X=B 

4.3.1 E X I S T E N C I A D E L A S O L U C I Ó 

T E O R E M A 4.1. «Siguin A i B dos números borrosos d'un 
referencial E £ R amb a-talls Aa=[A (a) , A(a)] i Ba=lB(a), B(a)], 
respectivament. JLlavors, el número borros X, amb a - t a l l s 
Xa=[B(a)-A(a) , B(a)-A(a)] és solució de l'equació si i només si 
es verifiquen les condicions següents: 

1) V a e [0,1] resulta B(a)-A.(a) < B(a)-A(a) [4.6] 

2) V a , p G [0,1] tal que a<p es compleixen 

B(a)-A(a) < B(p)-A(p) 

B(P)-A(P) < B(a)-A(a) 

[4.7] 

[4.8] 
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Demostrado: 

Si X és una solució de l 'equació, és evident que es 
compleixen les condicions 1) i 2). 

D'al t ra banda, suposem que es compleixen 1) i 2). 
Llavors és trivial que A a + X a = B a i , per tant, X é s solució de 
l'equació. Per la hipótesi 1) V a G [0,1], X a és un interval 
tancat. A mes, la hipótesi 2) ens assegura que X é s convex. 
Finalment, com que A i B son normáis tenim que X i = [ B ( l ) -

A ( l ) , B( l ) -A( l ) ]9 t0 i així X és normal. • 

Com a C A S P A R T I C U L A R , analitzem 1'existencia de la solució borrosa 
en el cas de dos números borrosos triangulars, amb el següent 
c o r o M a r i : 

C O R O L - L A R I 4.1. «Donada l'equació A+X=B on A-(ai,a2,a3) i 
B=(bi,b2,b3) son dos N B T tais que b i - a i < b2-a2 < b3-a3, llavors 
existeix X solució de l'equació i el seu valor és el número borros 
triangular X=(b i -a i , b2-a2, b3-a3) » 

Demostrado: 

Comprovem que es verifiquen les hipótesis 1) i 2) del 
teorema anterior. 

1) V a e [0,1] tenim 

B(oc)-A(a)= bi+a(b2-bi)-ai-a(a2-ai)= 

= bi-ai+a(b2-bi)-a(a2-ai)= (l-a)(bi-ai)+a(b2-a2)< 

< (l-a)(b3-a3)+a(b2-a2)=b3-a3-a(b3-a3)+a(b2-a2)= 

= b3-a(b3-b2)-a3+a(a3-a2)= B(a)-A(a). 

2) Va,PG [0,1] tal que a<p, resulten 

B(a)-A(a)= bi+a(b2-bi)-ai-a(a2-ai)= 

= bi-ai+a(b2-bi)-a(a2-ai)= (bi-ai)+a(b2-bi-a2+ai)< 

< (bi-ai)+P(b2-bi-a2+ai)= bi-ai+P(b2-bi)-P(a2-ai)= 

= bi+p(b2-bi)-ai-P(a2-ai)= B(P)-A(P). 



142 n . NOVES APORTACIONS A LA M . BORROSA 

B(P)-A(P)= b3-P(b3-b2)-a3+p(a3-a2)= 

= b3-a3-P(b3-b2)+P(a3-a2)= b3-a3-p(b3-b2+a2-a3)< 

< b3-a3-a(b3-b2+a2-a3)= b3-a3-a(b3-b2)+a(a3-a2)= 

= b3-a(b3-b2)-a3+a(a3-a2)= B(a)-A(a). 

Per tant, X é s un número borros solució de l 'equació, 
amb a-talls 

Xa= [B(a)-A(a), B(a)-A(a)]= 

= [bi+a(b2-bi)-ai-a(a2-ai), b3-a(b3-b2)-a3+a(a3-a2)]= 

= [bi-ai+a(b2-bi-a2+ai), b3-a3-a(b3-b2-a3-»-a2); 

Per tant, X é s el N B T X=(bi -a i , b2-a2, bs-as). • 

Exemple 4.3 

L'equació A4X=B on A=(l, 3, 7) i B=(2, 5, 11), verifica les hipótesis 
del corol lar i anterior, dones b i - a i = l , b2-a2=2 i b3-a3=4. Així, l a 
solució de l'equació és el N B T 

X = ( l , 2 , 4 ) 

L a solució en el sentit de Buckley i Qu és el número borros 

X i = B - A = (2, 5, 11) - (1, 3, 7)= (-5,2, 10) 

: ^ Q 5 1£L 

Fig.4.2 Gráfica de l'exemple 4.3 
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En la página anterior hem representat en el mateix grafio les dues 
solucions, on el tiag gruixut correspon a X i el prim a X i . 

Observem que: 

a) L a solució en el sentit de Buckley i Qu conté la solució de 
l 'equació. 

b) En prendre la solució en el sentit de Buckley i Qu com una 
aproximado de la solució de l 'equació, h i ha un increment 
considerable de la borrositat. 

4.3.2 M É T O D E A P R O X I M A T I Ü A L A S O L U C I Ó D E L ' E Q U A C I Ó 
B O R R R O S A A + X = B A M B N . B O R R O S O S T R I A N G U L A R S 

Com a resultat de les observacions anteriors, en aquest apartat 
proposem un método per donar una aproximado a la solució de 
l'equació A+X=B amb Á i B números borrosos triangulars, a partir de 
la solució en el sentit de Buckley i Qu. 

L a idea central del método que exposarem tot seguit es basa en el 
fet que la solució en el sentit de Buckley i Qu conté la solució. A 
partir d'aquest fet interpretem l'equació com un contingut, en lloc 
d'una igualtat. Es a dir, ens proposem calcular el número borros X d e 
manera que Á4X sigui el número borros mes petit complint BCA+X. 

Donada l'equació borrosa A+X=B, on A i B son dos N B T amb a-talls 

Aa=[A(a),A(a)] i Ba=[B(a), B(a)] 

i on els seus nuclis respectius son 

NucÁ={xa} i NucB={xb} 

prenem tots els números borrosos X amb nucli {xo} = {xb -Xa} 
complint la desigualtat 

B e A+X [4.9] 
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Observem que existeix almenys un X d'aquests, ates que l a solució 
segons Buckley i Qu (X=B-Á) per la Proposició 4.2 conté B . 

CONSTRUCCIÓ D E L A SOLUCIÓ A P R O X I M A D A DE A-K=B 

Donada l'equació A+X=B on A=(a i , a.2, as) i B=(bi , b i , bs) son dos 
N B T , considerem el número borros XQ amb nucli b i - a i tal que BeA4Xo 
i a-talls Xoa=[Xo(a),Xo(a)] definits per: 

Xo(a)= mín | B(a)-A(oc), b2-a2 )= 

= mín ( bi+a(b2-bi)-ai -a(a2-ai) , b2-a2 }= 

= mín { ( l -a ) (b i - ai) +a(b2-a2)) , b2-a2 

i 

Xo(a)= máx { B(a)-A(a) , b2-a2 )= 

= máx ¡ b3-a(b3-b2)-a3+a(a3-a2) , b2-a2 1= 

= máx j(l-a) (bs -ag) + a(b2-a2) , b2-a2 ) 

Per tal de calcular Xo(a) i Xo(a) definits anteriorment, considerem 
els Q U A T R E C A S O S següents : 

a) b i - a i < b 2 - a 2 < b3-a3 

E n aquest cas tenim les dues desigualtats 

( l - a ) ( b i - a i ) + a(b2-a2) < ( l -a ) (b2-a2) + a(b2-a2)= b2-a2 

( l -a ) (b3-a3) + a(b2-a2) > ( l -a ) (b2-a2) + a(b2-a2)= b2-a2 

Per tant, els extrems inferior i superior son 

Xo (a )= ( l -a ) (b i - a i ) + a(b2-a2) 

Xo(a)= ( l-a)(b3-a3) + a(b2-a2) 
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Així dones, XQ és el número borros que té per funció de pertinenga. 

O 

x - ( b i - a i ) 

( b 2 - a 2 ) - ( b i - a i ) 

( b3 -a3 ) -x 

( b 3 - a 3 ) - ( b 2 - a 2 ) 

O 

si X < b j - a i 

si b i - a i < X < b2-a2 

si b2-a2 < X < b3-a3 

si X > b3-a3 

\ 

Exemple 4.4 

Si prenem A=(13,7) i B=(2,5, l l ) , tenim b i - a i = l , b2-a2 =2 , bs-as = 4. 
Així dones, 1 < 2 < 4 i , per tant, l'aproximació a la solució és el número 
borros XQ amb a - ta l l s ; 

Xo(a) = 1+a i Xo(a) = 4-2a 

Per tant, Xo= (1,2, 4 ) 

L a seva gráfica és 

Observem que en aquest cas, ates que es compleixen les hipótesis del 
C o r o M a r i 4.1, l 'equació té solució i Taproximació a la solució coincideix 
amb la solució préviament calculada a l'Exemple 4.3. 
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b) b i - a i < b 2 - a 2 b3-a3 < b 2 - a 2 

Obtenim en aquest cas 

( l - a ) ( b i - a i ) + a(b2-a2) ^ ( l -a ) (b2-a2) + a(b2-a2)= b2-a2 

( l -a ) (b3-a3) + a(b2-a2) < ( l -a ) (b2-a2) + a(b2-a2)= b2-a2 

Per tant, els dos extrenis son 

Xo(a )=( l -a ) (b i -a i ) + a(b2-a2) i Xo(a)= b2-a2 

on Xo és el número borros amb funció de pertinenya 

O 

( b 2 - a 2 ) - ( b i - a i ) 

O 

si X < bj-ai 

si bj-aj < X < b2-a2 

si X > b2-a2 

Exemple 4.5 

Prenent Á=(2, 3, 10) i B=(-l, 1, 4), tenim les diferencies bi-ai=-3, 

b2-a2 = -2 i b3-a3= -6. Així dones, -3<-2 i -6<-2 i, per tant, 

l'aproximació a la solució és el número borros XQ amb a-talls; 

Xo(a) = -3+a i Xo(a) = -2 

T 
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c) b 2 - a 2 < bi-ai b 2 - a 2 < ba-as 

Les dues desigualtats son, en aquest cas, 

( l - a ) ( b i - a i ) + a(b2-a2) > ( l -a ) (b2-a2) + a(b2-a2)= b2-a2 

( l -a ) (b3-a3) + a(b2-a2) > ( l -a ) (b2-a2) + a(b2-a2)= b2-a2 

Per tant, els extrems inferior i superior son 

2Co(a)= b2-a2 i Xo(a)= ( l-a)(b3-a3) + a(b2-a2) 

on XQ és e l n t ímero borros amb funció de pertinenga 

O 

(b3-a3)-x 
(b3-a3)-(b2-a2) 

O 

si X < b2-a2 

si b2-a2 ̂  X < b3-a3 

si X > b3-a3 

Exemple 4.6 

Prenent A=(-2, 1, 4) i B=(0, 2, 7), tenim les diferencies bi-ai=2, 
b2-a2=l i b3-a3=3. Així dones, 1<2 i 1<3 i, per tant, l'aproximació a 
la solució és el ntímero borros XQ amb a-talls: 

Xo(a) = 1 Xo(a)=3-2a 

0.8 
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d) b 3 - a 3 < b2 -a2 < b i - a i 

En aquest ú l t im cas, resulta 

( l - a ) ( b i - a i ) + a (b2 -a2 )^ ( l -a ) (b2-a2) + a(b2-a2)= b2-a2 

( l -a ) (b3-a3) + a(b2-a2) ^ ( l -a ) (b2-a2) + cc(b2-a2)= b2-a2 

Per tant. 
Xo(a)=Xo(a)= b2-a2 

on Xo és el n ú m e r o borros amb funció de pertinenga 

si X 56 b2-a2 

si X = b2-a2 

Exemple 4.7 

Prenent A=(-3, 1, 4) i B=(3, 5, 7), tenim les diferencies b i -a i=6, 
b2-a2=4, b3-a3=3. A ix í dones, 3<4<6 i , per tant, l ' aproximació a la 

solució és e l n ú m e r o borros XQ amb a - t a l l s : 

Xo(a)=4 i Xo(a)=4 

I tal com podem veure en aquest ú l t im cas, la so luc ió es tracta 
d'un n ú m e r o n í t id . 

0 . 8 

0 . 6 

0 . 4 

0 . 2 
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En resum, hem obtingut en el cas de números borrosos triangulars 
la solució mes aproximada possible. Notem que en el cas a) 
l'aproximació coincideix amb la solució, ates que aquesta existeix, a 
diferencia deis apartats b) i c) on l'aproximació és un número borros 
no triangular en funció de pertinenga discontinua i en el cas d) 
obtenim un número nítid. 

E l número borros XQ construí t en l'apartat anterior l'anomenem 
solució aproximada de l'equació A+X=B. 

Per tal de facilitar els cálculs a efectes práctics, ens interéssa 
conservar l'estructura triangular de l 'aproximació a la solució. Per 
aixo calcularem, a partir de l'aproximació a la solució obtinguda, una 
nova aproximado a la solució amb estructura triangular. 

4.3.3 M É T O D E D ' A P R O X I M A C I Ó T R I A N G U L A R A L A 
S O L U C I Ó D E L ' E Q U A C I Ó B O R R R O S A A + X = B A M B 
NÚMEROS BORROSOS TRIANGULARS 

L'objectiu que ens plantegem és calcular un número borros 
triangular X i proper a l'aproximació XQ calculada anteriorment. 

Sigui l'equació A + X = B on A i B son dos NBT i siguin XQ l ' ap rox imac ió 
a la solució i X i l'aproximació triangular a la solució. Definim Víndex 
d'aproximació deXo a X i com 

Ia(Xo,Xi) = área(A+Xo) 

área(A+Xi) [4.10] 

Observem que, ates que 

X o C X i A+Xo C A+Xi => área(Á+Xo)< área(A+Xi) 

es verifica 

O < Ia(Xo,Xi) < 1 [4.11] 
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Considerem que XQ i X i están propers quan l'índex d'aproximació 
és igual a 0,95. És a dir, 

Xo i X 1 propers Ia(Xo, Xi)=0.95 [4.12] 

CONSTRUCCIÓ ANALÍTICA DE L'APROXIMACIÓ T R I A N G U L A R X i 

L a construcció de X i la realitzarem a partir de l a funció de 
pertinenga de XQ. 

Considerem els QUATRE CASOS següents: 

a) bi-ai < b2-a2 < bs-as 

En aquest cas no tindrem cap dificultat perqué prenem Xi=Xo, ates 
que la solució de l'equació coincideix amb XQ. 

b) b i - a i < b2-a2 i bs-as < b2-a2 

Construím X i com el número borros triangular (b i -a i , b2-a2, q), on 
el valor del parámetre q es determinará imposant la condició [4.12]. 

Exemple 4.8 

E n l'exemple 4.5 hem obtingut que Taproximació a la solució és el 
número borros XQ amb a- tal ls 

Xo(a) = -3+a i Xo(a) = -2 

L'aproximació triangular és el NBT Xi=(-3, -2, q) on q es determina 
amb la condició 

I,(5o,Xi) = B Í ^ M A + M ^ o 95 
área(A-!-Xi) 

Com que Aa=[2+a , 10-7a ] s'obté successivament 

Xoa=[-3+a, -2 ] => Aa+Xoa=[-l+2a , 8-7a ] => A+Xo=( -1 ,1 ,8) 



4. EQUACIONS BORROSES 151 

Xia=[-3+a, q-a(q+2)] Aa+Xia=[-l+2a,10+q-a(q+9)] 

A+Xi=(-l,l,10+q) 

Imposant la condició, resulta 

Ia(3Co,Xi) = - \ - = 0 , 9 5 
q+11 

q « - l , 5 3 

Obtenim, dones, que l 'aproximació triangular de la solució és e l 
número borros triangular 

Xi=(-3, -2, -1.53) 

T? 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

-2 

c) b 2 - a 2 < b i - a i b 2 - a 2 < b 3 - a 3 

Construím X i com el número borros triangular (p, h2-&2, bs-as), on 
el valor del parámetre p es determinará imposant la condició [4.12]. 

Exemple 4.9 

En l'exemple 4.6 hem obtingut que l 'aproximació a la solució és el 
número borros XQ amb a- ta l ls 

X o ( a ) = l i Xo(a)= 3-2a 
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L'aproximació triangular és el N B T Xi=(p, 1, 3), on p es determina 
amb la condició 

área(A-l-Xi) 

Com que Aa=[-2+3a, 4-3 a ], deduím que 

Xoa=[l ,3-2a] Aa+Xoa=[-l+3a, 7-5a ] A+Xo=(-l, 2, 7) 

Xia=[p+a(l-p), 3-2a] => Aa+Xia=[p-2+a(4-p), 7-5a ] 

=> A+Xi= (p-2, 2, 7) 

Imposant la condició, resulta 

I, per tant, l'aproximació triangular de la solució és e l NBT 

Ia(Xo,Xi) = área(A+Xo) _ Q nc 

Ia(Xo,Xi) = - S - = 0 , 9 5 =̂  p » 0 , 5 8 
9 -p 

Xi=(0.58, 1, 3) 

T 

0.4 

0.2 

0.8 

0.6 

2 

d) b3-a3 < b 2 - a 2 < b i - a i 

Construim X i com el N B T (b2-a2-r, b2-a2, b2-a2-r), on com en els 
dos apartats anteriors, el valor del parámetre r es determinará 
imposant la condició [4.12]. 
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E x e m p l e 4.10 

E n l'exemple 4.7 hem obtingut que l'aproximació a la solució és el 
número borros XQ amb a-talls 

Xo(a) = 4 i Xo(a)=4 

L'aproximació triangular és el N B T Xi=(4-r, 4, 4+r), on r es 
determina amb la condició 

I^(3ó),Xi) = ^ í M A ^ M = 0,95 
área(A+Xi) 

Com que, Aa=[-3+4a, 4-3a ], resulta 

Xoa=l4,4 ] =^ Aa+Xoa=[l+4a, 8-3a ] => A+Xo=(l , 5, 8) 

Xia=[4-r+a r, 4+r-a r] => Aa+Xia=[l-r+a(4+r), 8+r-a(3+r) ] 

=> A+Xi=(l-r,5,8+r) 

Imposant la condició, obtenim 

Ia(3Co,Xi) = - I — =0,95 
7 +2r 

r = 0,19 

I, per tant, l'aproximació triangular de la solució és el N B T 

Xi=(3.81, 4, 4.19) 
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4.4 RESOLUCIÓ D E L 'EQUACIÓ B O R R O S A A.X=B 

En tot aquest apartat considerem números borrosos positius. 

4 . 4 . 1 E X I S T E N C I A D E L A S O L U C I Ó 

TEOREMA 4.2. «Siguin A i B dos números borrrosos d'un 
referencial ECR amb a-talls Aa=[A(a), A(a)] i Ba=[B(a), B(a)], 

respectivament. _Llavors el número borros X amb a - t a l l s 
Xa=[B(a)/A(a), B(a)/A(a)] és solució de l'equació si i només si 

es verifiquen les condicions següents: 

1) Vas[0,1] B(a)/A.(a) < B(a)/A{a) 

2) V a , p e [0,1] tal que a<P es compleixen 

ñ . ( a ) / A ( a ) < B.(p)/A(p) 

B(p) /A(p) < B ( a ) / A ( a ) 

[4 .13] 

[4.14] 

[4.15] 

Demostrado: 

Si X és solució de l'equació, és evident que es compleix 
1) i 2). 

D'altra banda és trivial que A a . X a = B o t . Per tant, X é s 

solució de l'equació. Per la hipótesi 1) per a tot a € [ 0 , 1 ] 
resulta que X a és un interval tancat. A mes, la hipótesi 2) 

implica que X és convex, Com que A i B son normáis tenim 
que X i = [ B ( l ) / A ( l ) , B ( l ) / A ( l ) ] ^ 0 i, per tant, X és t a m b é 
normal. • 

C O R O L L A R I 4.2. «Donada l'equació A.X=B on A=(a i , a i , as) i 
B = ( b i , b2, bs) son dos N B T tais que b i / a i < b i / a i < bs/as , 
llavors existeix X solució de l 'equació, i el seu valor és el 
número borros amb a-tal ls 

Y Jb i+a(b2 -b i ) b3-a(b3-b2) 

^ ^ ^ .ai+a(a2-ai) a3-a(a3-a2). 
» 
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Demostració: 

Comprovem que es verifiquen les hipótesis 1) i 2) del 

teorema anterior. 

1) b i / a i < b2/a2 < bs/as <=> a2bi< a ib2 i asba < a2b3 

<^ a2bi+a3b2 < aib2+a2b3 <^ 

a ( l -a ) (a2b i+a3b2)^ Oí(l-a)(aib2+a2b3) «=> 

a ( l -a ) (a2bi+a3b2)+a2a2b2^ a(l-a)(aib2+a2b3)+a2a2b2 (a) 

D'altra banda, 

b i / a i < b3/a3 <=> a3bi< a i b s <=> 

( l - a ) 2 a 3 b i < ( l - a ) 2 a i b 3 (b) 

Sumant les expressions (a) i (b) i operant 

(l-a)2a3bi+a(l-a)(a2bi+a3b2)+a^a2b2 < 

< (l-a)2aib3+a(l-a)(aib2+a2b3)+a2a2b2 

(b i ( l -a )+ab2) (a3( l -a )+aa2) < 

< (b3( l -a )+ab2) (a i ( l -a )+aa2) <=» 

( b i ( l -a ) + a b 2 ) / ( a i ( l -a ) + a a 2 ) < 

< (b3( l -a )+ab2) / (a3( l -a )+aa2) <=> 

bi+a (b2-bi) < b3-a(b3-b2) 
ai+a(a2-ai) a3-a(a3-a2) 

2) V a , P E [0,1] tal que a<p 

b i / a i < b 2 / a 2 <=> b i a 2 < b 2 a i b 2 a i - b i a 2 >0 

(a ) (b2a i -b ia2) <0 <=> (a -p ) (b2a i -b ia2 + a i b i - a i b i ) < 0 

(a -3 ) [ (b2 -b i ) a i - (a2-a i )b i ] <0 <=> 

(a -p ) (b2 -b i ) a i - (a -p ) (a2-ai)bi<0 

a ( b 2 - b i ) a i - p (b2 -b i ) a i -a ( a2 -a i )b i+p (a2 -a i )b i<0 ^ 

a (b2 -b i )a i+p(a2-a i )b i<p (b2-bi)ai+a(a2-ai)bi<f=> 

b i a i + a (b2 -b i ) a i+P(a2-a i )b i < b i a i + p (b2-b i )a i+a (a2-a i )b i 
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^ ap(b2-bi)(a2-ai)+biai+a (b2-bi )a i+P(a2-a i )b i < 

< ap(b2-bi)(a2-ai)+biai+p (b2-bi)a i+a (a2-ai)bi 

<=> P(a2-ai)[a(b2-bi)-i-bi]+biai+a (b2-b i )a i < 

< a(a2-ai)[p(b2-bi)+bi]+biai+p (b2-bi)ai 

P(a2-ai)[a(b2-bi)+bi]+ai[a(b2-bi)+bi] < 

< a(a2-ai)[P(b2-bi)+bi]+ai[P(b2-bi)+bi] ^ 

[oc(b2-bi)+bi][p(a2-ai)-i-ai] < [P(b2-bi)+bi][a(a2-ai)+ai] < 

[a(b2-bi)+bi][P(a2-ai)+ai] < [P(b2-bi)+bi][a(a2-ai)+ai] 

b i + a ( b 2 - b i ) ^ b i + P ( b 2 - b i ) 

ai+a(a2-ai) ai+P(a2-ai) 

Análogament es pot comprovar que 

b3-p(b3-b2) ^ b3-a(b3-b2) 

a3-p(a3-a2) a3-a(a3-a2) 

Per tant, X é s un número borros solució de l 'equació, 
amb a- tal ls 

bi+a (b2-bi) b3-a(b3-b2) 
Xa= 

.ai+a(a2-ai) a3-a(a3-a2). 

4.4.2 M É T O D E D ' A P R O X I M A C I Ó A L A S O L U C I Ó D E 
L'EQUACIÓ BORRROSA A.X = B A M B NÚMEROS BORROSOS 
T R I A N G U L A R S POSITIUS 

E n vista de les observacions anteriors, en aquest apartat proposem 
un métode totalment análeg al de l 'equació Á+X=B per donar una 
aproximació a la solució de l 'equació A.X=B amb A i B números 
borrosos trianguíars, ambdós positius, a partir de la solució en el 
sentit de Buckley i Qu. 
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Igual que en el cas A+X=B, tot el procés es realitza a partir del fet 
que la solució en el sentit de Buckley i Qu conté la solució. Així^doncs, 
ens proposem calcular el ntímero borros X de manera que A.X s i g u i 
el ntímero borros mes petit complint B £ A.X. 

Donada l'equació A.X=B, on A i B son dos NBT amb a-talls 

Aa=[A(a), A(a)] i Ba=[B(a),B(a)] 

i nuclis respectius 
NucA={xa} i NucB={xb} 

prenem tots els números borrosos X amb nucli {xo} = {xbXa} 
complint la condició 

B C Á.X [4.16] 

Observem que existeix almenys un X d'aquests, ates que la solució 
segons Buckley i Qu (X=B/A) per la Proposició 4.2 conté B. 

CONSTRUCCIÓ DE LA SOLUCIÓ APROXIMADA D E AX=B 

Donada l 'equació Á.X=B on A=(ai, a2, as) i B=(bi , b 2 , bs) son dos NBT, 
considerem el número borros X Q amb nucli b2/a2 tal que B C A X Q i que 
tingui els a-talls X o a = [ ^ ( 0 ^ ) » ^o(Ot)] definits per: 

Xo(a)=min ( I M . , b2 U n ñ n ^ ^^(^^-^^> M 
\ A ( a ) \a i+a (a2-a i ) / 

Xo(a)=máx ImM =máx (^3-cx(b3-b2) ^ b ^ j 
l A(a) ^2 ) i a3-a(a3-a2) ^2 j 

Per tal de calcular Xo(0() i Xo(a) definits anteriorment, considerem 
els QUATRE CASOS següents: 

a) b i / a i < b 2 / a 2 < b s / a s 

En aquest cas tenim les desigualtats. 
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bi/ai<b2/a2 <=> bi.a2<b2.ai <=> ( l -a ) (b i . a2 )<( l -a ) (b2 .a i ) <=> 

( l -a )b ia2+b2a2a ^ ( l -a )b2a i+b2a2a <=> 

[( l-a)bi+b2a]a2 < [( l-a)ai+a2a]b2 <=» 

[( l -a )bi- i -b2a ] / [ ( l -a )a i+a2a] < b2/a2 

b2/a2<b3/a3 b2.a3 < b3.a2 <=* 

( l-a)(b2.a3) < ( l-a)(b3.a2) 

<^ (l-a)b2a3+b2a2a < (l-a)b3a2+b2a2a <=> 

<í=>[(l-a)a3-i-a2a]b2 < [(l-a)b3+b2a]a2 

o b2/a2 < [(l-a)b3+b2a]/[( l-a)a3+a2a ] 

Per tant, 

b i+a (b2 -b i ) 
a i+a(a2-a i ) 

Aná logamen t , 

Consegüen tmen t , 

Xo(a) = b3-a(b3-b2) 

a3-a(a3-a2) 

amb funció de pertinenga 

O si X < ( b i / a i ) 

a i x - b i 

(b3-b2)-(a3-a2)x 

O si X > (b3/a3) 
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E x e m p l e 4.11 

Prenent Á=(l , 3 , 9 ) i B = ( 0 , 4 , 1 5 ) , aleshores tenim b i / a i = 0 . 
b2/a2=4/3 i b3/as=15/9=5/3. Així dones, 0 < ( 4 / 3 ) < ( 5 / 3 ) i , per tant, 
l'aproximació a la solució és el número borros X Q amb a-talls 

Xo(a) = : ^ 
l+2a 

l a m b funció de pertinenga 

O 

9X-15 
6 x - l l 
O 

i Xo(a> = l ¿ d l f i L 
9-6a 

si x < O 

si O < X < 4/3 

si 4/3 ^ X < 5/3 

si X > 5/3 

1 A 
0.8 

' A 
0.6 / 
0.4 / 
0.2 

-1 

b) b i / a i < b i / a i b 3 / a 3 < b 2 / a 2 

Procedint de la mateixa manera que en l'apartat a) obtenim els 
extrems inferior i superior deis a-tal ls 

X o ( a ) = M a ( b 2 : M ^ ^^(a) =^2. 
a i+a(a2-ai ) a2 
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L a funció de pertinenga és 

O 

a ¡ x - b i 

(b2-bi)-(a2-ai)x 

O 

si X < (bi/ai) 

si (bi /ai) < X ̂  (b2/a2) 

si X > (b2/a2) 

Exemple 4.12 

Prenent A=(2, 3, 5) i B=(l , 6, 7), alesliores tenim b i / a i = l / 2 , 
b2/a2=6/3=2 i b3/a3=7/5. Així dones, (l/2)<2<(7/5) i , per tant, 
l'aproximació a la solució és el número borros Xo amb a- ta l l s 

Xo(a) = l ± 5 a i Xo(a) = 2 
2+a 

que té per funció de pertinenca 

O 

2 x - l 
5-x 

O 

si X < l / 2 

si l/2< X <2 

si X > 2 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

-1 
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c) b 2 / a 2 < b i / a i i b 2 / a 2 < b s / a s 

En aquest cas obtenim 

X o ( a ) = ^ i Xo(a) = b3-a(b3-b2) 
2̂ a3-a(a3-a2) 

Amb funció de pertinenga 

O 

b3-a3X 

(b3-b2)-(a3-a2)x 

O 

si X < (b2/a2) 

si (b2/a2) < X < (bs/ag) 

si X > (b3/a3) 

Exemple 4.13 

Prenent A = ( l , 5, 7) i B=(3, 4, 8), aleshores bi /a i=3, b2/a2=4/5 i 
b3/a3=8/7. A ix í dones, (l/2)<(6/3)<(7/5) i , per tant, l ' a p r o x i m a c i ó 
a l a so luc ió é s e l número borros XQ amb a - t a l l s 

Xo(a) = ̂  i X Xo(a) = 8 ^ 
7-2a 

1 

i 

0.8 \ 
0.6 \ 
0.4 \ 
0.2 \ 0.5 1.5 
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L a funció de pertinenga d'aquest exemple és 

O si X < 4/5 

^^(x)= / 22Li8 si 4/5 < X < 8/7 

o s i x > 8 / 7 

d) bs /as < b 2 / a 2 < b i / a i 

Obtenim els extrems deis a-talls i la funció de pertinenga 

Exemple 4.14 

Xa(a) = Xo(a) = ^ 
0 si X 5¿(b2/a2) 

1 si X =(b2/a2) 

Prenent A=(4, 5, 9) i B=(2, 3, 6), aleshores tenim b i / a i = 2 , 
b2/a2=5/3 i b3 /a3=3/2 . Així dones, (3/2)<(5/3)<2 i , per tant, 
l'aproximació a la solució és el número borros XQ amb a-talls 

Xo(a)=Xo(a)= | -

1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 
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Observem que la funció de pertinenga és 

ÍO si x ; ¿ ( 5 / 3 ) 

1 SI X =(5/3) 

CONCLUSIÓ. Deis quatre apartats anteriors i igual que en el cas de 
la suma, hem obtingut la solució mes aproximada possible quan Á i B 
son N B T . Notem que en el cas a) l 'aproximació coincideix amb la 
solució, ates que aquesta existeix, a diferencia deis apartats b) i c) on 
l 'aproximació és un número borros no triangular en funció de 
pertinenga discontinua. Finalment, en el cas d) obtenim un número 
crisp o nítid. 

4.4.3 M E T O D E D ' A P R O X I M A C I O _ C O N T I N U A A L A S O L U C I O 
D E L ' E Q U A C I Ó B O R R O S A A . X = B A M B N Ú M E R O S B O R R O S O S 
T R I A N G U L A R S 

L'objectiu que ens plantegem ara és calcular un número borros 
triangular X i amb funció de pertinenca continua proper a 
l 'aproximació X Q , calculada anteriorment. 

Igual que en el cas de l ' equació A+X=B, utilitzem Víndex 
d'aproximació que en aquest cas ve definit peí quocient entre les 
árees expressades per 

la(XQJ^l) = ^^^^(^.Xo) 
á rea(A.Xi) [4.17] 

CONSTRUCCIÓ ANALÍTICA D E L'APROXIMACIÓ CONTÍNUA X i 

L a construcció del número borros triangular X i la realitzarem a 
partir de la funció de pertinenca de X Q . 
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Considerem els Q U A T R E CASOS següents: 

a) b i / a i < b 2 / a 2 < bs/aa 

Ates que en aquest cas l'equació té solució, prenem X i =Xo. 

b) b i / a i < b 2 / a 2 i bs/as < b 2 / a 2 

Construím X i com el número borros amb funció de pertinen9a 

O altrament 

a ix-b j 
(b2-bi)-(a2-ai)x 

q b 2 - b2X 

qb2-a2 

si (bi /ai) < X < (b2/a2) 

si (b2/a2) < X < q 

on el valor del parámetre q es determinará imposant la condició 

Ia(Xo,Xi)=0.95 

Exemple 4.15 

En el exemple_4.12 hem obtingut que l'apoximació a la solució és el 
número borros XQ amb a-tal ls 

Xo(a) = l±5fi^ i Xo(a) = 2 
2+a 

L'aproximació continua és el N B T X i amb funció de pertinen9a 

5-X 

q-x 

q-2 

O 

si i - < X < 2 
2 

si 2 < X < q 

altrament 

Per tant els a-talls de X i son 

( X i ) a = f ^ ^ , q(l-a)+2a 
L2+a 
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D'altra banda, el número borros Á té per a - ta l l s 

Aa={2+0C , 5-2a 
Per tant, 

(XiA)a={5a +1 , (5-2a) (q ( l - a ) -^2a í 

Les dues árees valen 

á re4XiA)= (5-2a) (q(l-a)+2a)-(5a+l) d a = l l S ± i 
Jo ^ 

área 

Calculem el parámetre q 

, 9 / 2 ^0^95 ^ 
{ l3q+l) /6 

Llavors la funció de pertinenga de X i és 

,=521 
247 

2 x J . 
5-x 

521-247X 
27 

O 

si ^ < X < 2 
2 

s i 2 s x < 521/247 

altrament 

1 

1 
0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

- 0 . 5 O 0.5 1 1.5 2 2 . 5 3 
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c) b 2 / a 2 < b i / a i b 2 / a 2 < bs /as 

Construim X i com el ntímero borros amb funció de pertinenga 

si X < (b2/a2) a2X-a2P 
b2-a2p 

b3-a3X 

(b3 -b2) - ( a3 -a2 )x 

O 

si (b2/a2) < X < (bs/aa) 

altrament 

on el valor del parámetre p es determina imposant la condició 

Ia(Xo,Xl)=0.95 

Exemple 4.16 

En el exemple 4.13 hem obtingut que l'apoximació a la solució és 
el ntímero borros XQ amb a-tal ls 

Xo(a )=4 . i Xo(a) = 8 ^ 
5 7-2a 

L'aproximació continua a la solució és el ntímero borros triangular 
X i amb funció de pertinenga 

5x-5p 
4 -5p 

O 

si p < x < ^ 
5 

si 4i- < X < ^ 
5 7 

altrament 

1 amb a- ta l ls 

(Xi)a= p+a -p 4a-8 
2a-7J 

D'altra banda, els a-talls del ntímero borros A son 

Aa= l + 4 a , 7-2a 
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Per tant, 

(AXi)a4(l+4a) ip+ak- -p]] , a-2a) 
[ \ \5 II 2 a - 7 

Calculem ara les dues árees 

1= p(l+4a) +a(l+4a) i -p), 8-4a] 

área(XiA)= (8-4a)-p(l+4a)-a(l+4a) da = 6 8 . Z P 
15 6 

are 

En conseqüéncia, el parámetre p té per valor 

Í 8 I 5 =0,95 =̂  
(68/15)-{7p/6) 

I la funció de pertinenga de X i és 

p=424 
665 

665X-424 
108 

8-7x 
4 -2x 

O 

si 4 2 4 < x < 4 
665 5 

si ^ < X < 8. 
5 7 

altrament 

1 

0.8 \ 
0.6 \ 
0.4 \ 
0.2 

0.5 1.5 
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d) b3 /a3 < b 2 / a 2 < b i / a i 

Construím X i com el número borros amb funció de pertinenga 

b2+a2r-a2X 
a2r 

O 

si (b2/a2) < X < (b2/a2)+r 

altrament 

on el valor del parámetre r es determinará imposant la condició 

Ia(Xo,Xi)=0.95 

Observem que en aquest cas l 'aproximació continua és el número 
borros triangular 

Xi= 
^2 ^2 ^2 

Exemple 4.17 

En l'exemple 4.1.4 hem obtingut que l'aproximació a la solució és 
el número borros XQ amb a-talls 

Xo(a)=Xo(a)= | -

L'aproximació continua a la solució és el número borros X i a m b 
funció de pertinenga 

3x-5+3r si ^ -r < X < ¿ 
3r 3 3 

5+3r-3x s i ^ < x <5-+r 
3 r 3 3 

O altrament 

Amb a - t a l l s 

(Xi )a4r (a - l )+ i , r ( l - a ) -4 
3 3 
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Ates que el número borros Até per a- ta l ls 

Aa=f2+a , 6-3a 

els a-talls del número borros A X i s ó n 

(AXi)a=f(2+a) r ( a - l ) + ^ l , (6-3a) (r(l-a)+5-
L \ 3/ \ 3/J 

Les dues árees teñen per valor 

área(AXi)= |(6-3a)[r(l-a)-f|-j - (2+a)[r(a-l)-h5. doc = 251+15 
6 

á r e a ( A X o ) = ^ 

Per tant, el parámetre r és 

= 0,95 ^ r=23 
(25r+15)/6 9 5 

I la funció de pertinenca 

285X+406 
69 

544-285X 
69 

O 

s i 4 M < x < l 
285 3 

s i 5 . < x < 5 4 4 
3 285 

altrament 
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C A P Í T O L 

5 
DERIVADES 

I EQUACIONS 
DIFERENCIALS 

BORROSES 

L a fuzzificació de models crisps ha estat una práctica molt 
habitual en la Matemát ica de la Incertesa. A i x o permet 
treballar amb tota la informació des de F i n i c i fins a les 
conclusions. 

En aquest capítol donem una alternativa mes general a les 
Equacions Diferenciáis Lineáis Borroses presentant-les des del 
principi amb objectes borrosos, la qual cosa permet una major 
profunditat en el coneixement de les Ueis borroses que 
defineixen la Dinámica. 

Els apartats dedicats a les Derivades Borroses son essencials 
per a poder desenvolupar les idees i resultáis posteriors. 
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5.1 DERIVADA DUNA FUNCIÓ BORROSA 

5.1.1 FUNCIÓ B O R R O S A 

Sigui T S R i N(R) el conjunt de tots els niímeros borrosos de 
referencial R. Llavors una funció borrosa f de domini T és una 
funció tal que a cada element de T l i associa un element de N(R). 
S imbó l i camen t 

f: T^Ñ(R) 

t->f(t) 

S i per qualsevol element de T, resulta que f(t) és un N B T , a la 
funció f l'anomenem funció borrosa triangular. 

Fig.5.1 Exemple de funció borrosa 

Per E X E M P L E , si considerem la funció borrosa f definida per 

f : [ - l , l ] - > Ñ ( R ) 

t f(t)='a.t +b 
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on a=(l, 2, 3) i b=(3, 5, 7) son números borrosos triangulars, 
alesliores f vindrá donada per la següent expressió 

f(t)=(l,2,3).t + (3,5.7)= 
(3t+3 , 2t+5 , t+7) si -1< t < O 

i(t+3 , 2t+5 , 3t+7) si O < t < 1 

En la página anterior hem representat gráficament els tres NBTs 
d'aquesta funció borrosa, corresponents ais valors t=-l, O i 1. 

5.1.2 D E R I V A D A D ' U N A F U N G I Ó B O R R O S A E N U N P U N T 

Sigui f una funció borrosa de variable real 

f : T ^ Ñ(R) 

t f(t) 

Per qualsevol valor de t del conjunt T, considerem el conjunt deis 
a-talls del número borros f(t), donats per 

¡f(a)(t) , f(a)(t) 

Anomenem en primer lloc fa(t) a un element qualsevol d'aquest 
conjunt, i a continuació definim la derivada de la funció borrosa f 
en el punt to com el número borros 

dt [5.1] 

amb funció de pertinenca 

dt 

\ dt 

O si no existeix a / ^ í ^ t o ) = x 
dt 

o, equivalentment, a partir deis seus a-talls 

, máx 
\dt 

• 

m í n 
a \ \ d t d t dt dt 
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Per E X E M P L E , donada la funció borrosa f definida per 

f : [-2 , 3] Ñ(R) 

t -> f(t)=a.t2 

on a és el número borros triangular a=(l, 4, 5). 

Fig.5.2 Exemple de funció borrosa per t=-2, -1, O i 1 

Els a-talls del número borros f(t) son 

[f(a)(t) , f(a)(t)J4t̂ +3at2 , 5t̂ - at̂  

Per tant. 

^ « % 1 ) = -2 -6a = . l0+2a 
dt d t 

Així, dones, els a-talls de la derivada son 

mín{ -2 -6a , -10-i-2a)=-10+2a m á x { - 2 - 6 a , -10+2a =-2-6a 
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Es a dir 

d i { - l ) l =[-10+2a , -2 -6a 
d t 'a 

i la funció de pertinenga és 

x+10 

1 ~ r 

si -10 < X <-8 

si -8 < X <-2 

En resum, la derivada en el punt to=-l de la funció f és el número 
borros triangular 

d f / 1 ^ _ 
dt 

<-l)=(-10 , - 8 , - 2 ) 

Fig.5.3 Derivada de la funció borrosa per t=-l 

5.1.3 T E O R E M E S D E D E R I V A C I Ó B O R R O S A 

L a triangularitat és una caracter ís t ica molt útil per la seva 
senzillesa. Els dos teoremes següents ens permeten determinar 
quan aquesta propietat es conserva per derivado i quan no. 
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T E O R E M A 5.1. «Donada una funció borrosa f triangular 
avaluada en un punt to, és a dir 

f(t0) = ( fl(to), f2(to), f3(t0) ) [5.2] 

es verifiquen les dues condicions següents : 

a) Si ^ ^ t o ) < - ^ t o ) < - ^ t o ) llavors la derivada en to és 
dt dt dt 

^ t o ) = 
d t 

f i < t o ) , ^ t o ) , ^ 
\ d t d t d t 

<to) 

b) Si ^ t o ) < - ^ t o ) < - ^ t o ) Uavors la derivada en to és 
dt dt dt 

4^ to) = 
d t 

^ t o ) , ^ t o ) , ^ t o ) 
\ dt dt dt 

Demostrado: 

Demostraren! n o m é s l'apartat a), p e r q u é la demostrado 
de l'apartat b) es fa d'una forma similar. 

E l s a- tal ls del n ú m e r o borros f(to)=(fi(to), f2(to), f3(to)) 
venen expressats per 

f(a)(to)= fi(to)+a(f2(to)-fi(to)) 

f(a)(to)=f3(to)-a(f3(to)-f2(to)) 

o, equivalentment, 

f(a)(to)= (l-a).fi(to) + a.f2(to) 

f(a)(to)= (l-a).f3(to) + a.f2(to) 

E n c o n s e q ü é n c i a , tenim 

, / d f ( a ) , , , d f ( a ) , , , \ 
m m { ^ ^ t o ) , -T -Hto) = 

dt d t 

= m m ( l - a ) . ^ t o ) + a . ^ t o ) , ( l - a ) . ^ t o ) + a . ^ t o ) 
d t d t d t d t 

i t a m b é 

dt d t 
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= max (l-a).^to)+a.f2(to) , (i.a).^to)-»-a.^to) 
dt dt dt dt 

Com que per hipótesi 

^ t o ) < ^ t o ) 
dt dt 

aleshores, 

l dt dt i d t dt 

l dt dt i dt dt 

i , per tant, 

'a L 
(l-a)^to) + a ̂ t o ) , (l-a)^to) + a %to) 

dt dt dt dt 

Comprovem que es conserva la monotonía deis a - ta l l s . 
S i a < a ' , ates que per hipótesi 

' ^ t o ) > ^ t o ) 

t en im 

a 

dt 

^ t o ) - ^ t o ) 

dt 

\ d t dt <a' ^ t o ) - ^ t o ) 
dt d t 

i , per tant, 

df i 

dt 
{to)+a ,^to) - ̂ t o ) ] <^to)+ a'feto) - ^ t o ) Ut dt / d t Vdt dt 

De la mateixa manera es demostra que 

^to)-a dt ^ t o ) - ^ t o ) 
d t dt 

>^to)-a ' (^to)-^to) dt \dt dt 
Consegüentment , la derivada de f en e l punt to és el 

número borros triangular 

^to) = ( f k t o ) , ^ t o ) , ^ t o ) ) 
dt dt d t dt • 
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T E O R E M A 5.2. «Donada una funció borrosa f triangular 
avaluada en un punt to, és a dir f(to)=(fi(to), f2(to). fsíto)), es 
verifiquen les quatre condicions següents: 

a) Si ^ t o ) < - ^ t o ) < - ^ t o ) llavors l a derivada en to és el 
dt dt dt 

número borros definit per la funció de pertinenga 

' X- ^ t o ) 
dt 

dt 

df2 
dt 

<to) 
dt 

O 

si ^ t o ) < X < ^ t o ) 
dt dt 

altrament 

b) Si ^ t o ) < ^ t o ) < - ^ t o ) llavors l a derivada en to és el 
dt dt dt 

número borros definit per la funció de pertinenga 

dt 

X- ^ t o ) 
di 

^ t o ) - ̂ t o ) 
dt d t 

O 

si ^ t o ) < x < ^ t o ) 
dt d t 

altrament 

c) Si ^ t o ) < - ^ t o ) < - ^ t o ) llavors l a derivada en to és el 
dt d t dt 

número borros definit per la funció de pertinenga 

d t si ^ t o ) < X £ ^ t „ ) 

dt 

dt 

dt 

o altrament 
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d) Si ^ t o ) < - ^ t o ) < - ^ t o ) llavors l a derivada en to és el 
dt d t dt 

número borros definit per la funció de pertinenca 

^ si í í i < t o ) S x £ ^ t o ) 
X-

dt 

d t dt 

o 

d t 

altrament 

dt 

» 

Demostració: 

a) El conjunt format pels a-talls del número borros 
triangular f(to)=(fi(to), f2(to), f3(to)) té d'extrems 

f(a)(to)= fi(to)+a(f2(to)-fi(to)) 

f(a)(to)=f3(to)-a(f3(to)-f2(to)) 

Calculem per quins x es verifica que 

5 ¿ 0 a / ^ t o ) =x 
dt 

Ates que 

o bé 

x= ^ t o ) + a 
dt 

x = ^ t o ) + a 
dt 

^ t o ) - ^ t o ) 
dt dt 

^ t o ) - ̂ Hto) L dt dt 

resul ta 

a = 
X- ^ t o ) 

dt 

^ t o ) - ^ t o ) 
dt dt 

o a= dt 

^ t o ) - ^ t o ) 
dt dt 

E n conseqüéncia, 

X - ̂ t o ) 
0 < fiLí <i 

^ t o ) - f k t o ) 
dt dt 

o 0 < i t <1 

dt dt 



180 n. N O V E S APORTACIONS A L A M . B O R R O S A 

De les desiguatats anteriors, resulta 

f i < t o ) < x < ^ t o ) 
dt d t 

o df3 < t o ) < X < ^ t o ) 
dt dt 

Ates que 

^Hto) < fi<to) 
dt dt les dues desigualtats anteriors es poden expressar en la 

desigualtat única 

fl^to) < X < ^ t o ) 
dt d t 

Per tant, per a tot xe R tal que verifiqui la desigualtat 
anterior, el conjunt 

a / ^ t o ) = x 
dt ^0 

Així, dones. 

sup dfi a / ^ t o ) + a 

df3 
dt 

dt 

<to)+a 

Ldt d t 
=x o bé 

^ t o ) - ^ t o ) =x 
d t " ' dt 

x - d Í 3 ( t o ) 
= dt 

^ t o ) - ^ t o ) 
dt d t 

En efecte, només cal observar que 

X < ^ t o ) 
dt 

és equivalent a les següents expressions 

, < to ) -^to ) 
Ldt d t 

. x < ^ t o ) . 
dt 

, < to ) -^ to ) 
Ldt dt 

^ t o ) - d Í3 ( toHdÍ2(to)- ^ t o ) 
Ldt dt dt d t 

. x<^to) . f l< to ) - ^ t o ) 
dt Ldt dt J 

4 , <to)-^to) 
Ldt d t 

.X - , <to)-^to) 
Ldt dt 

.X < 

S ^ t o ) . ^ t o ) - ^ t o ) . ^ t o ) 
dt d t dt dt 
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^ <to)-^to) 
Ldt dt 

•x - f2<to).f^to) ^ 
dt dt 

^<to)- % t o ) 
d t dt 

.X - ^ t o ) . ^ t o ) 
dt dt 

df2<to)- ^ t o ) 
Ldt d t 

.X - ^ t o ) . f k t o ) + f i ( t o ) . ^ t o ) < 
dt dt dt dt 

^ t o ) - ^ t o ) 
Ldt dt 

. x - ^ t o ) . f ^ t o ) + ^ t o ) . ^ t o ) 
dt dt dt dt 

f^to)- f^to) 
Ldt d t 

^ df2 

.X - ^ t o ) . 
dt dt 

L d t 
<to)- ^ t o ) 

d t 
.X - fl{to) 

dt 

dt 

^ t o ) - . ^ t o ) 
L d t d t 

dilato)- % t o ) 
dt dt 

x - f k t o ) 
dt 

Ldt 

Finalment, deduím que 

X - f i ( to) 
dt 

^ t o ) - % t o ) 
dt 

X - ^to) 
dt 

X - f^to) 
di 

d%to)-%to) df2^to)-%to) 
dt dt d t dt 

Análogament es demostren els apartats b), c) i d) • 
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5.2. EQ. DIFERENCIALS BORROSES TRIANGULARS 

5.2.1 D E F I N I C I Ó 

Anomenem equació diferencial borrosa triangular a una equació 
del tipus 

4^t)=f( t ,5) amb 5(0)=5o 
d t [5.3] 

on V t > O f(t,y) i y(t) son N B T 

5.2.2 R E S O L U C I Ó D ' E Q U A C I O N S D I F E R E N C I A L S B O R R O S E S 
T R I A N G U L A R S D E S E G O N T E R M E C O N S T A N T 

Una equació diferencial borrosa triangular de segon terme 
constant és una equació del tipus 

[5.4] 

on a=(ai, a i , a3) i yo=(yoi, y02, y03) son dos ntímeros borrosos 
triangulars donats. 

E l problema en estudi será trobar una funció borrosa triangular 

y(t)=(yi(t). y2(t), ysCt)) 

que verifiqui l'equació diferencial borrosa anterior. 

Siguin Ya(t)= [Y(a)(t) , Y(a)(t) J els a-talls del número borros y(t) 

Aleshores, els a-talls de la derivada son 

dY/ <t) = mín 
\dt /„ L 

^ t ) , ^ t ) 
dt d t / 

, max 
\ d t dt /j 

Subtituínt en l'equació diferencial i igualant els a-talls tindrem 

dY^t) 
dt OL 

={ ai+a.(a2-ai) , a3-a.(a3-a2). [5.5] 
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on es verifica que 

m i n 

max 

l d t dt 

d^(«><t), ^ t ) 
l d t dt 

= ai+a.(a2-ai) 

= a3-a.(a3-a2) 

Efectuem l'estudi de les DUES POSSIBILITATS següents: 

a) 
_dJL _dL 

Com que 

dt 

deduím que 

dt 
ai+a (a j -a i ) , a3 -a (a3-a2Í 

ffi^t) = ai+a(a2-ai) i ^ ^ ^ t ) = ag-a (as-aj) 
dt dt 

Per tant, integrant 

Y(a)(t)= (ai+a (a2-ai)) t + Ci (a ) i Y(a)(t)= {as-a {a3-a2)) t + C2(a) 

Peí cas particular de t=0 és 

Y(a)(0)= Ci (a ) i Y(a)(0)= CiW 

Consegüentment, per la condició inicial, 

Ci(a)=yoi+a(yo2-yoi) i C2(a)=yo3-a (yo3-yo2) 

És a dir, 

Y(a)(t)= (ai+a (a2-ai)) t +yoi+a {yo2-yoi) 

Y(a)(t)= (as-a (a3-a2)) t -f-yos-a (yo3-yo2) 

Finalment, la funció borrosa és 

~ ' ^ [5.6] y(t)=(ait+yoi, a2t-i-yo2, ast+yos) 
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b) dY(a)(,)<dX(a)^t) 
dt dt 

Com que 

= [ai+a ( a 2 - a i ) , a3-a (a3-a2)] dY(a)_^^ ,̂ dX(a)^t) 
dt dt 

resulta 

^ l i ^ t ) = ai+a (a2-ai) i ^M^t) = ^-a {^^-^2) 
dt d t 

Integrant les dues equacions diferenciáis anteriors, obtindrem els 
extrems de la funció borrosa 

Y(a)=[ai+a.(a2-ai)].t + Ci(a) 

Y(a)=[a3-a.(a3-a2)].t + C2(a) 

Peí cas particular de t=0 

Y(a)(0) = Ci(a) i Y(a)(0) = C2(a) 

Imposant la condició inicial, 

Ci(a)= yo3-a (yos-Yo2) i C2 (a)= yoi+a {yo2-yo 1) 

És a dir, 

Y(a)(t)= [a3-a.(a3-a2)].t + yoi+a-(yo2-yoi) 

Y(a)(t)= [ai+a.(a2-ai)].t + yo3-«-(y03-y02) 

Si imposem la condició que sigui una funció borrosa triangular, 
cal que és verifiquin les desigualtats 

a3t+yoi < a2t+yo2 < ait+yo3 

d'on obtenim 

t<. yo2 -yoi i t< yo3-yo2 
a3- a2 a2- â  
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Prenent 

^ yo2-yoi 
aa- a2 a2- ai 

i t3=mínjti , t2) 

aleshores Vt<t3 la solució de l 'equació borrosa és la funció 
borrosa triangular 

5.2.3 R E S O L U C I Ó D'EQUACIONS DIFERENCIALS BORROSES 
TRIANGULARS LINEALS HOMOGÉNIES A M B COEFICIENTS 
CONSTANTS 

Una equació diferencial borrosa triangular lineal homogénia amb 
coeficients constants és una equació del tipus 

on a és un nombre real diferent de zero i yo e l número borros 
triangular yo=(yoi, y02, y03)-

E l problema consisteix en trobar una funció borrosa triangular 

y(t)=(a3t+yoi, a2t+yo2 , ait+yos) [5.6] 

dy ~ =a.y 
dt 

amb la condició inicial y(0)=yo 
[5.7] 

y ( t ) = { y i ( t ) , y2(t), ysCt)) 

que verifiqui l 'equació diferencial borrosa anterior. 

Siguin els a-talls del número borros y(t) expressats per 

Ya(t)= [Y(a)(t), Y(a)(t)J 

aleshores sabem que els a-talls de la derivada son 
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Cal considerar DOS C A S O S : 

1) P R I M E R C A S : a>0 

L'equació diferencial borrosa és 

m i n máx 
V d t dt 

= a. 

dY(a)^^^ , dY(a)^t)l 
dt dt 

Y(a)(t) , Y(a)(t). 

Com que a és positiu, 

m i n ^ ^ ( « > < t ) , ^ t ) 
V d t dt 

, máx 
dt dt /j 

a.Y(a)(t) , a.Y(a)(t)J 

Igualant les components, 

mm 

max 

dY(a)^^^ , dY(a)^t) 
d t d t 

dY(a)^^^ , dYCoO^t) 
\ dt dt 

= a.Y(a)(t) 

= a.Y(a)(t) 

Dins el cas 1) es presenten els DOS SUBCASOS següents: 

1.a) P R I M E R S U E C A S : d X ( « ) ( t ) < ^ X ( ^ t ) 
dt dt 

Aleshores resulta que 

fdY(a), , , dY(a) 
mm 

max 

dt dt 
<t) 

^ ^ < - ) < t ) , ^ t ) 
l dt dt 

^ dY(a) 
dt 

_ dY(a) 
dt 

<t) 

<t) 

És a dir, obtenim les dues equacions diferenciáis 

kt)= aY(a)(t) ^ t ) = aY(a)(t) 
d t dt 
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Resolent aqüestes dues equacions diferenciáis de variables 
separades tenim 

Y(a)(t)= Ci(a) ê t 

Per t=0 obtenim les constants 

Yo(a)= Ci(a) 

Y(a)(t)= C2 (a) ê t 

Yo(a)= C2 (a) 

i , per tant, la solució de l 'equació diferencial; és el número 
borros definit pels seus a- tal ls 

Y a = [Yo(a) e t̂ , Yo(a) e^t 

Ates que 

Xfl(oc) = yoi+oí (yo2-yoi) i Yo(a) = yo3-a (yo3-yo2) 

llavors la solució de l'equació diferencial és el número borros 
tr iangular 

y (t)= ( yole^^ yo2 , yo3e^^ ) [5.8] 

l.b) S E G O N S U E C A S : á X M ( t ) < ^ í ^ t ) 
d t dt 

Aleshores resulta que 

mín 

max 

l d t ' d t / 

dY(a)^^) , dY(a)^t) 
l d t d t 

^ dY(a) 
d t 

_ dY(a) 
d t 

<t) 

<t) 

I així, obtenim les dues equacions diferenciáis 

^ t ) = aX(a)(t) i = aY(a)(t) 
d t dt 
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Sumant i restant les dues equacions anteriors, teñirá 

dY(cc)^t) + ^ í ^ t ) = a.Y(a)(t) + a.Y(a)(t) 
d t dt 

d I ( ^ t ) - ^ t ) = a .Y(a) ( t ) /^ 
dt dt 

Traient factor comú, 

m^t) + « W ( t ) = a.(Y(a)(t) + Y(a)(t)) 
d t d t 

á ñ ^ t ) . rn^t) = a.(Y(a)(t) - Y(a)(t)) 
d t d t 

Fent els canvis de variable 

' [5.9] Z(a)(t) = Y(a)(t) + Y(a)(t) 

T(a)(t) = Y(a)(t) - Y(a)(t) [5.10] 

obtenim novament dues equacions diferenciáis de variables 
separades 

« . ) = aZ(a)(t) i dTíoO^t) =-a T(a)(t) 
dt dt 

Si les resolem ens donaran 

Z(a)=Ci(a) ê ^ i T(a)=C2 (a) e-« 

Desfent els canvis [5.9] i [5.10] deduím que 

Y(a)(t) + Y(a)(t) = Ci(a).Q^-^ 

Y(a)(t) - Y(a)(t) = C2(a).e-a-t 

Sumant i restant aqüestes dues equacions, 

2.Y(a)(t) = Ci(a).ea-t + C2(a).e-at 

2.Y(a)(t) = Ci(a).ea-t - C2(a).e-at 
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En conseqüéncia, els extrems inferior i superior son 

Y(a)(t) = l[Ci(a).ea-t + C2(a).e-a-t 
2 

Y(a)(t) = l{Ci(a).ea-t - C2(a).e-a-t 
2 

Imposant la condició inicial t=0, obtenim e l sistema de dues 
equacions i dues incógnitos 

Yo(a) = i-.[Ci(a) + C2(a): 
2 

I Yo(a)=i-ICi(a)-C2(a)] 

Directament, sumant i restant les dues expressions anteriors, 
veiem que les constants valen 

Ci(a) = Yo(a) + Yo(cx) i C2(a) = Yo(a) - Yo(a) 

Per tant, la solució de l ' equació diferencial será el número 
borros definit pels seus a- ta l ls 

Ya= [Y(a), Y(a)J 

on els dos extrems son 

Y(a) =̂ .[(Yo(a)+Yo(a)).ea-t - (Yo(a)-Yo(a)).e-at 
2 

Y(a) = l-.[(Yo(a)+Yo(a)).ea-t + (Yo(a)-Yo(a)).e-a.t 
2 

[5 .11] 

[5 .12] 

Ates que yo és un número borros triangular, tenim que els 
seus a-talls son 

Yfl(a) = yoi+a (yo2-yoi) i Yo(a) = yo3-a (yos-Yoi) 

i per tant 

Yo(a) +Yo(a) = (yo3+yoi) + a.(2.yo2-yo3-yoi) 

Yo(a) - Yo(a) = (yos-yoi) - a.(yo3-yoi) 



190 II. NOVES APORTACIONS A L A M . B O R R O S A 

Substituint en [5.11] i [5.12], els extrems de Y» serán 

Y(a) =![( (yo3+yoi)+a-(2-yo2-yo3-yoi) -

- {(yo3-yoi)-a-(yo3-yoi))-e'̂ -V 

Y(a) = 1 [ ( (yo3+yoi)+«-(2.yo2-yo3-yoi) )-ê -̂  + 

+ ((yo3-yoi)-a-(yo3-yoi))-e'''-^. 

Emprant els casos en qué a=0 i a = l ens resulta el número 
triangular borros 

y(t) = ( m , n , p) [5.13] 

on els valors de m, n i p son 

m = (yo3+yoi)-e -̂̂  - ((yo3-yoi))-e"^-^ [5.14] 

" = y02-e a.t [5.15] 

p = {yo3+yoi)-e^-^+((yo3-yoi))-e-^-*. [5.16] 

Una vegada obtinguda la solució [5.13], calculem per quins 
valors de t, y ( t ) é s un número borros triangular, és a dir per a 
quins valors de t es verifiquen les desigualtats 

m < n < p 

Observem que la primera desigualtat 

^{ (yo3+yoi)-e -̂* - ((yo3-yoi))-e'^-' ] < yo2-ê -̂  

es pot escriure, després de multiplicar per eat i 
al primer membre, com 

passar termes 

(yo3+yoi-2yo2) ê '̂ < yo3-yoi [5.17] 
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Notem que si yo3 + y01-2.yo2^0. la desigualtat anterior es 
verifica per tot t>0, mentre que si yo3+yoi-2.yo2>0, l a desigualtat 
es compleix per els valors de t tais que 

t< 
2 a 

.Ln yo3-yoi 
yo3+yoi-2.yo2 í 

Quant a la segona desigualtat, 

y02.e^-t<^I (yo3+yoi)-ê -̂  + ((y03-yoi))-e-^-*. 

podem escriure, efectuant les mateixes operacions que en la 
primera desigualtat, 

(2yo2-yo3-yoi) ê ^̂  < yo3-yoi [5.18] 

Notem que si 2.yo2-y03-yoi^0» la desigualtat anterior es 
verifica per tot t>0, mentre que si 2.yo2-y03-yoi>0 es compleix 
pels valors de t tais que 

t < J ^ . L n 
2 a 

yo3-yoi 
2.yo2-yo3-yoi 

En qualsevol cas existirá un interval de temps, [O, ti) o [O, t2), 
en el qual la solució existirá. 

Fixem-nos que la borrositat de la solució del primer subcas, 
[5.8], és superior a la del segon, [5.13]. 

En efecte, provem primer que l'extrem inferior de [5.8], yoi-e^^ 
és menor que l'extrem inferior de [5.13], m , observant que es 
compleixen les equivaléncies següents, on t>0, 

ea.t > e-a.t ^ (yo3-yoi)-e^-^ ^ (y03-yoi)-e-^-^ , 

(yo3+yoi-2-yoi)-e^-^^ (yos-yoi)-©"^-'' , 

(yo3+yoi)-e^-' -2.yoi.e^-^ > (yo3-yoi)-e-^-' , 

(y03+yoi)-e^-^-(y03-yoi)-e"^-^^ ^.yoi.e^-t , 
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yoi.ea-t< i - I (yo3-i-yoi).e^-' -(yo3-yoi)-e'^-M , yoi-e^-^^ m • 

D'altra banda, també es compleix que l'extrem superior de 
[5.8], yoB-e^^ és mes gran que l'extrem superior de [5.13], p. E n 
efecte, comprovem que es compleixen les equivaléncies següents, 
on el valor de t és positiu, t>0, 

ea.t>e-a.t ^ (yo3-yoi)-e^-^ ^ (yos-yoi)-®'^"' ' 

(2.yo3-yo3-yoi)-e^-^^ (yo3-yoi)-e"^-^ , 

2.yo3-e^-^-(y03+yoi)-e^-^^ (y03-yoi)-e'^-* . 

2.yo3.ea-t > (yo3+yoi)-e^-^ + (y03-yoi).e'^-^ , 

y03.ea-t> i-.[(y03-l-yoi).ea-^ + (y03-yoi)-e'^'^] . yo3-e^'^^P • 

E x e m p l e 

Considerem l'equació diferencial 

d y _ 
d t 

= 2y amb la condició inicial y(0)=(l,2,5) 

Siguin 

Ya(t)= [Y(a)(t), Y(a)(t)J 

els a-talls del número borros y(t). 

Aleshores, els a-talls de la derivada son 

mín 
Idt/a -

dY(a) dY(a) 
dt 

, max 
dY(a) dY(a) 

l d t ' d t . 

Subtituint en l 'equació diferencial tenim 

mín dY(a) dY(a) 
l d t dt / 

, máx dY(a) dY(a) 
l dt ' d t > 

= 2.taa) , Y(a)J 
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1 .a) P R I M E R S U E C A S : ^M^t) < ^ ^ ^ t ) 
dt dt 

Aleshores la solució és 

Ya(t) =:[(l+a) e2t , (5-3a)e2t 

i el número borros triangular ve expressat per 

y(t)=(e2t , 2e2t , Se^t) 

l.b)SEGONSUBCAS: ^M^t)<^^t) 
dt dt 

Obtenim ara la solució 

Ya(t)=fl<6-2a)e2t-l{4-4a)e-2t , l (6-2(X)e2t+l(4-4a)e-2t 
L2 2 2 2 . 

i també el número borros triangular 

y(t) = (Se^t -2e-2t , 2e2t , 3e2t +2e-2t 

Hem de teñir en compte que s'han de verificar les desigualtats 

3e2t - 2e-2t < 2e2t per t < i - ln2 

4 
2e2t < 3e2t+2e-2t per tot t > O 
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Aleshores existeix solució de l'equació diferencial en l'interval 

O , ln2 
L 4 / 

Comprovem que les dues solucions de y(t) compleixen l'equació 
diferencial donada, aplicant el Teorema 5.1: 

1.a) L a derivada de y(t)=(e2t, 2e2t, 5e2t) ve expressada per 

^ = {2e2t, 4e2t, lOe^t) 
dt 

i , per tant, 

^ = (2e2t, 4e2t, lOe^t) = 2(e2t, 2e2t, Sê t) =2^ 
dt 

l.b) L a derivada de y(t)=(3e2t-2e2t, 2e2t, 3e2t+2e2t) és 

^ = (6e2t-4e-2t, 4e2t, 6e2t+4e-2t) 
d t 

i per tant 

Ü = (6e2t-4e-2t, 4e2t, 6e2t+4e-2t ) = 2(3e2t-2e-2t, 2e2t, 3e2t+2e-2t) =2y 
dt 
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2) S E G O N C A S : a<0 

L'equació diferencial borrosa és 

m i n dY(a)^^^ , dY(a)^t) 
l dt d t 

, max 
d t d t 

= a.[Y(a)(t) , Y(a)(t), 

Com que a és negatiu, 

mm dY(a)^^^ , dY(a)^t) 
dt d t 

, máx dY(a)^^) , dY(a)^t) 
d t d t 

= La.Y(a)(t) , a.Y(a)(t)J 

Igualant les components, 

mín 

max 

^ 0 , ^ . ) 

dt dt 

dY(a)^^^ ^ dY(a)^^^ \ dt dt 

= a.Y(a)(t) 

= a.Y(a)(t) 

Dins el cas 2) també, de la mateixa manera que en el cas 1), es 
presenten els D O S S U B C A S O S següents: 

2.a) P R I M E R S U E C A S : 

Aleshores resulta que 

m i n 
, d t dt / dt 

máx 
V d t dt y dt 

És a dir, obtenim les dues equacions diferenciáis 

d t dt 
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Operant de la mateixa manera que en el subcas 1.2) del cas 
anterior arribem a la solució 

Ya=LY(a),Y(a)J 

on els dos extrems, amb a<0, son 

Y(a) = ̂ (Yo(a)+Yo(a)).ea-t - (Yo(a)-Yo(a)) .e -a.t 

Y(a) = J-|(Yo(a)+Yo(a)).ea-t + (Yo(a)-Yo(a)).e-a-t 
2 

Ates que yo és un número borros triangular, tenim que els 
seus a-talls son 

Yx)(a) = yoi+oc (yo2-yoi) i Yo(a ) = yo3-a (yo3-yo2) 

i per tant 

Yo(a) + Yo(a) = (yo3+yoi) + a-(2.yo2-yo3-yoi) 

Yo(a) - Yo(a) = (yo3-yoi) - «-(yos-yoi) 

Substituint en Y(a) i Y(a), obtenim 

Y(a) = M ( (yo3+yoi)+a-(2.yo2-yo3-yoi) )-e^-' -

- {(yo3-yol)-a•(yo3-yol))•e•*•^ 

Y(a) =M( (yo3+yoi)+«-(2.yo2-yo3-yoi) )-ê -* + 

+ ((yo3-yoi)-«-(yo3-yoi))-e"^-^. 

Emprant els casos en qué a=0 i a = l ens resulta el número 
triangular borros^ 

' [5.19] y(t) = ( m , n , p) 

on els valors de m, n i p son 

ni = (yo3+yoi)-e^-^ - ((yo3-yoi))-e"^-^. [5.20] 

n = y02-e a.t [5.21] 
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p = {yo3+yoi)-e^-^ + {(yo3-yoi))-e"^''. [5.22] 

Una vegada obtinguda la solució [5.19], calculem per quins 
valors de t, y ( t ) é s un número borros triangular, és a dir, per a 
quins valors de t es verifiquen les desigualtats 

m < n < p 

Observem que la primera desigualtat 

H {y03+yoi)-e -̂' - {(yo3-yoi))-e"^-' ] < y02-e*-' 

es pot escriure, després de multiplicar per e^t, que és positiu 
malgrat a<0, i passar termes al primer membre, com 

(yo3+yoi-2yo2) e^ '̂ < yo3-yoi [5.23] 

Notem que si yo3+yoi -2 .yo2 .^ .0 , la desigualtat anterior es 
verifica per tot t>0, mentre que si yo3+yoi-2.yo2>.0. l a desigualtat 
es compleix per ais valors de t tais que 

t< - l - . L n 
2 a 

yo3-yoi 
yo3+yoi-2.yo2 / 

Quant a la segona desigualtat, 

yo2-e^-^<^í (yo3+yoi)-e'-^+((yo3-yoi))-e-'-^. 

podem escriure, efectuant les mateixes operacions que en la 
primera desigualtat. 

(2yo2-yo3-yoi) e^ '̂ < yo3-yoi [5.24] 

Notem que si 2 .yo2-y03-yoi -^ .0 , la desigualtat anterior es 
verifica per tot t>0, mentre que si 2.yo2-yo3-yoi.>.0 es compleix 
per ais valors de t tais que, com que a<0. 

t> J ^ . L n 
2 a 

yo3-yoi 
\2 .yo2-yo3-yoi 

file:///2.yo2-yo3-yoi
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Ates que sempre 

- L . L n 
2 a 

yo3-yoi <o 
2-yo2-yo3-yoi 

la desigualtat anterior, [5.24], es verificará per a tot t>0. 

2.b) S E G O N S U E C A S : 

Aleshores resulta que 

mm 
V d t dt / 

l d t dt 

^ dY(a) 
dt 

_ dY(a) 
dt 

<t) 

<t) 

I com que es verifica 

min 

máx 

^^(«><t) , ^ t ) 
\ dt dt 

dY(a)^^^ ^ dY(a)^^^ 

= a.Y(a)(t) 

= a.Y(a)(t) 
\ dt • dt 

Obtenim les dues equacions diferenciáis 

d t dt 

Resolent aqüestes dues equacions diferenciáis de la mateixa 
manera que en 1'apartat anterior tenim 

Ya(t) = [Yo(a) e^t, Yo(a) ê t 

Com que per les condicions iniciáis 

Y o ( a ) = yoi+a (yo2-yoi) i Yo((x) = yo3-a (yo3-yo2) 

llavors la solució de l 'equació diferencial és el número borros 
tr iangular 

[5.25] y(t)= ( yoie^S yo2 , yo3e^^) 



5. D E R I V A D E S I EQUACIONS DIFERENCIALS BORROSES 199 

Fixem-nos que en aquest segon cas l a borrositat de la solució 
del primer subcas, [5.19], és superior a la del segon, [5.25]. 

En efecte, provem primer que l'extrem inferior de [5.19], m, és 
menor que l'extrem inferior de [5.25], yoi .e^^ observant que es 
compleixen les equivaléncies següents, on a<0 i t>0, 

ea.t<e-a.t , (yo3-yoi)-e'- '^ (yoS-yoO-e"^'' , 

(yo3+yoi-2-yoi)-e^-^^ (yos-yoi)-^"^-^ . 

(y03+yoi)-e^"^ -2.yoi.ea-í< (yos-yoi)-©'^'^ ' 

(y03+yoi)-e^-^ -(y03-yoi)-e'^'^ ^ 2.yoi.ea-t , 

. (y03+yoi)-e^-^-(yo3-yoi)-e'^'^ yoi-e^-^ . m<yoi.ea-t • 1 
2 

D'a l t ra banda també es compleix que l 'extrem superior de 
[5.25], yos.eat, és mes petit que l'extrem superior de [5.19], p. E n 
efecte, comprovem que es compleixen les equivaléncies següents, 
on a és negatiu i el valor de t és positiu, 

ea.t<e-a.t , (yo3-yol)-e^-'^ (y03-y0l)-e-^-^ . 

(2.yo3-yo3-yoi)-e^-^^ (yo3-yoi)-e"^-^ , 

2.yo3-e^-^-(yo3+yoi)-e^-v< (yo3-yoi)-e'^'' , 

2.yo3.e^-t < (yo3+yoi)-e^-^ + (yo3-yoi)-e"^-* . 

yO3.ea-t<i-.[(y03+yoi)-e^-t + (y03-yoi)-e"^'^] , yo3-e^-^^P • 

E x e m p l e 

Considerem l'equació diferencial 

^ = -2.y amb condició inicial y(0)=(l, 2, 5) 
d t 

i siguin els a-talls del número borros y(t). 

Ya(t)= [Y(a)(t), Y(a)(t) 
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Aleshores, els a-talls de la derivada son 

[dY^ mín 
Id t i a -

dY(a) dY(a) 
, max 

dY(a) dY(a) 
\ d t dt 

Subtituint en Tequació diferencial tenim 

ídY(a) dY(a) 

dt dt n 

imn dt dt / 
, máx dY(a) dY(a ) ' 

\ d t d t / -1 
= -2.LY(a) , Y(a)J 

2.a) P R I M E R S U B C A S : ^ í ^ t ) < ^ ^ ^ t ) 
dt dt 

Aleshores la solució és 

y(t) = (m, n, p) 

on els valors de m, n i p son 

m = (yo3+yoi)-e^-^ - ((yo3-yoi))-e"'-^ ] = 

= l-.[(5+l).e-2-t- ((5-l)).e2-t] = 3.e-2-t - 2.e2-t 
2 
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(yo3+yoi)-e^-^+((yo3-yoi))-e'^-^ ] = 

= JH(5+l).e-2-t + ((5-l)).e2-t] = S.e'̂ -t + 2.e2-t 
2 

En resum, l a solució borrosa triangular ve expressada per les 
exponencials 

y(t) = (3.e-2-t-2.e2-t , 2.e-2-t , 3.e-2-t+2.e2-t) 

2.b) S E G O N S U B C A S : ^ X M ( t ) < ^ ^ ^ t ) 
d t d t 

Tenint en compte [5.25], obtenim ara la solució 

y(t) = {e-2-t , 2.e-2-t , 5.e-2-t) 

Observem que, degut a ser les exponencials decreixents, l a 
solució y(t) s'aproxima al valor nul. 
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5.2.4 R E S O L U C I Ó D ' E Q U A C I O N S D I F E R E N C I A L S B O R R O S E S 
T R I A N G U L A R S L I N E A L S C O M P L E T E S A M B C O E F I C I E N T S 
C O N S T A N T S 

Una equació diferencial borrosa triangular lineal completa amb 
coeficients constants és una equació del tipus 

[5.26] 

on a€R, b=(bi, b i , ba) i yo=(yoi' Yoi^ Yos) 

Siguin Ya(t)= LY(a)(t) , Y(a)(t)J els a-talls del número borros y(t) 
i siguin ba= Lb.(«) > b(a)j els a-talls del número borros b. Aleshores 
els a-talls de la derivada son 

mmm. 

1 
mín 

U t 1 a 

dY(a)^^^ ^ dY(a)^^^ 
dt dt 

, max 
V dt dt 

Subtituint en l 'equació diferencial i igualant els a- ta l l s , cal 
distingir dos casos segons que la "a" sigui positiva o negativa. 

Tot seguit desenvoluparem únicament el cas a>0, perqué el a<0 es 
resol de manera similar. 

1) P R I M E R C A S : a>0 

L'equació diferencial borrosa és 

, máx mm ^ ^ ( « > < t ) , ^ t ) ^ ^ < « > < t ) , ^ t ) 
l dt dt d t ' / 

= [a.Y(a)(t)-»-b(a) , a.Y(a)(t)-»-b(a). 

Igualant les components, 

/ 

dt 

m i n ' ^ ^ ^ \ t ) , ^ t ) = a.Y(a)(tHb(a) 
d t d t 
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Dins el cas 1) es presenten els D O S S U B C A S O S següents: 

1.a) P R I M E R S U B C A S : ^ i ( « ) < t ) < ^ t ) 
dt 

Aleshores resulta que 

^=^t)=aY(a)(t)+b(a) i ^^^t)=aY(a)( t)4-b(a) 
dt dt 

Resolent aqüestes dues equacions lineáis, obtenim els extrems 
inferior i superior deis a-talls de Ya(t) , 

Y(a)(t)= 

Y(a)(t)= 

Yo(a>+ k(a) 

Yo(a>t 

a 

b(a) 

.e a.t Ma) 

a .e 
a . t . b(a) 

Imposant la condició inicial resulta el número borros triangular 

y(t)= (m, n, p) [5.27] 

on els valors de m, n i p son 

m= 

n= 

P= yo 3 
+ b3 . e a . t . k i . 

[5.28] 

[5.29] 

[5.30] 

Efectivament, notem que per a tot t>0, i com que bi<b2<b3, es 
verifica que m<n<p i , per tant, y(t) és ún número borros triangular. 

2.a) S E G O N S U B C A S : 
dt djt^ 

Tenim ara les igualtats 

^^^t)=aY (a ) ( t )+b (a) i ^^^ t )=aY (a ) ( t )+b (a) 
dt dt 
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Sumant-les i restant-les 

^M^t) + ̂ I ^ t ) = a.(Y(a)(t) + Y(a)) + b(a) + b(a) 
d t d t 

ffi^t) - ^ X M ^ t ) = a.(Y(a)(t) - Y(a ) )+ i ( a ) - b(a) 
d t d t 

Fent a continuació els canvis de variables 

Z(a)(t)= Y(a)(t)+Y(a)(t) T(a)(t)= Y(a)(t)-Y(a)(t) 

Bi(a)=b(a)+b(a) B2(a)=b(cx)-b(a) 

ens resulten les equacions diferencials 

^^ t )=aZ (a ) ( t )+Bi(a) ^^^t)=aT(a)( t)+B2(a) 
dt dt 

Resolent-les, obtenim les expressions de Z(a) i T(a), 

Z(a)(t)= Ci(a) e '̂- T(a)(t)=C2(a) ê » -
a a 

Desfent els canvis de variables efectuats 

Y(a)(t)+Y(a)(t)= Ci(a) ê t-
a 

Y(a)(t)-Y(a)(t)= C2(a) ê t - ^ ( « ) - t ' ( a ) 
a 

Restant i sumant, resulta 

Y(a)(t)= l(Ci(a)-C2(a)) e^t. K o O 

Y(a)(t)= 1 {Ci(a)+C2(a)) ê t - ^ 

Peí cas particular de t=0, ens queda 

Yo(a) = Cl(a)-C2(a) _ b(a> 
2 a 

YQ(a) - Cl(«)+C2(a) b.(a) 
2 a 
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AíUant els termes [Ci(a)-C2(a)]/2 i [Ci(a)+C2(a)]/2 i substituint, 
obtenim els dos extrems deis a-talls de Ya(t) 

Y(a)(t)= 

Y(a)(t)= 

Yo(a) + b(a) a b(a) 

a / 

E l niímero borros triangular 

y(t)= (m, n, p) 

on els valors de m, n i p son ara 

m= yo: 

n= yo2 + b2 .e' t.t. b2. 

P= yo3 + a .e i.t _ b x 

[5.31] 

[5.32] 

[5.33] 

[5.34] 

Estudiem si per a,tot t>0, y(t) és ún número borros triangular. 
S'ha de verificar que m<n<p. 

L a primera desigualtat, m<n, es pot expressar com 

.(a(yoi-yo2) ) + t>3 -b2] e '̂ < bs -b2 

Observem que si el coeficient a.(yoi-yo2)+b3-b2 ^0 , la desigualtat 
es verifica per tot t>0. 

En canvi, si a(yoi-yo2)+b3-b2 >0, la desigualtat es verifica per 

t<-L ln 
a 

b3-b2 
[ b3 -b2+a(yoi-yo2)i [5.35] 

Quant a la segona desigualtat, n<p, la podem expresar com 

.(a(yo2-yo3)) + ^2 -bi] ê ^ < b2 -bi 



206 n. N O V E S APORTACIONS A L A M . B O R R O S A 

Observem que si a.(yo2-y03)+b2-bi ^0, la desigualtat es verifica 
per tot t>0. 

En canvi, si a.(yo2-y03)+t)2-bi >0, la desigualtat es verifica per 

t<^ In 
a 

b2-bi 
^ b2 -bi+a(yo2-yo3); [5.36] 

Si anomenem els segons membres de [5.35] i [5.36] com 

ti=J-.Ln 
a 

t2= l . L n 
a 

b3-b2 

\ b3-b2 + a.(yoi-yo2) / 

b 2 - b i 

\ b2 -b i + a.(yo2-yo3) / 

aleshores podem trobar un interval de temps [O, ts), on 

t3=mín { t i , t2} 

en el qual la so luc ió será un n ú m e r o borros triangular. 

E x e m p l e 

Sigui l ' equac ió diferencial borrosa triangular completa amb 
coeficients constants 

^ = a.y + b 
d t 

on els coeficients son a=2 i b=(l, 4, 9) i la condició inicial per t=0 
és yo=(3, 5, 6). 

Com que a>0 ens trobem en el primer cas. Estudiem, dones, la 
solució y(t)=(m, n, p) pels dos subcasos corresponents: 

1.a) P R I M E R S U B C A S : ^ ^ ^ t ) < ^ ^ ^ t ) 
dt d t 

Hem de teñir en compte les formules [5.27-30] i també que bi = l , 
b2=4, b3=9, yoi=3, yo2=5 i yo3=6. 
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Amb aqüestes condicions, la solució és 

y(t)= 7.e2t-l 7g2t.2 21.e2t-9 
2 2 

Observem que per a tot t>0 la solució y(t)=(m, n, p) és un número 
borros triangular perqué sempre m<n<p, és a dir 

7.e2t-l ^>y^2t.2<21.e2t-9 
2 2 

2.a) SEGON SUBCAS: ^ X M ( t ) < ^ í ^ t ) 
d t d t 

Apliquem ara les formules [5.31-34] i obtindrem la solució 

y(t)= 15.e2t-9 7e2t_2 I B . e ^ t - l 
2 2 

Per a saber si aquesta solució és sempre un N B T , trobem el signe 
negatiu o positiu de 

a.(yoi-y02)+b3-b2= 2.(3-5)4-9-4= -4+5=1 >0 

Per tant, y(t)=(m, n, p) només será un N B T en l'interval [O, ts), on 
ts és el mínim de les expressions [5.35] i [5.36]. 
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Observem que 

. - 1 ti=-i-.Ln 
a 

t2=^.Ln 
a 

b3-b2 ^ = l L n 
2 

[. 9-4 ] _ L n ( 5 ) 

b3-b2 + a.(yoi-yo2) ¡ 
= l L n 

2 9-4 + 2.(3-5) J 2 

b2-bi ^ = l-.Ln 
2 

í 4-1 ^ _ L n ( 3 ) 

b2-bi + a.(yo2-yo3) J 
= l-.Ln 

2 i 4-1 + 2.(5-6) j 2 

Consegüentment , t 3=mín ( t i , t2)=t2, i ens limitarem a estudieu- els 
valors de t tais que te [O, (Ln3)/2). 

N o t e m q u e p e í l í m i t t=(Ln3)/2=0'5493 els valors de n i p 
coincideixen, i així y(t) deixa de ser un número borros triangular. 
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C A P Í T O L 

6 
ANÁLISI DE 
L'EQUILIBRI 
PARCIAL DE 

MERCAT 

Qualsevol tractat de Microeconomia presenta l'estabilitat de 
mercat com un deis conceptes básics . En els models mes 
senzills es representa el mercat mitjan9ant unes funcions de 
demanda i d'oferta on la quantitat ofertada (Qs) i l a quantitat 
demandada (Qd) son funcions que depenen del preu P. En 
considerar el preu com una variable independent, la funció de 
demanda, Qd=f(P), indica les diferents quantitats que es 
pretenen adquirir davant els diferents preus, mentre que la 
funció d'oferta, Qs=g(P), indica les quantitats que el productor 
estarla disposat a oferir a aquells preus. 

C o m que la Microeconomia es preocupa d'analitzar els 
diferents tipus d' equilibri que es poden assolir en els mercats, 
s'ha escoUit com a tema d'estudi l'equilibri parcial d'un mercat, 
en la seva versió mes simple, amb la finalitat d'oferir una nova 
perspectiva a l a noc ió standard d 'equil ibri . Amb aquest 
objectiu ens aproximarem al concepte d 'equi l ibr i borros, 
considerant en el model que a continuació es desenvolupa 
l 'existéncia de dues variables económiques borroses. 
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6.1 MODEL ESTÁTIC LINEAL D'EQUILIBRI 

6.1.1 E L M O D E L C R I S P E S T A T I C 

Tal i com hem mencionat abans, i si es considera una sola 
mercadería, únicament és necessari incloure tres variables en el 
model objecte d 'es tudi í ; la quantitat demandada de mercader ía 
( Q d ) . la quantitat ofertada (Qs) i el seu preu (P) . 

L a hipótesi normal és que s'adquireix l'equilibri en el mercat si i 
només si Qé-Qs=0, és a dir si la demanda excedent és nul.la. En 
altres páranles , tot alio que volen comprar els consumidors és 
justament el que volen vendré els productors. 

Fig.6.1 Funcions de demanda i d'oferta 

Suposem, dones, tal com podem veure en l a figura anterior, que 
Q d és una funció que depén de P i és lineal i decreixent, mentre que 
Q s es comporta com una funció que depén de P i és lineal i creixent, 
complint-se la condició de no-negativitat, és a dir, que no s'ofereix 
cap quantitat a no ser que el preu excedeixi d'un determinat nivell 
positiu. 

C H I A N G , A . C . Métodos fundamentales de Economía Matemática. Ed . McGraw-
H i l l . Madrid. 1987. pp.38-41. 
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En definitiva, e l model estará definit per la condició que garanteix 
l 'equilibri , mes dues equacions que protagonitzen la demanda i 
l'oferta del mercat. 

En conseqüéncia, les seves expressions matemátiques hauran de 
ser, respectivament: 

Qd=Qí Qd=a- c.P Qs=-b+d.P [6.1-3] 

on els parámetres a, b, c i d son números reals positius. 

Resolent el sistema format per les tres equacions d'equilibri 
anteriors, resulta 

P = a ± b 
c+d [6.4] 

Notem que el preu d'equilibri P está en funció deis parámetres 
que representen les expressions matemátiques definides en aquest 
model estátic lineal d'equilibri. 

L a quantitat Q de mercadería a l'equilibri que correspón al valor 
del preu P és: 

Q_ a.d - b.c 
c + d [6.5] 

on t ambé s'observa que l 'expressió anterior depén únicament 
deis parámetres del model. 

Com que el denominador de l 'expressió anterior és positiu, la 
positivitat de Q requereix que el numerador d'aquesta expressió 
sigui també positiu. 

Per tant, per garantir la condició de no-negativitat i així poder 
donar significat economic al present model, aquest ha de contenir la 
restricció addicional: 

a.d>b.c [6.6] 
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6.1.2 M O D E L B O R R O S E S T Á T I C D ' E Q U I L I B R I 

En el context del model estátic descrit en l'apartat anterior, un 
exercici m a t e m á t i c a m e n t interessant, és considerar que els 
parámetres a i b corresponents, respectivament, a las quantitats 
iniciáis demandados i ofertades siguin parámetres incerts i , per 
tant, puguin ser representáis com números borrosos. 

Construirem aquests números borrosos a i b mitjangant les 
expressions corresponents ais seus grafs 

a= (X, ns(x) ) b={ (X, ^ih(x)) 

on M-J i representen les funcions de pertinenga respectives, o bé 
en funció deis seus a-talls 

a={ aa=[a(a), a(a)] , ae [O, 1] } b=| ba=[b(a), b(a)] , ae [O, 1] ) 

on aa i ba son els a-talls corresponents a cada n i v e l l a . 

Sota les condicions de borrositat establertes, anem a estudiar el 
preu i la quantitat de mercadería en l 'equilibri a partir de les 
solucions [6.4-5] del sistema [6.1-3]. D'acord amb el nou concepte de 
solució d'equacions borroses de Buckley i Qu tenim: 

f_ a+b ¿ Q_a.d-b.c 
c+d c+d [6.7] 

Notem que aqüestes expressions representen l a solució del 
sistema borros corresponent. 

Per tal que que el sistema tingui sentit econdmic, és condició 
necessária que la diferencia de nombres borrosos a.d-b.c=t sigui un 
nombre borros tal que els seus a- ta l l s formin una success ió 
monótona d'intervals encaixats de la semirrecta real posit iva. 
Només será precís , dones, que l ' a - ta l l de nivell a=0 sigui un 
subconjunt deis reals positius, R+: 

Q c: to=[t(0), t(0)] c R-*- [6.8] 
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Si es desenvolupa la condició [6.6] i s'aplica Taritmética deis 

intervals de confian9a, s'obté: 

[a(a), a(a)].[d, d]-[b(a), b(a)].[c, c] =[a(a).d-b(a).c ,i(a).d-b(cx).c] 

expressió que és equivalent a 

í a(a).d-b(a).c >0 í a(a).d>b(a).c 
\ _ ^ bé { _ 
\ a(a).d-Moc).c >0 l a(a).d>b(a).c [5,9] 

Siguin a continaució les operacions binarles corresponents a 

l'expressió [6.7], 

f(a,c)=(a+b)/(c+d) i g(a,b)=(a.d-b.c)/(c+d) 

Llavors, suposant que les funcions de pertinen^a M-l(x) i |X^(x) son 

continúes, per aplicació del principi d'extensió a les dues operacions 

anteriors, s'obtenen les funcions de pertinenya, peí preu i per la 

quantitat de mercadería en el punt d'equilibri, mitjan^ant les dues 

expressions següents: 

^i;(z)= V (n^x)A^tb(y)) 
{(x.y) / z=f(x,y)} 

^5(z)= V fax)A|ib(y)) 
{(x.y) / z=g(x,y)} 

Així dones, com que les funcions f i g son continúes, els a - t a l l s 

corresponents deis nombres borrosos P i Q son: 

Pa=[P(Cc), P(a)]={z=f(x, y) / xeaa, yeba} 

Qa=[Q(cxX Q(a)]={z=g(x, y) / xeaa, yeba} 

on, suposant que xe a» i ye ba, tenim 

Pa=mín{z=f(x,y)} Pa=máx{ z=f(x,y)} 

fía=mín{z=g(x,y)} Qa=máx{z=g(x,y)} 
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Com que les funcions f i g son continúes i el domini a a X b a un 
conjunt compacte d ' R 2 , llavors Pa i Qa son intervals tancats i , 
consegüentment , convexos. 

D'altra banda, com que a i b son normáis, també ho serán P i Q , 
amb la qual cosa es justifica que P i Q son dos nombres borrosos. 
Per ais extrems de cada a-tall , a e [O, 1], podrem escriure: 

P(cx)= a(tx)+b(a) 
~ c+d 

Q(a)= a(a).d-b"(a).c 
c+d 

P(a)= a(«)+b(a) 
c+d 

Q(a)= '^W'^-UaU 
c+d 

Fig.6.2 Situació d'equilibri borros 

Per aplicació de l'aritmética deis intervals de confianga s'obtenen 
directament els a-talls corresponents: 

a(a)+k(cc) a(a)+b(a) 
ITct— c+d ' c+d [6.10] 
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6.1.3 M O D E L B O R R O S E N E L C A S D E NBTs 

Com a cas particular, i tenint en compte que els ntímeros borrosos 
triangulars presenten una gran adequació a les qüestions de tipus 
economic, considerem en aquest apartat els nombres borrosos a i b 
com NBTs. És a dir, suposem que 

a=(ai, a2, a^) i b=(bi, b2, b3) 

A partir de les funcions de pertinenga i M-b es poden 
determinar les funcions de pertinenga M̂p ̂  Í̂ Q del preu P i de la 
quantitat de mercadería Q en l'equilibri que a la vegada serán 
també ntímeros borrosos triangulars. 

L a funció de pertinenga del preu d'equilibri borros és 

M-?(x)= 

O SI X < - i — i -
c+d 

(c+d).x-(ai+bi) 
(a2-ai)+(b2-bi) 

(a3+b3)-(c+d).x 

(a3-a2)+(b3-b2) 

O si X > 52J±1 
c+d 

si 

SI 

c+d 
< X < 5 3 J ± 2 

c+d 

C+d c+d 

[6.12] 

En canvi, la funció de pertinenga de l a quantitat de mercadería 
d'equilibri borros és 

H (̂x)= 

. ai.d-b3.c O SI X < - i ^ — 
c+d 

(c+d).x-(a2.d-b3.c) 
(a2-ai.d+(b3-b2).c 

(a3.d-bi.c)-(c+d).x 

(a3-a2).d+(b2-bi).c 

. a'i.d-bi.c O SI X > — 
c+d 

SI 

SI 

i.d-b3.c ^ ^ ^ a2.d-b2.c 
c+d c+d 

a2.d-b2.c ^ a3.d-bi.c 

c+d c+d 

[6.13] 
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Notem que el producte cartesiá PxQ, definit a partir deis números 
borrosos tr ianguíars 

P=( (x, ^p(x) ) Q=( (x, HQ(X) 

o bé en funció deis seus a-talls 

P=( Pa=[P(a), P(a)] , [O, 1] ) Q={ Qa=[Q(a), Q(a)] , ae [O, 1] 

pot considerar-se determinat peí producte cartesiá deis a - t a l l s 
P a x Q a els quals, interpretáis geométr icament resulten ser una 
successió de figures quadrangulars encaixades monotonament, que 
per a a = l es redueixen en un únic punt. 

E X E M P L E 

Sigui el sistema d'equacions següents que representen un model 
lineal de mercat 

Qd=Qs, Qd=a-2.P, Qs=-b+8.P 

Substituint en [6.4] i [6.5], podrem determinar la seva solució en 
l 'equilibri, resultant 

P = a ± b 8.a-2.b 
10 ' 10 

Tractqrem de trobar una so luc ió d 'equil ibri borrosa, tot 
considerant les quantitats iniciáis ofertades i demandades com els 
nombres borrosos trianguíars a i b. 

Prenem per exemple els NBTs 

a=(80, 100, 130) i ~b=(90, 110, 140) 

on suposem que les quantitats numér iques emprades es 
medeixen en tones mensuals (Tm/mes) i el valor corresponent a P 
en u. m. (unitats monetáries). 
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La funció de pertinen^a d'a és: 

^la(x)= 

O s i x < 8 0 

2 ^ si 80< X <100 
2 0 

130-x si 100<x<130 
30 

\ 0 s i x > 1 3 0 

Mentre que la funció de pertinenga de b és: 

O si x <90 

si 90^ x < l 10 
2 0 

si 110<x<140 
30 

O si x >140 

Si substituirá a i b en la solució d'equilibri s'obté la versió borrosa 
de la solució donada per els nombres borrosos: 

p_ a + b Q_ 8.a - 2.b 
10 10 

que, com podem veure, presenten l'estructura de nombres 
borrosos triangulars. 

Les seves funcions de pertinen9a respectives, obtingudes a partir 
de les expressions anteriors de P i Q son: 

!a.p(x)= 

O si X <17 

si 17< X <21 
4 

27iix si 21< x<27 
) ÍQ(X)= 

O si X <3 6 

si 36<x<5 8 
22 

si 58< x < 8 6 
28 

O si x >8 6 O si X >27 

Els a-talls vindran donats per les expressions: 

P(a)= [P(a) , P(a)] = [174-4.a , 27-6.a] 

Q(a)= [Q(a), Q(a)] = [36-f22.a , 86-28.a] 

Presentem en la figura de la página següent un esquema deis 
números borrosos P i Q , conjuntament amb els seus a-talls . 
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Observem que per a cada nivell de presumpció oc tenim una zona 
d'equil ibri . 

Fig.6.3 Preus i quantitats d'equilibri borrosos 

E n la següent taula s'exposen les dades corresponents a cada 
nivell de presumpció (X: 

a P(a) P(a) ü ( a ) Q(a) 

0.0 17.0 27.0 36.0 86.0 
0.1 17.4 26.4 38.2 83.2 
0.2 17.8 25.8 40.4 80.4 
0.3 18.2 25.2 42.6 77.6 
0.4 18.6 24.6 44.8 74.6 
0.5 19.0 24.0 47.0 72.0 
0.6 19.4 23.4 49.2 69.2 
0.7 19.8 22.8 51.4 66.4 
0.8 20.2 22.2 53.6 63.6 
0.9 20.6 21.6 55.8 60.8 
1.0 21.0 21.0 58.0 58.0 

Es pot observar una solució d' equilibri mínim corresponent a la 
parella (17, 36), una solució d' equilibri máxim corresponent a la 
parella (27, 86) i una solució de máxima presumpció corresponent a 
la parella (21, 58). 
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Una representació gráfica de la situació plantejada es reflecteix 
en la figura de la página següent, on el pía horitzontal está situat a 
raltura del nivell de presumpció a . 

Fig.6.4 Zona d'equilibri borrosa 

6.2 MODEL DINÁMIC LINEAL D'EQUILIBRI 

6.2.1 E L M O D E L C R I S P D I N Á M I C 

Considerem en aquest apartat l'estudi d'un model económic 
d'oferta i demanda on s'inclou una variable temporal. Ens interessa 
dones, l'análisi de l'estabilitat de l'equilibri en un context dinámic. 
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Considerem com abans un sol producte, on les quantitats 
demandada i ofertada son funcions lineáis del preu P(t), que 
suposem és funció del temps. 

E l model d'equilibri ve donat per les funcions de demanda i 
d'oferta següents, on a, b, c, d>0 i on els parámetres a i b 
s'anomenen respectivament la demanda i l 'oferta a Vorigen. 

Qd=a-c.P Qs=-b+d.P [6.14-15] 

Aleshores la demanda excedent és 

De=Qd-Qs [6.16] 

Lógicament, es dirá que el mercat es troba en equilibri quan la 
demanda excedent sigui igual a zero. 

Suposem a continuació que el mercat no esta en equilibri i fem la 
hipótesi que la variació instantánia del preu respecte al temps és 
proporcional a la demanda excedent, és a dir: 

dP/dt =j.(Qd-Qs) [6.16] 

on la constant de proporcionalitat és positiva, j>0, i on s'ha de 
complir la condició inicial P(0)=Po. 

Substituint Qd i Qs per [6.14-15], obtindrem la condició 

dP/dt =j.[(a+b)-(c+d).P [6.17] 

Aquesta condició garanteix el comportament básic del mercat en 
els casos en qué existeixi excés d'oferta o de demanda. E n altres 
paraules, en un mercat on existeixi excés d'oferta la tendencia del 
preu és a baixar, mentre que en un mercat que existeixi excés de 
demanda la tendencia del mercat és a pujar. 

Amb aqüestes consideracions ens plantegem el problema de 
determinar l 'existéncia d'un temps t, peí qual el preu P(t) sigui tal 
que el mercat estigui en equilibri (dinámic). 
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Resolent l'equació diferencial de primer ordre [6.17], veurem que 
té per solució: 

P(t)=[Po- (a+b)/(c+d)].e-kt+[(a+b)/(c+d)] [6.18] 

on k=j.(c+d) és positiu, k>0. 

Amb aquesta solució, la funció de demanda, Qd=a-c.P, expressada 
en funció del temps, és: 

Qd=a-c.{[Po- (a+b)/(c+d)].e-^^t +[(a+b)/(c+d)]} [6.19] 

i la funció d'oferta, Qs=-b+d.P, és: 

Qs=-b+d.{[Po- (a+b)/(c+d)].e-kt + [(a+b)/(c+d)]} [6.20] 

Notem que l'equilibri s'assoleix quan Qd=Qs i aquest fet es dona en 
un temps infinit. En efecte, en aquest cas e'̂ ^̂ ^Q i , per tant, 

Q¿= a - c.a±i- = ac+ad-ac-bc _ ad-bc 
c+d c+d c+d 

Qs=-b +d.^±b _ -bc-bd+ad+bd _ ad-bc 
c+d c+d c+d 

En conseqüéncia, si t->oo tenim Qd=Qs-

6.1.2 M O D E L B O R R O S D I N Á M I C D ' E Q U I L I B R I 

Tot seguit volem analitzar el comportament del model anterior en 
situació d'incertesa, en considerar que la demanda i l'oferta iniciáis 
s'expressen a través de nombres borrosos. 

D'aquesta manera, les funcions de demanda i d'oferta es 
convert irán en: 

Qd= a - c.P i Qs= -b + d.P [6.21-22] 

on c i d son nombres reals positius. 
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En les dues expressions anteriors a i b son números borrosos 
definits pels seus respectius grafs: 

a= ((x , (x)) / xe R j j b= ((x , M-b í^)) > ^ 

o, equivalentment, pels seus a-tal ls : 

aa= a(a) , a(a) ba= b(a) , b(a) 

Amb aqüestes condicions, podem determinar el preu en un temps 
t a partir de l'equació [6.18], transformant-la en l 'equació borrosa 

[6.23] 

Observem que P Q , que en el cas crisp era la condició inicial , al 
fuzzificar s'ha convertit en el valor de máxima presumpció de 
P(0)= Po que es pot considerar la condició inicial en el cas borros. 

A mes a mes, si haguéssim fuzzificat abans d'obtenir la constant 
d'integració de la solució, haguéssim hagut de resoldre una equació 
borrosa, la solució de la qual bagues estat la que hem obtingut si 
haguéssim utilitzat el método de resolució d'equacions borroses en 
el sentit de Buckley & Qu. 

Així, dones, fent t=0 en [6.23] resulta 

[6.24] 

Calculem a continuació la funció de pertinenga del preu, fent 
préviament els canvis de variables següents: 

m=a+b A= m 
c+d 

B=Po - A A= m 
c+d 

[6.25-28] 

Per tant, com que 

^iSr(z)= máx (|X2(x) A |Llb(y) / x+y=z 
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resultaran les funcions de pertinen9a 

^^A(X)= ((c+d)x) i t^i(x)=HX(Po- x) 

Aleshores, com que 

1 si anomenem 

p(t)=B e-ki + A 

M= B e-kt 

trobarem finalment la funció de pertinen9a del preu 

^^P(t)(z) = máx ¡ \l^(x) A | U B ( y ) / x + y = z [6.29] 

Aquesta última expressió resulta a la práctica poc operativa, per 
la qual cosa pensem que és mes convenient abordar el problema 
amb números borrosos trianguíars i treballar amb els seus a- ta l l s . 

Així, dones, siguin "a i b els números borrosos trianguíars 

li= (ai , a2 , a3) i b= (bi , ba , bs) 

que teñen per a-talls respectius 

aa= [ai+a.(a2-ai) , a3-a.(a3-a2)] 

b a = [ b i + a . ( b 2 - b i ) , b3-a . (b3-b2) ] 

Anatitzem a continuació la T R A J E C T Ó R I A Q U E D E S C R I U E L P R E U a 
partir deis seus a-talls. Sabem que 

Pa(t)=[P(a)(t) , P(a)(t) 

on, per [6.23], l'extrem inferior és 

P(a)(t)= Po- a3+b3 

c+d / 
.e-k.t + ai+bi__^ 

c+d 

+ a. (a3+b3)-(a2+b2) g-k.t ,. (a2+b2)-(ai+bi) 

c+d c+d 
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i l'extrem superior és 

P(a)(t)= Po-
c+d / 

,e-k.t + a3+b3^ 
c+d 

+ a. 
(a2+b2)-(ai+bi) ^-k.t _̂  (a3+b3)-(a2+b2) 

c+d c+d 

Per motius de simplificado fem els següents canvis de variables: 

[6.30-32] c+d 

De manera que els extrems de Pa(t) serán 

P(a)(t)= (Po - qsl-e-kt + q i + a ((q3-q2) -e-̂ ^ + q2- Qi) 

P(a)(t)= (Po - qi).e-kt + qs - a ((q2-qi) .e'^^ + qy q2 

[6.33] 

[6.34] 

Quant a la condició inicial borrosa, [6.24], observem que ens 
queda definida a partir del número borros triangular 

Po= { Po - ( Q s - q i ) , Po, Po + (q3-q i ) ) [6.35] 

Estudiem ara el P R E U D ' E Q U I L I B R I B O R R O S , calculant e l límits deis 
seus a-talls, [6.33-34], quan t tendeix a +« , i tenint en compte que 
en aquest cas e-kt=0. 

Lím 
t -^+oo 

P(a)(t) = q i + a.(q2 - q i ) 

P(a)(t) = q3 + a.(q3 - q2) 
t->+oo 

Consegüentment, resulta que el preu d'equilibriodonat peí 
número borros triangular 

P e = ( q i . q2 . q 3 ) [6.36] 
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Estudiem ara el C O M P O R T A M E N T D E L E S D I F E R E N T E S T R A J E C T Ó R I E S D E L 

P R E U segons els diversos valors que pot prendre el valor de P Q . 

Calculem les dues derivades respecte al temps deis seus a - t a l l s , 
expressats per les formules [6,33-34], 

(E(a)(t)) = -k.(Po-q3)-e-^^ - k.a.(q3-q2).e-kt 

{P(a)(t)) = -k.(Po-qi).e-kt - k.a.(q2-qi).e-kt 

Traient factor comú -k.e-^t, 

^ [6.37] {P(a)(t)) = -k.e-kt{Po-q3+a.(q3-q2)) 

(P(a){t)) = -k.e-k^(Po-qi+a.(q2-qi)) [6.38] 

Considerem els Q U A T R E C A S O S següents, segons la situació del valor 
inicial del preu P Q dins la terna expressada peí preu d'equilibri 

Pe=(qi, q2, qs): 

P R I M E R C A S : P Q < q i 

a) Extrems inferiors: Com que qi<q2 será Po<q2 i com que a < l , 
tindrem 

PO - qs ^ q2- q3 ^ a.(q2- q3)= -0t.(q3- q2) 

Per tant, 

PO - qs + a.(q3- q2) < O 

Així, dones, la derivada de l'extrem inferior és 

{P(OC)(t))= -k.e-kt (Po - q3 +a (q3-q2))^ O 

Notem que en aquest cas la trajectória deis a-talls inferiors del 
preu és creixent per qualsevol a . 

b) Extrems superiors: Per la mateixa rao que abans 

Po - qi < q2- qi ^ a.(q2- qi) 
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Per tant, 
PO - q i + a . ( q 2 - q i ) < O 

L a derivada de Textrem superior és 

(p(a)(t))= -k.e-í^t (Po - qi - a (q2-qi))^ O 

Deduím que la trajectória deis a-talls superiors del preu és 
també creixent per qualsevol a . 

S E Q O N C A S : q i < P Q < q 2 

a) Extrems inferiors: Com que Po<q2 i a < l , tindrem 

Po - qa ^ q2- q3 ^ 0t.(q2- q3)= -0C.(q3- qi) 

Per tant, 
Po - qs + a-(q3- q2) ^ O 

Així, dones, la derivada de l'extrem inferior és 

(P(a)(t))'= -k.e-kt (Po - q3 +a (q3-q2)) > O 

E l signe positiu de la derivada ens indica que la trajectória deis 
a-talls inferiors del preu és creixent per qualsevol a . 

b) Extrems superiors: Per l'estudi de la trajectória deis a - t a l l s 
superiors s'han de distingir dos subcasos: 

P R I M E R S U B C A S : 
q2 - q i 

Per aquests valors d ' a es verifica 

Po - qi > a.(q2- q i ) 

Així, dones, Po - q i - a (q2- q i ) ^ O, per la qual cosa 

(p(a)(t))'= -k.e-kt (Po - qi - a (q2-qi))<0 

Per tant, en aquest subcas la trajectória deis a-talls superiors 
del preu és decreixent pels a considerats. 
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S E G O N SUBCAS: 
q2 - qi 

Per aquests valors d ' a es verifica 

Po - q i < a . (q2-q i ) 

Així, dones, com que Po - q i - a (q2- q i ) ̂  O, tindrem 

(F(a)(t))= -k.e-kt (Po - qi - a (q2-qi))> O 

En conseqüéncia, €n aquest segon subcas la trajectoria deis a-
talls superiors del preu és creixent pels a considerats. 

T E R C E R C A S : q2 < P Q ^ qs 

a) Extrems in fe r io r s : Per la trajectoria deis a- tal ls inferiors 
s'han de distingir els dos subcasos següents: 

P R I M E R S U B C A S : a < a ^ ^ 
q3 - q2 

Per aquests valors d ' a es verifica qs - Po > 0C.(q3- q2). 

Mutiplicant per -1 , 

Po - qs ^ -Ot.(q3- q2) 

Així, dones, PQ - qs + a (qs- q2) > O, i per tant 

(P(a)(t))'= -k.e-kt (Po-q3+a(q3-q2))>0 

Resulta que, en aquest subcas, la trajectoria deis a - t a l l s 
inferiors del preu és creixent pels a considerats. 

S E G O N S U B C A S : a > ̂ 3 - Po 
qs - q2 

De manera similar al subcas anterior, per aquests valors d ' a 
es verifica PQ - qs ^ -a.(qs- q2) 
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Així, dones, com que PQ - qs + Oc (qa- qa)^ O, tindrem 

(P(a)(t))'= -k.e-kt ( P o - q 3 + a ( q 3 - q 2 ) ) ^ 0 

Deduím, dones, que en aquest segon subcas la trajectoria deis 
a-talls superiors del preu és decreixent per ais a considerats. 

b) Extrems superiors: Amb arguments similars ais del cas 
anterior es demostra que 

(P(a)(t))= -k.e-kt (Po - q i - a ( q 2 - q i ) ) < 0 

Per tant, la trajectoria deis a- ta l ls superiors del preu és 
decreixent per qualsevol a . 

QUARTCAS: | Pp > q s 

a) Extrems inferí ors: Com que q3>q2 també és 

Po - qs ^ qi- qs ^ a-(q2- qs)— «.(qs- qa) 

En resum, P Q - qs + a (qs- qa) > O, i així la derivada és 

(E(oc)(t))= -k.e-kt (Po - q3 +a (q3-q2))< O 

Per tant, en aquest quart cas la trajectoria deis a-talls inferiors 
del preu és decreixent per qualsevol a . 

b) Extrems superiors: Operant de manera análoga, tenim 

Po - qi > qs- qi ^ q2- qi ^ a.(q2- qi) 

D'aquesta cadena de desigualtats resulta 

Po - qi - a (qi- qi) ^ O 

L a derivada de l'extrem superior és 

{P(cc)(t))= -k.e-J^t ( P o - q i - a ( q 2 - q i ) ) < 0 

Concloem, observant que l a trajectoria deis a-tal ls superiors 
del preu és decreixent per qualsevol a . 
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Resumim a continuació l'estudi del creixement/decreixement de 
les diferents trajectóries deis extrems inferiors i superiors del preu, 
[6.33-34], segons els casos analitzats que depenen de la posició del 
preu inicial Po dins la terna (qi , qz, qs): 

P I r CAS 2 n CAS S r C A S 4 t C A S 

E 
X 

t 

I 
n 
f 

Creix 

f 

Creix 

S f q 

I r Subcas 
Creix 
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E 
X 

t 
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n 
f 

Creix 

f 

Creix 

S f q 
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X 
t 
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u 
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y I r Subcas*^ 
Decreix 

r 1 

Decreix 

r 
Decreix 

E 
X 
t 

S 
u 
P 

Creix 
2 n Subcas 

Creix 

r 1 

Decreix 

r 
Decreix 

A cont inuació particularitzarem numéricament l 'estudi anterior, 
desenvolupant un cas concret. 

E x e m p l e 

Sigui un model borros dinámic lineal d'equilibri de mercat, que 
ve representat per les equacions [6.21-22]: 

Qd= a - c.P i Qs= -b + d.P 

on a=(4 , 5 , 5'5) , b=(2 , 4 , 4'5) , c=3 i d=l, i on suposem que 
el preu inicial és Po=2. 

Sabem que les trajectóries del preu, [6.23], venen donades per la 
familia de corbes exponencials 

P(t)= Po . a + b 
c+d / 

;-kt + a + b 
c+d 

on k és una constant de proporcionalitat. Suposem en aquest cas 
que k=2. 
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Recordem que els extrems del preu d'equilbri, venen donats per 
les formules [6.33-34]; és a dir, 

P(a)(t)= (Po - q3)-e-kt + q i + a ((qs-qz) .e-^t + q^- q^) 

p(a)(t)= (Po - qi).e-kt + qs - a ( (q2-qi) .e-kt + q^- q2) 

on, per [6.30-32], en aquest exemple tenim 

q i = 4 ± 2 = i ^ 5 
4 

q 2 = 5 ± 4 = 2 ' 2 5 
4 

q 3 = — : — = 2 5 

Substituint, obtindrem 

P(a)(t)= -0'5.e-2t +V5 + a.(0'25.e-2t +0^75) [6.39] 

P(a)(t)= 0'5.e-2t +2'5 - a.(0'75.e-2t +0'25) [6.40] 

E l preu d'equilibri borros tindrá d'extrems 

L í m 

t-̂ +c 
P(a)(t) =V5+ 0'75.a 

P(a)(t) = 2'5 - 0'25.a 
t->+<» 

Comprovem que el preu d'equilibrioQ ye, donat [6.36], és a dir és 
el número borros triangular (qi , q2, qs), dones 

Pe=(r5, 2'25, 2'5) 

Calculem ara la derivada deis extrems del preu borros 

(P(á)(t)) '= e-2t - 0'5.a.e-2t = (l-0'5.a).e-2t 

(P(a)(t))'= -e-2t + r5.a.e-2t = (r5.a-l).e-2t 

Observem que com que Po=2, i com que r5<2<2'25, estem en el 
2n cas, és a dir qi<Po<q2, i que es complirá l'estudi efectuat. 

En efecte, com que ae [O, 1] i e-2t>0, la trajectória deis extrems 
inferiors del preu sempre será creixent, perqué 

(P(a)(t))'>0 
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E n canvi, degut al factor l ' 5 . a - l , el signe de la derivada de 
l'extrem superior dependra del valor d 'a . 

S i fem l '5 .a - l=0 , obtindrem a=2/3. Així, dones, si a<2/3 el signe 
del factor será negatiu i , per tant, 

(P (a ) ( t ) í á0 

Llavors, veiem que la trajectoria deis extrems superiors del preu 
será decreixent per aquests valors d ' a , tal com vam provar en el Ir 
subcas. Si fos a>2/3, tindríem que l ' 5 . a - l>0 i així 

(P(a)(t))'>0 

Per tant, l a trajectoria deis extrems superiors del preu será 
creixent per aquests valors d 'a , cosa que confirma el 2n subcas. 

Fig.6.5 Extrems del preu d'equilibri 

Comprovarem el creixement o decreixement de les trajectories 
del preu d'equilibri, particularitzant per diferents valors d ' a en els 
seus extrems inferior i superior, [6.39-40], és a dir en 

P(a)(t)= (0'25.a-0'5).e-2t+(0'75.a+r5) 

P(a)(t)= (0'5-0'75.a).e-2t +(2'5-0'25.a) 
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Per a=0, apuntem les formules deis extrems, formem unes taules 
de valors i tot observant-ne la monotonía 

P(0)(t)= -0'5.e-2t + r 5 P(0)(t)= 0'5.e-2t +2'5 

t 0 0 '5 1 +00 

P(0)(t) 1 r 3 2 1-43 1-5 
P(0)(t) 3 2 '68 2 '57 2 '5 

Creix 
Decreix 

Per a=0'3, resulta 

J»(0'3)(t)= -0'425.e-2t +r725 'p(0'3)(t)= 0'275.e-2t +2'425 

t 0 0 '5 I +00 

P(0'3)(t) 1'3 1'57 r 6 7 1-725 
P(03)( t ) 2 '7 2 '53 2 '46 2 '425 

Creix 

Decreix 

Per a=2/3=0'666, tenim 

P(0'6)(t)= -0'3.e-2t +2 P(0'6)(t)= 2 3 

t 0 0 '5 1 

P(0'6)(t) 1'66 1-87 r 9 5 2 

P(0'6)(t) 2 '3 2 '3 2 '3 2 3 

Creix 

Constant 

Per a=0'8, ens dona 

P(0'8)(t)= -0'3.e-2t +2'1 P(0'8)(t)= -0'l.e-2t +2'3 

t 0 0 '5 1 4oo 

E(0'8)(t) r s V99 2 '06 2'1 
P(0'8)(t) 2 ' 2 2 '26 2 '29 2 '3 

Creix 
Creix 

Per a = 0 ' l , resulta 

P(l)(t)= P(l)(t)= -0'25.e-2t +2'25 

t 0 0 '5 1 
P(l)(t)=p(l)(t) 2 2 '16 2 '22 2 '25 Creix 
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6.3 ANÁLISI DE L'ESTABILITAT EN UN MODEL 
ECONÓMIC 

6.3.1 E L M O D E L DE L A TERANYINA 

U n cas analític que es troba en qualsevol curs básic d'introdncció 
a reconomia és l'anomenat model de la teranyina. 

Considerem dones, l'estudi d'un model e c o n ó m i c d'oferta i 
demanda, en el qual tenim un únic producte, i on tant l a quantitat 
demandada com l'ofertada son funcions l ineáis respecte al preu, 
considerant el preu en funció del temps discret, és a dir que varia 
en forma discontinua. 

E l model vé donat per les expressions següents: 

( Í = c-a.Pt+i ( ¿ = - d + b . P t [6.41-42] 

on tots els coeficients son positius, a,b,c,d>0, 

A mes, coneixem el preu a l'instant t=0, és a dir 

[6.43] P(0)=Po 

En aqüestes condicions volem trobar si existeix un temps (t) en el 
qual el mercat es trobi en equilibri dinámic, és a dir, si es verifica: 

[6.44] 

Si imposem aquesta condició i ordenem termes, obtindrem: 

c-a.Ft+i=:-d+b.Pt 

Dividint per a, resulta 

a.Pt+i+b,Pt=c+d 

[6.45] 

Observem que es tracta d'una equació en diferencies de primer 
ordre de tipus lineal. 
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Resolent 1'anterior equació en diferencies , obtindrem 

Pt=(Po - £ ± d ) . ( . i ) t i k ) + c±á 
a+b a+b [ 6 4 6 ] 

que ens dona la relació entre el preu d'equilibri, Pt, i el temps. 

Substituint aquest valor en les funcions de demanda i oferta, 
[6.41-42], respectivament, tindrem: 

Qd= c - a. Po- -e±d-
a+b/ 

(-1) 
t+1 b 

Va 

t+l + c+d 
a+b 

Qs= -d + b. Po- c+d 
a+b/ 

c+d 
a+b 

[6.47] 

[ 6 4 8 ] 

De les dues expressions anteriors veiem que no existeix cap valor 
finit de t peí qual el mercat es trobi en equilibri. No obstant, si fem 
tendir el temps cap a l ' inñnit , i sempre que la relació b/a es 
mantingui inferior a la unitat amb valor absolut, llavors la demanda 
és igual a l'oferta. 

En aquest cas el preu tendeix a un preu límit donat per [6.46]: 

P o o = ^ 
a+b 

[6.49] 

amb el qual diem que la trajectória temporal és convergent. 

6.3.2 E S T U D I D E L A C O N V E R G E N C I A D E L P R E U C A P A 
L ' E Q U I L I B R I E N E L M O D E L A N T E R I O R E N C O N T E X T 
D I N C E R T E S A 

A continuació volem analitzar la convergencia de la trajectória del 
preu en el model de la teranyina quan considerem la demanda i 
l'oferta números borrosos com a conseqüéncia de suposar que els 
coeficients del preu son números borrosos. 
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Suposem, dones, q u e j e s funcions d'oferta i demanda venen 
donades per les expressions 

Qd= c - a.Pt+i Qs=-d - b.Pt [6.50-51] 

on c i d son dos números reals positius, i a i b dos números 
borrosos definits per les seves respectives funcions de pertinenga o, 
equivalentment, pels seus a- tal ls : 

a = {(x, !la(x))¡ o aa= [a(a) , a(a). 

b = {(x, ̂ ^(x))) o ba=[b(a) ,b(a). 

A mes, suposarem que els dos números borrosos anteriors son del 
tipus L - R definits positius i de suport acotat. Amb aqüestes 
hipótesis tindrem: 

ao=[a(0) , a(0)]c:R bo=Lb(0) , b ( 0 ) j c R 

L a funció de pertinen^a d'a és 

'o s i x < A ( 0 ) 

La(x) si a(0)< x< a ( l ) 

WKÍ^)= { 1 si x=a(l) 

Ra(x) si a(l) < X < á ( 0 ) 

\ 0 six>a(0) 

D'altra banda, la funció de pertinen^a de b és 

O six<b(0) 

Lb(x) sib(0)< x < b ( l ) 

^ b W = í 1 si x=b(l) 

Rb(x) si b(l) < X < b(0) 

, O si x> b(0) 

Amb aqüestes condicions podem determinar el preu per l 'equació 
borrosa, que ve expressat per: 

^ + c+ d p j p o - c + d] (-1)^ ^ + c+ d 
\ a -H b a j a + b [6.52] 
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Per poder estudiar la convergencia de la trajectória del preu des 
d'un punt de vista de números borrosos, hem de comparar a i b . 

Una manera podría ser a partir de la funció de pertinen§a de b/ a, 
calculant la part proporcional d 'área situada a l'esquerra de la recta 
x=l i dins de la gráfica de la funció de pertinen§a de b / a i de l'área 
tancada per aquesta funció de pertinen^a. A ixo , pero, té el greu 
inconvenient de qué la funció de pertinen9a de b / a en general será 
complicada i el cálcul d'aquestes árees pot ser molt laboríos. 

Proposem un métode alternatiu definint el que anomenem el 
coeficient de convergencia del preu que designarem per |3. 

B=Ai±A2 
2 . A T 

[6.53] 

on A l és l'área situada a l'esquerra de La i dins de b : 

A 2 és l'área situada a l'esquerra de Ra i dins de b: 

i A T és l 'área total limitada peí número borros b: 
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Notem que si b(0) < a(0), llavors s 'obté p= l , o sigui que la 
trajectoria será convergent: 

1̂  B(0) a(0) ) 

En efecte, simbolitzant per B l 'área ombrejada en la figura 

B = A l ± A 2 =B + B . ^ 1 
2 A T 2.B 

En canvi, si b(0) > a(0), tindrem p=0 i , per tant, la trajectoria no 
será convergent: 

a(0) b(0) 

Clarament, tindrem 

A l + A2 ^ O + O ^ Q 
2 A T 2.B 

En resum, el coeficient de convergencia del preu P ens dona la 
possibilitat de qué la trajectoria del preu convergeixi cap al número 
borros (c+d)/(a+b). 

6.3.3 C A S P A R T I C U L A R 

Suposem que el número borros a sigui nítid. S i denominem c=b/a, 
llavors la funció de pertinen9a de c será M'c(^)=^b(^-^). 
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En aquest cas, podem observar que el coeficient de convergencia 
del preu és la proporció entre l 'área limitada a l'esquerra de la recta 
x=a amb la funció de pertinenía del número borros, i l 'área total 
limitada per la funció de pertinen9a d'aquest número. 

b(0) x=a b(0) 

Es pot provar que el resultat anterior és equivalent a la proporció 
entre l'área situada a l'esquerra de la recta x=l amb la funció de 
pertinenga del número borros c=b/a i l'área limitada per la funció 
de pertinenga del número borros anterior. 

En efecte, com que A i = A 2 tindrem 

A l + A2 ^ 2.A1 ^ A l 
2 . AT 2 . AT A T 

En general, per a números borrosos no triangulars, será 

rMO) /•a 

^il,(x).dx 

b(0) 
Hb(x).dx 

Fent el canvi de variable x=a.t, tenim dx=a.dt, i els límits 
d'integració, com que t=x/a, s'hauran de dividir per a: 

^ib(a.t).a. 
k(0)/a 

/ /•b(0)/a 
d t / , 

yb(0)/a 
|ib(a.t).a.dt 

Simplificant, 
^c(O) 

^ c ( t ) . d t / I Hc(t).dt 
c(0) Jc{0) 
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Per acabar, desenvoluparem dos exemples numérics en els quals 
utilitzarem números borrosos triangulars. 

E X E M P L E 1 

Siguin els ntímeros borrosos triangulars a=(2, 5,12) i b=(l , 6,9), 
que teñen per funcions de pertinenga respectives: 

Ha(x)= 

si 2< X <5 
3 

1 ^ s i 5 < x < 1 2 
7 

^ si 1< X <6 
5 

si 6< X <9 

Fem la seva representació gráfica: 

Trobem en primer lloc els punts d'intersecció: 

P = B M n A N P{y=(x-2)/3, y=(x-l)/5} P(3'5, 0'5) 

Q = M D n N C Q{y=(12-x)/7, y=(9-x)/3} Q(6'75, 0'75) 

R = M D n A N R{y=(12-x)/7, y=(x-l)/5} R(5'58, 0'92) 

Les árees que hem de trobar son 

Ai=[ABP]=(2-l) .0 '5/2= 0'25 

A2=[APRQC]= [ A R X R ] + [ X R R Q X P ] + [ X Q Q C ] = 

^ ( 5 - 5 8 - l ) . 0 - 9 2 ^ 0-92+0-75 ( , . ,3.3 ^ Í M ^ S ) ^ ^ ^ ' lOeS 
2 2 2 



2 4 0 n i . A P L I C A C I O N S E N L ' Á M B I T E C O N Ó M I C 

A T = [ A N C ] = (9-1).1/2= 4 

Aleshores, el coeficient de convergencia del preu será 

3^ A i + A 2 ^ 0^25+2-1068 _ ^.2946 
2 . A T 2.4 

E X E M P L E 2 

Suposem ara que el primer número borros sigui nítid, que el seu 
valor sigui a=3 i que el segon número borros sigui b=(2, 6, 8), L a 
funció de pertinenga de b será 

si 2 < X <6 

si 6 < X <8 
l 2 

E n aquest cas tindrem la figura 

Com que P={y=(x-2)/4, x=3}=(3, O' 25). Per tant, les árees son 

Ai=Ay<3-2).0-25/2=0125 A'F<8-2).1/2=3 

Així, el coeficient de convergencia ens dona 

P = ( A I + A 2 ) / ( 2 A T ) = 0 ' 1 2 5 / 3 = 0'041. 
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C A P Í T O L 

7 
DUOPOLI: 

EQUILIBRI 
COURNOT-NASH 

EN CONTEXT 
D'INCERTESA 

E n el model de Cournot-Nash la variable de decisió de les 
dues empreses que competeixen en el mercat és el nivell de 
producció. E n aquest capítol es pretén avangar en l'estudi del 
comportament de les empreses que competeixen en un context 
d'incertesa. 

Per aixó, primer es presenta el model de Cournot-Nash en la 
seva vers ió mes standard per analitzar a cont inuac ió el 
desenvolupament del mateix model en l'ámbit d'incertesa. 
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7.1 EL MODEL DE COURNOT-NASH 

7 .1 .1 F O R M A L I T Z A C I Ó M A T E M Á T I C A D E L M O D E L 

Suposem un mercat on només hi ha dues empreses 1 i 2 i sigui x 
el nivell de prodúcelo de l'empresa 1 i sigui y el nivell de prodúcelo 
de l'empresa 2. Aleshores el preu que els consumidors están 
disposats a pagar dependrá de les quantitats produídes per les dues 
empreses. 

En conseqüéncia, el preu será una funció que dependrá de la 
suma x+y, funció que l'expresarem com p(x+y). 

Per tant la funció de benefici de l'empresa 1 vindrá donada per 

B i = p ( x + y ) . x - C i ( x ) [7.1] 

on Ci(x) és la funció de costos d'aquesta empresa. 

De la mateixa manera, la funció de beneficis de l'empresa 2 será 

B 2 = P(x+y).x- C2 (y) [7.2] 

on C2(y) és la funció de costos d'aquesta empresa. 

Fixat un nivell de prodúcelo de l'empresa 2, y, l'empresa 1 ha de 
calcular quina és la quantitat de prodúcelo que máximitza els seus 
beneficis, B l , és a dir, l'empresa 1 determina el valor d 'x* que 
verifica l 'equació 

dBi /dx=0 

Derivant [7.1] tindrem 

[7.3] p-(x+y).x + p(x+y) - Ci(x) =0 

Igualment, fixat un nivel l de prodúcelo de l'empresa 1, x, 
l'empresa 2 calcula quina será la quantitat de prodúce lo que 
máximitza els seus beneficis, és a dir, el valor y* tal que 

dB2 /dx=0 
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Derivant [7.2] tindrem 

pXx+y).y + p(x+y) - €2(7) =0 [7.4] 

Amb aqüestes condicions, sigui x=fi(y) la funció que descriu 
l'elecció óptima del nivel l de prodúcelo de l'empresa 1, donat el 
nivell de prodúcelo de l'empresa 2. 

De manera similar, sigui y=f2{x) la funció que descriu l 'elecció 
óptima del nivell de prodúcelo de l'empresa 2, donat el nivell de 
prodúcelo de l'empresa 1. 

Notem que aqüestes funcions s'anomenen respectivament funció 
de reacció de l'empresa 1 i funció de reacció de l'empresa 2. 

E l punt ( x i , y i ) que verifica les dues funcions de reacció (en cas 
d'existir), dona lloc al que anomenem equilibri de Cournot-Nash. 

7.1.2 Gas particular d'una funció lineal 

Suposem ara que el preu que els consumidors están disposats a 
pagar, p(x+y), sigui una funció lineal de la suma deis nivells de 
prodúcelo, x+y, de les dues empreses. Per tant, 

p(x+y)= a -b.(x+y) [7.5] 

on els coeficients son positius, a,b>0. 

Llavors, les funcions d'ingressos respectives serán 

Il(x+y)=[a-b(x+y)].x [7.6] 

l2(x+y)=[a-b(x+y)].y [7.7] 

Suposem, a mes, que 
Ci(x)=Fi+c.x [7.8] 

on F i representa els costos fixos i c el cost marginal per unitat de 
prodúcelo de l'empresa 1. 
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i també que 
C2(y)=F2+c-.y [7.9] 

on F2 representa els costos fixos i c ' el cost marginal per unitat de 
prodúcelo de l'empresa 2. 

Aleshores, les funcions de beneficis de les empreses 1 i 2 son 
respectivament: 

B1= Ii(x, y)-Ci(x) B2= l2(x, y)-C2(y) 

Substituint per les expressions [7.6-9], tindrem 

B i = [a-b(x-i-y)].x - (Fi+c.x) 

B2= [a-b(x+y)].y - (F2+c'.y) 

Operant i ordenant, 

B i = (a-c).x - b.(x2 + x.y) - F i 

B2= (a-c').y - b.(y2 + x.y) - F2 

En el cas que l'empresa 1 suposi que l'empresa 2 tingui un nivell 
de prodúcelo, y=y, llavors la funció beneficis de l'empresa 1 será: 

B i = (a-c).x - b.(x2 +.x.y)- F i [7.10] 

Així, la quantitat de prodúcelo, x*, que maximitza els beneficies 
de l'empresa 1, dBi/dx=0, vindrá donada per l 'equació 

(a-c)-b.(2x + y) =0 

Aillant X obtindrem la funció de reacció de l'empresa 1 

[7.11] x=a-c . y 
2 b 2 

De forma similar, l'empresa 2 suposa que l'empresa 1 té un nivell 
de prodúcelo x=x, amb la qual cosa la funció de beneficis de 
l'empresa 2 será: 

B 2 = (a -cQ.y - b.(y2 +.x.y) - F 2 [7.12] 
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Aleshores la quantitat de producció, y*, que maximitza els 
beneficis de l'empresa 2, dB2/dx, vindrá donada per l'equació: 

(a-c')-b.(2y + x ) =0 

Aillant y obtindrem la funció de reacció de l'empresa 2 

2b 2 
[7.13] 

(a-c')/2b 

(a-c)/2b (a-c')/b 

Fig.7.1 Punt d'equilibri de Cournot-Nash 

Resolent el sistema format per les dues equacions lineáis [7.11] i 
[7.13], obtenim: 

3b ycN = ^ ^ 
3 b [7.14-15] 

on C N simbolitza que es tracta de l 'equilibri de Cournot-Nash. 
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7.2 EQUILIBRI DE COURNOT-NASH EN UN CONTEXT 
D'INCERTESA 

7.2.1 F O R M A L I T Z A C I Ó M A T E M Á T I C A E N L A I N C E R T E S A 

En la realitat és difícil donar per suposat que cadascuna de les 
empreses coneix amb certesa el comportament de la seva 
competidora, per la qual cosa creiem que l'análisi del model de 
Cournot-Nash en un context d'incertesa, pot oferir una nova i 
interessant perspectiva d'estudi. 

En primer lloc, desenvoluparem el cas general en el qual la funció 
p(x+y) només l i exigim que sigui decreixent respecte a les variables 
X i y. Suposarem també que l'empresa 2 no coneix amb exactitud 
quins son els costos margináis per unitat de producció de l'empresa 
1, i recíprocament. 

Per aquest motiu cosiderarem que aquests costos s'expressen a 
través de dos ntímeros borrosos triangulars; en altres paraules, 
l'empresa 2 suposa que els costos margináis per unitat de producció 
de l'empresa 1 venen donats peí ntímero borros triangular: 

C = ( C i , C 2 , C 3 ) 

De la mateixa manera, l'empresa 1 suposa que els costos 
margináis per unitat de producció de l'empresa 2 venen donats peí 
ntímero borros triangular: 

C ' = ( c ' l ,C'2 ,C'3) 

En conseqüéncia, per cada nivell y de producció de l'empresa 2, 
resultará que la funció de reacció de l'empresa 1 vindrá donada peí 
ntímero borros triangular: 

x=F(y)=(Fi(y), F2(y), F3(y)) [7.16] 

De la mateixa manera, per cada nivel l x de producció de 
l'empresa 1, la funció de reacció de l'empresa 2 vindrá donada peí 
NBT: 

y=:G(x)= (Gi(x), G2(x), G3(x)) [7.17] 



7. E Q U E . I B R I D E C O U R N O T - N A S H 247 

Notem que Tequació [7.16] engendra per cada valor de y=k un 
número borros A en R 2 , definit a partir deis següents punt de R 3 : 

P=(Fi(k), k, 0) , Q=(F2(k), k, 1) , R=(F3(k), k, 0) 

Fig.7.2 Número borros triangular A 

Tot seguit, anem a calcular la funció de pertinenga d'aquest 
número borros. Calculem la diferencia entre els punts P i Q , obtenint 
el següent vector director de la recta que uneix aquests punts; 

v= P-Q= (Fi(k)-F2(k), O, -1) 

Consegüentment, l 'equació de la recta, x=xp+X.Vx, y=yp+X,.Vy i 
z=zp+X,.Vz, será 

x = F i ( k ) + X . ( F i ( k ) - F 2 ( k ) ) , y = k , z = - X [7.18] 

Eliminant en [7.18] els parámetros k i X, obtenim 

x= Fi (y) + z.(Fi(y)-F2(y)) , z.(Fi(y)-F2(y)=Fi(y)-x 

I aíllant la variable z, 

[7.19] F i (y ) - X 

Fl(y) - F2(y) 
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Notem que z és una funció de les variables x i y amb domini D i , 
que és la regió d'R2 definida per 

D i =:{{x, y)€ R 2 / Fi(y) < x á FaCy) 

De manera similar, calculant la diferencia entre els punts Q i R, 
obtenim el següent vector director de la recta que uneix aquests 
punts 

w= Q-R =(F2(k)-F3(k), O, 1) 

i , per tant, l'equació de la recta, X=XQ+A,.WX, y=yQ+A,.Wy i Z = Z Q + X . W Z , 

será : 

x= F 2 ( k ) + X .(F2 (k ) -F3 (k) ) , y=k , z= l+^ [7.20] 

Eliminant en [7.20] els parámetres k i X., 

x= F2(y) + (z-l)(F2(y)-F3(y)) , z.(F2(y)-F3(y)= x-FsCy) 

I aillant la variable z, obtenim 

z = 
X - F i (y ) 

F2(y) - F3(y) [7.20] 

Igual que abans, z és una funció de les variables x i y amb domini 
D 2 , que és la regió d'R2 definida per 

D2=fc , y ) € R ' / Gi(x)< y < G3(x) ¡ 

Finalment, la funció de pertinenga del número borros A , resulta 
que ve donada per: 

^l¡:(x ,y)= 

F i ( y ) - x 
Fi(y)-F2(y) 

x - F i ( y ) 
, F2 (y)-F3(y) 

si Fi(y) < x < F2(y) 

si F2(y) < X < FsCy) 
[7.21] 
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Seguint un camí similar a partir de l'equació [7.17], s'engendra 
per cada valor x=k un ntímero borros B en R2, tal com podem veure 
en la figura següent: 

Fig.7.3 Número borros triangular B 

Es comprova que la seva funció de pertinenga és 

f Gi (x) -y si Gi(x) < y < G2(x) 
M-5(x ,y)= Gi(x)-G2(x) 

si Gi(x) < y < G2(x) 
M-5(x ,y)= Gi(x)-G2(x) 

y - Gi (x ) si G2(x) < y < G3(x) 
\ G2(X)-G3(X) 

si G2(x) < y < G3(x) 

Notem que aqüestes dues funcions de pertinenga es podrien 
haver obtingut a partir del fet que els números borrosos x i y son 
triangulars, pero hem preferit fer e l seu desenvolupament per 
veure mil lor els suports deis números borrosos que s'engendren a 
partir d'ells 

Efectuant la intersecció deis números borosos A i B , obtenim el 
conjunt borros D que representa el valor incert per l 'equilibri de 
Coumot-Nash, és a dir 

D = A n B 
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L a seva funció de pertinen^a és 

M-D ' y)=^A ' y) ^ P-B (x , y) 

Des del punt de vista económic, per tal que tingui sentit l 'expresió 
anterior cal que 

5 c ( 

E l número borros D ens dona l loc a la regió d'equilibri de 
Cournot-Nash i ve representat peí número borros D . Desfuzzificant, 

x.ií^ix, y).dx.dy 

XCN=if 

í ^ D ( X , y).dx.dy 

y.H5(x, y).dx.dy 

y C N = % 

^5(x, y).dx.dy 
JD 

[7.23] 

[7.24] 

7.2.2 C A S P A R T I C U L A R D E F U N C I O N S L I N E A L S 

Considerem el cas particular en qué la funció p(x+y) sigui lineal, 
és a dir, del tipus següent, on a,b>0. 

p(x+y)= a-b(x+y) [7.25] 

Si tenim en compte [7.11] aplicada al cas bonos, resulta 

x= F(y)= - L 
2b 2 

Substituint i operant, 

^ _ (a, a, a) - ( c i , C2, 03) (y, y, y) 
2 b 2 

a-C3 y a-C2 y a-ci y 
2b 2 ' 2 b 2 ' 2b " 2 
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Per tant, el número borros triangular x vindrá expressat per la 
terna de funcions 

F.(y)=i^-^, F . ( y ) = ^ i . ^3(y)=^-^ 

L a seva funció de pertinenga será, 

îA('̂ ' y)= 

""'^^í^^, . si Fi(y) < X < F2(y) 
F2(y)-Fi(y) 

^^^^2"' ' . si F2(y) < X < F3(y) 
F3(y)-F2(y) 

Substituint per les expressions anteriors. 

-a+C3+by+2bx . a-C3 SI —— - y <x<^-^2 _ y_ 

^ A ( ^ ' y)= 
C3-C2 2b 2 2b 2 

^ A ( ^ ' y)= 
a-ci-by-2bx SI — ^ - y <x<^-^i - y_ 

\ C2-C1 2b 2 2b 2 

[7.26] 

De manera similar, aplicant [7.13] al cas borros, 

y = G ( x ) = Í - - £ l - J 
2b 2 
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Substituint i operant, 

(a, a, a H c - i , c '2 , c ' 3 ) _ (x, x, x) _ a-c 3 X a-c 2 _ X a-c 1 _ x 
I 2 b 2 2b 2 2 b 2 2 b 2 

En conseqüéncia, el N B T y vindrá expressat per la terna 

G i ( x ) = ^ - f , G 2 ( x ) = ^ - f , G 3 ( x ) = ^ - f 
2b 2 ' 2 b 2 

L a seva funció de pertinenga será, dones, 

2b 2 

^5(x, y)=: 

y-^^^""^ si Gi(x) < y < G2(x) 
G2(x)-Gi(x) 

^^^""^-y si G2(x) ̂  y < G3(x) 
( G3(x)-G2(x) 

-a+c'3+by+2bx • a-c'3 si . i < y < a - c ' 2 _ X 
c '3-c '2 2b 2 2b 2 c '3-c '2 

a - c ' i - b y - 2 b x • a-c'2 si X < y < ^ - c ' l . X 
c '2 -c ' i 2b 2 2b 2 

[7.27] 

Fig.7.5 Representació gráfica de y=G(x) 
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És ciar que, en requi l ibr i de Cournot-Nash en el cas borros, 
s'hauran de verificar conjuntament les expressions [7.11] i [7.13], 
originant-se el número borros 

D=AnB 

que t indrá per funció de pertinen9a la que es dedueix de les 
funcions de pertinenga deis NBTs A i B , és a dir de les equacions 
[7.26] i [7.27]. 

L a gráfica del número borros D será evidentment la intersecció 
deis prismes esquematitzats en les figures 7.4 i 7.5: 

Fig.7.6 Representació gráfica de D = A n B 

Amb la finalitat de realitzar un estudi mes acurat d'aquesta 
intersecció, realitzarem a continuació una operació de canvi de 
coordenades, transformant els antics eixos X i Y en uns de nous, U i 
V . D'aquesta manera, pretenem que la base de l a intersecció deis 
dos prismes (figures 7.4 i 7.5), en forma de paraMelogram, es 
transformi en un rectangle que tingui els costats paraMels ais 
eixos, amb la qual cosa l 'análisi de la figura 7.6 será mes senzilla. 
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Emprant els canvis de coordenades 

5 
a-ca p= ^ a-co q- ^ 

3 3b 3b 3b 

3 
p = ^ -" '3 

3b 
q = ^ -^ '2 

3b 3b 

[7.28-31] 

[7.32-35] 

les funcions de pertinenga [7.26-27] 

PAOÍ, y)= 

-a-l-C3-Hby+2bx a-C3 _ Y. < x < ^"^2 _ >L 
C3-C2 

a-c i -by-2bx 
C2-C1 

2b 2 
-C2 _ L 
2b 2 

. a-co y . . 
SI — ^ - ^ < X < 

2b 2 
a-ci y 
2b 2 

^ i (x , y)= ( 

-a+c-3+by+2bx a-cj_ _ x < y < a^c^ _ x 
c V c ' 2 2b 2 2b 2 

a-c" l -by-2bx 

c 2-c 1 
si x < y < a : £ J _ . X 

2b 2b 

es transformen en 

Pli^, v)= 

u-p • ^ ^ — í - SI p<u<q q-p 

si q<u<r 
r - q 

^ • P ' sip '<v<q' 
q ' -p ' 

r ' - v • . ^ . si q <v<r 
r ' - q ' 

[7.36] 

[7.37] 

En efecte. Comprovem per exemple el primer interval de [7.36], 

2x+y a-C3 
u~P - 3 3 b _ K2x+y) - (a-C3) _-a+C3+by+2bx 
q-p ~ a-C2 a-C3 (a-C2) - (a-cs) ~ C3-C2 

3b 3b 

A mes tenim que p<u<q és equivalent a 

a-C3 ^ 2x+y ^ a-C2 a-C3 ^ 2x+y ^ a-C2 
3b " 3 ~ 3b ' 2 b ~ 2 " 2b ' 
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!L:£3_<x + y < i : ^ i i ^ l _ y.< x < i : ^ - ^ • 
2b 2 2b ' 2 b 2 2 b 2 

A cont inuació trobarem la funció de pertinenga del número 
borros D, intersecció de A i B . Amb aquesta finalitat dividirem el 
rectangle engendrat en el pía U V en els quatre triangles indicats en 
la figura següent: 

ni(u)-
q' 

nii(u)-

V R 
'A. M 
\ r " 1 

o 
0 

P 
f\ ^„ M Y • ^ 

p 1 Ll 

Q. 

u 

Fig .7.7 Cálcul deis valors de v en funció de u 

Partim del primer triangle i calculem l 'equació de l a recta que 
passa pels punts P(p, p') i T(q, q'): 

u -p _ v - p -
q-P q ' - p ' 

Aíllant V i simplificant, 

v = i í l P (Q- n') +D' ^ uq^-up^-pq^+PP>P^q-PP^ ^ uq--up--pq-+p-q 
q -p^^ q-P q-P 

Traient factor comú i com que v=mi(u), tindrem 

[7.38] nii(u) = qXu-p) + p-(q-u) 
^ q-p 

Notem que en aquesta recta PT hi podem distingir: 

- Els extrems inferior i superior de les u: Ei(u)=p i Es(u)=q 
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- Els extrems inferior i superior de les v: Ei(v)=p' i Es(v)=q' 

- Els intervals inferior i superior de les u: Ii(u)=u-p i Is(u)=q-u 

Substituint en [7.38] resulta 

,̂ ^ Es(v).Ii(u) + Ei(v).Is(u) 
Es(u)-Ei(u) 

[7.39] 

Operant de manera similar en els triangles Ir i 2n, obtenim 

n . ( u ) = a l H : £ l j L l I a : H ) 
q-p 

m 
^ r - q 

n2(u) _ q^(r-u) + r^(u-q) 
r - q 

[7.40] 

[7.41] 

[7.42] 

Treballarem ara amb els triangles 3 i 4, tal com indiquem en la 
figura següent: 

V R 
r o-

V - f 

P ? 

m3 
u 

(v) q n3(v) r 

Fig.7.8 Cálcul deis valors de u en funció de v 

Partim també de l 'equació de la recta PT, on P(p, p') i T(q, q') 

u -p _ v-p" 
q - P ~ q ' - p ' 
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Pero ara aillarem u, 

u= v - P \ ( q p) +p = vq-vp-p^q+P^P+pq^-PP^ ^ vq-vp-p^q+pq^ 
q ' -p ' q ' -p ' q ' -p ' 

Traient factor comú i com que u=m3(v), tindrem 

m3(v) _ q(v-pO + p(q^-v) 

q^-p^ 
[7.43] 

En general, pels triangles 3 i 4 resultará la mateixa expressió que 
[7.39], pero intercanviant u per v 

^_Es(u).I i (v) + Ei(u).Is(v) 
Es(v)-Ei(v) 

[7.44] 

Procedint així, o bé intercanviant en [7.40-42] les p, q, r i u per 
p' , q ' , r ' i V , respectivament, veurem que 

[7.45] 

n4(v) = q(r^-v) + r(v-q-) 

[7.46] 

[7.47] 

En conseqüéncia, el número borros D=AnB , tenint en compte les 
expressions anteriors tindrá per funció de pertinenga la expressada 
en les quatre regions triangulars que hem dividit el rectangle de la 
base en el pía U V , 

| I D ( U , V ) = 

u-p 
q-•P 
r- u 
r- q 
V - P ' 
q^ - P ' 

r ' - V 

r ' - q 

si p<u<q i m i ( u ) < v < n i ( u ) 

si q<u<r i m2(u)<v<n2(u) 

si m3(v)<u<n3(v) i p '<v<q ' 

si m4(v)<u<n4(v) i q '<v<r ' 

[7.48] 
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Sabem que la gráfica del número borros D és una pirámide recta 
de base rectangular, tal com vam mostrar en la figura 7.6, on D 
venia representat per la intersecció deis dos prismes A i B . 

Per tal de calcular a continuado el centre de gravetat d'aquesta 
pirámide, observem que ve engendrada per la funció de pertinen9a 
anterior, [7.48]. 

Els cálculs pertinents els efectuarem descomposant l a pirámide 
en els quatre tetraedres següents : 

T i = j (u,v,z)e / z = ^ ^ ' p<u<q , mi(u)<v<ni(u) [7.49] 

T2 = (u,v,z)€R^ / , q<u<r , m2(u)<v<n2(u) [7.50] 

[7.51] 

[7.52] 

Fig.7.9 Esquema deis tetraedres 1 i 2 
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Fig.7.10 Esquema deis tetraedres 3 i 4 

Per a calcular el centre de gravetat deis tetraedres, utilitzarem 
un símil físic, tot considerant que les masses de les árees deis 
triangles origináis per les interseccions deis tetraedres amb plans 
parallels al pía U V , teñen una densitat superficial de massa igual 
a la funció de pertinenga (p=z), tal com podem veure en la figura 
7.11 de la página següent. 

Partim del diferencial d 'á rea dA=du,dv, per l a qual cosa el 
diferencial de massa, dM=p.dA será 

dM=z.du.dv 

Recordem que les coordenades del centre de massa venen 
donades en general per 

on R és el recinte d'integrado. 
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Notem que de [7.49] en el primer tetraedro, T i , la densitat (igual 
a la funció de pertinenga) será z=(u-p)/(q-p), mentre que la u 
variará entre p i q, i la v entre mi(u) i ni(u), dones dependrá del 
valor de la variable u. 

Fig.7.11 Cálcul del centre de gravetat de T i 

En conseqüéncia, les coordenados (ui , v i ) del centre de gravetat 
del tetraedre T i vindran expressades per 

J u = p 

r 

,ni(u) 

v=mi(u) 

/•ni(u) 

v . - ^ . d u . 
/v=ini(u) ^ ^ 

u.-^í-^.du.dv 
q-P 

dv 

u=p 

/•ni(u) 

J u = p 
v=mi(u) 

HlP.du .dv q-P 

/•ni(u) 

v=ini(u) 

u - p j j —*-.du.dv q-P 

u=p 

Indiquem en les formules anteriors que, hem efectuat aqüestes 
legráis dobles integrant en primer lloc respecte a v i després m 

respecte a u 
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Integrant obtenim 

- (r--p-)(q-p)(q+p)/12 
( r ' -p ' ) (q-p) /6 

- (r^-p0(q-p)(2q>r>p0/24 
(r ' -p ' ) (q-p)/6 

Simplificant, 
— p+q 

2 
- ^ P W Í L 

4 

Fixem-nos que en la base del tetraedre T i utilitzem (p, q) en l 'eix 
de les U , i (p', q' , r ' ) en l 'eix de les V , per la qual cosa l'abscissa del 
centre de gravetat és la mitjana de (p, q), (p+q)/2, mentre que 
l'ordenada és la mitjana de les mitjanes de (p', q') i (q', r '): 

[(p^+qO/2]+[(q--hrO/2] ^^'+2q+f 
2 4 

Fig.7.12 Centres de gravetat deis tetraedres 

Efectuant els mateixos cálculs per la resta de tetraedres, obtenim 
els centres de gravetat: 

— q+r — p'+2q'+r' 
U2=-— \2=—— 

2 4 
— p+2q+r - p'+q' 

4 2 
— p+2q+r - q"+r' 

4 2 
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Si designem per M i , M 2 , M3 i M4 les masses deis tetraedros T i , 
T 2 , T3 i T4, respectivament, llavors les coordenades (u , v )de l centre 
de gravetat de la pirámide es comproven que venen donades per 

—_ M i . u i + M 2 . U 2 + M 3 . U 3 + M4.ir4 
M 1 + M 2 + M 3 + M 4 

—_ M i . V I + M 2 . V 2 + M 3 . V 3 + M4.V4 

M 1 + M 2 + M 3 + M 4 

Substituint les masses que ja hem calculat amb anterioritat per 
determinar els centres de gravetat 

'=/[ M i = I I d M = 
_ (r--pO(q-p) 

6 

i també 

M 2 = ( ^ ' - p ' ) ( ^ - q ) 
6 

(r-p)(q'-p') M4=<^-p>( '̂-q'> 
6 

obtindrem que 

3p+2q+3r 
8 

- ^ 3 p j f 2 q W 
8 

[7.53-54] 

Notem que aquests dos valors resulten de fer tres mitjanes 
consecutives. En efecte, així ü ve de la terna (p, q, r) i fem les 
següents mitjanes tal com indiquem 

p±q + q+£ 
_2 2 _ + P ± I P+2q+r ^ p+r 

^ C N - 2 2 ^ 4 2 _3p+2q+3r 
2 2 8 

Emprant les formules [7.28] i [7.32] 

u=(2x+y)/3 i v=(x-l-2y)/3 

podem aíllar x i y donant 

x = 2 u - V y=-u+2v [7.55-56] 
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Desfent aquests canvis, el centre de gravetat del punt borros 
d'equilibri de Cornot-Nash resultará 

xcN= 2.U-V i ycN= -U+2.W 

Substituint per [7.53-54] i simplificant, resulta 

- _ 8a - 2.(3ci+2c2+3c3) + (3c'i+2c'2+30-3) 
2 4 b 

- ^ 8 a - 2.(3C'I+2C'2+3C-3) + (3ci+2c2+3c3) 
24b 

[7.57] 

[7.58] 

Com a conclusió, podem dir que el punt d'equilibri de Cournot-
Nash del model de duopoli en context d'incertesa, donat peí número 
borros D, pot desfuzzificar-se en el valor crisp (xcN. VCN) i que la 
possibilitat de que es veriqui és igual a la imatge de la seva funció 
de pertinenga. És a dir, 

I ^ B ( X C N , ycN) • 

E x e m p l e 

Prenent com a cas particular del model de duopoli en context 
d'incertesa les constants i els números borrosos respectius 

a=21 , b=l , c=(3, 12, 15) i c'=(6, 9, 18) 

tindrem que les funcions de pertinenga deis números borrosos A 
i B, expressades per [7.26-27], son: 

^tX(x, y)= 

M^i(x, y)= 

-6+2x+y 
3 

18 -2x -y 
9 

-3+2x+y 

9 

si ^ < V < irJL 
2 2 

9 : ^ 
2 

3-y 

SI ^ y ^ 
2 2 

1 8 ^ 
2 

12-y 
si ^^-^ < X < 

2 2 
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L a intersecció D = A r i B , en forma de pirámide, donará lloc a 
diferents paraMelograms, segons els diferents valors del grau de 
verosimilitud a . 

En aquesta figura hem representat els a-tál ls corresponents a les 
al9ades O, 0 3 , 0'8 i 1, on suposem també que x>0 i y>0 degut a la 
no negativitat de les variables económiques que en el nostra cas son 
el preu i la quantitat d'equilibri: 

Fig.7.13 a-talls del número borros D 
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Fent els canvis [7.28-35] obtindrem que 

u=(2x+y)/3 i v=(x+2y)/3 

i on els nous parámetres serán 

p=2 , q=3 , r=6 , p'=l , q'=4 , r'=5 

Les funcions de pertinen9a es transformaran en les formules 
[7.36-37], és a dir en 

^I(u,v)= 
^ si 2 < u < 3 

1 
^ si 3 < u < 6 

^ si 1 < V < 4 

| 5 ^ s i 4 < v < 5 

Efectuant la intersecció D = A n B , la nova funció de pertinen9a, 
[7.48], es convertirá en 

u-2 
6 ^ 
3 

v -1 
3 

5-v 

si 2<u<3 i 3u-5<v<7-u 

si 3<u<6 i 7-u<v<(u/3)+3 

si (v+5)/3<u<7-v i l<v<4 

si 7-v<u<3v-9 i 4<v<5 

Per tant, els quatre tetraedres serán 

Ti= (u,v,z)e / z=u-2 , 2 < u < 3 , 3u-5 < v < 7-u 

T2= (u,v,z)e R^ / z= ^ , 3 < u < 6 , 7-u < v < -UL +3 
3 3 

T 3 = ( ( u , v , z ) € R ^ / z = ^ , l < v < 4 , v+5 .<u<7-v 
l 3 3 

T4= (u,v,z)e R^ / z= 5-v , 4 < v < 5 , 7-v < u < 3v-9 

Les coordenades ( u i , vi) deis centres de gravetat d'aquests 
tetraedres son respectivament 

( ¥ i , 7 i ) = (5/2, 7/2) (Í2,72)= (9/2, 7/2) 

(Ü3,V3)= (7/2, 5/2) (F4,V4)= (7/2, 9/2) 
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E l centre de gravetat de la pirámide será, dones, per [7.53-54], 

G(ü, "v)=(15/4, 13/4)=(3'75, 3'25) 

Fig.7.14 Centre de gravetat de l'exemple 

Observem de la gráfica que G pertany a les fronteres de T2 i T3. 

Per tant, la funció de pertinenga la podem donar per alguna de les 
dues maneres següents: 

z=(6-u)/3=(6-3'75)/3=075 , z=(v-l)/3=(3'25-l)/3=0'75 

Finalment, passant a les coordenades origináis x i y, 

xcN= 2ü-v= 17/4=4 '25 ycN= -"ü+2v= 11 /4=2 '75 

En resum, podem dir que el punt d'equilibri és (4'25, 2'75) amb 
una possibilitat de 0'75, o sigui del 75%. 
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C A P Í T O L 

8 
OPTIMITZACIÓ 

DINÁMICA 
BORROSA 

E n aquest capítol analitzem el cas d'un monopoli que desitja 
Hangar al inercat un nou producte, la demanda del qual sigui 
una funció lineal tant del preu (p) com de la seva taxa de canvi 
(p') . Normalment els estudis de marketing realitzats ens 
indiquen que els preus iniciáis i fináis del producte, en un 
per íode de prova determinat, poden considerar-se com a 
conjunts borrosos. 

E l nostre objectiu será e l de determinar l a funció de preus 
del producte, durant aquest període, de manera que es puguin 
maximitzar els beneficis totals obtinguts en la seva venda. 

A m b aquesta finalitat els mitjans que emprarem serán les 
técniques de Foptimització dinámica clásica de funcionáis, amb 
particular la coneguda equació d'Euler. E l model economic que 
utilitzarem será el model d'Evans d'una empresa monopolística 
destinat a la maximització deis beneficis totals. 
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8.1 OPTIMITZACIÓ DINÁMICA CLÁSSICA 

8.1.1 C O N C E P T E D E F U N C I O N A L 

Resumim en primer lloc l a part de l 'Annex B , «Equacions 
diferencials i en diferencies finitos», que fa referencia a aquesta 
important noció de 1'Análisi. 

Un funcional és una aplicació que fa correspondre a cada funció o 
trajectoria y(t), definida en un interval [O, T], un valor numéric real, 
que el simbolitzarem per V[y(t)]. Esquemát icament , i dins un 
context económic, podem partir d'una funció de preus i deduir el 
funcional deis beneficis totals: 

F U N G I Ó : F U N G I Ó A D D I C I O N A L : F U N C I O N A L : 

y=y(t) F(t)=F(t, y ( t ) , y ' ( t ) ) V[y( t ) ] 

(Preus) (Beneficis) (Benef. totals) 

Fig.8.1 Definició de funcional 

Observem que, a partir de la funció de preus y=y(t), fem servir 
una funció addicional F(t), que pot dependre del temps, del preu i 
del ritme de variació d'aquest preu, y'(t). 

Preus 

y(t). 

o Temps T 

Beneficis 

Benef. 
totals 

F(t). 

o Temps 

Fig.8.2 Gráfica de y(t), F(t) i V[y(t)] 

E l funcional, que haurem d'optimitzar, V[y(t)], será l 'área tancada 
per F(t), els eixos i l a recta vertical en el temps final T. 
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Matemáticament, el funcional equivalent a l 'área sota la corba de 
beneficis vindrá expressat per 

[8.1] 

8.1.2 E Q U A C I Ó D ' E U L E R 

E l problema a resoldre será, dones, el d'optimitzar el funcional 
anterior sota les que anomenem condicions de frontera: 

y(0 )=a y (T)=b [8.2-3] 

És a dir, els preus inicial i final de l'interval de temps considerat 
serán a i b, respectivament. 

y2(t) 
F. óptima y(t) 

.QÍT,b) 

P(0,a) 

'o 

mi"'' 

F. admissibles 

F. perturbadora 
•••••••Mi 

Fig.8.3 Funcions utilitzades 

Com podem veure en la gráfica anterior emprarem: 

- Unes funcions admissibles, y(t), que suposem continúes fins a 
la segona derivada i que compleixen les condicions de frontera. 

- Una funció óptima, y(t), o sigui una funció admissible que 
s'ha de determinar amb la finalitat de qué optimitzi el funcional. 
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- Una funció pertorbadora, z(t), és a dir, una funció de valors 
nuls al principi i al final del període que introduím per calcular la 
funció óptima. 

Quant a aquesta última funció z(t) considerarem que les funcions 
admissibles y(t) provenen de la funció óptima y(t), pero afectades 
d'una pertorbació proporcional a la funció pertorabadora, e.z(t), on e 
és un nombre real. Per tant, 

Fixem-nos que quan el parámetre e és nul llavors la funció 
admissible coincideix amb la funció óptima. 

L a finalitat d'introduir la funció pertorbadora és que així totes les 
funcions admissibles y(t), entre les quals hem de trobar la funció 
óptima, dependran únicament del parámetre £, perqué y(0 i z(t) 
son fixes. 

En conseqüéncia, el funcional V[y(t)] dependrá només d'e, i podem 
escriure 

Evidentment, la condició que ens permetrá trobar l 'óp t im será 
r anuí lacio de la seva derivada 

Observem que hem posat E=0 perqué ja hem dit que en aquest 
cas la funció admissible és 1'óptima. 

En l 'Annex B , situat al final de la tesi doctoral, hem efectuat tots 
els cálculs necessáris, com els de derivado sota el signe integral, la 
regla de la cadena per funcions de varíes variables i la integrado 
per parts. 

y(t)= y(t) + £.z(t) [8.4] 

dV(e) = 0 [8.6] 
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E l resultat d'aquestes operacions és la coneguda equació d'Euler. 

[8.7] 
d¥ . d = 0 
dy dt 

Com que F(t)=F(t, y(t), y'(t)), també aF/9y ' será funció del temps t, 
de y(t) i de y'(t), per la qual cosa podem continuar transformant 
l 'equació [8.7], obtenint al final Vequació d'Euler desenvolupada: 

3y'.3y' 
- .y" + 

a^F a^F 
= 0 

dy\dy dy\dt dy 
[8.8] 

8.2 OPTmiTZACIO DINAIMICA BORROSA 

8.2.1 O P T I M I T Z A C I Ó D ' U N F U N C I O N A L A M B C O N D I C I O N S 
B O R R O S E S A L A F R O N T E R A 

E l problema que plantegem és optimitzar un funcional del tipus 
analitzat en el cas crisp 

V[y(t)]= F(t, y(t), y'(t)).dt 
Jo 

pero amb les condicions de frontera borroses: 

y(0) = yo i y(T) = yx [8.9-10] 

on, com ja hem dit, y(t) representa totes les funcions admissibles 
en rinterval [0,T] i F és una funció de classe C^, és a dir, és continua 
amb derivades parcials primeros i segones continúes. A mes yo i yx 
son dos números borrosos discrets que preñen valors en els 
subconjunts A i B d'R definits per: 

A={xieR / i=l,2,...,n) i B={yjeR / j=l,2,...,m 
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Per tant, les condicions de frontera borroses serán 

yo=|( x¡ , |lyo(Xi)) / Xi€ A ¡ i yT=(( yj , Py-riVi)) I YjS B 

Per tal d'optimitzar aquest funcional, utilitzarem també l 'equació 
d'Euler desenvolupada 

3 ^ a ¥ , a^F 3F _ 
-y + .y + = 0 ^y^^y ' By'.ay ay'.at 3y 

on t ha de pertányer a l'interval d'extrems O i T. 

Suposant que es pugui resoldre aquesta equació diferencial de 
segon ordre a partir de funcions elementáis, la solució general será 
del tipus 

y(t)= G(t, C i , C 2 ) 

Imposant les condicions de frontera considerades anteriorment, 
tenim per t=0 i t=T, respectivament, 

yo=G(0 ,C i ,C2) i yT= G(T, C i , C2) 

En resoldre aquest sistema d'equacions borroses discret s'obté 

Ci= gi(yo. yT) C2= g2(yo> Y T ) [8.11-12] 

Finalment, per cada valor que preñen els números borrosos 
discrets yo i Y T obtenim nxm trajectóries optimes del tipus 

y ij(t)= G (t, giCxj, yj), g2(Xi, yj)) [8.13] 

on i=l , 2,..., n i j= l , 2,...,m. 

E l conjunt format per totes aqüestes trajectóries optimes és el 
conjunt borros 

" " ^ ^ [8.14] y(t)=(( yij(t), |iy(t)(yij(t)))) 

on la funció de pertinenga és 

M9'(t)(yij)= M ^ i ) ^ ^^yríyj) 
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Així dones, queda definit un conjunt borros en el referencial de 
totes les trajectories admissibles definides a l'interval [0,T]. 

Molts deis problemes dinámics que es plantegen en la teoria económica 
involucren l 'ús de l 'optimització de funcionáis. E n el següent apartat ho 
aplicarem al cas d'una empresa monopolista. 

8.2.2 E L M O D E L D I N A M I C D ' E V A N S 

Considerem el cas d'una empresa monopolista que produeix un sol 
article amb la següent funció de costos totals 

C(t)= a [q(t)]2 + p q(t) +Y [8 .15] 

on a ,p ,7>0 i on q=q(t) representa la quantitat produída, que en 
l 'equilibri és igual a la quantitat demandada. 

Aquesta quantitat q suposarem que no només depén del preu p(t), sino 
també de l a rao de canvi del preu p'(t) segons l'equació 

q(t)= r - s .p(t) + h .p ' ( t ) [8 .16] 

on a,b>0 i hí¿0. 

D'altra banda, el benefici de l'empresa ve donat per 

[8.17] B(t)=: p(t) .q(t) - C( t ) 

Substituint per [8.16] i després per [8.15], resulta que els beneficis 
dependran del preu p i de la seva derivada p', en la forma 

B(p , pO= a i i . p 2 +a i2 .p .p ' +a22.(p02 +aio.p +a20.p ' +aoo [8.18] 

on els coeficients son 

a i i = -s.(l+a.s) 

aio= r+2a.r.s+3.s 

ai2= h.(l+a.s) 

a20= -h.(2a.r-f-p) 

a22= -a.h2 

aoo= -a.r^-p.r+y. 
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L'objectiu de l'empresa monopolista será el de calcular la trajectoria 
óptima del preu p(t) que maximitzi el benefici total B en un període de 
temps finit [O, T]. 

Per tant, caldrá maximitzar el funcional 

[8.19] 

subjecte a les condicions borroses de frontera 

5(0) =po i p(T)=pT [8.20-21] 

on T, po i PT son expressions conegudes. 

Recordem que Po i P T son dos números borrosos discrets que preñen 
valors en els subconjunts finits A i B , de n i m elements respectivament, 
deis nombres reals 

P0=(( Xi , ^po(Xi)) / Xje A j i pT=|{ Yj , ^pT(yj)) / yje B 

8.2.3 S O L U C I Ó D E L ' E Q U A C I Ó D ' E U L E R 

Per tal d'aplicar l'equació d'Euler que optimitza el funcional V , calculem 
les derivades parcials de primer i segon ordre següents en [8.18]: 

5B ^ . 36 . . 
— = 2.ai 1 .p+ai2.p +aio = ai2.p+2.a22.p +a2o 
dp 3p' 

^ a^B a^B • 
= 2.a22 = ai2 = O 

ap'.3p' 3p.ap' dtdp 

Substituint pels valors deis coeficients ay, 

^ =-2b(l+a b)p(t) + (a+2aab+pb) + h(l+2ab)p'(t) 
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— =-2a p'(t) -h(2aa+(3) + h(l+2ab) p(t) 
ap' 

ap'3p' apap' 
= h(l+2ab) a^B 

atap' 
=0 

Substituint en l 'equació d'Euler desenvolupada [8.8], que, com 
que F=B i y=p(t), es transforma en 

a^B a^B . a^B aB ^ 
:P + .p + = 0 ap'.ap' ap'.ap ap'.at ap 

tenim, després d'operar. 

a+2a.a.b+p.b 

2a.h^ 
[8.22] 

Si a continuació fem els canvis 

^_b(l+a b) . ^_ a+2aab+ |3b 

ah^ 2ah^ 

l'equació diferencial [8.22] ens quedará en la forma 

[8.23] P^^(t) - r .p ( t ) = -s 

Resolent aquesta equac ió diferencial de segon ordre de 
coeficients constants, obtenim 

p(t)=Ciê t + C2e-^-í + ̂  [8.24] 

A cont inuació deduirem els coeficients C i i C2 imposant les 
condicions de frontera, que per t=0 i t=T son respectivament 

P0= C i + C 2 + ^ [8.25] 

PT= C i . e ^ T + c 2 . e - ^ T + s . [8.26] 
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Resolem el sistema l ineal amb incógn i tes borroses 

C i + £2 = PO - ^ 

e ^ T . C i + e - ^ T . C 2 = PT - | -

emprant la no t ac ió matr icial 

/ 1 1 Í P O - ^\ r 

.Olí ^ P T - s. 
r / 

Mul t ip l i can t cada membre per la matriu inversa 

Ci ' 1 1 1 -1 'po - ^\ r 

\C2. i e^-T e-VT.T J (PT _ s, 
r / 

Trobant directament aquesta inversa 

C i 1 ' e - ^ -T -1 PO - ^ \ r 

Pl) e - f r . T . e ^ . T ' . - e ^ T 1 / PT 
V 

- s. 
r / 

Mul t i p l i can t i identificant termes, t indrem 

C i = 
(po - s_ e - ^ . T _ P T - f - ) 

C i = 
e - ^ . T _ e^^r.T 

C2= 
- (po PT - \ ] 

C2= 

[8 .27] 

[8 .28] 

F i n a l m e n t , subs t i tu in t pels va lo r s Xi i yj que p renguin els 

n ú m e r o s borrosos discrets po i P T , respectivament, obt indrem unes 

t ra jec tór ies optimes del tipus 

Pij(t)= 
.-fT.T _ p^ .T 

[xi-S -).e^-T+ yj - -
-.e^r-t + r/ 

.-V^.T _ pVT.T .e -VT.t , s. [8.29] 

on i = l , 2, n i j = l , 2, m. 
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Aleshores, el conjunt borros format per totes les mxn trajectories 
de [8.29] és 

P(t)={(pij(t) , |ap(t)(pij(t)))¡ 

on la funció de pertinenga és 
Mí'(t)(Pij)= M ^ i ) ^ ^^PT^yp 

Observem que aquest conjunt borros está definit en el referencial 
de totes les trajectories admissibles en l'interval [0,T]. Per tant, 
queda definit un conjunt borros de les trajectories del preu que 
maximitza el benefici amb el seu corresponent grau de pertinen^a. 

Fent ús de la mitjana ponderada respecte ais graus de pertinenga 
podem desfuzzificar el conjunt borros anterior, prenent p*(t) com 
la trajectória óptima esperada, és a dir: 

Í=l VÍ=1 
P*(t)= ^ 

m 

j=i Vi=i [8.30] 

E x e m p l e 

Mostrarem a continuació un exemple numéric desenvolupant tots 
els cálculs amb la finalitat de clarificar els conceptes que apareixen 
al llarg de tot aquest capítol. 

Considerem en primer lloc les variables següents , conjuntament 
amb els símbols i les unitats de mesura: 

- Quantitat demandada: q (unit.) - Costos: C (u.m.) 

- Preu: p (u.m./unit.) - Temps: t (per.) 

- Taxa de canvi del preu: p ' (u.m./per.) - Beneficis: B (u.m.) 



278 ni. A P L I C A C I O N S E N L ' Á M B I T E C O N Ó M I C 

Suposem que la funció de costos C(t) i la funció de demanda q(t), 
que simplifiquem per C i q, son, respectivament, 

C=0 ' l .q2 +1.000 i q=144-8.p+100.p' 

on també hem simplificat el preu p(t) i la seva derivada p'(t) per 
p i p' , respectivament. 

En aquest cas, la funció de beneficis de l'empresa monopolista és, 
emprant [8.18], 

B(p, p > -14'4.p2-1000.(pO2+260.p.p' +374'4.p -2880.p' -3073'6 

S i , a mes, suposem que el período és T=5 anys, llavors el 
problema d'optimització dinámica que ens proposem calcular és 
optimitzar el funcional de p(t) en aquest període. 

És a dir, es tracta de calcular el máxim de 

V[p]= I B(p, pO.dt 

amb les condicions borroses en la frontera 

p(0)=po p(5)=pT 

essent, per exemple, el preu borros de llan9ament, t=0, de 9 u.m. 
amb grau de confian9a O ' l , de 10 u.m. amb grau 1 i de 12 u.m. amb 
grau O'3. Ho escriurem com 

P0={(9, O' l) , (10, rO) , (12, 0'3)i 

i el preu borros al final del període, t=5, 

fT=í(13, 0-2), (15, rO) , (16, 07)) 

Comencem, com és lógic, per l 'equació diferencial de segon ordre 
d'Euler 

ap'.ap' ap'.ap ap-.at ap 
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Calculant les derivades parcials pertinents, obtenim els cinc 
valors següents 

— = -28'8.p+260.p'+374'4 — = -20O0.p'+260.p-2880 
9p 3p' 

3p.3p' 3p'.3p' 3t.3p' 

Substituint aqüestes derivades en l'equació d'Euler, i simplificant, 
ens queda l 'equació diferencial 

p " - 0'0144p = - 0'1872 

Resolent-la, calculant amb aquesta finalitat la solució de l 'equació 
homogénia, la solució de l 'equació particular, i sumant, ens queda 

p(t)= Ci.e0'12.t+C2.e-O'12.t+ 13 

Ara bé, suposem que en diferents estudis del mercat, dissenyats 
peí llangament del nou producte, s'han obtingut els següents preus 
unitaris, conjuntament amb les seves respectives possibilitats o 
graus de confian9a que ens mereixen els preus. 

fo=¡(9 , O ' l ) , (10, rO), (12, 0'3)) 

fT=((13, 0'2), (15, l'O), (16, 07) ) 

Notem que aquests números borrosos discrets, ja indicats en la 
página anterior, son les condicions de frontera per t=0 i t=T=5. 

En el cas borros la funció óptima vindrá expressada per 

5(t)= Ci.e0'l2.t + £2 . e -0 ' l2 . t+i3 

Imposant les condicions en la frontera, obtindrem el sistema que 

ens permetrá deduir els coeficients Ci i C2, 

Ci + £2 = po - 13 

eO'6.Ci +e-0'6.C2 = pT - 13 
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Resolent el sistema anterior, emprant l 'aritmética deis intervals 
per aquests subconjunts borrosos de carácter discret, ens queda 

C i = -0'431.po + 07853.PT - 4'6059 

C2= r431.po - 0'7853.pT - 83941 

Finalment, substituint pels valors Xi i yj que prenguin els 
números borrosos discrets po i pT . resultaran les diferents 
trajectories optimes 

Pij(t)= (-0'431.Xi+0'7853.yj-4'6O59).e0'12.t + 

+ (r431.Xi-0'7853.yj-8 3 941).e-0'l2.t + 13 

on i=l , 2, 3 i j= l , 2, 3. 

D e p o i p T deduím que xi=9, X2=10 i X3=12 amb nivells de 
presumpció O ' l , l'O i 03, respectivament, i yi=13, y2=15 i y3=16 
amb graus 0'2, l'O i 07, respectivament. 

En conseqüéncia , les 3x3=9 trajectories que maximitzen el 
benefici total venen donades per 

Pl l ( t )= r724.e0'l2.t - 5'724.e-0'l2.t + 13 

Pl2(t)= 3'294.e0'l2.t _ 7'294.e-0'12.t + 13 

pi3(t)= 4'080.e0'l2.t . 8'ogo e-0'l2.t + X3 

P2l(t)= r293.e0'l2.t . 4'293.e-0'12.t + 13 

P22(t)= 2'863.eO'l2.t . 5'863.e-0'12.t + 13 

P23(t)= 3'649.e0'l2.t . 6'649.e-0'l2.t + 13 

P3i(t)= 0'431.e0'12.t _ r431.e-0'12.t+ 13 

P32(t)= 2'001.e0'l2.í _ 3'001.e-0'^2.t+ 13 

P33(t)= 2787.e0'l2.t . 3787.e-0'12.t+ 13 
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Quant ais graus de possibilitat ¡i, será el mínim deis graus de 
possiblitat deis preus. 

Construim a continuació una taula de valors per les 9 trajectóries 
anteriors i pels anys t=0, 1, 2, 3, 4 i 5, indicant també el grau de 
possibilitat: 

0 1 2 3 4 5 

Pn 9 9'867 10'689 11'478 12'245 13 0'2 

Pl2 9 10-245 11'450 12'633 13'810 15 0'5 

P l 3 9 10'434 11'830 13*211 14'594 16 0'5 

P2I 10 10'650 11'267 11*858 12'433 13 0'2 

P22 10 11028 12'028 13'013 13'999 15 l'O 

10 11'217 12'408 13'592 14'783 16 0'7 

12 12'217 12'422 12'619 12'811 13 0'2 

¥32 12 12'594 13'183 13'774 14'377 15 0'3 

P 3 3 12 12'783 13'564 14'352 15'160 16 0'3 

A la página següent, hem dibuixat aqüestes 9 trajectóries, tot 
observant que les trajectóries optimes mínima i máxima son la l a i 
la 9a, és a dir 

Pmín(t)= r724.e0'12.t . 5'724.e-0'12.t + 13 

Pmáx(t)= 2'787.e0'12.t . 3'7g7.e-0'12.t + 13 

Realitzant l a mitjana aritmética ponderada de les 9 trajectóries 

P*(t)= 

3 / 3 _ 
X X Pij(oíp(t)(Pij) 
j=l 

3 /3 _ _ 
X Xíp(t)(pij) 
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Substituint, obtindrem la trajectória óptima ponderada 

p*(t)= 2'879.e0'12.t _ 5'777.e-0'12.t + 13 

Fig.8.4 Trajectories que maximitzen el benefici total 

Dibuixem les trajectories de preus máxima, mínima i ponderada: 

Fig.8.5 Trajectories deis preus óptims 
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Si considerem el temps discret i que els preus variín anualment, 
els preus optims venen representats per la gráfica següent; 

16 

15<> 

14 o 

13 (• 

1 2 ? 

I p Preus óptinis 16 

15'160 

14'352 

13'564 

12783 

12 

11 <• 

l O c t f ^ ^ 

9 ó 
9 

Hl2'I16h' 

| l l ' 1 2 3 ^ 

9'867 

10'689 

«114 078^1 

11'478 

H 1 5 0 7 5 ^ 

12'245 

13 

Max. 
Pon. 

Mín. 

Fig.8.6 Trajectóries óptimes en temps discret 

Observem que els preus de venda del producte, en els diferents 
anys, que proporcionen un benefici total máxim, están situats en la 
zona ombrejada. 

Finalment, prendrem com a mil lor solució la trrajectória deis 
preus ponderáis, requadrats en la figura anterior. 
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ANNEX 

A 
CONJUNTS 

ORDINARIS 

Tots els objectes del nostre pensament es consideren ben 
definits si tenim un criteri que ens permeti afirmar si dos 
d'aquests objectes x i y son iguals o diferents. Escriurem 

A) X =y (iguals) B ) x # y (diferents). 

E l concepte d'igualtat entre objectes s'ha d'entendre de la 
següent manera: «havent considerat un mateix objecte de dues 
maneres diferents, aquest ha pogut rebre dues denominacions 
diferents representades per x i y. Aleshores, cal teñir un criteri 
per adonar-nos-en que es tracta del mateix objec te» . Per 
exemple, el resultat d'elevar 2 al quadrat l i diem x, el resultat 
de dividir 8 per 2 l i diem y, llavors les regles de l 'aritmética 
ens asseguren que x =y. 

C a n t o r 1 defineix un conjunt com: «qualsevol c o M e c c i ó 
d'objectes ben determinats i ben diferenciats en la nostra 
percepció o pensament, agrupats en un tot». 

1 C A N T O R , G. Gesammelte Abhandlungen. Ed. Springer. Berlín, 1932. p.282. 
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Aquesta noció primaria de conjunt donada per Cantor és molt 
amplia, fet que ens porta a algunes paradoxes com la coneguda 
paradoxa de RusselP: «considerem el conjunt A format per tots 
els conjunts B que no es contenen a ells mateixos (B no és un 
element de B ) , aleshores ens preguntem, está el conjunt A 
contingut en ell mateix? 

L a resposta a aquesta pregunta pot ser "s í" o "no". S i 
contestem que "sí" , estem afirmant que A está contingut en A , 
és a dir, que A és un element d 'A, pero aixo está en contradicció 
amb la definido donada del conjunt A , ates que aquest conjunt 
está format per tots els conjunts que no es contenen a ells 
mateixos. Si contestem que "no", aleshores A no está contingut 
en A . D'altra banda, per la propia definició del conjunt A , 
aquest és un element del conjunt, la qual cosa és absurda. 
Concluím dones que la pregunta plantejada no admet cap de les 
respostes anteriors. 

Deixant de banda aquesta paradoxa i altres análogues a ella, 
observem que el concepte de conjunt donat per Cantor és 
suficientment general i simple per ais conjunts que nosaltres 
utilitzarem, pero perqué no doni lloc a confusió, tindrem en 
compte els següents tres punts: 

1) Donat un objecte qualsevol, podem decidir si pertany o no 
pertany al conjunt. 

2) Tots els elements que constitueixen un conjunt son 
diferents. 

3) Un element d'un conjunt no pot ser el propi conjunt. 

2 R U S S E L L , B . ; W H I T E H E A D , A . N . Principia Mathematíca. Cambridge. 1910-
1913. Tom I, V o l 3. pág.40. 
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A.l GENERALITATS SOBRE CONJUNTS ORDINARIS 

A.1.1 D E F I N I C I Ó D E C O N J U N T 

Per definir un conjunt haurem de precisar quins son tots i 
cadascun deis seus objectes que el formen i aixo es pot fer 
essencialment de dues maneres diferents: 

1) P E R E X T E N S I Ó : anomenant cadascun deis elements del 
conjunt. Per exemple, el conjunt A format per tots els nombres 
naturals parells compresos entre 1 i 9, escriurem 

A={2, 4, 6, 8} 

Quan un conjunt ve definit per extensió, per saber si un objecte 
determinat pertany o no a aquest conjunt, només ens cal observar 
si ha estat nombrat o no entre els elements del conjunt. Aquesta 
definido per extensió, tot i ser la mes natural, no sempre és 
l'adequada. 

Si per exemple ens demanessin que definíssim el conjunt de totes 
les persones que viuen a Catalunya en un cert període de temps, és 
evident que el podríem donar enumerant tots i cadascun deis seus 
elements, pero aixo comportarla un cost important de temps i una 
dificultat afegida degut a la freqüéncia de naixements, defuncions, 
immigracions i emigracions que es produeixen durant aquest 
període de temps. 

2) P E R C O M P R E N S I Ó : enunciant una propietat que l a comple ix in 

tots els elements del conjunt i n o m é s el ls . Podem di r que aquesta 

propietat és l a propietat ca rac t e r í s t i ca del conjunt. S i designem per 

p aquesta propietat, podem escriure e l conjunt A de l a s e g ü e n t 

m a n e r a : 

A={x / X compleix la propietat p} 

Per exemple, el conjunt A de tots els punts del p ía situats sobre la 

c i r cumfe rénc i a de centre l 'origen i de radi unitat, l 'expressarem c o m 

A={(x,y)/x2+y2=l} 
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L a definició per comprensió és Túnica possible si el conjunt té 
infinits elements. Notem que en una definició d'un conjunt per 
comprensió per saber si un objecte pertany al conjunt, és suficient 
veure si compleix la propietat característica del conjunt. 

Per indicar que x és un element deis que constitueixen el conjunt 
A , utilitzarem el símbol e, anomenat signe de pertinenga i llavors 
escriurem xe A . Quan x no sigui un deis objectes que formen el 
conjunt A , escriurem x í A . 

A.1.2 C O N J U N T S B U I T I U N I V E R S A L 

1) C O N J U N T B U I T : Definim el conjunt buit i el representem per 0 
com aquell conjunt que no té cap element: 

0=(x / X ?í X ) 

Aquesta definició ens porta a una situació compromesa amb la 
definició de conjunt segons Cantor, ja que hem dit que un conjunt és 
una agrupado d'objectes i ara no tenim objectes per agrupar i , per 
tant, no podem construir el conjunt. Per evitar aquest problema 
hauríem d'entrar en la teoria axiomática de classes de Zermelo, que, 
com ja hem dit anteriorment, no és l'objectiu d'aquest treball 
analitizar aquest tipus de qüest ions. Per tant, aquesta definició 
l'entenem des d'un punt de vista totalment intuítiu. 

No obstant aixó, l a introdúcelo del conjunt buit portará, com ja 
anirem comprovant al llarg d'aquest annex, molts avantatges. 

2) C O N J U N T U N I V E R S A L : En les aplicacions de l a teoria de 
conjunts, és important utilitzar un conjunt que contingui tots els 
elements que formen els conjunts que es fan servir en cada cas. 
Aquest conjunt, format per tots els subconjunts que son objecte 
d'estudi l i direm conjunt universal o també referencial i e l 
representarem generalment per E . Podem dir que el referencial ens 
proporciona l'ámbit en qué opera aquesta teoria. 
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A.1.3 O P E R A C I O N S E N T R E C O N J U N T S 

1) I N C L U S I Ó D E C O N J U N T S : Direm que un conjunt B está indos en 
un conjunt A quan tots els elements de B pertanyen a la vegada a A 
i , en aquest cas, escriurem 

B e A <^ ( x e B => x e A ) 

Sinonims de B está indos en A son per exemple que B és una part 
d 'A, que B és un subconjunt d'A o que A conté a B . 

Si B está indos en A i existeix almenys un element d ' A que no 
pertany a B , direm que es tracta d'una una indusid estricta, a 
diferencia de 1'anterior que l i diem inclusió amplia. Escriurem 

B c A 

Considerem totes les parts d'un conjunt A , les quals defineixen un 
nou conjunt anomenat conjunt de les parts d 'A que designarem per 
P(A). Així dones, tenim que 

B C A <^ B e P ( A ) 

Cal no confondre els símbols de pertinenga i d ' inclusió. Així, per 
exemple, si a és un element d ' A , aleshores 

a s A ^ {a}cA {a}eP(A) {{a}}cp(A) 

Notem que per qualsevol conjunt A , es verifica 

0 e P ( A ) i A € P ( A ) 

2) I G U A L T A T D E C O N J U N T S : Direm que dos conjunts son iguals i 
escriurem A=B si teñen els mateixos elements. E n conseqüéncia 
deduím que cadascun d'ells haurá d'estar contingut en 1'altre: 

A=B ( A e B i B S A ) 

E n cas contrari, és a dir si no son iguals, direm que els conjunts 
son diferents i escriurem A T ^ B . 
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3) I N T E R S E C C I Ó D E C O N J U N T S : Donats dos conjunts A i B d'un 
mateix referencial E s'anomena intersecció, i es designa per A n B , el 
conjunt descrit pels elements comuns a A I B . És a dir, 

A n B = { x e E / x e A i xeB} 

Quan la intersecció de dos conjunts A i B és buida, direm que A i 
B son dos conjunts disjunts. 

4) U N I Ó D E C O N J U N T S : S'anomena unió de dos conjunts A i B d'un 
mateix referencial E i es designa per A u B , el conjunt deis elements 
que pertanyen almenys a un deis dos conjunts. Per tant, 

A u B = { x e E / x e A o xeB} 

5) C O M P L E M E N T A C I Ó D ' U N C O N J U N T : Donat un conjunt A d'un 
referencial E , s'anomena complementari de A i es representa per A ' 
el conjunt format per tots els elements del referencial que no 
pertanyen al conjunt A . Simbólicament 

A = {x6E/x«A} 

A . 1 . 4 P R O P I E T A T S D E L E S O P E R A C I O N S C O N J U N T I S T E S 

Si A , B i C son tres conjunts qualsevols d'un referencial E , llavors 
es verifiquen les següents propietats, totes elles de demostració 
immediata: 

1) C O M M U T A T I V A : 

A n B = B n A A u B = B u A 

2) A S S O C I A T I V A : 

( A n B ) n C = A n ( B n C ) ( A u B ) u C = A o ( B u C ) 



A. C O N J U N T S ORDINARIS 293 

3) I D E M P O T E N T : 

AnA = A AuA = A 

4) D I S T R I B U T I V A : 

An(BuC) = (AnB)u(AnC) Au(BnC) = (AuB)n(AuC) 

5) A B S O R C I Ó : 

Au(AnB) = A An(AuB) = A 

6) L L E I S D E M O R G A N : 

(AnB)' = (A')u(B)' (AuB)' = (A')n(B)' 

7) PRINCIPI D E L T E R C E X C L Ó S : 

An(A)' = 0 

8) PRINCIPI D E N O - C O N T R A D I C C I Ó : 

Au(A)' = E 

Les propietats associatives de la intersecció i de l a unió ens 
permeten escriure AnBnC i AuBwC , és a dir podem prescindir deis 
paréntes is . Per tant, juntament amb l a propietat commutativa, 
podem definir la intersecció i la unió de mes de dos conjunts sense 
necessitat d'establir un determinat ordre per a la rea l i tzació 
d'aquestes operacions. 

A mes, el principi del teiq exclós comporta que no existeix cap 
element que sigui d'un conjunt i del seu complementari albora. 
Quant al principi de no-contradicció ens afirma que els elements 
d'un conjunt i els del seu complementari son tots els elements del 
referencial. 

Aquests dos principis son molt importants per a nosaltres, tal 
com veurem en el proper tema. 
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A.2 RELACIONS ENTRE CONJUNTS 

A.2.1 P R O D U C T E CARTESIÁ 

1) P A R E L L A O R D E N A D A : Siguin dos conjunts qualsevols A i B 
diferents del conjunt buit. Donats x i y elements d ' A i d ' B , 
respectivament , definim la parella ordenada de primer element x i 
segon element y i la representem per (x, y) com el conjunt 

(x,y)={{x},{x,y}} 

T E O R E M A A . l . C A R A C T E R I T Z A C I Ó D E L A I G U A L T A T D E P A R E L L E S 

O R D E N A D E S «Donades dues parelles ordenados (x, y) i (z, t), es 
verifica (x, y)=(z, t) « • x=z i y=t.» 

Demostrado: Resulta de les següents equivaléncies 

(x,y)=(z,t) « {{x},{x,y}}={{z}, {z,t}} « 

« {x}={z} i {x, y}={z, t} <=> x=z i {x, y}={z,t} 

«> x=z i {x, y}={x, t} <=> x=z i y=t. • 

2) P R O D U C T E C A R T E S I Á D E C O N J U N T S : Donats dos conjunts A i B , 
s'anomena producte cartesiá d ' A per B i es representa per A x B el 
conjunt que té com a elements totes les parelles ordenados de 
primer element x pertanyent al conjunt A i segon element y 
pertanyent al conjunt B . Matemáticament, 

AxB={(x, y) / x e A i y e B } 

Les definicions de parella ordenada i de producte cartesia de dos 
conjunts es poden generalitzar al cas d'un número finit de conjunts 
A l , A 2 A n d e la següent manera: 

Donats x i e A i , x2eA2 , .... , X n e A n , definim la n-tupla de primer 
element x i , de segon element X2 , .... i d'enéssim element Xn com el 
conjunt definit per recurréncia per: 

( x i , X 2 , Xn) = ( ( x i „ X 2 , X n - l ) , Xn) 
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Observem que el producte cartesiá d'aquests conjunts és el 
conjunt format per totes les possibles n-tuples; és a dir, 

A1XA2X x A n = {(xi,X2, ...,Xn) / x ie A l , X2G A2, XnS A Q } 

En el cas particular que Ai=A2=. . . .=An=A el producte cartesiá el 
representem per A^^ i tenim 

{(xi, X2, Xn) / Xis A i=l,2,...,n} 

A.2.2 R E L A C I O N S B I N A R I E S 

En el llenguatge ordinari diem que dos elements están relacionats 
quan aquests compleixen una determinada propietat. Així , donada 
una propietat, hi haurá parelles d'objectes que la compliran. 

1) R E L A C I Ó B I N A R I A : Donats dos conjunts A i B , diferents del 
conjunt buit, una relació binaria R entre A i B és qualsevol 
subconjunt del producte cartesiá d ' A per B . Simbólicament, 

R c A x B 

Per indicar que dos elements están relacionats per R ho 
escriurem xRy. Per tant, 

(x,y)e R xRy 

Si succeix que A=B direm que R és una relació en A . 

2) C O M P O S I C I Ó D E R E L A C I O N S : Donats tres conjunts A , B i C 
diferents del buit, R una relació binaria entre A i B i S una relació 
binaria entre B i C, definim la relació composició SoR entre A i C 
com el subconjunt d ' A x C definit com 

SoR= {(x, z ) e A x C / 3 y € B (x, y)eR i (y ,z)€S} 

És a dir, 
x(SoR)z <^ 3ye B tal que xRy i yRz 
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3) R E L A C I Ó I N V E R S A : Donada una relació R entre els conjunts A i 
B , construím a partir d'ella una altra relació R-1 en el conjunt B x A 
que l i direm relació inversa d'R i que ve definida per 

R-l={(y, x ) e B x A / ( x , y ) € A x B } 

o bé 
y R - l x <^ xRy 

4) D O M I N I I R E C O R R E G U T D ' U N A R E L A C I Ó : Si R és una relació 
definida en A x B el domini d ' R , denotat per Dom(R), es defineix com 

Dom(R)= {xe A / (x, y)eR per qualsevol yeB} 

D'altra banda, el recorregut d'una relació R, denotat per Rec(R), es 
defineix com 

Rec(R)= {ye B / (x, y)e R per qualsevol xe A} 

5) R E L A C I Ó D ' E Q U I V A L É N C I A : Una relació R definida en un 
conjunt A direm que és una relació d'equivaléncia si compleix les 
tres propietats següents: 

1. Reflexiva: V x e A => xRx 

2. Simétrica: V x , y e A xRy yRx 

3. Transitiva: Vx ,y , ze A xRy i yRz xRz 

5) C L A S S E D ' E Q U I V A L É N C I A I C O N J U N T Q U O C I E N T : Donat un 
conjunt A i una relació d'equivaléncia R definida en A , anomenem 
classe d'equivaléncia d'element "a" al següent conjunt 

[a]= { x e A / xRa} 

A l conjunt format per totes les classes d'equivaléncia l i direm 
conjunt quocient i el denotarem per A /R , és a dir. 

A/R=([a] / [a] és una classe d'equivaléncia) 
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6) R E L A C I Ó D E P R E O R D R E : Una relació binaria < definida en un 
conjunt A direm que és una relació de preordre si verifica les 
propietats reflexiva i transitiva. A la parella(A, <) ranomenem 
conjunt preordenat. 

7) R E L A C I Ó D ' O R D R E : Una relació binaria < definida en un conjunt 
A diem que és una relació d'ordre si verifica les propietats: 

1. Reflexiva: V x e A x<x 

2. Antisimétrica: V x , y e A si x<y i y < x <=» x=y 

3. Transitiva: V x , y , z e A si x<y i y < z => x< z 

A la parella(A, <) l'anomenem conjunt ordenat, 

8) E L E M E N T S C O M P A R A B L E S : Donat un conjunt ordenat (A, <), 
diem que x, x' d 'A son dos elements comparables si es verifica que 
x<x' o bé que x'< x. 

Si tots els elements d'un conjunt ordenat son comparables, diem 
que A és un conjunt totalment ordenat. En cas contrari, direm que A 
és un conjunt parcialment ordenat. 

9) C O T A S U P E R I O R : Donat un conjunt ordenat (E, <) i un 
subconjunt ordenat (A, <) d 'E diem que un element a eE és una cota 
superior d ' A si es compleix que 

xe A x<a 

Observem que qualsevol be E tal que a<b també será una cota 
superior d ' A . Conseqüentment, un conjunt ordenat pot teñir mes 
d'una cota superior. 

Si A té almenys una cota superior, diem que A és un conjunt 
acotat superiorment. 
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Si un conjunt A está acotat superiorment, a la mes petita de les 
seves cotes superiors l i diem el suprem del conjunt A , simbolitzat 
per sup(A). Així, a és suprem si compleix les condicions següents: 

1. E l suprem a és una cota superior d'A. 

2. Si b és una cota superior d ' A i b<a, llavors a=b. 

En cas que a=sup(A)6 A , direm que "a" és el máxim d 'A . 

10) C O T A I N F E R I O R : Donat un conjunt ordenat (E, <) i un 
subconjunt ordenat (A, <) d 'E diem que un element ae E és una cota 
inferior d ' A si es compleix que 

x e A => a<x 

Observem, igual que en el cas anterior de cota superior, que un 
conjunt A pot teñir mes d'una cota inferior. Si A té almenys una 
cota inferior, diem que A és un conjunt acotat inferiorment. 

Si un conjunt A está acotat inferiorment, a la mes gran de les 
seves cotes inferiors l i diem Vínfim del conjunt A . És a dir, será 
a=ínf(A) si compleix les dues condicions següents: 

1. L'ínfim a és una cota inferior d'A. 

2. Si b és una cota inferior d ' A i a<b, llavors a=b. 

En cas que a=ínf(A)G A , direm que "a" és el mínim d'A. 

A.3 APLICACIONS ENTRE DOS CONJUNTS 

A.3.1 C O N C E P T E D ' A P L I C A C I Ó 

Considerem dos conjunts A i B diferents del buit i una relació f 
entre A i B . Diem que f és una aplicació entre A i B si f verifica les 
dues condicions següents: 



A . CONJUNTS ORDINARIS 2 9 9 

1. Dom(f)=A 

2)Vy,ze B tal que (x, y)€ f i (x, z)é f per algún xe A , llavors y=z. 

Intuitivament podem dir que una aplicació entre A i B és una llei 
(relació) tal que a cada element xe A se l i associa un i només un 
element ye B . 

Seguint la nomenclatura habitual, a un element arbitrari xe A 
l'anomenem variable, original o argument de l'aplicació f i l 'únic 
element ye B que está relacionat amb x l'anomenem imatge d'x per f 
i el denotem per f(x). A l conjunt de totes les imatges del conjunt A 
l'anomenem conjunt imatge d 'A i el denotem per f(A) o Im(f). 

Per designar una funció d'una manera simplificada utilitzem la 
següent notació: 

f: A ^ B 

X - » f ( x ) = y 

A mes, donada l'aplicació f: A -> B , anomenem graf de l'aplicació f 
el conjunt G(f) definit per 

G(f)= {(X, y )eAxB/y=f (x )} 

Notem que el conjunt anterior és igual al 

G(f)={(x,f(x))eAxB} 

A.3.2 ANTIIMATGE D'UN ELEMENT 

Sigui f: A -> B una aplicació. Per la definició de f, sabem que tot 
element xe A té una i només una imatge en B . Ara bé, donat un 
element en B , poden presentar-se qualsevol de les següents 
possibilitats: 

1. Que no sigui imatge de cap element d 'A. 

2. Que sigui imatge d'un línic element d 'A. 

3. Que sigui imatge de mes d'un element d ' A . 
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E l conjunt de tots els elements d ' A que teñen per imatge 
l'element ye B rep el nom á'antiimatge d'y i es denota per f'Hy), és 
a dir, expressat matemáticament 

f-l(y)= { x e A / f(x)=y} 

En general, si B i ^ B , l'antiimatge del.conjunt B i será 

f - i ( B i ) = { x e A / f(x)€Bi} 

A.3.3 T I P U S D A P L I C A C I O N S 

1. APLICACIÓ INJECTIVA. Sigui f : A B una aplicado. Direm que 
f és injectiva si i només si 

V x , x ' e A , f(x)=f(x') => x=x' 

2. APLICACIÓ E X H A U S T I V A . Direm que 1'aplicado f és exhaustiva 
si i només si 

V y e B , 3 x e B tal que f(x)=y 

3. APLICACIÓ BIJECTIVA. Direm que f és una aplicado hijectiva 
si i només si és injectiva i exhaustiva. 

A .3 .4 C O M P O S I C I Ó D ' A P L I C A C I O N S 

1) A P L I C A C I Ó COMPOSTA: Donades les aplicacions f: A> B i g: 
B C, a l 'aplicadó h: A C definida per a tot x d ' A com 

h(x) = g[f(x)] 

s'anomena aplicado composta de les aplicacions f i g i la 
representem per gof. Llavors, per a tot x d 'A , es verifica 

h(x) = (gof)(x) = g[f(x)] 
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2) A P L I C A C I Ó I N V E R S A : Siguí f: A r ^ B una aplicado bijectiva 
entre els conjunts A i B : 

f: A - ^ B 

X -> f(x)=y 

Aleshores, 1'aplicació f-i : B -> A definida per a tot y de B com 

f-l(y)=x f(x)=y 

l'anomenem aplicació inversa de l'aplicació f. 

Notem que la condició de qué f sigui una aplicació bijectiva és per 
assegurar que f-i sigui també una aplicació. 

A . 3 . 5 F U N C I Ó C A R A C T E R Í S T I C A D U N C O N J U N T 

Sigui E un referencial i A un subconjunt qualsevol d'E. A la funció 

se l'anomena funció característica del conjunt A. 

Observem que donat un referencial E , qualsevol deis seus 
subconjunts queda perfectament determinat donant el graf de la 
seva funció característica: 

T E O R E M A A . 2 . «Si E és un referencial i A i B son dos 
subconjunts d'E, es verifiquen les set propietats següents 

| X A : E - ^ { 0 , 1 

G ( ! I A ) = { ( X , !lA(x))eEx{0,1}} 

l . V x e E |XE(X)=1 2. V x e E |J.0(x)=O 

3. JLlA<|LlB ^ A G B 4. |llA=|llB A=B 

5, M-A- = 1- M-A 6. |lAnB = ^lA.HB 

7. M-AuB = M-A+M-B-I^AnB » 
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Demostració: 

1. És evident que |XE(X)=1 per tot x e E , ates que E conté 

tots els elements per definido de referencial. 

2. Tenim que |Ll0(x)=O perqué el conjunt buit no té cap 
element. 

3. Suposem en primer lloc que | J , A ^ M ^ B - Sigui xe A , 
aleshores | X A ( X ) = 1 i per tant, 1< | IB(X) . Per definició de 
funció característ ica H B ( X ) ^ 1 . De les dues desigualtats 
dedüim que |Í.B(X)=1 llavors x e B i , conseqüentment, A £ B . 

En segon lloc suposem que A £ B . Prenent un element 
qualsevol xe E , pot passar que xe A o que xg A . S i xe A 
tenim per hipótesi que x e B . Per tant, |a.B(x)=|J.A(x). 

Si xfÉ A hi ha dues possibilitats: xe B o x í B . S i xe B , 
llavors |J.B(X)=1, pero (XA(X)=0 i així |J-A(X)<!J.B(X). S i x í B , 
llavors | I B ( X ) = 0 , pero | X A ( X ) = 0 i així |aB(x)=|XA(x). E n 
qualsevol cas P,A(X)<|ÍB(X). 

4. És una conseqüéncia immediata de l'apartat anterior. 

5. Si xe A ' ^ x í A . Per tant, HA'=1 i \^k=0 , |^A'=1-0=1- ^lA-

Si x í A ' ^ x e A . Per tant, ^ A ' = 0 i |^A=1 , ^A'=l-1= 1- Î A-

6. Si xe A n B , aleshores x e A i x e B . Per tant, |XAnB=l M-A=l 

i | l B = l , i conseqüentment, |J-AnB=l=l•1=M'AM-B. S i x g A n B , 
aleshores xg A o x g B . Per tant, |J,AnB=0 , |IA=0 O [LB=0. En 
tots els casos, |J.AnB = P-A.M-B-

7. Es dedueix de la següent cadena d'igualtats: 

|lAuB(x) = ^l(A'nB')'(x) =1- |lA'nB'(X)=l - |J,A'(x).^lB'(X) = 

= 1-(1- iaA(x))(l- ^lB(x)) =l-l+[lA(x)+!lB(x)IXA(x)[lB(x)= 

=|a-A(x)+^lB(x)-|lA(x)^.B(x). • 
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A.3.6 O P E R A C I Ó I N T E R N A 

Donat un conjunt A diferent del conjunt buit, anomenem operació 
interna en A a qualsevol aplicado d ' A x A en A tal que a cada parella 
(x, y) d'elements d ' A se l i associa un únic element z d 'A: 

f: A x A A 

(x,y) ^ f(x,y)=z 

Una operació interna la representem utilitzant un símbol, per 
exemple un asterisc que, situat entre els elements amb qué opera, 
expressa el resultat de l'operació. És a dir, per expressar que z és el 
resultat d'operar x amb y, escrivim 

z=x*y 

A.4 ESTRUCTURA DE RETICLE 

A.4.1 R E T I C L E P E R L E S L L E I S D E S U P R E M I Í N F I M 

Un c o n j u n t ordena t (A, <) d i e m que é s u n retí ele s i q u a l s e v o l 

subconjunt d ' A fo rmat per dos e lements x i y , t é s u p r e m i í n f i m , els 

qua l s i n d i q u e m r e s p e c t i v a m e n t per 

s u p { x , y } = x v y í n f { x , y } = x A y 

En u n r e t i c l e (A, <) es v e r i f i q u e n l es s e g ü e n t s p rop ie ta t s , totes 

el les de d e m o s t r a d o inuned ia t a , V x , y , z e A : 

1. I D E M P O T É N C I A : a) x v x = x b) x A x = x 

2. C O M M U T A T I V A : a) x v y = y v x b ) x A y = y A x 

3. A S S O C I A T I V A : a) x v ( y v z ) = ( x v y ) v z b) x A ( y A z ) = ( x A y ) A z 

4. A B S O R C I Ó : a) x v ( x A y ) = x b ) x A ( x v y ) = x 
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A . 4 . 2 R E T I C L E S D I S T R I B U T I U I C O M P L E M E N T A R I 

1) R E T I C L E D I S T R I B U T I U : Diem que (A, <) és un reticle distributiu 
si verifica les propietats: 

1. Distributiva de v respecte a A : x v ( y A z ) = ( x v y ) A ( x v z ) 

2. Distributiva de A respecte a v : x A ( y v z ) = ( x A y ) v ( x A z ) 

2) R E T I C L E C O M P L E M E N T A R I : Diem que un reticle (A, <) és un 
reticle complementari si compleix la següent propietat: 

H i ha dos elements en A anomenats universal (1) i nul (O) de 
manera que V x e A 3x'e A (complementari d'x) que verifica 

XVX '=1 XAX '=0 

Notem que si (A, <) és un reticle complementari, llavors es 
verifiquen les següents propietats: 

1. XA0=0 2. XA1=X 3. XVO=X 

4. x v l = l 5. ((x)7=x 

L a seva demostrado es dedueix directament de les definicions de 
suprem, ínfim i també peí fet de ser un reticle complementari. 

T E O R E M A A . 3 . «Si (A, <) és un reticle complementari i 

distributiu, es verifiquen les següents propietats anomenades 

Ueis de Morgan: 

1. (xvy) '=x 'Ay ' 2. (xAy) '=x 'vy ' » 

Demostrado: 

1. E n efecte, tenim que 

( x v y ) v ( x ' A y ' ) = ( x v y v x ' ) A ( x v y V y ' ) = ( l v y ) A ( x v 1 ) = l A l = l 

(xvy)A(x 'Ay ' )=(x 'Ay 'AX)v(x 'Ay 'Ay)=(OAx)v(OAy)=OvO=0 

2. Es demostra de forma similar al primer apartat. • 
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A.4.3 R E T I C L E E N S E N T I T A L G E B R A I C 

U n re t ic le en sentit a l g é b r a l e é s un conjunt A amb dues 
opreracions internes * i és a dir, es verifica V x , y 6 A , 

x * y € A i x * ' y e A 

que comple ix in les s egüen t s propietats: 

1. IDEMPOTENCIA: a) x*x=x b) x* 'x=x 

2. C O M M U T A T I V A : a) x*y=y*x b) x* 'y=y* 'x 

3. ASSOCIATIVA: a) x*(y*z)=(x*y)*z b) x* ' (y* 'z )=(x* 'y)* 'z 

4. ABSORCIÓ: a) x*(x* 'y)=x b) x* ' (x*y)=x 

T E O R E M A A.4. EQUIVALENCIA DE LES DUES DEFINICIONS DE RETICLE 

« A és un reticle en e l sentit de suprem i ínfim si i només si A 

és un reticle en sentit a l g é b r a l o 

Demostrado: 

1. Suposem en primer lloc que A és un reticle en el 
sentit de les liéis de suprem i ínfim, i definim les 
operacions * i *' de la següent manera, V x . y e A : 

x*y=xvy i x * ' y = x A y 

És evident que les operacions anteriors son internes en 
A , ates que donat un subconjunt de dos elements d'A, el 
suprem i l'ínfim sempre pertanyen a A . 

D'al t ra banda, les altres quatre propietats son justament 
les propietats que es dedueixen de la definició de reticle 
en el sentit que estem tractant. 

2. Suposem en segon lloc que A és un reticle en sentit 
algébrale i definim en A la relació binaria: 

x<y x*y=y 

o, equivalentment, x < y <=> x* 'y=x. 
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Suposem a cont inuació que x*y=y. Aleshores, per 
l'axioma d'absorció, x*'(x*y)=x, resulta que x*'y=x. De la 
mateixa manera, si x*'y=x, deduím que x*y=y 

Comprovem ara que la relació definida anteriorment és 
d'ordre. En efecte, és reflexiva: V x e A per l 'axioma 
d'idempotencia x*x=x i per tant, x<x. És antisimétrica: 
V x , y 6 A tal que x<y i y<x. Per definido de < tenim x*y=y i 
y*x =x i aplicant la propietat commutativa resulta x=y. És 
transitiva: Vx ,y , z€ A tal que x<y i y<z. Per definició de ^ és 
x*y=y i y*z =z i , aleshores, x*z=x*(y*z)=(x*y)*z=y*z=z i , 
per tant, x< z . 

Resta per demostrar que tot subconjunt format per dos 
elements {x, y} d ' A té suprem i ínfim. Anem a demostrar 
que x*y és el suprem de {x,y}. 

En efecte, x*y és una cota superior de{x, y}, ates que 
aplicant les propietats associativa i idempotent de reticle 
tenim x*(x*y)=(x*x)*y=x*y i per tant x<x*y, Sigui z una 
cota superior de{x,y} i z < x*y. Per ser z cota superior del 
conjunt {x,y}, tenim x< z i y< z i , per tant, x*z=z i y*z=z. 

D'altra banda, z=x*z=x*(y*z)=(x*y)*z la qual cosa vol dir 
que x*y<z. Hem arribat, dones, a x*y<z i a z<x*y i com a 
conseqüéncia tenim x*y=z. 

D'una manera similar, provaríem que x*'y és Tínfim del 
conjunt {x, y}. • 

A . 4 . 4 E X E M P L E S D E R E T I C L E S 

1) E X E M P L E 1: Considerem el conjunt ^ ( E ) de totes les funcions 
característiques d'un referencial E : 

H'(E)= {̂ lA / Í^A: E ^ {0,1}} 

A continuació definim en *F(E) la relació 

|XA<|LlB <^ V ^ A , | l Í B € ^ ( E ) ^A(X)<|LIB(X) 
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En aquest cas, tenim que sup{|tA.|^B}=M-AV|J.B = M-AuB• En efecte, 
M-A^M^AuB i M-B^IJ-AuB , atés que A e A u B i B S A u B . Per tant, jJ-AuB és 
cota superior del conjunt {M-A.M^B}-

Sigui He una cota superior de {\LA, M-B) i M - C ^ M ^ A U B - C o m que |i.c és 
una cota superior de { | IA. M-B}, tenim I I A ^ ^ C i f^A^M-C- Per tant, A £ C i 
B e C i aleshores A u B C C | I A U B ^ M^C. Deduím dones que | 1 A U B = H C , 

i així queda demostrat que | X A V J B es la mes petita de les cotes 
superiors. 

De la mateixa manera, es comprova que l'ínfim ens veé donat com 

ínf{|J.A,|XB }=HAA^lB=|AAnB. 

També es compleixen els dos axiomes de distributivitat: 

a) |lAV(HBAHc)=(HAVHB)A(|lAV|aB) 

b) M - A A ( H B V | I C ) = ( ^ I A A I I B ) V ( H A A | I B ) 

Observem, finalment, que V J X A S ' I ' C E ) existeix \IA' e ^ ( E ) ( |XA'=1-M-A) 

de manera que | L I A V H A ' = | ^ A U A ' = | ^ E i ltAA|LlA'=M-AnA'=H0-

Concloem que ( ^ ( E ) , <) és un reticle distributiu i complementari. 

2) E X E M P L E 2: Sigui E el conjunt format pels divisors de 36: 

E={1,2, 3 ,4 , 6, 9, 12,18,36} 

Definim en E l a següent relació: 

V x , y e E x<y 3neN-{0} tal que y=n.x 

En aquest cas, prenent sup{x, y}=mcm(x, y) i ínf{x, y}=mcd(x, y) 
resulta que E és un reticle en e l sentit del suprem i l'ínfim. 
Observem que el número 2 no té complementari, per la qual cosa E 
no és un reticle complementari. 

Podem definir el mateix reticle en el sentit algébrale, on les 
operacions internes en E ens venen donades, V x . y e E , per 

x*y=mcm(x, y) i x*'y=mcd(x, y) 
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L a relació d'ordre induída per 1'operado * és 

x<y •<=> x*y=mcm(x,y)=y <=» 3n€N-{0} tal que y=n.x 

o equivalentment amb la operado *• 

x<y x*'y=mcd(x,y)=x <=» 3n€N-{0} tal que y=n.x. 

A.5 RETICLE DEL CONJUNT DE PROPOSICIONS 

A.5.1 R E L A C I O N S D E D E S I G U A L T A T 

E n el conjunt H de totes les proposicions logiques definim dues 
relacions de la següent manera: 

1) P R I M E R A R E L A C I Ó : Relació < respecte a la v , on Vp,q€ 11, es te 

p<q sü pvq=q 

És fácil veure que la relació anterior és d'ordre. En efecte: 

1. REFLEXIVA: V p e l l , pvp=p => p<p. 

2. A N T I S I M É T R I C A : Vp ,qen tal que p<q i q<p pvq=q i qvp=p i 
per la propietat commutativa de la v concloem que p=q. 

3. T R A N S I T I V A : p,q€ 11 tal que p<q i q<r pvq=q i qvr=r. Per 
tant, pvr=pvqvqvr=qvr=r => p<r. 

2) S E G O N A R E L A C I Ó : Relació < respecte a la A , on Vp ,qen , es te 

p<q sü p A q s p 

L a relació anterior també és d'ordre i es demostra com en la 
primera relació. 
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T E O R E M A A . 5 . «Els dos ordres respecte a v i a A , definits 
anteriorment, coincideixen.» 

Demostrado: 

1. Suposem que les proposicions p i q estiguin 
relacionades per l'ordre respecte a v . LLavors. 

p v q s q <=» (lp )A(lq)slq <=> (lq )A(lp)slq ^ Iq i Ip 

están relacionats per l'ordre respecte a A i així (lq)<(lp) 
<=> páq . 

2. De la mateixa manera, es demostra si p i q están 
relacionades per l'ordre respecte a A . • 

A.5.2 P R O P O S I C I O N S L Ó G I C A M E N T E Q U I V A L E N T S 

Donades dues proposicions p i q del conjunt 11, diem que están 
relacionades, pTq, si i només si les dues proposicions son lógicament 
equivalents, és a dir V p , q e 11 es té 

pYq p=q 

L a relació anterior és clarament una relació d'equivalencia en el 
conjunt de les proposicions ü . Representem per [p] la classe 
d'equivalénda de representant p 

[p]= {qen / p=q } 

Com a casos particulars simbolitzem per [0] la classe que consta 
de les proposicions lógicament equivalents a la proposició pA(1p) i 
per [1] la classe de totes les proposicions lógicament equivalents a 
p v ( l p ) . 

Si n / s és el conjunt quocient, definim en 11/= les següents 
operacions entre classes, V[p],[q]€n/= 

[p]v[q] =[pAq] i [p]A[q] =[pvq] 
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T E O R E M A A . 6 . «El conjunt quocient 1 1 a m b la relació entre 
classes < definida per 

[p]<[q] « p<q (pAq=p o pvq=q) 

és un conjunt ordenat.» 

Demostrado: 

1. REFLEXIVA: V[p]e n/= p=p => p A p ^ p p<p => [p3<[p]. 

2. A N T I S I M É T R I C A : V[p] , [q ]en/=, [p]<[q] i [q]<[p] => 
pAq=p i q A p ^ q p=q [p]=[q] 

3. TRANSITIVA: V[p],[q],[r]eH/^, [p]<[q] i [q]<[r] => pAq=p 
i q A r ^ q => p A r = p A q A q A r = p A q = p =̂  [p]:^[r]. • 

T E O R E M A A . 7 . «El parell (11/=, < ), on < és la relació definida 
anteriorment, és un reticle distributiu i complementari.» 

Demostrado: 

1. RETICLE: Per a qualssevol classes [p],[q]en/= definim 

sup{[p],[q]}= [pvq] i ínf{[p],[q]}= [ p A q ] 

Donades dues proposicions qualssevol p i q es verifica 
que pv(pvq)=pvq i qv(pvq)=pvq <^ [p]<[pvq] i [q]<[pvq]. 

Per tant, [pvq] és cota superior del conjunt {[p], [q]}. 

Sigui [r] una cota superior del conjunt {[p], [q]} i sigui 
[r]<[pvq]. Com que [r] és una cota superior tenim [p]<[r] i 
[q]<[r] p<r i q^r =» p v r s r i qvr=r p v q v r = r 
[pvq]<[r]. 

Concloem que [pvq]=[r] i , per tant, sup{[p],[q]}=[pvq] . 

Demostrarem a continuació que ínf{[p],[q]}= [ p A q ] . 

Donades dues proposicions qualssevol p i q es verifica que 
p A ( p A q ) = p A q i q A ( p A q ) = p A q <Í=> [pAq]<[p] i [pAq]<[q]. Per 

tant [ p A q ] és cota inferior del conjunt {[p],[q]}. 
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S i [r] és una cota inferior del conjunt {[p],[q]} i [ pvq ]<[ r ] 
t e n i m [r]<[p] i [r]<[p] => r<p i r<q pArsr i qAr=r => 
pAqArHr=*[r]<[pAq]. 

Conc lu ím que [pAq]=[r] i , per tant, ínf{[p],[q]}=[pAq]. 

2. DISTRIBUTIVITAT: Distr ibutiva de v respecte a A . Per a 
qualssevol [p],[q],[r]e n/= tenim 

[p]v([q]A[r])= [p]v[qAr]= [pv(qAr)] =[(pvq)A(pvr)] 

D e manera s imilar es comple ix l a propietat distr ibutiva 
de A respecte a v : 

[p]A([q]v[r])= [p]A[qvr] =[pA(qvr)]=[(pAq)v(pAr)]. 

3. C O M P L E M E N T A R I E T A T : Les dues classes [0]=[pA(1p)] i 
[ l ] = [pv(1p)] son respect ivament els elements n u l i 
universa l de l ret icle i , donada una classe qua l sevo l [p] 
existeix l a classe l[p]=[1p], que verif ica 

l[p]v[p]=[(lp)vp]=[l] i l[p]A[p]=[(lp)Ap]=[03. • 

A.6 CONJUNTS CONVEXOS 

A.6.1 CONCEPTE DE CONJUNT CONVEX 

1) S E G M E N T : Siguin dos elements qualssevol x i y de R^ . 
Geométr icament el segment ens representa la porció de recta que 
uneix aquests dos punts el conjunt. 

D'una manera mes formal el segment S és el conjunt de punts de 
R^ tais que verifiquen: 

S= { a .x+(l-a)y / 0<a<l} s R" 
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2) C O N J U N T C O N V E X : Un subconjunt JQR^ és un conjunt convex si 
per qualsevol parella d'elements x i y del conjunt A , e l segment S 
que uneix aquest dos punts está contingut en A . És a dir, 

V x . y e A SQA. 

A.6.2 E X E M P L E S D E C O N J U N T S C O N V E X O S 

1) EXEMPLE 1: Sigui f una aplicació lineal de R» e n R i ^ - e R . 
Llavors son conjunts convexos els conjunts: 

Hx= {xe Rn / f(x)<X] i H*;^= {xe R " / f(x)>X} 

En efecte, siguin x i , X 2 e H x i considerem S el segment que uneix 
aquests dos punts i zeS , z=a.xi+( l -a) .X2 i O <a<l a e R . Per tant, 

f(z)= f(a .xi+( l -a) .x2) =a.f(xi)+(l-a)f(x2) <a..X+(l-a).X =X 

Aleshores, z=a.xi+(l-a).X2€ i , per tant, S £ H ^ . 

De la mateixa manera, es demostrarla en 1'altre conjunt. 

2) EXEMPLE 2: E l conjunt A={(x,y)e R 2 / x2+y2 <i j és convex. 

Observem que si fem z=(x, y), el conjunt A el podem escriure com 

A = { i e R ^ / II¿ÍI<1} 

on recordem que llzll= Vx2+y2 . 

Per a dos elements qualssevol zi ,z2eA tenim llzillál i Ilz2ll<l , 
sigui S el segment que uneix els dos punts anteriors. Llavors un 
punt zeS será de la forma z=a.zi+(l-a).z2 o n O < a á l i a € R , d'on 

llzll= lla.zi+(l-a).Z2ll ¿ lla.zill + Il(l-a).z2ll = 

= a.llzili + (l-a).llz2ll ^ a . l+ ( l - a ) . l = 1 . 
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A.6.3 P R O P I E T A T S D E L S C O N J U N T S C O N V E X O S 

T E O R E M A A.8 . «Donats dos conjunts convexos A i B de R " i k e R , 
els següents conjunts A+B, k A i A n B son també convexos.» 

Demostrado: 

1. Recordem que A+B={ x+y/ xe A i xe B} i siguin x\e A + B 
i Z2e A+B dos elements qualsevols de A+B. Considerem S el 
segment que uneix aquest dos punts i prenem un element 
quasevol ze S i 0<a<l on a e R . Aleshores es verifica 

z=a.zi+(l-a)z2 = a.(xi+yi)+(l-a)(x2+y2) = 

= a.xi+a.yi+(l-a).x2+(l-a).y2 = 

= a.xi+(l-a).x2+a.yi+(l-a).y2€A+B. Per tant, SGÁ. 

2. Recordem que k.A={z=k.x/xe A i ke R} i siguin z i e k . A 
I Z2€k.A dos elements qualsevols de k A . Considerem el 
segment S que uneix aquests dos punts i z e S. Aleshores, 

z=a.zi+(l-a)z2= a .k.xi+(l-a).kx2=k .[a .xi+(l-a).x2]ek.A. 

Per tant, S E k A . 

3. Recordem que A n B = { x e R » / x e A i xe B}. Prenem dos 
elements qualsevols d'aquest conjunt x i e A o B i x a e A n B 
i considerem el segment S que uneix aquest dos punts. S i 
ze S, aleshores per ser A i B convexos 

z=ct.xi+(l-a).X2eA i z=a.xi+(l-a).X2€B 

llavors, z=a.xi+(l-a).X2e A n B i per tant, S c A n B . • 

T E O R E M A A . 9 . «Els únics conjunts convexos de l a recta real son 
intervals, és a dir A S R i A convex ^ A és un interval.» 

Demostrado: 

1. És evident que si A és un interval, aleshores A és 
convex per la propia definició d'interval. 



314 I V . A N N E X 

2. Recíprocament, suposem que A és convex i siguin 
a=ínf(A) (incloent el cas a=-«») i b=sup(A) (incloent el cas 

Si X és un element qualsevol d'R tal que a<x<b, aleshores 
xe A . Si no fos així, per la definició d'ínfim i de suprem, 
existirien XI i X 2 pertanyents a A tais que a<x i<x<X2<b i , 
per tant, el segment S = { a . x i + ( l - a ) X 2 / 0<a<l} no estarla 
contingut en A , i aixó contradiu el fet que A és convex. • 
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ANNEX 

B 

EQUACIONS 
DIFERENCIALS 

I EN 
DIFERENCIES 

FINITES 

L'origen de les equacions diferenciáis es pot considerar que 
comen9a amb els treballs de Newton (1642-1727) i de Leibníz 
(1646-1716). E n efecte, F U de novembre de 1675 Leibniz va 
escriure la integral 

D'aquesta manera, sorgeix , no només l a teoria de les 
equacions diferenciáis, sino que també presenta l a introducció 
del signe integral, una poderosa eina de cálcul que facilitará 
l'estudi posterior del Cálcul Infinitesimal. 

E l s problemes que motivaren la reso luc ió d'equacions 
diferenciáis foren l'estudi de l a dinámica puntual i alguns 
problemes geométr ics , conduint, a través deis métodes del 
Cálcul Diferencial i Integral, ais tipus mes senzills d'equacions 
de primer i segon ordre. 
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Amb l'alemany Euler (1707-1783) la teoria de les equacions 
diferenciáis es transforma en una disciplina independent, amb 
les seves dues grans branques, que encara segueixen 
utilitzant-se, equacions diferenciáis ordináries i en derivades 
parcials. E l métode que desenvoluparem a continuació en les 
equacions diferenciáis de segon ordre en coeficients constants 
fou publicat en un treball d'Euler l'any 1743. 

A partir d'aquí hi hagué grans matemátics com D'Alembert 
(1717-1783), Lagrange (1736-1813), Clairaut (1713-1765) i l a 
familia deis Bemouil l i , que desenvoluparen alguns métodes de 
resolució per alguns tipus particulars d'equacions diferenciáis. 
Així, per exemple, Lagrange va estudiar un procediment per 
reduir l'ordre d'una equació lineal homogénia d'ordre per mitjá 
del coneixement d'algunes solucions particulars. 

E l desenvolupament en el coneixement de les equacions 
di ferenciá is ha anat evolucionant constantment fins a 
l'actualitat, en qué matemát ics com Poincaré i Liapunov 
estudiaren l'estabilitat i els estats d'equilibri en els punts 
crítics. Les equacions diferenciáis surten de manera natural en 
la matemática de l'economia actual com ara el model de 
Philips, que tracta de la interacció de la inflació i l'atur, els 
models de creixement de Domar i de Solov, etc. 
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B.l EQUACIONS DIFERENCIALS DE PRIMER ORDRE 

B.1.1 C O N C E P T E S P R E V I S 

1) D E F I N I C I Ó : Una equació diferencial de primer ordre és una 
equació del tipus f(t, y, y')=0, on y és una funció desconeguda de la 
variable t i y' la derivada primera de la funció respecte de t. 

Si és possible aíllar la y' en funció de t i de y direm que l'equació 
diferencial está expressada en forma normal, és a dir: 

y'=F(t,y) 

2) S O L U C I O N S P A R T I C U L A R I G E N E R A L : Una solució particular de 
y, y')=0 és una funció y=h(t) definida en un cert interval real I , 

tal que la verifica. Per tant, f(t, h(t), h'(t))=0. 

Des del punt de vista economic a l a solució particular se l a sol 
anomenar trajectória temporal, que és aquella trajectória que ens 
dona una relació entre una funció económica i el temps. 

Anomenem solució general de l 'equació diferencial f(t, y, y')=0 a 
un conjunt de funcions F={y=h(t, C) , Ce R}. definides en un interval 
I G R tal que: 

Vte I , V C e R f(t, h(t, C), h'(t, C))=0 

3) C O N D I C I Ó I N I C I A L : Coneguda la solució general d'una equació 
diferencial de primer ordre, podem obtenir una solució particular, 
si imposem una condició per poder determinar l a constant C . 
Aquesta condició s'anomena condició inicial i s'expressa com 

y(to)=yo 

L a solució general d'una equació diferencial de primer ordre 
representa geométr icament una familia de corbes que depenen 
d'un parámetre . Aleshores, en imposar l a condició inic ia l , estem 
buscant aquella corba de la famflia que passa peí punt P(to, yo)-
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D'entre totes les equacions diferenciáis de primer ordre les dues 
úniques que utilitzarem en aquest treball son les anomenades de 
variables separades i les lineáis. 

4) E q . d i fe renc ia l de I r o rdre de var iables separades: 
Direm que una equació diferencial de primer ordre f(t, y, y')=:0 és 
de variables separades si es pot expressar de la forma: 

y'=fi(t).f2(y) 

on f i és una funció continua en un cert interval l e R i f2 continua 
en un cert interval 5CR i V y e J és f2(y)5tO. 

L a solució general vé donada per 

^ = fi(t) f2(y) ^ dy= fi(t) f2(y)dt ^ = fi(t)dt ^ 
d t f2(y) 

d y _ 
í2(y) 

fi(t)dt + C 

Encara que la resolució teórica d'aquests tipus d'equacions 
diferenciáis és molt simple, en la práctica les dues integráis que 
s'han de resoldre poden ser complicades o, en el pitjor deis casos, 
no es poden expressar mitjan^ant funcions elementáis . D 'a l t ra 
banda la funció y que busquem vindrá donada habitualment en 
forma implícita. 

B.1.2 E Q U A C I Ó D I F E R E N C I A L D E P R I M E R O R D R E L I N E A L 

1) E Q U A C I Ó D I F E R E N C I A L L I N E A L C O M P L E T A : Si p(t) i r(t) son 

funcions continúes definides en un cert interval real I , anomenarem 
equació diferencial lineal de primer ordre completa a tota equació 
del següent tipus: 

y'=p(t).y+r(t) 
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L a utilització del terme "lineal" prové del fet que tant la funció 
(y) com la seva derivada (y'), teñen exponents lineáis. 

2) E Q U A C I Ó H O M O G É N I A A S S O C I A D A : Anomenarem equació 
homogénia associada a l'equació diferencial anterior a l 'equació: 

y'=p(t) y 

T E O R E M A B . l . «Si yp és una solució particular de l'equació 
completa i yh és la solució general de Thomogénia associada, 
llavors la solució general de la completa és y=yh+yp.» 

Demostració: Desenvolupem-la en dues parts: 

1. Provem primer que y és solució de y'=p(t) y+r(t). Per 
veure que y és solució de y'=p(t).y+r(t) només caldrá 
derivar i substituir la funció i la derivada y'=y'h+y'p-

Substituint, dones, en l'equació, tenim 

y'h + y'p= p(t).(yh+yp) +r(t) = p(t).yh +p(t).yp +r(t)= 

= y'h+p(t).yp +r(t)= y'h+y'p 

2. Provem ara que qualsevol solució u d'aquesta equació 
diferencial es pot expressar com u=yh+yp. Sigui u una 
solució de l'equació diferencial lineal completa; és a dir, 

u'=p(t) u+r(t) 

A r a bé, per hipótesi yp'=p(t).yp+r(t). 

Restant les dues equacions anteriors obtenim: 

u' - yp' = p(t).(u -yp) 

Aleshores , u-yp é s solució de l 'equació diferencial 
homogénia associada. 

Llavors u-yp=yh , la qual cosa hnplica que u= yh+yp. • 



320 IV. ANNEX 

3) CÁLCUL DE LA SOLUCIÓ: Comencem en primer lloc per 
rhomogénia y'=p(t).y. 

^=p(t).y «• dy=p(t).y.dt ^ = p(t).dt ^ 
d t y 

dy „ p(t).dt ^ Ln(y)= p(t).dt •» y= e p(i).dt + C i 

y= e ^ .e*"i y= C e 
P(t).dt 

Per tant, la solució general de Fhomogénia és 

y=C.e p(t).dt 

Efectuem ara el cálcul de la solució particular de la completa 
yp=u( t ) . y i , on u(t) és una funció a determinar i y i una solució 
qualsevol de Fhomogén ia associada, diferent de zero, com per 
exemple 

p(t).dt 
yi= e prenent C=l 

Derivant yp=u(t).yi. 
y 'p=u'( í ) .yi+ u(t).y'i 

Per tant, substituint en l 'equació diferencial, y'p=p(t).yp+r(t), i 
com que yp=u(t).yi, tenim 

p(t).u(t),yi+r(t) = u'(t).yi+u(t).y'i 

I com que y i és solució de Thomogénia, y ' i=p(t) .yi , i així 

p(t).u(t).yi+r(t) = u'(t).yi+u(t).p(t).yi 

Simpiificant, r(t) = u'(t).yi i , per tant, 

u ' ( t )=£Ül u(t)= 
yi 

r(t) •dt ^ yp 
yi 

-.dt 
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Substituint la y i peí seu valor ens queda 

y,= e / p W ' i ' í r( t)e 

Sumant, finalment, les solucions de 1'homogénia i la particular, yh 
i yp, obtindrem la solució general de l 'equació diferencial de primer 
ordre y=p(t).y+r(t), 

y=yh+yp = C e / p ( ^ ) ^ ^ . e ^ ^ ^ ' ' ^ í r ( t )e /p(^)^^ 

= e/p(^)dt ÍQ-Í r(t)e-/p(^)^^ dt 

dt = 

4) Cas part icular: Quan en l 'equació diferencial y'=p(t).y+r(t) els 
termes p(t) i r(t) son constants i la condició inicial está avaluada en 
zero, l 'expressió anterior ens queda 

r 
= e / p ^ t Q- r e - J p ^ i ^ d t Q-

\ J 

= ePt C - I - e-Pt 
P 

= C ePt-
P 

Imposant la condició inicial amb t=0 , y(0)=yo 

yo=C-^ ^ C=yo + i-

Substituint, la solució será 

y= 
p 

que és una familia de corbes exponencials. 
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B.2 EQ. DIFERENCIALS LINEALS DE SEGON ORDRE 

B.2.1 E Q U A C I O N S D I F E R E N C I A L S D E S E G O N O R D R E 

1) D E F I N I C I Ó : Una equació diferencial de segon ordre és una 
equació del tipus f(t, y, y', y")=0, on y, y', y" son les derivades 
primera i segona d'y respecte de t. 

Si és possible aíllar la y" en funció de t, y, y' direm que está 
expressada en forma normal: 

y"=F(t, y, y')=0 

2) S O L U C I O N S P A R T I C U L A R l G E N E R A L : Una solució particular de 
f(t, y, y', y")=0 és una funció y=h(t) definida en un cert interval real 
I, tal que la verifica. Per tant, 

f(t, h(t), h'(t), h"(t))=0. 

D'altra banda, anomenem solució general de l 'equació diferencial 
f(t, y, y', y")=0 a un conjunt de funcions F={y=h(t,Ci,C2), C i , C 2 e R } , 

definides en un interval I ^R tais que la verifiquen. 

3) C O N D I C I O N S I N I C I A L S I D E C O N T O R N : A partir de la solució 
general d'una equació diferencial de segon ordre podem obtenir 
una solució particular, si imposem a aquella dues condicions per 
poder trobar les constants. 

Aqüestes condicions solen ser de dos tipus: 

- Condicions iniciáis: y(to)=yo y'(to)=y'o 

- Condicions de contorn: y(to)=yo y(t i)=yi 

L a solució general és una familia biparamétr ica de corbes 
depenent de dos parámetres. En fixar la condició y(to)=yo estem 
imposant que la familia passa peí punt P(to, yo), mentre que amb la 
condició y'(to)=y'o exigim que el pendent de la recta tangent en el 
punt P(to, yo) sigui y'o-
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Expressant les condicions iniciáis, y(to)=yo i y'(to)=y'o, obtenim la 
gráfica següent: 

Notem que y'o és el pendent de la recta tangent en el punt 
P(to,yo); és a dir, tenim que y'o=tg(a). 

B.2.2 E Q U A C I O N S D I F E R E N C I A L S L I N E A L S D E S E G O N O R D R E 

1) D E F I N I C I O N S : D'entre totes les equacions diferenciáis de segon 
ordre, les mes importants per les seves nombroses aplicacions a la 
ciencia i especialment a l'economia, son les anomenades lineáis. 
Entre elles hi distingim: 

a) L ' E Q U A C I Ó D I F E R E N C I A L L I N E A L D E S E G O N O R D R E C O M P L E T A . Si 

p(t),q(t) i r(t) son funcions continúes definides en un cert 
interval real, anomenem equació diferencial lineal de segon 
ordre completa a tota equació del següent tipus: 

b) L ' E Q U A C I Ó H O M O G É N I A A S S O C I A D A . Anomenem equació 
homogénia associada a l'equació diferencial anterior a la que té 
per equació: 

y y=h{t) 

t 

y" + P(t).y' + q(t).y = r(t) [B.l] 

y" + P(t).y' + q(t).y = O [B.2] 
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T E O R E M A B . 2 . «Si y i i y2 son dues solucions de l'equació 
homogénia associada, la combinació lineal y3=ci.yi+C2.y2, on c i i 
C2 son nombres reals, també será solució.» 

Demostrado: 

1. E n efecte, substituint y3=ci.yi+C2.y2 en Thomogénia 
t indrem: 

y¡+p(t).y3+q(t).y3= (ci.yi+C2.y2)" +p(t).(ci.yi+C2.y2)' + 

+q(t).(ci.yi+C2.y2)' = (ci.yi+C2.y2) + 

+ (p(t).Ci.yi+p(t).C2.y2) + (q(t).Ci.yi+q(t).C2.y2) = 

=Ci.{y';+p(t).yi+q(t).yi}fC2.(y¡+p(t).y2+q(t).y2) = ci.O+C2.0 = 0. 

perqué y i , y2 son per hipótesis solucions de l 'equació 
homogénia. • 

E l teorema anterior ens assegura que si coneixem dues solucions 
particulars de l 'homogénia podem obtenir un nombre infinit d'elles. 
Malauradament, el recíproc no es verifica excepte quan s'imposin 
condicions a les solucions. 

E X E M P L E : Tres solucions de l 'equació y"+2y'=0 son 
evidentment y i = e-2t , y2 = 2e -2 t e y3=5. Veurem que no 
existeixen dos nombres reals c i , C2 tais que y3=ci.yi4-C2 .y2. 

En efecte, suposem que existeixin, llavors 5=ci.e-2x+c2.2e-2x, 
o sigui 5=(cl+2c2),e"2x amb el qual e'^x hauria de ser una 
constant, la qual cosa és falsa. 

2) S O L U C I O N S L I N E A L M E N T I N D E P E N D E N T S : Si y i i y i SÓn dues 
solucions de l ' equac ió diferencial l inea l h o m o g é n i a , d i rem que son 
soludons linealment independents en un interval I d 'R s i i n o m é s s i 
es verif ica: 

W(yi ,y2) = y i ya 

y'i y'i 
^0 
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Simbolitzarem aquest determinant per W(yi ,y2) i l'anomenarem 
determinant Wronskiá, nom donat en honor del matemátic polac H . 
Wronski . 

T E O R E M A B . 3 . «Si y i i y2 son dues solucions linealment 
independents de l ' equació diferencial homogén ia , l lavors 
existeixen dues constants c i i C2 tais que qualsevol solució ys es 
pot expressar de la forma y3=c i .y i+C2 . y2» 

Demostració: 

1. Demostrem primer que donades dues solucions 
qualssevol y i i yj de l 'homogénia, on ii^'}, es verifica la 
següent identitat d' Abel : 

W(yi,yj)=Kij.e- P(t).cit 

En efecte, com que yi i yj son solucions de l 'homogénia, 
podem escriure: 

Y i + PÍO.y'i + q(t).yi =0 i yj + p(t).yj + q(t).yj =0 

Multiplicant la primera per yj i la segona per yi, obtenim 

y'yyl + yj.p(t).y'i + yj-qCO.yi = o 

yi-yj + yi-p(t).yj + yi-q(t).yj = o 

Restant a la segona la primera, s'anul.lará el terme sense 
derivades 

Yi-yj - yj-Yi) + p(t)-(yi.yj - YJ-YÍ =0 

Ve iem en aquesta equació que els dos termes del 
paréntesis corresponen al wronskiá: 

W(yi,yj)= 
YiYj 

y\y\ 
= yi-Yj-Yj-Yi 

E n canvi, els dos primers corresponen a l a seva 
der ivada: 

W(yi,yj)= (yi.yj-yj.y'i)= yí-Yj+Yi-yj) - (yj.y'i+yj.y-
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Simplificant, W ( y i , yj)= yi-Yj - yj.yi 

L 'equació anterior ens quedará 

W(yi ,y j ) + p(t).W(yi,yj) =0 

és a dir, W'(yi,yj)=-p(t).W(yi,yj) 

Passant al primer membre i integrant, 
C . 

WVv. 1 
-p(t).dt ^ ^ ^ . d t = í - i 

W(yi,yj) j 

Si anomenem Cy a la constant d'integració, ens queda 

• 
Ln W(yi,yj) = - p(t).dt + => W(yi,yj)= e Ĵ P(t).dt+ Cij 

Finalment, anomenant Kij=eCU, ens quedará l 'expressió 
que volíem provar: 

W(y,yj)=Kij.e-jp^^>-'^^ 

2. Continuant amb la demostrado del teorema, apliquem 
aquest resultat ais dos parells de solucions (ys.yi) , (y3,y2): 

W(y3,yi)=K3i.e- ^ '̂'̂ •^\ W(y3,y2)=K32.e-

Desenvolupant els dos wronskians: 

P(t).dt 

ys-yi - yi .y3 = K3i.e' 
P ( t ) . d t 

y3-y2 • yi-ys = ^32.6' 
P(t).dt 

Aillarem línicament la incógnita y3 d'aquest sistema per 
la regla de Cramer. E l determinant D i de la incógnita és: 

Di= = (K32.yi-K3i.y2).e' K 3 i . e ' j - y i 

V - P ( t ) - d t 

K32.e -y2 

Mentre que el determinant deis coeficients és: 
Dc= 

P ( t ) . d t 

y i - y i = y2-yi-yi-y2 = W(yi,y2) 



L a i ncógn i t a y3 será eV quocient d'aquests dos 
determinants. A mes, substituint e l wronsk iá per la 
identitat d 'Abel : 

_ (K32.y i - K3i.y2)-e" ,- P(t).dt 
_ K 3 2 . y i - K3i.y2 

y 3 = 
K l 2 

Ki2 .e 
- P(t).dt 

Finalment, anomenant C i = K 3 2 / K i 2 i C 2 = - K 3 i / K i 2 , ens 
queda provat el teorema, y3=Ci.yi+C2 .y2- • 

A partir d'ara el nostre objectiu será intentar trobar dues 
solucions particulars de l 'equació homogénia de tal manera que el 
seu wronskiá sigui diferent de zero (és a dir, que les solucions 
siguin linealment independents). A un parell de solucions d'aquest 
tipus les anomenarem un sistema fonamental de solucions. 

Malauradament, no existeix un métode general per trobar un 
sistema fonamental. No obstant, si es coneix una solució particular 
y i , diferent de zero, sí que és possible trobar-lo. 

T E O R E M A B.4 . «Si yi^^O és una solució particular de l'equació 
diferencial homogénia, llavors també será solució 

i a mes, el wronskiá W(yi,y2)?¿0.» 

Demostració: 

1. Fem y2=g(t ) .y i . Trobem g(t) amb la condició que y2 

sigui solució de 1' equació diferencial homogénia. 

Calculant les derivades primera i segona d'y2. 

.dt y2= y i -

y? 

y2=g'(0.yi+g(t).y'i 

y2= g"(t)-yi +2.g'(t).yi +g(t).y\ 
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Susbstituint a l'equació homogénia tenim 

g"(t).yi +2.g'(t).yi +g(t).y;) + p(t).(g'(t).yi +g(t).yi) + 

+ q(t).g(t).yi= O 

Operant i traient factor comú g(t) ens queda 

g(t).(y¡+p(t).yi+q(t).yi) + 

+ (g"(t).yi +2.g"(t).yi +p(t).g'(t).yi)= O 

Ates que yi+p(t).yi+q(t).yi=0 degut a qué y i és solució 
de r homogénia, tindrem 

g"(t).yi+2.g'(t).yi+p(t).g'(t).yi=0 

Traient factor comú g'(t) ais dos últims termes i passant 
al segon membre 

g"(t).yi = -g'(t).(2.y;+p(t).yi) 

Transposant termes 

g"( t )^ 2.y;+p(t).yi 

g'(t) y i 

Integrant els dos membres 

t r 
g (t) 

g'(t) 
.dt = - 2-yi+P(t).yi 

Y l 

ens queda 

L n |g"(t)| = -2.Ln | y i | - J p(t).dt = Ln l y j - ^ - j"p(t).dt 
Aillant 1 g'(t)l 

g'(t)l = |yi|-2 . e ' 
p(t).dt 

Observem que el segon membre de la igualtat sempre és 
positiu, llavors 

g(t) = ( y i ) - ^ e 
P(t).dt 
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Tornant a integrar 

g(t) = 

t \ 
p(t).dt .dt 

Per6,com y2=g( t )y i , obtindrem el resultat proposat: 

r 
e' 

y2= y i -

P(t).dt 

y? 

-.dt 

2. Demostrem ara la segona part del teorema, en l a que 

el wronskiá és diferent de zero, W(yi ,y2)? '0. En efecte, com 

que W ( y i , y2)= y i . y 2 - y 2 - y i . substituint 

W ( y i , y2)= y i -

Derivant, 

y i 

\ J 

p(t).dt 
-.dt 

( y i r 

V 

- y ' i - y i -

\ 
p(t).dt 

-.dt 

W ( y i , y2)= y i - y i 

P(t) .dt 

(yiY 
-.dt + y i . -

P(t) .dt 

(YlY 

- y i -y i -

P(t) .dt 

-.dt 

J 
iYlY 

Traient paréntesis i simplificant ens quedará 

W ( y i , y 2 ) = e" P(t).dt 

Com que 1'exponencial és una funció sempre positiva, 
tindrem que W ( y i , y 2 ) 9 ' 0 . • 
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B . 2 . 3 E Q U A C I O N S D I F E R E N C I A L S L I N E A L S H O M O G E N I E S 

A M B C O E F I C I E N T S C O N S T A N T S 

1) D E F I N I C I Ó : Existeix un tipus d'equació diferencial de segon 
ordre homogénia en qué és possible trobar de forma senzilla dues 
solucions particulars linealment independents i , segons e l teorema 
anterior, la solució general. Aqüestes son les que estudiarem en 
aquest apartat. 

Anomenem equació diferencial lineal homogénia amb coeficients 
constants a tota equació diferencial del tipus, on p,q€R: 

y " + p . y ' + q.y = O [B.3] 

2) EQUACIÓ CARACTERÍSTICA: Anomenem equac ió ca rac t e r í s t i ca , 
associada a l ' equac ió diferencial [B.3], a l ' equac ió de segon grau: 

X2 + p.X + q = O 

T E O R E M A B .5 . «Si Xi i X2 son les dues solucions de l 'equació 
característica, llavors ens podem trobar en algún deis tres casos 
següen ts : 

1. Si X,i?¿X,2 onXi,X,2eR, aleshores yi=c^^i { y2=e'̂ 2t gón 
dues solucions linealment independents de [B.3]. 
2. Si Xi=X2 on Xi,A,2€R, aleshores yi=e:XU j y2=t.e^2t son 
dues solucions linealment independents de [B.3]. 

3. SiXi=a+b. i , X2=a-b.i on hjtO, aleshores yi=eat.cos(b.t) i 
y2=e^í.sin(b.t) son dues solucions linealment independents 
de [B.3] .» 

Demostrado: 

1. E n aquest apartat és immediat comprovar que y i i y2 
son solucions de [B.3]. Comprovem que el wronskiá és 
diferent de zero. En efecte, 

W(yi,y2)= y i 

y'i 
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atés que X. 1=16X2. 

1 1 

XiX,2 
= e^it.e^2-t.(X2-Xi)9i O 

2. En aquest apartat és immediat comprovar que y i és 
solució. Comprovem que y2=t.e'^it també ho és. 

Derivant respecte a t, 

y^= e^i-^+t.Xi.e^i-^ = e^'-^(l+t.Xi) 

y'2=?.i.e'^i-'.{l+t.?Li) +?Li.e^i-t = IXi.t^^-^ + iX\.&^^-^ 

Substituint, 

y2+p.y2+q.y2 = 2.A,i.e^i-^+ t.XÍ.e^i-t + 

+ p.{e^i-' + t,Xi.e^i-t) + q.e^i-^ = 

= e^i-t.(2.Xi +t.Xi +p +p.t.Xi +q.t) = 

= e^i42 .X i +p +t.(Xi +P.X.1 +q)] = e^i-t.(0+t.O) = O 

E l resultat anterior és nul atés que 9ii és solució doble de 
l 'equació característica, ja que en aquest cas podem posar 
X2+pA+q=(X-Xi)2. Derivant 2.X,-i-p=2.(X->-i). Substituint X per 
X\ s'anul.lan aquest dos termes. 

Acabem veient que les solucions son linealment 
independents: 

W ( y i , y2)= 
t.e^i-t 

Xi.e^i- t e^i-^t.X,i.e^i-t 

X\ 1+t.Xi 

3. E n aquest apartat comprovem primerament que 
yi=eat.cos(bt) és solució de l'equació diferencial [B.3]: 

y ' l= eat.a.cos(bt) + eat.[-b.sen(bt)] = 

= eat.[a.cos(bt) - b.sen(bt)]. 
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y"l= a.eat.[a.cos(bt)-b.sin(bt)] + eat.[-a.b.sin(bt)-b2.cos(bt)] = 

= eat.[a2.cos(bt) - a,b.sin(bt) - a.b.sin(bt) - b2.cos(bt)] = 

= eat.[a2.cos(bt) - 2.a.b.sin(bt) - b2.cos(bt)]. 

Substituint en l 'equació diferencial ens queda: 

y"l+P-y'l+q-yi= eat.[a2.cos(bt)-2.a.b.sin(bt)-b2.cos(bt)] + 

+ p.eat.[a.cos(bt)- b.sin(bt)] +q.eat.cos(bt) = 

= eat.[a2.cos(bt)-2.a.b.sin(bt)-b2.cos(bt) + 

+ p.a.cos(bt) - p.b.sin(bt) + q.cos(bt)] = 

= eat.[(a2-b2+pa +q).cos(bt)-b.(2.a+p).sin(bt)] 

Ara bé, donada l'equació de segon grau A,2+p.X,+q=0, 
sabem que la suma de les arrels X\ i A,2 és Xi+X2=-p, mentre 
que el seu producte és A,i.A,2=q. En el nostre cas tindrem 

(a+b.i)+(a-b.i)=-p 2a=-p =» p=-2a 

(a+b.i).(a-b.i)=a2-(b.i)2=a2+b2=q => q=a2+b2. 

Substituint en l 'expressió trigonométrica anterior, 

y"l+p.y'l+q.yi= eat.[(a2-b2-2.a2 +a2+b2).cos(bt)-

-b.(2.a-2.a).sin(bt)]=0. 

Análogament es comprova per la solució y2=e^t.sin(bt). 

Veiem per últim que el wronskiá és diferent de zero: 

e^^cos(bt) ea^sin(bt) 

e^^(a.cos(bt)-b.sin(bt)) e^^{a.sin(bt)+b.cos(bt)) 

cos(bt) sin(bt) 

a.cos(bt)-b.sin(bt) a.sin(bt)+b.cos(bt) 

= e2at.[a.cos(bt).sin(bt) + b.cos2(bt) - a.cos(bt).sin(bt) + 

+ b.sin2(bt)] = b.e2at.[cos2(bt) + sin2(bt)] = b.e2at ̂  o 

ates que b^O. • 

W(yi,y2)= 

= e^^e". 
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De l teorema anterior i del teorema B.3 es desprén com a 
C O R O L L A R I que les solucions generáis de l 'equació (3) serán 
respectivament, 

1. y= Ci.e^i-í + C2.e^2-t 2. y= (Ci+C2.t).e^lt 

3. y= eat{Ci.cos(bt) + C2.sin(bt)' 

B.2.4 SOLUCIÓ D E L ' EQUACIÓ L I N E A L C O M P L E T A 

Anem ara a solucionar l 'equació lineal completa que ve donada 
per l 'expressió: 

y" + p(t).y' + q(t).y = r(t) 

Comengarem amb un teorema fonamental. 

T E O R E M A B.6 . «Si Y(t) és una solució particular de l'equació 
completa i Z(t) és la solució general de l 'homogénia associada, 
llavors resulta que la solució general de la completa será igual 
a la seva suma, y(t) = Z(t) + Y(t).» 

Demostrado: Desenvolupem la demostrado en dues parts: 
1. y(t) és solució de y"+p(t).y'+q(t).y=r(t), i 2. Qualsevol 
solució u(t) d'aquesta equació diferencial es pot expressar 
com u(t)=Z(t)+Y(t). 

1. Provem que y(t) és solució de y"+p(t).y'+q(t)y=r(t). 

E n efecte, calculant les derivades, 

y'(t) = Z'(t) + Y'(t) y"(t) = Z"(t) + T'(t) 

Substituint en 1' equació, 

Z"(t) + Y"(t) + p(t).[Z'(t) + Y'(t)] + q(t).[Z(t) + Y(t)] = 

= [Z'(t) +p(t).Z'(t) +q(t).Z(t)] + [Y"(t) +p(t).Y'(t) +q(t).Y(t)] = 

= O + r(t) = r(t). 
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2. Provem ara que qualsevol solució u(t) de l 'equació 
diferencial y"+p(t).y'+q(t).y=r(t) es pot expressar com la 
suma u(t)=Z(t)+Y(t). 

Suposem, dones, que u(t) sigui una solució de l'equació 
diferencial lineal completa; és a dir, 

u"(t) + p(t).u'(t) + q(t).u(t) = r(t) 

Sabem per hipótesis que 

Y"(t) + p(t).Y'(t) + q(t).Y(t) = r(t). 

Restant les dues equacions anteriors obtenim: 

u"(t) - Y"(t) + p(t).[u'(t) - T(t)] + q(t).[u(t) - Y(t)] = O 

Deduím, per tant, que u(t)-Y(t) és una solució de 
Fequac ió diferencial homogénia associada. Llavors u(t)-
Y(t)=Z(t), la qual cosa implica que u(t)=Y(t)4-Z(t). • 

B.2.5 C Á L C U L D U N A S O L U C I Ó P A R T I C U L A R D E L ' E Q U A C I Ó 
D I F E R E N C I A L C O M P L E T A 

A ) M É T O D E D E V A R I A C I Ó D E L S P A R Á M E T R E S . Siguin y i i y2 dues 
solucions linealment independents de l 'homogénia associada. 

Anem a provar ara que Y = U . y i + V .y2 será una solució particular 
de la completa, sempre que U y V siguin dues funcions, dependents 
de la variable t, que verifiquin les dues condicions següents: 

a) U ' . y i + V'.y2 =0 b) U' .y ' i + V ' .y ' i =r(t) 

En efecte, calculant les dues primeres derivades de la funció 
donada Y=U.y i+V .y2 i imposant les condicions, tindrem 

Y ' = (U'.yi + U.y ' i ) + (V'.y2 + V.y'2)= (U'.yi + V'.y2) + (U.y'i+V.y'2) = 

= O + (U.y'i + V.y'2) = U . y ' i + V.y'2. 
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Y"= (U'.y'i + U.y"i) + (V'.y'2 + V.y"2)= (U'.y'i + V.y '2)+ (U.y"i+ V.y"2)= 

=:r(t) + U.y" i + V.y"2. 

Substituint en l 'equació diferencial, obtenim 

Y " + p(t).T + q(t).Y = r(t) + U.y" i + V.y"2 + p(t).(U.y'i + V.y'2) + 

+ q(t).(U.yi+V.y2). 

Operant i traient factor comti U i V resulta 

Y " + p(t).T + q(t).Y = U.[y"i + p(t).y'i + q(t).yi] + V.[y"2 + p(t).y'2 + 

+ q(t).y2] + r(t) = U.O + V.O + r(t) = r(t). 

Observem que el sistema de l'enunciat que ens serveix per 
obtenir U i V és compatible determinat, ja que el determinant de la 
matriu del sistema coincideix amb el wronskiá i aquest és diferent 
de zero perqué, per hipótesis, les solucions y i e y2 son linealment 
independents. 

CÁLCUL D E LES FUNCIONS U i V : 

Partim del sistema ^ ^ ' ^ = ^ 
l y ; . u ' + y2 . v '= r ( t ) 

Trobem primer U ' i V utilitzant la regla de Cramer: 

O y2 

^ . ^ r(t) y'2 

y i yi 

y ' i y 2 

^ -y2-r(t) 
W ( y i , y 2 ) 

V = 

y i 0 

y*i r ( t ) _ y i - r ( t ) 

y i yi W ( y i , y 2 ) 

Vi y\ 

Integrant obtindrem U i V : 

U = _iy2£(tL.dt V = 
W ( y i , y 2 ) 

_ l i . £ ( t L . d t 
W(yi,y2) 
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B) M É T O D E D E L S C O E F I C I E N T S I N D E T E R M I N A T S . Per aplicar 

aquest métode és necessari que el primer membre de l 'equació 
diferencial sigui de coeficients constants. Peí que fa al segon 
membre ens limitarem a alguna de les tres formes següents: 

a) r(t) = ao + ai.t + a2.t2+ ... + an.t" amb an ;¿ O i a i s R . 

b) r(t) = ao.eat 

c) r(t) = ao.cos (pt) + bo.sin(pt) 

a) P R I M E R C A S : Suposem que r(t)= ao + a i . t+ a2.t2+ ... + an-t". 
Provarem que Y = AQ + A i . t + A2.t2+ ... + A^.t^ , on A Q , A i , . . . , AQ son 
coeficients indeterminats, és una solució particular de l 'equació 
diferencial completa. 

Trobarem els coeficients indeterminats A Q , A i , ... i An per mitjá 
de les dues primores derivades: 

Y ' = A n - 2.A2.t +.3.A3.t2 +... + n.An.t"-! 

Y " = 2.A2 +.6.A3.t -I- . . . +n(n-l).An.tn-2 

Imposant que sigui solució, 

2.A2 +.6.A3.t -I- . . . +n(n-l).An.tn-2 + p.(Ai + 2.A2.t +.3.A3.t2 

tn-1) + q.(Ao + A i . t + A2.t2+ ... + An.tn) = 

= ao + ai.t + a2.t2-i- . . . + an.t°. 

Operant i identificant coeficients: 

2A2 + A i . p + Ao.q = ao , 

6A3 + 2.A2.P + A i . q = ai 

n.An.p + A n - i . q = an-i 

An.q = an 
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Distingim els següents subcasos: 

a i ) Si q^iO el sistema anterior és compatible determinat. 
Trobarem A n a 1' última equació. Substituint An a l a penúlt ima, 
deduirem A n - i , i així successivament. 

a2) Si q=0 el sistema és incompatible i en aquest cas es prova com 
a possible solució: 

Y = t.(Ao + A l .t+. A2.t2 + . . . +An.tn) 

Derivant dues vegades 

Y ' = Ao + 2.Ai.t + 3.A2.t2 + ... + (n+l).An.tn 

Y " = 2. A l + 6.A2.t + ... + n(n + l).An.ti^-l 

Substituint en T equació diferencial, 

2 . A i + 6.A2.t + ... + n(n + l).An.tn-l + p.[Ao + 2 .Ai . t + 3.A2.t2 + ... 

+ ... + (n+l).An.tii] = ao + ai.t+ a2.t2+ . . . + an.t^. 

Operant i identificant coeficients ens queda 

2 . A i + Ao.p = ao 

6.A2 + 2.Ai.p = a i 

n(n + l ) .An + n.An-i.p = an-i 

(n+l).An.p = an 

Distingim les dues possibilitats següents: 

a2i) S i pTiO el sistema és compatible determinat i trobarem An a 
l 'última equació . Substituint-la en la penú l t ima equació podrem 
deduir A n - i , i així successivament 

322) S i p=0 l'equació diferencial queda y"=ao + ai.t + ...+an.t^ en la 
que una solució particular és 
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b) S E G O N C A S . Suposem ara que el segon membre de l 'equació 
diferencial és del tipus r( t )=ao.e«t . Provarem que una possible 
solució particular és de la forma Y=A.e«^ 

Derivant dues vegades, Y'=A.a.eat , Y"=A.a2.eat. 

Substituint Y, Y' i Y" en 1' equació diferencial: 

A.a2.eat + p.Aa.eat +q.A.eat = ao.e«t. 

Simpiificant per ê t tindrem, A . a ^ + p . A . a +q.A = ao, és a dir 

A.(a2 + p.a + q) = ao. 

Distingim dos casos: 

b i ) Si a2 + p.a +q^0 llavors A=ao/(a2 + p.a +q). 

b2) Si a2 + p.a +q=0, una possible solució será Y=t.A.eat. Anem a 
provar-ho. 

Derivant, Y'=A.eat + t.a.A.e«t = A.(l+t.a).e«t. 

Y"=A.a.eat + A.(l+t.a).a.eat = A.a.(2+t.a).eat. 

Substituint en l 'equació, 

A.a.(2+t.a).eat + p.A.(l+t.a).e«t + q.t.A.e«t = ao.e«t. 

Operant i simpiificant, 

A.(2 .a + t.a2 + p + p.t.a + q.t)=ao => 

A.[t.(a2+p.a+q)+2.a+p]=ao => A.[t.0+2.a+p]=ao => A.(2.a+p)=ao. 

Podem distingir dues possibilitats: 

b2i) Si 2.a+p?iO llavors A=ao/(2.a+p). 

b22) Si 2.a+p=0 podríem provar análogament que la solució és 
del tipus Y=t2.A.eat amb A=ao/2. 



B. E Q U A C . D I F E R E N C I A L S I E N DIF. H N I T E S 339 

c) T E R C E R C A S : Suposem, per acabar, que e l segon membre de 
r equac ió diferencial sigui del tipus r(t)=ao.cos(pt)+bo-sin(Pt). 
Provarem com a possible solució particular Y=A.cos(pt)+B.sin(pt). 

Calculant les derivades: 

Y'= -A.p.sin(pt) + B.p.cos(Pt) Y"= -A.p2.cosOt) - B.p2.sin(pt) 

Substituint en l'equació diferencial, 

-A.p2.cos(|3t) - B.b2.sin(pt) + p.[-A.p.sin(pt) + B.p.cos(Pt)] + 

+ q.[A.cos(Pt)+B.sin(pt)3 = ao.cos(|3t)+bo.sin(Pt) 

Operant, 

(-A.p2+B.p.p+A.q).cos(j3t) + (-B.p2-A.3.p+B.q).sin(pt)= 

= ao.cos(pt)+bo.sin(pt) 

Identificant coeficients, 

Aquest sistema será compatible determinat sempre que el 
determinant deis coeficients sigui diferent de zero; és a dir, quan 
(q-j32)2+p2 p2^0. Estudiem, dones, els dos casos següents: 

c i ) S i (q-p2)2+p2 p2:ji0, podrem trobar A i B per l a regla de 
Cramer: 

-A.p2+B.p.p+A.q=ao i -B.p2-A.p.p+B.q=bo 

Tindrem el sistema d' equacions lineáis: 

A= 

ao p.p 

bo q-P^ B= -p.p bo 
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C2) Si (q-p2)2+p2,p2=o, el que equivaldría a qué q=p2 i p=o 
perqué p,q,P e R. Provarem com a solució particular de l 'equació 
diferencial: 

Y=t.[A.cos(bt)+B.sen(bt)]. 

Trobarem la primera i segona derivada, 

Y'=A.cos(pt)+B.sin(pt) + t.[-A.b.sin(pt)+B.b.cos(pt)] = 

= (A+B.p.t).cos(pt) + (B-A.p.t).sin(pt) 

Y"=B.p.cos(Pt) - p.(A+B.p.t).sin(pt) - A.p.sen(pt) + p.(B-A.p.t).cos(pt)= 

= (2.B.P - A.p2.t).cos(Pt) + (-2.A.P + B.p2.t).sin(Pt). 

Com que en aquest cas q=p2 i p=0, l'equació diferencial quedará 
en la forma 

y"+0.y'+p2.y = ao.cos(Pt)+bo.sin(pt). 

Substituint, 

(2.B.p-A.p2.t).cos(bt) + (-2.A.p+B.p2.t).sin(bt) + 

+ p2.t.[A.cos(pt)+B.sin(pt)]= = ao.cos(pt)+bo.sin(pt). 

Operant i simplificant ens queda, 

2.B.p.cos(pt) - 2.A.p.sin(pt) = ao.cos(pt)+bo.sin(pt) 

Identificant coeficients, 

2.B.p=ao i -2.A.p=bo. 

Cal observar que com que pí¿0 resulta: 

A=-bo/2.p i B=ao/2.p. 
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B.3 EQUACIONS EN DIFERENCIES FINITES DE 
PRIMER ORDRE 

B.3.1 C O N C E P T E S P R E V I S 

1) D E F I N I C I Ó : Una equació en diferencies finites de primer ordre 
és una equació del tipus fi(t, yt, Ayt)=0, on yt és una funció discreta 
desconeguda, Ay t la diferencia de primer ordre de l a funció yt i t la 
variable discreta. 

Tenint en compte que Ayt=yt+i-ytpodem escriure una equació en 
diferencies de primer ordre com una equació del tipus 

f(t, yt+i,yt)=o. 

2) S O L U C I Ó P A R T I C U L A R I G E N E R A L : Una ÍOIKCIÓ particular áQ 
f(t, yt+l,yt)=0 és una funció discreta yt=h(t) definida en un cert 
conjunt de nombres naturals I , tal que verifica l'equació, és a dir, 

V t € I f(t, h(t), h(t+2))=0. 

De la mateixa manera que en les equacions diferenciáis i des del 
punt de vista económic, a la solució particular se l a sol anomenar 
trajectória temporal. 

Anomenem a con t inuac ió solució general de l 'equació en 
diferencies f(t, yt+l,yt)=0 a un conjunt de funcions discretes 
F={yt=h(t, C), CeR}. definides en un interval l £N tal que 

V t € 1, V C € R f(t, h(t, C), h(t+l, C))=0 

3) C O N D I C I Ó I N I C I A L : Coneguda la solució general d'una equació 
en diferencies de primer ordre, a partir d'ella podem obtenir una 
solució particular, si imposem una condició per poder trobar la 
constant. Aquesta condició s'anomena condició inicial i s'expressa 
com yo=A 
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B.3.2 E Q U A C I Ó E N D I F E R E N C I E S D E P R I M E R O R D R E L I N E A L 

Distingirem, com en el cas de les equacions diferencials, l 'equació 
en diferencies lineal completa i l 'equació homogénia associada. 

1) E Q U A C I Ó E N D I F E R E N C I E S L I N E A L C O M P L E T A : S i p(t) i r(t) són 

funcions discretos definides en un cert interval I deis nombres 
naturals, anomenarem equació en diferencies lineal de primer 
ordre completa a tota equació del següent tipus: 

yt+l= P(t) yt+r(t) [B.4] 

2) E Q U A C I Ó H O M O G É N I A A S S O C I A D A : A continuació anomenarem 
equació homogénia associada a l 'equació en diferencies [6.4] a 
l 'equació: 

yt+i=p(t) yt 

T E O R E M A B.7. «Si yf és una solució particular de l 'equació 

completa i ŷ  és la solució general de l 'homogénia associada, 

llavors la solució general de la completa és: ^t" .» 

Demostració: És similar a l'efectuada en e l cas de les 
equacions diferencials. • 

B.3.3 CÁLCUL D E L A S O L U C I Ó 

Realitzarem ara el cálcul de la solució en el cas particular en qué 
p(t) i r(t) siguin constants. 

A ) L 'EQUACIÓ HOMOGÉNIA associada és: yt+i=p yt 

Obtenim la successió: yo=C, yi=p.yo=p.C, y2=p.yi=p.p.C=p2.C, ... 

I, en general, yt=p'̂  C, per la qual cosa la solució general de 

l'homogénia és yf = pt C 



B . E Q U A C . DIFERENCIALS I E N DIF. HNITES 343 

B) Trobem ara la SOLUCIÓ P A R T I C U L A R D E L A C O M P L E T A . Partim de 

yt=ii(t)pt, on u(t) és ana funció discreta que haurem de determinar. 

E l terme següent será yf+i= u(t+l)pí+l , d'on resulta 

u(t+l)pt+l=pu(t)pt+r o u(t+l)pt+l=u(t)pt+l+r <=> 

pt+i[u(t+l)-u(t)]=r «=> u(t+l)-u(t) = r/pt+1 « 

^ u(t+l)-u(t) = r/pt+i 

Observem que les diferencies successives son 

u( l ) -u(0) =r/p , u(2)-u(l) = r/p2 , u(3)-u(2) = r/p3 

En general, es verifica u(t)-u(t-l) = r /p ' 

Sumant membre a membre totes aqüestes igualtats tenim 

P 
u(t)-u(0)= 1- + + + + 

p2 p3 p^-1 p^ 

= r. 
P p2 p3 .í-1 ptj 

- - r 1 - a/p)'.,r-(p'-l) 
P " l - (1/p) p t . (p . l ) 

Notem que u(0) és una constant que pot prendre qualsevol valor, 
on aquí la prenem igual a zero. 

Per tant, una solució particular de la completa és: 

yj'= u(t) pt = 
p-1 

Aplicant el teorema anterior, podem escriure la solució general 
de l 'equació en diferencies com 

p-1 
C + _ X _ p t . 

i p - i r p-1 
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B.4 CÁLCUL DE VARIACIONS 

B . 4 . 1 O P T I M I T Z A C I Ó D I N Á M I C A 

L'optimització és un tema predominant en l'análisi económica. Per 
aquesta rao, els métodes clássics del cálcul de trobar extrems Uiures 
i en restriccions ocupen un lloc important en Peina diaria deis 
economistes. Útils com son, tais eines son només aplicables ais 
problemes d'optimització estática. 

L a solució buscada en aquests problemes normalment consisteix 
en una tínica magnitud óptima per a cada variable d'elecció. En 
contrast, un problema d'optimització dinámica presenta la qüestió 
de quina és la magnitud óptima d'una variable d'elecció en cada 
temps puntual en un interval de temps donat [O, T] (cas de temps 
continu). 

U n problema d 'opt imització d inámica cont indrá , dones, els 
següents ingredients básics: 

1. Un punt inicial donat i un punt final donat. 

2. Un conjunt de trajectóries admissibles des del punt inicial 
al punt final. 

3. Un conjunt de valors de trajectória servint com a índexs de 
compliment (cost, benefici, etc) associades amb algunes 
t ra jec tór ies . 

4. Un objectiu específic -o maximitzar o minimitzar- el valor 
de r í n d e x de compliment elegint la trajectória óptima. 

B.4.2 P R O B L E M A F O N A M E N T A L D E L C Á L C U L D E V A R I A C I O N S 

Comengarem l'estudi del cálcul de variacions amb l 'análisi del seu 
problema fonamental que consis t i rá en optimitzar una integral 
subjecte a una serie de restriccions. 
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Expressat matemáticament , tenim que el problema fonamental 
del cálcul de variacions és: 

Maximitzar o minimitzar el funcional 

/T 

V[y(t). F[t,y(t),y'(t)] dt 

subjecte a y(0) =A (A donat) 

i a y(T) =B (T i B donats) 

En principi, existeixen moltes trajectóries que compleixen les 
condicions anteriors. L a tasca del cálcul de variacions será la 
d'intentar trobar aquelles solucions que maximitzin o minimitzin el 
funcional V[y(t)]. 

Atés que el cálcul de variacions es basa en els métodos clássics 
del cálcul, requerint l'ús de primeres i segones derivades parcials, 
restringirem el conjunt de trajectóries admissibles a aquelles corbes 
continúes amb derivades continúes. 

Una trajectoria.y(t) que optimitzi el funcional V[y(t)] s'anomena 
una trajectoria extremal. També suposarem que la funció F és dues 
vegades derivable en l'interval [0,T]. 

B.4.3 L ' E Q U A C I Ó D ' E U L E R 

La condició necessária de primer ordre en el cálcul de variacions 
és l'equació d'Euler. Per bé que la formulado data de comen9aments 
de 1744, román el resultat mes important d'aquesta branca de les 
m a t e m á t i q u e s . 

Suposem que existeix una trajectoria extremal y*(t)del funcional 
V [ y ( t ) ] . É s evident que aquesta trajectoria compleix alguna 
propietat que no compleixen les altres corbes en un entorn d'y*(t). 
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Sigui, dones, p(t) una trajectória qualsevol amb la condició 

p(0)=p(T)=O 

Totes les trajectories y(t) que es troben en un entorn d'y*(t) i 
compleixen les condicions y(0)=A i y(T)=B les podrem escriure com 

y(t)= y*(t) + £.p(t) 

Derivant respecte a t obtenim 

y'(t)= y*'(t) + 8 p'(t) 

Substituint y(t) i y'(t) en el funcional V[y(t)] resulta 

V[y(t)]=f(8). 

Sabem que, per construcció, f(0)=y*(t) és un valor extremal i , per 
tant, es verifica f(0)=0. Aquesta, és dones, la condició necessária 
perqué el funcional V tingui una trajectória extremal. 

A continuació anem a calcular f(0) en termes d'y(t) i y'(t) 

f(e)= F[t,y*(t)+8.p(t),y*'(t)+8.p'(t)]dt 

Derivant sota el signe integral obtenim: 

f ( 8 ) = 
dy 

.dt = 

yo 

9F dy ^ 3F dy' 

dy de 3y' de 
.dt 

i derivant les expressions y(t)= y*(t)+8.p(t) i y'(t)=y*'(t)+8.p'(t) 
respecte a e. 

de de 

Substituint 

f ( 8 ) = dt 
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De l'equació f (0)=0 deduim 

/•T 

.p(t)dt + :^.p'(t)dt =0 
dy' 

Jo 

Integrant per parts e l segon terme de l'equació anterior, 

l^ .p ' ( t ) dt= | 5 ^ 0 ) . p ( 0 ) - | ^ T ) . p ( T ) -
dy dy dy 

Donat que p(O)=p(T)=0, resulta 

l^ .p ' ( t ) dt=- P(t ) . f -< |^)dt 
d t dy' 

Substituint i operant. 

/•T 

^.p(t) dt - í p(t).-d-(^)dt=0 ^ 
Jo dtBy' ay 

| F . p ( t ) - p ( t ) . ^ | L ) 
dy dt 3y' . 

P(t). ^.J_( |L)dt=o 
3y d t a y ' . 

Ates que p(t) és una funció arbitraria 

I com que 

dt' 

V t e [ 0 , T ] 9F 
9y dt 3y' 

[dy'} dtWJ dy 
dv\ d y ' _ 

[dy'jdt dyVrl d t 
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Finalment, Tequació d'Euler és 

V t . [ 0 . T ] ^y^^y^^.^ = o 
dy'2 dy'dy dy'dt dy 

Observem que l 'equació d'Euler és, en general, una equació 
diferencial de segon ordre no lineal. Així, la seva solució general 
contindrá dues constants arbitrarles. Ates que el nostre problema 
ve donat amb dues condicions de frontera (una inicial i l'altra final), 
normalment tindrem prou informado que ens permetrá determinar 
les dues constants. 
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Les reflexions que poden sorgir de tot aquest estudi son molt 
variades i d'interpretacions diverses, no obstant aixo, hi ha unes 
línies principáis i fonamentals que volem ressaltar a títol de 
conclusions. A ixo hauria de permetre clarificar els continguts i 
conseqüéncies básiques d'aquest treball i deixar entreveure les 
possibles vies d'aprofundiment en el tractament de la incertesa en 
els problemes economics. 

1, No considerem adequat que per tal de tractar la incertesa en la 
ciencia económica, disciplina que sovint ha de modelitzar problemes 
definits per predicats vagues, empréssim únicament les técniques 
de la lógica binaria Ha quedat palés en el primer capítol que e l rang 
de les estructures matemátiques que es poden utilitzar és molt 
ampli, i les englobem dintre les diverses logiques multivalents que 
conformen la lógica borrosa. Tot i així, si no ens restringim a 
aquelles que verifiquen alguna estructura algebraica, ens podem 
trobar en la impossibilitat d'arribar a cap tipus de resultat. Es per 
aixo que s'ha imposat l'estructura de reticle, que d'altra banda no 
exigeix ais seus elements que ver i f iquin propietats molt 
restrictives, i d'aquí es justifica la importancia de la t-norma, 
la t-conorma i l a negació de Zadeh. 

2. Totes les disciplines científiques que estudien problemes amb 
components desconeguts, siguin aleatoris, caótics o incerts, intenten 
mesurar la dispersió o el desordre que existeix en el problema 
tractat. D'aquesta forma queda palesa la importancia de conceptes 
com la variáncia en estadística i Tentropia en química. En el cas que 
ens ocupa, tradicionalment també s'ha emprat el terme d'entropia 
per mesurar el grau de borrositat d'un subconjunt borros, elecció 
que ens sembla molt corréete i de gran aplicabilitat L a relació 
d'aquest concepte amb el de distancia és evident, i d'aquí la 
importancia de formalitzar amb rigor aqües tes idees. S'ha 
d'entendre la formal i tzació com un esfor? per clarif icar els 
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conceptes, tot i que algunes vegades la simbologia utilitzada pot 
semblar que en dificulta la comprensió. 

3. E n reconomia, les matemátiques i la ciencia en general moltes 
vegades relacionar és operar. L a ma temát i ca propia per a l 
tractament de la incertesa com a disciplina cient íf ica t ambé 
necessita introduir les seves propies operacions i models. D e l a 
intuició i el sentit comú que tenim en els casos simples, s'arriba al 
plantejament del principi de l 'extensió de les operacions entre 
subconjunts borrosos. Com ha quedat ciar al llarg del capítol tres, e l 
principi d 'extensió de les operacions amb números borrosos és 
fonamental en tot el cálcul Malauradament quan treballem en casos 
no habituáis i d'una certa complexitat, és totalment inoperant. 
Utilitzant l 'aritmética deis intervals de confianza els cálculs se 
simplifiquen molt, són mes operatius i d'una execució elegant i 
inmediata. L'inconvenient és que no sempre és adequada la seva 
utilització,ja que el grau d'incertesa deis punts que componen 
l'interval de confian9a no té perqué ser uniforme. 

4. E n el capítol de subconjunts borrosos hem intentat formalitzar 
els conceptes fonamentals i donar demostracions rigorosos deis 
principáis resultats. 

E n el tractament de números borrosos hem continuat 
formalitzant els conceptes que ens ocupen conscients que una de les 
dificultats de Taritmética borrosa és l'increment de l a incertesa que 
es va acumulant amb les operacions entre números borrosos, 
principalment amb el producte i amb el quocient. A partir d'un 
treball de M.Jiménez que dona un métode per aproximar números 
borrosos qualssevol per n ú m e r o s borrosos triangulars o 
trapezoídals, hem proposat un métode d 'aproximació del producte 
de dos números borrosos triangulars per un n ú m e r o borros 
poligonal , amb un error prefixat per ta l d'obtenir e l grau 
d 'aproximació que cada problema requereix. Entenem que els 
cálculs son laboriosos pero necesaris en aquells problemes en que 
es requereix molta precisió. 
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L ' a p r o x i m a c i ó proposada permet, com a cas particular, 
determinar un grau d'error d'aproximació d'un número borros per 
la seva corresponent aproxiamció triangular; i , si es desitja 
minimitzar Terror, es pot determinar el grau de l ' aproximació 
poligonal corresponent. 

5. Peí que fa referencia a l'estudi realitzat de les equacions 
borroses, i prenent com a referencia aportacions anteriors que han 
estat esmentades en el capítol corresponent, hem realitzat l'estudi 
de l 'equació A+X=B amb A i B números borrosos t r ianguíars , 
rebaixant la condició de igualtat per una inclusió en e l sentit 
B c A+X. 

D'entre tots els possibles números borrosos X que verifiquen 
B £ A+X, hem construit e l número borros XQ tal que A+XQ és el 
mínim que compleix la inclusió, i obtenim d'aqueta manera una 
aproximació a la solució de l'equació A+X=B. 

L'aproximació XQ a la solució de l'equació Á+X=B, no és en general 
un número borros triangular, per la qual cosa hem introduít una 
aproximació triangular X i de X Q , construida a partir d'un índex 
d'aproximació prefixat. 

6. Per al cas de l'equació lineal borrosa AX=B, hem desenvolupat 
un procés similar al de l 'equació A+X=B, amb l a diferencia que en 
aquest cas no hajsstat possible conservar l'estructura triangular de 
l 'aproximació de X Q . Per tal de solventar aquesta dificultat hem 
construit un número borros X i amb funció de pertinenga continua a 
partir també d'un Índex d'aproximació prefixat. 

7. Hem constatat que, amb el métode proposat, resulta en ambdós 
casos, que si les equacions A + X = B i A X = B teñen solució, aquesta 
coincideix amb l'aproximació XQ . 
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8. Com a proposta de recerca futura, creiem de gran interés 
analitzar vies de genera l i t zac ió del métode desenvolupat a 
qualsevol equació del tipus f(A,X)=B. Esperem teñir prou elements 
de judici en un futur proper per tal de decidir si aquest nou métode 
pot ser aplicat en equacions borroses del tipus esmentat. 

9. Les equacions diferenciáis borroses que ens han ocupat el 
cinqué capítol teñen l a particularitat que per a cada valor de la 
variable independent, e l valor particular de la funció solució de 
requac ió diferencial és un número borros triangular. Aquest fet ens 
ha portat a fer un estudi exhaustiu de les derivades de funcions 
borroses tr ianguíars . Ens hem concentrat en un tipus particular 
d'equacions, les lineáis amb coeficients constants, que rsulten ser 
for^a manejables, i potser per aquesta rao s'utilitzen sovint en les 
apl icacions e c o n ó m i q u e s . L 'es t ruc tura deis resultats son 
signif icat ivament diferents deis obtinguts amb les eines 
matemátiques ordináries No obstant, peí que fa referencia al nivel l 
de significació amb grau 1, coincideixen ambdues interpretacions, el 
que ens permet concloure que, t a mbé en aquest ámbi t , l a 
matemática fuzzy generalitza els conceptes i resultats que obtenim 
amb els métodes matemátics ordinaris, quan reduim els coeficients 
de Tequació diferencial a un sol valor. 

10. Resoldre una equació diferencial no borrosa és ja d'entrada 
un repte difícil i sovint impossible. A l fuzzyficar les equacions 
diferenciáis per introduir les equacions d i ferenciá is borroses, 
aquesta dificultat es veu augmentada per l a complexitat que hi 
introdueix la incertesa. 

Resoldre una equació diferencial borrosa é s , entre d'altres coses, 
resoldre una equació borrosa, i hem vist amb Testudi de les 
equacions borroses que hi ha moltes limitacions per dur a terme la 
seva resolució. Tot i així aquest tema ens ha motivat perqué creiem 
que pot teñir molt d l n t e r é s en les aplicacions económiques que, 
encara que sigui en models d'un caire eminentment teóric , t ambé 
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poden donar noves i productivos idees.en el terreny purament 
prác t ic . 

11. llevat L a triangularitat de la derivada no es conserva llevat 
en els casos en qué la derivada que correspon al máx im de 
presunció es mantingui sempre entre les derivades de les dues 
funcions extremes. 

12. A Texigir que la solució d'una equació diferencial borrosa 
lineal a coeficients constants sigui un número borros triangular, ens 
troben davant dues possibilitats.de solució. Una d'elles és valida en 
un interval infinit (semirecta) i l'altra en un interval finit. 

D'entre aqüestes dues possibilitats de solució, a partir del domini 
intersecció d 'amdós dominis demostrem que sempre una de les 
solucions resulta inclosa en l'altra. 

13. Hem analitzát el comportament, sota condicions d'incertesa, 
del model corresponent al análisi entre Toferta i la demanda en un 
mercat perfecto d'una sola mercadería, considerant les funcions d' 
oferta i demanda linials., pero amb coeficients incerts 

Hem fet l'estudi des de tres punts de vista diferents: model 
estátic, model dinámic amb temps continu i model dinámic amb 
temps discret. 

E n general, es constata que si considerem que les quantitats 
iniciáis ofertados i demandados són números borrosos, resulta un 
estudi mes realista de la situació que el realitzat amb magnituds 
precises. 

14. En el model estátic presentat, a partir deis nombres borrosos 
a i b, arribem a les expressions corresponents del preu P i l a 
quantitat Q en l 'equilibri, determinados tan a partir de les seves 

http://possibilitats.de
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respectives funcions de pertinenga M̂P ^ M̂ Q, com també mitjangant 
els seus corresponents a- ta l ls . 

E l producte cartesiá P x Q defineix un conjunt borros de R ^ . 
podent-se considerar el producte cartesiá P a x Q a deis seus a- ta l ls , 
per a cada nivel l , com una success ió de figures poligonals 
encaixades monotonament. S i apliquem el model proposat al cas 
particular en que els nombres borrosos implicats son triangulars, 
obtenim un resultat molt operatiu per a la zona d'equlibri borrosa 
entre l'oferta i la demanda. 

15. E n el cas del model d inámic en temps continu, la 
determinado de la trajectória del preu quan hi ha un excés de 
demanda depén del preu inicial i es pot determinar completament a 
partir deis a- ta l ls . 

Totes les trajectóries tendeixen al preu d'equilibri intertemporal, 
que s'expressa a través d'un número borros Pe. Aquest número 
borros Pe 1'obtenim com a limit deis preus incerts que son solució 
de l 'equació diferencial borrosa que conté tots els possibles valors 
del preu amb éls seus respectius graus de pertinenga. 

E n general, no es man té el comportament monoton de les 
diferents trajectóries temperáis de la variable No obstant, imposant 
certes condicions al preu inicial podem assegurar e l creixement o 
decreixement de les trajectóries cap al preu d'equilibri. 

16. En el cas del comportament del model dinámic sota incertesa 
en temps discret (anomenat comunment model de la teranyina), 
hem determinat les condicions per a la convergencia de l a 
trajectória del preu. Aquesta interpretado ens proporciona un valor 
per al preu d'equil ibri donant una visió mes realista, i alhora 
permet establir un coeficient de convergencia del preu que ens 
dona un número borros que expressa els possibles valors 
d'equilibri, cadascún amb el seu corresponent grau de possibilitat. 
Aquest grau de possibilitat és mes gran quan menys intersecció 
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teñen els suports deis pendents de la demanda i de la oferta, i com 
mes petita sigui la distancia del pendent de l'oferta a l'origen 
respecta a la distancia del pendent de la demanda a l'origen. En 
realitat, quan mes intersecció hi ha, mes s'apropa la possibilitat de 
convergencia al nivell 0,5. 

17. Peí que fa al model estátic de Cournot-Nash de determinado 
de la prodúcelo de cadascuna de les dues empreses implicades en el 
problema, si considerem els costos margináis de cada empresa 
expresats per números borrosos triangulars, es determinen les dues 
funcions de pertinenga de les funcions de reacció de cadascuna 
d'elles. 

En aquest context la regió que conté els punts d'equilibri és la 
intersecció de dos conjunts borrosos en forma de pirámide de base 
un paral.lelogram. Per a cada punt d'aquest paral . le íogram ens 
queda determinat el grau de possibilitat de que l ' equ i l ib r i 
s'assoleixi en aquest punt, grau que s'expressa a partir del valors de 
la corresponent funció de pertinenga. 

A través d'un procés de desfuzzyficació, consistent en calcular el 
centre de gravetat d'una determinada regió borrosa, obtenim el 
punt que considerem significatiu i que ens dona e l valor de 
producció que permet igualar el valor del benefici de les dues 
empreses, la qual cosa permet donar finalment un resultat nítid de 
determinado del valor d'equilibri alternatiu a la solució tradicional. 

18. Finalment, l 'aplicació de la lógica borrosa al model d'Evans 
d'un monopoli condueix a un conjunt de trajectories optimes del 
preu, cadscuna d'elles amb el seu corresponent grau de possibilitat. 

Fent ús de la mitjana ponderada, ja que en aquest cas hem 
considerat que les condicions de frontera son incertes i s'expressen 
a t ravés de números borrosos discrets, hem obtingut una 
trajectoria ópt ima que ens proporciona una nova alternativa de 
solució del problema. 
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