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Breu descripcio

Aquesta unitat introdueix algunes idees elementals de probabilitat tot jugant amb
daus.

Es parteix concretament del joc del parxis i del fet que molts nens pensen que treure
un cinc és més dificil que treure qualsevol altre nuimero. Encara que 6 és I'esperanca
del nombre de vegades fins a obtenir un cinc, sovint es necessiten més de 6 tirades, i
aixo ben segur que ho recordaran els nois. També sembla molt dificil treure un cinc
pel fet de comparar aquest resultat amb el de treure un nimero qualsevol diferent de
cine.

Algunes experiéncies tenen per finalitat acostumar els alumnes a comprovar les seves
hipotesis sistematicament.

El conjunt de dades enregistrades és molt gran i per tant és dificil la seva comprensio.
Per aixo, les dades es representen graficament i es redueixen tot donant els principals
parametres de la distribucié. També es comparen els resultats dels daus normals amb
els dels daus trucats.

Durada de la unitat: 5 hores.

Proposits i objectius

En acabar la unitat, els alumnes haurien d’ésser capagos d'obtenir dades directament
i de tabular-les. També haurien de saber calcular el mode i la mediana d’un conjunt
petit de niimeros i dibuixar i interpretar un diagrama de barres.

Els alumnes hauran recollit dades, assignat probabilitats a partir de I'estudi de les
freqiiéncies relatives, i comparat dues distribucions de fregiiéncies. Tamb¢ hauran fet
deduccions simples a partir de les distribucions experimentals i finalment hauran
interpretat dades tabulades o en forma grafica.

Trobaran exemples de:

1) mostres desiguals,

2) la influéncia de la mida de la mostra en la distribucié de freqﬁéﬁcies,

3) resultats esbiaixats i no esbiaixats,

4) esdeveniments independents,

5) freqiiéncies relatives que s'estabilitzen tant en situacions esbiaixades com no.

Per tant hauran practicat la recollida de dades en diferents situacions.
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Pre-requisits

Encara que no és imprescindible, els pot servir d’ajuda saber representar diagrames
de barres. )

Han de conéixer el significat i 'ordre de les fraccions i dels decimals compresos entre
0il.

Material i planificacio
A la secci6 A es compara la dificultat d’obtenir un cinc amb la d’obtenir un dos.

Tota la classe pot obtenir primer cincs i després dosos treballant en parelles o bé
poden treballar en grups de dues parelles.

A la secci6 B es calcula la probabilitat d’obtenir un cinc amb un dau, i s'estudia la
relacié que hi ha entre I'estabilitzacié de les freqiiéncies relatives i la probabilitat.

Alasecci6 C es retorna a la idea de la seccié A pero usant daus trucats a favor del cinc
o del dos.

A la seccio D es repeteix la seccio B pero amb daus esbiaixats.

Per a la seccio 4, cada parella d’alumnes necessitara un dau no trucat, paper quadri-
culat i els fulls R1, R2 i R3.

Per a la secci6 B necessitaran només daus no trucats.

A la seccio C, cada parella d’alumnes necessitara cartolina (9 cmx7 cm) i pega; o bé
paper quadriculat, pega i cartolina.

A la seccié D necessitaran el full R4.

La part fonamental de la unitat la constitueixen les seccions A, Bi C de les quals A1(g)
i C4(e) son opcionals per als alumnes més capacitats.

La seccié D és opcional i esta dedicada als alumnes més avantatjats o als més ra-
pids.

Comentaris especifics de cada seccio
Seccio A

Ala secci6 A es comenca per giiestionar |'opini6, freqiient entre els alumnes, que un
cinc és més dificil d’obtenir que qualsevol altre nimero. Les proves d’aquesta secci6
pretenen dos objectius. Un és el de veure quantes vegades cal tirar el dau fins a
obtenir una cara determinada. L'altre objectiu és comparar els resultats d'una cara
amb els d’una altra.
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Els alumnes completen diagrames de barres i fan algunes deduccions. Es convenient
fer notar, per una banda, que no totes les mostres sén idéntiques, i per I'altra, remar-
car la influéncia de la mida de la mostra en la distribuci6 de freqgiiencies. L'experi-
ment es fa 25 vegades, nombre prou petit perqué el calcul de la mediana sigui facil
perd suficientment gran per obtenir una raonable distribuci6 de freqiiéncies.

La distribuci6 tedrica per un gran nombre de tirades de daus perfectes té:
Mode = 1, mediana = 4 (la mitjana que no és calculada aqui és 6).

Als alumnes més avancats se'ls pot fer veure que I'experiéncia es fa sobre una mostra
d'una poblaci infinita (conjunt del nombre de tirades fins a obtenir un cinc), fet que
no és esmentat al llibre dels alumnes.

El fet d’haver de treure un cinc per comengar a jugar a parxis és equitatiu, ja que tots
els jugadors hi estan obligats i tots usen el mateix dau. Si tots els jugadors comences-
sin igual, es canviaria 'esséncia del joc i possiblement també desapareixeria part dela
diversio. Es opinable quina és la millor manera de comengar. Alguns exemples d’al-
tres maneres de comencar son: tirar monedes, treure els noms dels jugadors a I'atzar,
treure palles i a la carta més alta.

Al
Els alumnes necessitaran daus perfectes i el full R1.

No és més facil per a I'Anna treure un dos amb un dau perfecte. Suggeriu als alumnes
que treballin aparellats i després en grups de quatre aparellats de dos en dos; la meitat
de la classe que provi d’obtenir cincs i I'altre meitat dosos. Després que comparin els
resultats. Si hi ha temps, que cada parella provi d'obtenir cincs i dosos.

Quan a (c) copiin els resultats de I'altra parella del grup, el que interessa és el nombre
total de tirades fins a obtenir un cinc (o un dos) i no els resultats obtinguts. Normalment
el nombre més petit de tirades necessaries per obtenir un cinc o un dos sera 1.

A partir de les qiiestions opcionals els podeu fer intuir les idees d’'independénciai que
no hi ha limit superior teoric del nombre de tirades necessaries fins a obtenir un cinc.
Als alumnes més capacitats els podeu fer observar la seqiiéncia d’aquests nombres
per comprovar si les respostes que han donat a I'apartat (i) concorden amb els resul-
tats obtinguts en I'experimentacio.

A2
Els alumnes necessitaran el full R2.

A R2 es preveuen 30 tirades fins a obtenir un cinc o un dos. Si els alumnes necessitessin
més tirades, poden fer un altre diagrama o poden afegir una altra barra a la dreta que
porti com a titol: «més de 30 tirades»; aquesta segona opcio és menys aconsellable.
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A4

Observant les distribucions, els alumnes hauran de concloure que la dificultat d’obte-
nir un cinc o un dos és aproximadament la mateixa. Les dues medianes seran aproxi-
madament iguals. Si fossin molt diferents hi haura discordancia, pero aleshores teniu
la possibilitat de discutir la importancia de la mida de la mostra i la necessitat de
disposar de més resultats. Aquesta simple giiesti6 és essencial en I'Estadistica. El
treball amb mostres permet treure conclusions sobre el model de distribucié. En
aquests cas la distribucio és geométrica.

A5
Els alumnes necessitaran paper quadriculat.

Podeu discutir la importancia de la mida de la mostra si no ho heu fet en Adc. Heu de
recollir els resultats de tota la classe (25 per parella). Ho podeu fer com vulgueu. Les
dades poden recollir-se, o bé a partir de la taula I o bé de les ja ordenades per calcular
la mediana. La recollida sera més rapida si feu una taula a la pissarra amb totes les
dades. El metode que escolliu dependra de la capacitat de la classe per manejar
moltes dades. Probablement sera util que comproveu si el nombre de dades recollit és
el correcte.

a Lameitat de la classe pot fer el diagrama pel cinc i I'altra meitat pel dos. Els modes
i les medianes estaran molt a prop dels valors teorics ja mencionats. Un cinc i un
dos son igualment dificils d’aconseguir.

Seccio B

A la secci6 B cal jugar a daus una altra vegada. A B2 podeu usar els primers 20
resultats de la taula 1. S'introdueix la connexid entre freqiiéncies relatives i probabili-
tat. L'estabilitzacio de les freqiiéncies relatives és fonamental de cara a usar-les com a
base per estimar probabilitats. El metode grafic escollit es basa en una idea usada a
D.LM.E. (projecte de G. Giles de la Universitat de Stirling), material que ha estat
publicat per «Oliver and Boyd».

Els avantatges d’aquesta representaci son:
i) no cal que els alumnes portin el compte del nombre de tirades,
ii) no cal fer el recompte,

iii) la informaci6 queda guardada seqiiencialment per si es necessita més enda-
vant,
iv) no cal calcular fraccions ni transformar-les en decimals,

14



v) es pot usar en totes les experiéncies amb només dos resultats possibles (exit/
fracas),

vi) s’hi pot entreveure la idea de limit. Si projecteu els grafics sobreposats (per mitja
d’un projector de transparéncies), els alumnes podran adonar-se que tot i que els
grafics son molt diferents al principi, al final tenen una tendéncia cap als mateixos
resultats.

S'espera un cinc per cada 6 tirades del dau. Si el dau és perfecte, cada cara del dau té
la mateixa probabilitat de quedar a dalt. La probabilitat que surti una determinada
cara és 1/6, ja que és un cas d’entre sis casos igualment probables. Aqui la intuicio
dels nois pot donar diferents respostes. Cal que eviteu massa discussions, ja que
aquells que coneguin la resposta podrien espatllar la descoberta dels que la descone-
guin. La resta de la secci¢ hauria de proporcionar les respostes correctes.

B1

Necessitaran el full R5 i daus perfectes. Els llapis de colors poden ajudar a mostrar els
camins més clarament.

Es tracta de comencar en el punt INICI i traslladar-se a la dreta si es guanya o a
I'esquerrasi es perd i després observar on acaba el cami. Després de cada tirada es pot
saber el nombre de tirades que es porten i el d’encerts que s’han aconseguit. La
columna de punts aI'esquerra del grafic ens va indicant el nombre de tirades realitza-
des. El nombre d’encerts coincideix amb el nombre de punts interiors (és a dir, sense
comptar el de més a l'esquerra) que hi ha seguint una linia horitzontal des de I'esque-
rra fins al cami. Per exemple, en el cami dibuixat al grafic 2 del llibre dels alumnes,
després de la sisena tirada, el nimero que hi ha a 'esquerra ¢és 6 (6 tirades realitza-
des); i el nombre de punts interiors des de l'esquerra fins on acaba el cami és 3 (3
éxits).

Si s'arriba a un eix del grafic, el segiient tram del cami pot ésser vertical cap a baix en
comptes de a l'esquerra o a la dreta. Girant el paper 90 graus, el grafic esdevé la
representacié usual de les freqiiencies relatives (eix d’ordenades) en funci6 del nom-
bre de tirades (eix d’abscisses). Tal com es pot veure en el grafic de la pagina se-
glient.

S’espera que amb 40 tirades el cami s'estabilitzi més de pressa. Normalment amb una
mostra més gran es veu millor Iestabilitzacio de les freqiiéncies relatives.

El cami s’hauria d’estabilitzar al nivell 0.5.

Hi ha la mateixa probabilitat d’obtenir un niimero parell que d’obtenir un niumero
senar amb un dau perfecte. Per tant la probabilitat teorica és 1/2.
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Frequeéncia relativa

T T
20 40

Nombre de tirades

B2

Alsl alumnes els caldra tenir el full R4 i daus perfectes. Els poden ser tils els llapis de
colors.

A' (a), l_a' fraccio ha d’ésser sobre 100. Podeu esperar 17 cincs, i el cami s’hauria
d’estabilitzar cap al nivell 0.17 (és a dir, 1/6).

Un dau té 6 cares. Amb un dau perfecte cada cara és igualment probable que quedi a
dglt. Per tant es pot esperar un cinc cada 6 tirades. La probabilitat teorica d’obtenir un
cinc amb un dau perfecte és 1/6.

Es recomana que alguns alumnes de la classe intentin d’obtenir dosos.

Seccié C
Ala seccio C es fa el mateix que a la A pero usant daus trucats.

Pot anar t?é discutir els conceptes d’esbiaixat i de no esbiaixat. Les idees estadistiques
tornen a ésser les mateixes que en A pero recalcant la idea de daus esbiaixats a favor
del dos o del cinc.

C1

El métode recomanat per fer daus trucats es déna al llibre de 'alumne.
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Cap dau no és facil de tirar. Cal fer-lo girar com si es tirés una moneda. Es suggereix
que cada parella trii el biaix del seu dau i després I'intercanvii amb una altra parella
que haura d’endevinar el biaix del dau.

Els alumnes més espavilats poden usar daus esbiaixats a favor d'altres niimeros com
el tres o el quatre.

C2

Ara és d’esperar que un cinc surti més rapid, és a dir que es necessitin menys tirades
per obtenir un cinc. En el diagrama de barres hi haura més quadres al costat esquer-
ra.

C3

b No es proporciona cap full R. Els alumnes necessitaran paper quadriculat. El biaix
del dau pot fer que calguin moltes tirades o molt poques fins a obtenir un cinc.

C4

La forma del nou diagrama de barres diferira del de la figura 1. Si el dau és esbiaixat a
favor del cinc aleshores caldran menys tirades per aconseguir un cinc. Mentre que si
el dau és esbiaixat a favor del dos, se'n necessitaran moltes més. El mode en cada cas
hauria de ser aproximadament el mateix: en els dos casos el valor teoric del mode és
1. La mediana varia segons el biaix del dau. Si el dau és trucat a favor del cinc,
aleshores la mediana sera segurament més alta i a l'inrevés. Si el dau és trucat a favor
del dos, aleshores la mediana sera probablement més baixa.

Les respostes dels nois a ¢ haurien de determinar el biaix del dau.

e Espodriajugar a parxis amb un dau trucat. Seria més facil comengar i s’avangaria
més de pressa. Perd podria resultar ser més dificil entrar a casa al final (ja que
s'obtindrien menys uns i dosos).
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*Seccio D

Aquesta seccid és com la B perd amb daus trucats.

Els alumnes necessitaran el full R6 i daus esbiaixats. Els ajudara la utilitzaci¢ de llapis
de colors. Aqui s’ha de veure que les freqiiéncies relatives dels daus trucats s’estabilit-

zen tal com ho feien les dels daus equitatius. Les técniques emprades sén les mateixes
que a la secci6 B.

Amb un dau trucat a favor del cinc, la probabilitat de treure un cinc és més alta que
1/6.

Amb un dau trucat a favor del dos, la probabilitat de treure un cinc és menor que
1/6.

Si un dau és trucat a favor del cinc, caura amb un cinc a la cara de dalt més vegades
que si fos equitatiu. Si és trucat a favor del dos, caura amb un cinc a dalt menys
vegades que si fos equitatiu.

Respostes

Al aNo f1 gNo,siel dau es tira adequadament.
h No és possible dir-ho.

A4 a Mésgran b Aproximadament igual  d No.

Bl b 9,9/20 0045
c4,4/1000.4
(compte amb la temptacio de contestar 8 a la primera pregunta).

C2 a Mésfacil. b Normalment menys.
¢ Hi haura freqiiéncies més altes cap a 'esquerra.  d Més baixa.

Prova

1 Els numeros de sabata dels 29 nois d’una classe de primer de BUP son:

37,35, 38, 39,41, 36, 38, 39, 37, 40, 35,42, 39, 37, 36, 38, 35, 41, 39, 40, 36, 38, 37, 38,

38, 41, 39, 40, 38.

a Dibuixa un diagrama de barres amb aquests valors.

b Calcula el mode.

¢ Escriu les 29 mides per ordre i calcula la mediana de les mides de sabates dels
nois.
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Figura 1 Numero de sabata de les noies de primer de BUP

104

Nombre de noies
b

"35 36 37 38 39 40
Numero de sabata

2 Lafigura 1 mostra les mides de les sabates de les 29 noies d'una classe de primer de
BUP.
a Quantes noies calcen el 382

b Suposa per un moment que, en general, els nois tinguessin el peu més petit que
les noies. ¢La mediana dels nois seria més gran, més petita o aproximadament
igual que la mediana de les noies?

¢ Busca la mediana de les mides de sabata de les noies de la classe.
d Calcen sabates més grosses els nois o les noies?

3 En Joan esta tirant enlaire una xinxeta i observa en quina posicio queda a terra. Si
queda aixid]_) . I’anomena PUNT i el compta com un éxit. Perd si queda
I'anomena pLA i perd. En la figura 2 es mostren els resultats de 20 tirades.

a Quants punts ha obtingut en les 10 primeres tirades?
b Quants punts ha obtingut en les 20 tirades?

¢ Copia i completa la segiient frease:
La probabilitat de treure un punt amb la xinxeta d’en Joan és aproximadament:

d A partir d’aquests resultats digues quina de les segiients afirmacions sembla més
probable de ser certa:

La xinxeta d’en Joan ¢s esbiaixada a favor de la posicié punt.
La xinxeta d’en Joan es esbiaixada a favor de la posicio pla.
La xinxeta d’en Joan no és esbiaixada.

En les segiients 20 tirades en Joan ha obtingut 15 punts i 5 plans.

e Utilitza aquests resultats per fer una millor estimaci6 de la probabilitat d’obtenir

un punt.
Per qué és una millor estimaci6 que la que has fet a 3¢?
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Figura 2 Tirades d’'una xinxeta. Els resultats d’en Joan

INICI

Nombre de tirades

9 2 il 8 8 10 12 hLs 1 18 20
20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
Decimal

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Respostes

1b38
¢ 35, 35, 35, 36, 36, 36, 37, 37, 37, 37, 38, 38, 38, 38, 38, 38, 38, 39, 39, 39, 39, 39, 40,
40, 40, 41, 41, 41, 42.
La mediana és 38.

2a2 bméspetita ¢ Lamediana és 37.
d els nois calcen sabates més grosses que les noies.

3a6 bl13 ¢13/20,00.65.
d Esbiaixat a favor del punt.
e 28/40, 0 0.7 (és a dir, s'ajunten els dos conjunts de 20 resultats).
L’aproximaci6 és millor perqué amb 40 tirades el grafic s’ha estabilitzat més que
amb només 20 tirades.
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Connexions amb altres unitats del projecte

Altres unitats del mateix nivell (nivell 1)

La loteria de la classe
La practica ens ajuda...

Jocs d’atzar
Taules estadistiques

Coneguem la nostra...
Lleure i diversio

Unitats d’altres nivells que tracten una tematica igual o semblant

Nivell2 Jocs de fira No és cert tot... Goool!
Nivell 3 Quants n’hi ha? Control de qualitat
Nivell 4 Margarina o mantega? Mostres aleatories

Aquesta unitat és particularment interessant en les arees de Ciencies i Matematiques.

Interconnexions entre els conceptes i les técniques utilitzades en

“aquestes unitats

La taula que es presenta ens mostra aquestes interconnexions. El codi numeéric que
figura a I'esquerra fa referéncia als items detallats en el capitol 5 del llibre L’ensenya-
ment de I'Estadistica 11-16.

Tot item que figuri a la columna Pre-requisits estadistics ha d’haver estat tractat abans
d’abordar aquesta unitat. A la dreta, i a la mateixa algada, s'indiquen les unitats que
introdueixen aquesta idea o tecnica.

Els items que figuren a la columna Idea o técnica utilitzada no s'introdueixen especifi-
cament ni tenen una atenci6 especial en la unitat. Poden figurar en un o més exem-
plesi es tracten dins d'un context més general. No s necessari tenir un coneixement
previ d'aquests items a I'hora de tractar la unitat. A les dues columnes de la dreta
s'informa de la resta d’unitats que introdueixen o utilitzen aquests items i que poden
ser presentades abans o després d’aquesta unitat.

Els items que figuren ala columna Idea o técnica introduida es tracten especificament
en la unitat i, si es tracta d’una técnica, es mostra el seu desenvolupament amb tot
detall. A la columna de la dreta hi figuren les unitats que tracten aquests mateixos
items.
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Num. Pre-requisits estadishcs Introduits 8
Cap
Idea o técnica utilitzada Introduida a També utilitzada a
1.2a | Exemples d'utilitzacio de dades discretes No és cert tot el que.. La loteria de la classe Jocs d'atzar
Coneguem la nostra classe Lleure i diversio
Plou o fa sol Jocs de fira
Taules estadistiques Quants n'hi ha?
Control de qualitat
5V Inferéncies a partir de taules Coneguem la nostra classe | La practica ens ajuda a millorar
Lleure i diversio No és cert tot el que es veu
Taules estadistiques Control de qualitat
Goool!
Quants n'hi ha?
Sw Les grans mostres milloren les inferéncies Jocs de fira
Quants n'hi ha?
]
Sod Idea o técnica introctida També utitzada a
Nom.
1.4a | Obtencié de dades propies La loteria de la classe Uleure i diversio Jocs de fira
B Quants n'hi ha? Control de qualitat Mostres aleatories
1.4b | Utiitzaci de dades ja tabulades Lleure i diversio Taules estadistiques
5a Lectura de taules Lleure i diversio Taules estadistiques La loteria de la classe
Coneguem la nostra classe Jocs d'atzar Plou o fa sol
Goool! No és cert tot el que es veu Quants n'hi ha?
Mostres aleatories
22a | Diagrames de barres per a dades discretes La loteria de la classe Jocs d'atzar La practica ens...
Leure i diversio Taules estadistiques
No és cert tot el que es veu Control de qualitat
31a | Mode per a dades discretes Ueure i diversio No és cert tot el que es veu
3.1b | Mediana per a dades discretes La practica ens ajuda... No és cert tot el que es veu
41c | Assignacio_de probabilitats com a limit esperat de les Jocs d'atzar Goool! » Jocs de fira
frequéncies relatives en casos d'equi il ina 0 mantega? Mostres aleatories
41a | Freqiéncia relativa d'un Margarina 0 mantega? Mostres aleatories
4.1f | Assignacio de probabilitats: estimacio a partir de Goool! Mostres aletories
frequencies relatives calculades sobre un nombre finit de
€asos.
Jocs d'atzar
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Biaixos en experimentacions

(p.ex. dau etrucats)
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Figura 7 20 tirades d’un dau — senar o parell

Figura 8 40 tirades d’un dau — senar o parell
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equir un cinc amb un dau trucat

R4
*Figura 9 Nombre de tirades fins a aconseguir un cinc amb un dau normal

*Fiqura 10 Nombre de tirades fins a acons

(*Tria el que sigui)
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