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Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza 1
del algebra en edades tempranas

RESUMEN

La proyeccion que ha sufrido la ensefianza del algebra desde edades tempranas,
bajo las directrices de la propuesta curricular Early Algebra, representa un desafio para
la formacidn inicial del profesorado. El propdsito de la investigacion es caracterizar el
conocimiento matematico que movilizan los futuros profesores de educacion infantil y
primaria para la ensefianza del &lgebra en edades tempranas. Para alcanzar dicho
propdsito nos situamos desde la perspectiva de Ball et al. (2008) y utilizamos como

herramienta analitica el modelo Mathematical Knowledge for Teaching (MKT).

La investigacion ha adoptado un enfoque metodologico mixto por medio de un
disefio exploratorio secuencial. Bajo esta mirada se ha llevado a cabo el proceso de
construccién de dos instrumentos: Cuestionario MKT - algebra temprana (3-6) y
Cuestionario MKT - algebra temprana (6-12). Para ello, en primer lugar, se ha indagado
en los estudios empiricos que se han llevado a cabo en relacion con la ensefianza del
algebra en las primeras edades y el conocimiento matematico del profesorado de
educacion infantil y primaria. Asimismo, se ha analizado el tratamiento otorgado al
algebra en las orientaciones curriculares internacionales, asi como los libros de texto
correspondientes a ambas etapas escolares. Ademas, se ha profundizado en las tareas
matematicas que disefia el profesorado en formacion para movilizar los inicios del
pensamiento algebraico y los conocimientos matematicos para la ensefianza involucrados
en tales tareas. Este analisis ha permitido establecer el significado de referencia de la
investigacion, que conforma la base sobre la que hemos construido y validado los

cuestionarios antes mencionados.

El Cuestionario MKT - algebra temprana (3-6) fue aplicado a una muestra de 60
futuros profesores de educacion infantil y el Cuestionario MKT - algebra temprana (6-
12) a una muestra de 76 futuros profesores de educacion primaria. Los resultados
obtenidos exhiben las limitaciones en el concomiendo matematico del profesorado, tanto
en el dominio del conocimiento del contendido (conocimiento comin del contenido;
conocimiento especializado del contenido; conocimiento del horizonte matematico),
como en el conocimiento pedagdgico del contenido (concomiendo del contendido y los
estudiantes; conocimiento del contenido y la ensefianza; conocimiento del curriculo), para

enfrentar la ensefianza del algebra en las primeras edades. Cabe destacar que el
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conocimiento matematico del profesorado tanto de infantil como primaria se caracteriza
por presentar menores limitaciones respecto del conocimiento comdn del contenido y

mayores dificultades en el conocimiento del horizonte matematico.

A partir de los datos obtenidos, se concluye que es necesario ofrecer programas
de formacion que permitan fortalecer y desarrollar los distintos subdominios del
conocimiento matematico para la ensefianza del algebra en edades tempranas del

profesorado.
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RESUM

La projeccié que ha sofert I'ensenyament de I'algebra des d'edats primerenques,
sota les directrius de la proposta curricular Early Algebra, representa un desafiament per
a la formacio inicial del professorat. El proposit de la recerca és caracteritzar el
coneixement matematic que mobilitzen els futurs professors d'educacié infantil i primaria
per a I'ensenyament de l'algebra en edats primerenques. Per a aconseguir aquest proposit
ens situem des de la perspectiva de Ball et al. (2008) i utilitzem com a eina d’analisi el

model Mathematical Knowledge for Teaching (MKT).

La recerca ha adoptat un enfocament metodologic mixt per mitja d'un disseny
exploratori seqiiencial. Sota aquesta mirada s'ha dut a terme el procés de construccié de
dos instruments: Questionari MKT - algebra primerenca (3-6) i Questionari MKT- algebra
primerenca (6-12). Per a aix0, en primer lloc, s'ha indagat en els estudis empirics que
s'han dut a terme en relacié amb I'ensenyament de l'algebra en les primeres edats i el
coneixement matematic del professorat d'educacio infantil i primaria. Aixi mateix, s'’ha
analitzat el tractament atorgat a I’algebra en les orientacions curriculars internacionals,
aixi com els llibres de text corresponent a totes dues etapes escolars. A més, s’ha
aprofundit en les tasques matematiques que dissenya el professorat en formacio per a
mobilitzar els inicis del pensament algebraic i els coneixements matematics per a
I'ensenyament involucrats en aquestes tasques. Aquesta analisi ha permeés establir el
significat de referéncia de la recerca, que conforma la base sobre la qual hem construit i

validat els guestionaris esmentats.

El Questionari MKT - algebra primerenca (3-6) ha estat aplicat a una mostra de
60 futurs mestres d'educacio infantil i el Questionari MKT-algebra primerenca (6-12) a
una mostra de 76 futurs mestres d'educacio primaria. Els resultats obtinguts mostren les
limitacions en el coneixement matematic del professorat, tant en el domini del
coneixement del contingut (coneixement comu del contingut; coneixement especialitzat
del contingut; coneixement de I'horitz6 matematic), com en el coneixement pedagogic del
contingut (coneixement del contingut i els estudiants; coneixement del contingut i
I'ensenyament; coneixement del curriculum), per a fer front a I’ensenyament de I'algebra
en les primeres edats. Cal destacar que, el coneixement matematic del professorat tant

d'infantil com primaria, es caracteritza per presentar menors limitacions respecte del
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coneixement comu del contingut i majors dificultats en el coneixement de I'horitzo

matematic.

A partir de les dades obtingudes, es conclou que és necessari oferir programes de
formacio que permetin enfortir i desenvolupar els diferents subdominis del coneixement

matematic del professorat per a I'ensenyament de I'algebra en edats primerenques.
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ABSTRACT

As approach under the guidelines of the Early Algebra curriculum proposal, the
early teaching of algebra represents a challenge for initial teacher training. The purpose
of this research is to characterise the mathematical knowledge mobilised by future early
childhood and primary pre-service teachers for algebra instruction at an early age. To
achieve this purpose, we use the perspective of Ball et al. (2008) and the Mathematical

Knowledge for Teaching (MKT) model as an analytical tool.

The research has adopted a mixed methodological approach and a sequential
exploratory design. From this perspective, two instruments have been constructed: the
MKT-Early Algebra Questionnaire (3-6) and the MKT-Early Algebra Questionnaire (6-
12). We have examined empirical studies carried out in relation to the instruction of
algebra at an early age and the mathematical knowledge of early childhood and primary
education teachers. Likewise, we have analysed the treatment given to algebra in
international curricular guidelines, the textbooks corresponding to both school stages, and
the mathematical tasks designed by pre-service teachers to mobilise the beginnings of
algebraic thinking and the mathematical knowledge for teaching involved in such tasks.
This analysis has allowed us to establish the reference meaning of the research, which

forms the basis by which we have constructed and validated the two questionnaires.

The MKT-Early Algebra Questionnaire (3-6) was applied to a sample of 60 pre-
service teachers of early childhood education and the MKT-Early Algebra Questionnaire
(6-12) was applied to a sample of 76 pre-service teachers of primary education. The
results show the limitations in the mathematical knowledge of pre-service teachers to
instruct algebra at an early age. These limitations were apparent both in the domain of
content knowledge (common knowledge of content; specialised knowledge of content;
knowledge of the mathematical horizon) and in the pedagogical knowledge of content
(knowledge of content and students; knowledge of content and teaching; knowledge of
the curriculum). It is worth noting that the mathematical knowledge of both pre-primary
and primary school teachers is characterised by fewer limitations with respect to common
knowledge of the content and greater difficulties in the knowledge of the mathematical

horizon.
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From the data obtained, it is concluded that it is necessary to offer training

programmes for teachers to strengthen and develop the different subdomains of

mathematical knowledge for the instruction of algebra at an early age.



Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza 7
del algebra en edades tempranas

PRESENTACION GENERAL

El conocimiento del profesorado se ha conformado como una tematica de interés
en la investigacion en educacion matematica durante las Gltimas décadas ya que, tanto el
dominio disciplinar como el manejo de aspectos pedagdgicos y la experiencia docente, se
asocian positivamente con el aprendizaje de los estudiantes (Darling-Hammond et al.,
2009).

En este contexto, el conocimiento del profesorado resulta fundamental para
atender a los retos y demandas que plantean los curriculos contemporaneos de educacién
infantil (3 a 6 afios) y primaria (6 a 12 afios), como es el caso de la ensefianza del algebra

en edades tempranas, que se ha impulsado a partir del impacto del Early Algebra.

En términos curriculares, el Early Algebra responde a una propuesta de cambio
cuyo proposito es la introduccion de modos de pensamiento algebraico desde los primeros
afios de escolarizacion (Carraher y Schliemann, 2019; Kaput, 2000). Dicho proceso, ha
sido denominado por (Kaput, 2000) como la algebrizacion del curriculo, que implica
“capacitar a los estudiantes mediante el fomento de un mayor grado de generalidad en su
pensamiento y una mayor capacidad de comunicar dicha generalidad” (Lins y Kaput,
2004, p. 58).

De acuerdo con el National Council of Teachers of Mathematics [NCTM] (2000),
la integracion del algebra en el curriculo desde la educacion infantil, permite que el
profesorado pueda ayudar a los alumnos a construir una sélida base de comprension y
experiencia en torno al algebra, como preparacion para un trabajo mas complejo en los

niveles medios y en la escuela secundaria.

Asi pues, bajo las directrices del Early Algebra se han desarrollado diversos
estudios con estudiantes de educacion infantil y primaria (e.g., Blanton et al., 2015;
Molina y Castro, 2021; Papic et al.,, 2011; Radford, 2011), que se han centrado
principalmente en explicar las oportunidades de los estudiantes para explorar y discernir
relaciones matematicas, patrones y estructuras aritméticas mediante procesos de
observacién, conjetura, generalizacidn, representacion, justificacion y comunicacién
(Kieran et al., 2016a). Sin embargo, es esencial analizar experiencias que profundicen en
el conocimiento matematico del profesorado implicado en la formacion de tales

estudiantes (Kieran, 2007), puesto que son agentes claves para implementar el cambio
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que implica introducir la ensefianza del algebra en la educacién infantil y primaria, y con
ello suscitar el desarrollo del pensamiento algebraico como una capacidad de hacer y

expresar generalizaciones (Kaput, 2008).

Desde esta perspectiva, la presente investigacion se ha centrado en determinar
¢que conocimientos matematicos caracterizan la ensefianza del algebra en edades
tempranas en los futuros profesores de Educacion Infantil y Primaria? Para ello, se ha
asumido el modelo Mathematical Knowledge for Teaching (MKT), propuesto por Ball et
al. (2008).

Los datos obtenidos seran el punto de partida para informar sobre aquellos
aspectos centrales que debiese considerar la formacion inicial del profesorado de

educacién infantil y primaria para ensefiar lgebra temprana.
La memoria se ha organizado en cinco capitulos que se detallan brevemente:

e Capitulo 1: en este capitulo se justifica la relevancia del estudio, el
problema y la pregunta de investigacion, asi como los objetivos que
derivan de esta pregunta.

e Capitulo 2: este capitulo considera la descripcion del marco tedrico que
sustenta la investigacion. En una primera parte, se aborda el algebra
temprana como objeto matematico del estudio y posteriormente, se
profundiza en el modelo de Conocimiento Matematico para la Ensefianza-
MKT. Asimismo, en este Gltimo apartado se exponen los antecedentes de
investigaciones previas sobre el conocimiento del profesorado de
educacion infantil y primaria para ensefiar algebra en edades tempranas.

e Capitulo 3: en este capitulo se describe el enfoque metodoldgico y las fases
de la investigacion. Para ello, la investigacion se sitia desde un marco
metodoldgico general y posteriormente se detallan los estudios que forman
parte de la memoria.

e Capitulo 4: este capitulo considera los resultados de la investigacion. Tales
resultados, obedecen al compendio de publicaciones que se materializan
con una serie de publicaciones derivados de los estudios que conforman la
investigacion, detallados en el apartado anterior.

e Capitulo 5: este capitulo recoge las conclusiones de la investigacion,
considerando la pregunta de investigacion, los objetivos planteados y los
estudios que dan lugar a los resultados. Posteriormente, se detallan las
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contribuciones de la investigacion y las implicaciones para la formacién
inicial docente. Se concluye el capitulo con las limitaciones de la
investigacion y posibles lineas de investigacion futuras.

e Finalmente, la memoria presenta las referencias bibliograficas y los

anexos que conforman la investigacion.
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1. INTRODUCCION

ESTE CAPITULO CONTIENE EL PLANTEAMIENTO GENERAL DEL
PROBLEMA DE INVESTIGACION QUE SE ABORDA EN LA TESIS DOCTORAL.
EN EL PRIMER APARTADO SE EXPONEN LOS ARGUMENTOS QUE SUSTENTAN
LA INVESTIGACION, JUSTIFICANDO EL ESTUDIO Y ARGUMENTANDO SU
PERTINENCIA, MIENTRAS QUE EN EL SEGUNDO APARTADO SE ENUNCIA LA
PREGUNTA DE INVESTIGACION, EL OBJETIVO GENERAL Y LOS OBJETIVOS

ESPECIFICOS DE LA TESIS DOCTORAL.

1.1. Problema de investigacion

Impulsar la actividad algebraica y promover el desarrollo del pensamiento
algebraico en los primeros niveles de escolaridad es uno de los propdsitos que persigue
el Early Algebra (Carraher y Schliemann, 2019), como propuesta de cambio curricular
(Kaput, 2000; Molina, 2009). El desafio de ensefiar algebra desde las primeras edades
surge ante la necesidad imperiosa de fomentar experiencias de aprendizaje que preparen
a los estudiantes para un estudio mas formal del algebra en grados superiores, favorecer
el desarrollo progresivo de los modos de pensamiento involucrados en la actividad

algebraica temprana y, otorgar claridad y coherencia al curriculo (Cai et al., 2011).

De acuerdo con Blanton y Kaput (2011), el pensamiento algebraico se concibe
como una manera de pensar y no se restringe al trabajo con simbolismo algebraico, es
decir, no se centra en el uso de letras y su manipulacion (Radford, 2011b). Desde una
concepcién amplia, garantizar el desarrollo del pensamiento algebraico implica el estudio
de estructuras y analisis de relaciones numeéricas que surgen de la aritmética, el estudio
de las funciones y relaciones conjuntas, el cambio y la modelizacion como dominio de

expresion y formalizacion de generalizaciones (Kaput, 2008; Kieran, 2004).

La introduccion de conocimientos de naturaleza algebraica, desde los primeros
niveles escolares, se ha impulsado durante las Gltimas décadas y, progresivamente, se ha
ido asentando en las directrices curriculares de educacion infantil (3-6 afios) y primaria
(6-12 afios) de diversos paises (e.g., Australian Curriculum, Assessment and Reporting
Authority [ACARA], 2020; Ministerio de Educacion [MINEDUC], 2012, 2018; Ministry
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of Education, Republic of Singapore, 2012, 2013; National Council of Teachers of
Mathematics [NCTM], 2000).

Apesar del interés en la investigacion por el desarrollo del pensamiento algebraico
y los avances del algebra temprana en términos curriculares, se ha explorado en menor
medida como guiar al profesorado hacia una ensefianza efectiva del algebra en estas
etapas escolares. Asi pues, para asegurar el éxito de las nuevas propuestas curriculares
que promueven el estudio del algebra en edades tempranas, se requiere contar con
profesores capaces de brindar a los estudiantes oportunidades en sus experiencias diarias,

para desarrollar un pensamiento algebraico apropiado a su edad (Stephens et al., 2015).

De acuerdo con Santagata y Lee (2021), los efectos en el aprendizaje de los
estudiantes y la calidad de la instruccion tienen estrecha relacion con el conocimiento
matematico del profesorado. En términos de Hill et al. (2005), los docentes que poseen
conocimientos matematicos para la ensefianza estdn en mejores condiciones de favorecer

el aprendizaje de los estudiantes.

Por tanto, promover el desarrollo del pensamiento algebraico en los estudiantes
de educacion infantil y primaria compromete directamente al profesorado, ya que
requieren contar con un amplio conocimiento de la materia, es decir, una solida
comprension de diversos elementos y conceptos asociados con el desarrollo del
pensamiento algebraico, asi como un conocimiento pedagdgico que permita ofrecer

experiencias de aprendizaje efectivas para alcanzar dicho pensamiento.

Esto ultimo, representa un desafio para la formacion inicial del profesorado,
puesto que el profesorado necesita una preparacion en sintonia con la transformacion que
exige la ensefianza del algebra (Kim y Kim, 2022). La literatura destaca la necesidad de
desarrollar estudios que profundicen en el conocimiento matematico del profesorado en
formacion sobre la ensefianza del algebra en edades tempranas (e.g., Cabral et al., 2021,
Hohensee, 2017; Tirosh et al., 2019), puesto que existe una escasa evidencia acerca del
desarrollo de dicho conocimiento para implementar conocimientos tempranos de algebra
(Walkoe et al., 2022). En consecuencia, se requiere contar con estudios que permitan
indagar en aspectos centrales del conocimiento matematico del profesorado para llevar a
cabo el proceso de instruccion de este bloque de contenido en el aula de educacion infantil

y primaria.

Malara y Navarra (2009) aseguran que el profesorado desempefia un rol

fundamental en la ensefianza del algebra en edades tempranas, ya que son los encargados
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de tomar decisiones sobre su instruccion y propiciar cambios en las practicas pedagogicas
que posibiliten a los estudiantes mejorar la calidad de su aprendizaje, permitiendo avanzar
hacia los desafios que plantea el Early Algebra. Sin embargo, para alcanzar este proposito
es necesario desarrollar los conocimientos matematicos necesarios durante la formacion
inicial del profesorado (Hohensee, 2017), para suscitar una ensefianza efectiva de este

bloque de contenido.

1.2. Pregunta y objetivos de investigacion

Dada la importancia que tiene el conocimiento matemético del profesorado,
puesto que su desempefio impacta positivamente en la calidad de la ensefianza y el logro
de las competencias matematicas de los estudiantes (Blémeke y Delaney, 2012; Lane et
al., 2015), abordar la ensefianza del 4lgebra desde las primeras edades y con ello promover
el desarrollo del pensamiento algebraico es el desafio actual que enfrenta la formacién
del profesorado. A partir de los antecedentes expuestos en el apartado anterior, se plantea

la siguiente pregunta de investigacion:

¢ Qué conocimientos matematicos caracterizan la ensefianza del algebra en

edades tempranas en los futuros profesores de Educacion Infantil y Primaria?

Con base en la problematica del estudio y para dar respuesta a nuestra pregunta
de investigacion se han planteado el objetivo general de:

Caracterizar el conocimiento matematico que movilizan los futuros profesores de

educacion infantil y primaria para la ensefianza del algebra en edades tempranas.

Para alcanzar el logro del objetivo general, se requiere del planeamiento de

objetivos més especificos, a saber:

OE:1. Recopilar y sintetizar los antecedentes aportados en investigaciones previas

sobre el conocimiento matematico del profesorado de educacion infantil y primaria para
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ensefar algebra en edades tempranas, incluyendo una revision sistematica de los estudios

realizados bajo el enfoque del MKT.

OE:_:: Identificar el tratamiento otorgado al algebra en los curriculos y en los libros de

texto de educacion infantil y primaria.

OEs3: Describir las tareas matematicas disefiadas por los futuros profesores para
promover los inicios del pensamiento algebraico en educacion infantil y primaria, y

analizar el conocimiento matematico que moviliza el profesorado a partir de su disefio.

OE4: Construir instrumentos para evaluar el conocimiento matematico para la
ensefianza del algebra en edades tempranas en futuros profesores de educacion infantil y
primaria.

OEs: Evaluar el conocimiento matematico para la ensefianza del algebra en edades

tempranas de los futuros profesores de educacion infantil y primaria.

OEs: Proponer orientaciones didacticas para abordar la ensefianza del algebra en

edades tempranas.

De acuerdo con los objetivos especificos que conducen el desarrollo de la
investigacion, se derivan una serie de publicaciones. Las Tablas 1-1 y 1-2 muestran la

relacion existente entre ambos elementos.

Tabla 1-1
Relacion entre los objetivos y las publicaciones derivadas de la Tesis Doctoral
Publicaciones Obijetivos de la Tesis Doctoral
OE OE OE OE OE OE
1 2 3 4 5 6

[A] Teachers® mathematics knowledge for teaching early X
algebra: a systematic review from the MKT perspective

[B] Hacia una caracterizacion del algebra temprana a partir del X
analisis de los curriculos contemporaneos de educacién
infantil y primaria

[C] Incorporacidon del algebra temprana en educacion infantil: X
un andlisis desde los libros de texto

[D] El algebra temprana en los libros de texto de educacion X
primaria: Implicaciones para la formacién docente

[E] Futuros profesores disefiando tareas matematicas sobre X
patrones: el contexto, la demanda cognitiva y las habilidades

[F]  Mathematical knowledge of pre-service early childhood and X

primary education teachers: an approach based on the design
of tasks involving patterns

[G] Evaluacion del conocimiento para ensefiar algebra temprana X
durante la formacién inicial del profesorado de educacién
infantil
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Publicaciones Objetivos de la Tesis Doctoral
OE OE OE OE OE OE
1 2 3 4 5 6
[K] Awvances en la didactica del algebra en educacion infantil: X
vinculando conocimientos y modos de pensamiento
algebraico.

Fuente: Elaboracion propia

Tabla 1-2
Relacion entre los objetivos y las publicaciones complementarias de la Tesis Doctoral

Objetivos de la Tesis Doctoral
OE; OE, OE3; OE; OEs OEg

[H] Evaluacion del conocimiento para ensefiar algebra X
temprana durante la formacion inicial del profesorado
de educacion primaria

Publicaciones

[I] Mathematical knowledge of early algebra exhibited by X
pre-service early childhood education teachers

[J] Mathematical knowledge of primary school teachers X
for teaching early algebra

Fuente: Elaboracion propia
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2. MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

EN ESTE CAPITULO SE DESCRIBEN LOS ASPECTOS CONCEPTUALES
QUE SE RELACIONAN CON LA INVESTIGACION. EL CAPITULO SE INICIA
DETALLANDO LOS ORIGENES DEL EARLY ALGEBRA COMO CORRIENTE
CAMBIO CURRICULAR Y LA NATURALEZA DEL PENSAMIENTO ALGEBRAICO
COMO OBJETO DE ESTUDIO, PUESTO QUE CONFORMA EL COMPONENTE
CENTRAL DE LA INVESTIGACION. POSTERIORMENTE, SE PROFUNDIZA EN
LOS ELEMENTOS RELACIONADOS CON EL PENSAMIENTO ALGEBRAICO QUE
INTERVIENEN EN LAS ETAPAS DE EDUCACION INFANTIL Y PRIMARIA.
FINALMENTE, SE DESCRIBE EL MODELO DE CONOCIMIENTO MATEMATICO
PARA LA ENSENANZA-MKT COMO REFERENTE TEORICO QUE
FUNDAMENTA DEL ESTUDIO, Y SE EXPONEN ALGUNOS ANTECEDENTES
SOBRE EL CONOCIMIENTO DEL PROFESORADO PARA ENSENAR ALGEBRA

EN EDADES TEMPRANAS.

2.1 Los origenes del Early Algebra

Los primeros dialogos sobre la nocion de extender el algebra lo largo de los planes
de estudio de educacién primaria y secundaria estuvieron presentes en la década de 1960,
de acuerdo con lo sefialado por Davis (1985) en el informe ICME-5. Dicho informe,
titulado *“Pensamiento algebraico en los primeros grados” constituye uno de los
principales impulsos en la discusidn sobre promover el estudio del algebra para nifios de

6 a 12 afos.

Durante las ultimas décadas del siglo pasado, la investigacion sobre el
pensamiento algebraico se centraba en los errores de los estudiantes de 12 a 15 afios y las
limitaciones de su aprendizaje, sefialando algunas deficiencias que manifestaban al pasar
de un trabajo aritmético a una forma algebraica de razonamiento (Kieran, 1992; Wagner
y Kieran, 1989). No cabia duda que los estudiantes de secundaria manejaban una
comprension fragil de la sintaxis del &lgebra, presentando dificultades para interpretar
simbolos algebraicos (Kaput et al., 2008). Segun Kieran (2016b) esto brinda un estimulo

para investigar si ciertos tipos de actividades algebraicas, centrandose en lo que
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comdnmente se conoce como pensamiento algebraico, pueden ser adoptados por
estudiantes mas jovenes y, por lo tanto, facilitar la transicion final a un aprendizaje

algebraico mas formal.

Posteriormente, en la década de los afios 90, la idea de incorporar el dlgebra como
un itinerario longitudinal desde los primeros niveles de escolarizacion comenzo a
asentarse en las discusiones colectivas de los investigadores y profesores en los Estados
Unidos. Uno de los primeros grupos de discusion que se origin6 sobre la naturaleza vy el
papel del algebra en las matematicas escolares es el Algebra Working Group (AWG),
liderado por James Kaput y respaldado por el National Center for Research in
Mathematical Sciences Education (NCRMSE). Como resultado de las discusiones
generadas en este grupo sobre el aprendizaje del algebra es que una solucién a largo plazo
para enfrentar los desafios que planteaba el algebra escolar implicaba serios

replanteamientos de las matematicas escolares en los primeros grados (Kaput et al., 2008).

Asimismo, un grupo mas pequefio conocido como Early Algebra Research Group
(EARG) apoyado por el National Center for Student Learning and Achievement
(NCISLA), un sucesor del NCRMSE, se enfocaba en la investigacion sobre el
pensamiento algebraico en los grados de educacién primaria. Los resultados de tales
investigaciones comenzaron a despertar interés en la comunidad investigativa de

educacion matematica.

Cabe destacar que, mientras el movimiento del algebra comenzaba a ganar fuerza
en Estados Unidos, en paralelo se desarrollaba un movimiento similar a nivel
internacional, tanto en la escuela experimental en Rusia, como en la educacion primaria
en China (Kieran et al., 2016b).

Posteriormente, la celebracién del Algebra Initiative Colloquium del
Departamento de Educacion de los Estados Unidos en el afio 1993, marc6 también un
hito importante en el avance sobre las discusiones que se venian generando en el dltimo
tiempo sobre el estudio del algebra (LaCampagne et al., 1995). En él se exponian dos
puntos importantes: a) los estudiantes que se enfrentaban a cursos de algebra en la escuela
secundaria tenian serias dificultades con la materia; y b) tales dificultades parecian

desencadenarse de la forma en que las matematicas se ensefiaban en los cursos anteriores.

Los avances de la investigacion en relacion con el Early Algebra fueron
compartidos y discutidos en encuentros de gran prestigio a nivel internacional, como lo

son las conferencias de la European Society for Research in Mathematics Education
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(CERME) (e.g., Bolea et al., 1998) y el International Group of the Psychology of
Mathematics Education (PME).

A comienzos del siglo XXI, la International Commission on Mathematical
Instruction (ICMI), dio lugar al estudio ICMI sobre el futuro de la ensefianza del algebra.
La 122 ICMI Study se llevo a cabo en Australia, siendo la primera conferencia realizada
en el Hemisferio Sur acerca de este tema. De acuerdo con Lins y Kaput (2004) al interior
del grupo Early Algebra conformado en el marco de este encuentro, se enfatizaba que una
de las caracteristicas clave del pensamiento algebraico temprano es la expresion de
generalidad, pudiendo definir dos caracteristicas centrales implicadas en el pensamiento
algebraico: a) actos de generalizacion deliberada y expresion de generalidad y b) el

razonamiento basado en formas de generalizaciones estructuradas sintacticamente.

Hacia finales del afio 2006, la Mathematical Association of America (MAA),
financiada por la National Academy of de Science (NAS), reunid a un grupo de expertos
sobre educacion matematica que reflexionaron en torno a la ensefianza del algebra escolar.
El resultado de dicho encuentro fue la publicacion del informe “Algebra: Gateway to a
Technological Future” (Katz, 2007). Entre los distintos grupos de trabajo conformados,
se encontraba el grupo Early Algebra, centrado en debatir sobre el desarrollo del
pensamiento algebraico en los afios iniciales de escolaridad. La reflexion de este grupo
se plasma en el segundo capitulo del informe, donde Blanton et al. (2007) afirman que
tradicionalmente las matematicas escolares se habian centrado en la aritmética, méas
concretamente en la fluidez del calculo en educacion primaria, luego en los grados medios
se consideraba un enfoque mas procedimental del algebra. No obstante, este enfoque no
habia sido exitoso en términos de preparacion para el aprendizaje del algebra en los cursos

posteriores.

Blanton et al. (2007) plantean la introduccion de un enfoque que permita cultivar
habitos mentales que atienda a la estructura subyacente de las matematicas (Kaput, 1999),
asi como formas de pensar que favorezcan el desarrollo de habilidades matematicas desde
la educacion primaria. Este enfoque, conocido como Early Algebra, presenta dos
caracteristicas centrales: a) generalizar, o identificar, expresar y justificar la estructura,
las propiedades y las relaciones matematicas y; b) razonar y actuar basandose en las

formas de las generalizaciones (Kaput, 2008; Lins y Kaput, 2004).
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El Early Algebra, esta disefiada para ayudar a los nifios a ver y describir la
estructura matematica y las relaciones para las que han construido un significado
(Blanton, 2008).

Uno de los supuestos implicitos en la propuesta Early Algebra es que cuando los
estudiantes tienen estas experiencias desde los primeros niveles de escolarizacion, por un
periodo extendido de tiempo, desarrollan una base mateméatica mucho mas profunda que
si sus experiencias se centran en el cdlculo. Como resultado, estos estudiantes estdn mejor

preparados para los cursos formales de algebra en educacion secundaria.

2.2 La naturaleza del pensamiento algebraico

El pensamiento algebraico se puede definir desde maltiples perspectivas (Carraher
y Schliemann, 2019). Kaput (2008), por ejemplo, asegura que el pensamiento algebraico
implica el desarrollo de modos o formas particulares de pensar, que permiten avanzar

hacia el aspecto central que promueve el Early Algebra, la generalizacion.

La generalizacion se concibe como un proceso mental, considerado como un
prerrequisito para alcanzar la abstraccion matematica, ya que “generalizar es derivar o
inducir a partir de lo particular, identificar lo coman y ampliar los dominios de validez”
(Dreyfus, 2002, p. 35). Es decir, es una actividad matematica que implica identificar lo
que es comun para todos los casos, extender el razonamiento més alla del &mbito en el
que se origind u obtener resultados mas amplios a partir de casos particulares (Ellis,
2011).

Blanton et al. (2011) aseguran que atender a la generalizacion permite que los
nifios se alejen de las particularidades asociadas al calculo aritmético y puedan identificar
la estructura y las relaciones matematicas involucradas. De acuerdo con Mason (2017) la
generalizacion se encuentra en el centro del pensamiento algebraico y se puede interpretar
como la accién de reconocer que algunos atributos de una situacién matematica pueden

cambiar, mientras que otros permanecen invariables.

Blanton (2008) define el pensamiento algebraico como "una forma de pensar que
impregna todas las dimensiones de las matematicas y es el nucleo de lo que los nifios
deberian hacer habitualmente en las matematicas escolares™ (p. xii). Para Kieran (2022),

el pensamiento algebraico es un tipo de razonamiento en el que participan los estudiantes
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de 5 a 12 afios a medida que construyen el significado de los objetos y las formas de
pensar que se encontraran en el estudio posterior del algebra de la escuela secundaria. Si
bien no hay una definicion exacta de lo que es el pensamiento algebraico, pareciera existir
un consenso en la literatura en que el pensamiento algebraico “no tiene que ver con

simbolos literales, sino con formas de pensar” (Kieran, 2011, p. 591).

En esta investigacion, a partir de las aportaciones de la literatura, consideramos
que el pensamiento algebraico constituye una manera particular de razonar que promueve
la capacidad de establecer relaciones matemaéticas centradas en la estructura, para

alcanzar la formalizacion de generalizaciones.

Aun cuando la propuesta Early Algebra plantea inicialmente introducir el
pensamiento algebraico desde la educacion primaria, diversos autores y organismos
promueven desde hace afios que la ensefianza de este bloque de contenido trasciende a la
Educacién Infantil (e.g., Alsina, 2019a, 2022a; Clements y Sarama, 2009; Kieran, 2022;
National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000)

En este contexto, resulta interesante profundizar en la propuesta que plantea

Kieran para abordar el desarrollo del pensamiento algebraico:

El pensamiento algebraico en los primeros cursos académicos implica
el desarrollo de diversos tipos de reflexiones como parte de las
actividades en los que puede utilizarse la representacion simbdlica
algebraica mediante letras como herramienta, pero no exclusiva, del
algebra, de modo que pueda llevarse a cabo también sin ningun tipo de
representacion simbdlica con letras, como por ejemplo el anélisis de las
relaciones entre cantidades, identificar estructuras, estudiar el cambio,
la generalizacion, la resolucién de problemas, el modelado, la

justificacion, el ensayo y error y la prediccion. (Kieran, 2004, p. 149).

A pesar de los considerables avances que la investigacion ha ofrecido respecto de
la naturaleza del pensamiento algebraico continla siendo necesario definir de manera
coherente el conocimiento involucrado en la instruccion temprana del algebra que se

requiere introducir de manera longitudinal en las etapas de educacion infantil y primaria.
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2.2.1 Enfoque del algebra en educacién infantil

De acuerdo con Alsina y Giralt (2017) promover el pensamiento algebraico desde
educacion infantil no solo prepara a los estudiantes para el algebra en los niveles
posteriores, también les ayuda desde muy pequefios a estructurar su pensamiento y a

desarrollar su capacidad de razonar.

Diversas investigaciones informan que los estudiantes de educacion infantil
pueden adquirir nociones algebraicas elementales desde edades temprana, tales como la
identificacion de patrones, el reconocimiento de relaciones entre cantidades, entre otras
(Acosta y Alsina, 2020; Anglada y Cafadas, 2021; Castro et al., 2017; Pinto, 2021; Rittle-
Johnson et al., 2013).

Existe una larga tradicion de desarrollar conocimientos de naturaleza algebraica
previos a la generalizacién y el simbolismo ya desde la etapa de educacion infantil, como
por ejemplo diversos tipos de relaciones de equivalencia, de orden, etc. Diversos autores
clasicos de reconocido prestigio, como Montessori (1914), Piaget (1941), Dienes (1971b,
1971a) y Dienes y Golding (1976), entre otros, jugaron un papel esencial en la
construccion progresiva de un cuerpo de conocimientos asociados al algebra en los
primeros niveles escolares, aunque bajo otras nomenclaturas como la educacién sensorial,
el razonamiento l6gico-matematico y la logica, respectivamente, al no existir todavia el
término Early Algebra que se usa en la actualidad (Alsina, 2019a). Este fendmeno dio
lugar a la génesis de una didactica asociada al pensamiento algebraico que, ademas de ir
organizando el contenido a ensefiar, fue definiendo también una forma de ensefiarlo
cercana a los nifios y respetuosa con sus necesidades y posibilidades de aprendizaje: la

manipulacion, la experimentacién y el juego, principalmente.

Los curriculos contemporaneos de educacion infantil (e.g., NCTM, 2000;
ACARA, 2020) han asumido la importancia de incorporar de manera progresiva
contenidos vinculados con el &lgebra (Pincheira y Alsina, 2021). Los contenidos
expuestos en los curriculos para abordar el estudio del algebra desde edades temprana,
profundizan principalmente en el trabajo con patrones de repeticion y reconocen las
aportaciones preliminares de autores clasicos como Piaget, Montessori y Dienes,
vinculadas con las relaciones de equivalencia y de orden a través del reconocimiento de

atributos, asi como la introduccion de operadores.
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Desde la perspectiva de Piaget (1941), las experiencias obtenidas en la
manipulacion de los objetos, permiten al nifio construir el conocimiento légico-

matematico. En esta linea, Dienes (1971a) sefiala que:

Para facilitar al nifio la adquisicién de la abstraccion que supone la
teoria de los estados y los operadores, sugerimos el empleo o més
temprano posible de muchos operadores distintos de diferente
naturaleza. Si el nifio no adquiere mas que experiencia de operadores
de caracter aritmético, llegara a creer que no existe otra clase de

operadores. Es evidente que no es asi. (p. 9)

En concreto, cuando Dienes hace mencién a “operadores distintos de diferente
naturaleza”, se esta refiriendo a situaciones de transformacion y juegos de diferencias a
partir de los Bloques Logicos, en los que se comparan semejanzas y diferencias de los
objetos a partir de cualidades como el color, la forma, el grosor o el tamafio. Desde este

punto de vista, mas adelante, Alsina (2012) afirma que:

... relacionar cualidades sensoriales implica comparar los elementos de
una o diversas agrupaciones entre si a partir de un criterio de tipo
cualitativo preestablecido (por ejemplo: tener la misma forma, tener el
mismo color, etc.), pero nuevamente este trabajo sensorial permite
desarrollar el razonamiento I6gico-matematico de manera que poco a
poco se pueden extrapolar e inferir estos conocimientos cualitativos
hacia otros cuantitativos, a partir de actividades que implican clasificar,
ordenar, hacer parejas, etc., por criterios cuantitativos, utilizando
comparativos como mas que, menos que, igual que, tanto como, etc. (p.
80)

A partir de la manipulaciéon de objetos, los estudiantes de educacion infantil
adquieren conocimientos fisicos que le permiten establecer caracteristicas o atributos
externos a estos (Piaget, 1953), dando lugar a la construccion de diferentes tipos de

relaciones cualitativas y cuantitativas, tales como comparaciones, clasificaciones,
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ordenaciones, correspondencias (Alsina, 2019a; Castro-Rodriguez y Castro, 2016).

Segun el NCTM (2000), tales relaciones facilitan posteriormente el trabajo con patrones.

Una relacion implica comparar elementos por medio de semejanzas o diferencias,
a partir de un criterio: la clasificacion, por ejemplo, es una relacion de equivalencia en
una agrupacion de elementos, que cumple con la propiedad reflexiva, simétrica y
transitiva; la ordenacion es una relacion de orden en una agrupacion de elementos que
posee las propiedades antireflexiva, antisimétrica y transitiva; y, finalmente, la
correspondencia representa una relacion donde determinados elementos de una
agrupacion A se asocian con uno o mas elementos de una agrupacion B (Alsina, 2011,
2012).

Lenz (2022) asegura que en educacion infantil las comparaciones méas-menos, la
comprension de la igualdad, y las relaciones parte-todo, permiten el acceso inicial a las
variables al profundizar en las cualidades y los cuantificadores, estimulando un modo

particular de pensamiento algebraico, como es el pensamiento relacional.

El pensamiento relacional o pensamiento centrado en las relaciones se define
ampliamente como el proceso de hacer comparaciones y reconocer similitudes y
diferencias para discernir estructuras y patrones significativos que subyacen a la
informacién (Dumas et al., 2013). De acuerdo con Carpenter et al. (2005) este modo de
pensamiento atiende a las relaciones y propiedades fundamentales de las operaciones
aritméticas, en lugar de centrarse exclusivamente en los procedimientos de calculo. Por
tanto, el pensamiento relacional se encuentra estrechamente relacionado con las

representaciones simbolicas y el uso de notacién algebraica.

Aun cuando los estudiantes en educacidn infantil no tienen suficiente experiencia
con las representaciones simbolicas, Lenz (2022) afirma que es posible favorecer el
desarrollo del pensamiento relacional en educacion infantil utilizando representaciones
sin notacion algebraica, con la ayuda de objetos reales y manipulables a partir del trabajo

con relaciones cualitativas y cuantitativas.

Otro elemento central en la instruccién temprana del algebra son los patrones
matematicos. El reconocimiento y analisis de patrones matematicos, entendido como
“cualquier regularidad predecible, que generalmente involucra relaciones espaciales,
numéricas o logicas” (Mulligan y Mitchelmore, 2009, p. 34), ofrece a los nifios la
posibilidad de observar y verbalizar generalizaciones, asi como registrarlas

simbdlicamente (Threlfall, 1999). Diversos autores (Clements y Sarama, 2009; Mason et
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al., 2009) consideran que la exploracién de patrones sienta las bases para promover la
generalizacion y fomentar el pensamiento algebraico, puesto que permite a los nifios
coordinar sus habilidades inferenciales perceptivas y simbdlicas, de manera que sean

capaces de construir una estructura plausible y algebraicamente til (Rivera, 2010).

De acuerdo con Carpenter et al. (2003a) la capacidad de observar regularidades es
desarrollada por los nifios de forma intuitiva desde los primeros afios de escolarizacion, a
través de acciones, comportamientos, representaciones visuales, melodias musicales,
entre otros, (Clements y Sarama, 2009; Liljedahl, 2004). De esta forma, “los patrones
constituyen una manera de reconocer, ordenar y organizar los nifios su mundo” (NCTM,
2000, p.95).

Mulligan y Mitchelmore (2009) afirman que en los patrones matematicos es
necesario diferenciar entre un patron como secuencia ordenada o seriacion, y como
estructura, es decir, la regla o ndcleo subyacente al patrén. Asi pues, los patrones
presentan un componente cognitivo vinculado al reconocimiento de su estructura, y un

componente metacognitivo asociado a la capacidad de encontrar y analizar patrones.

Papic et al. (2011) asegura que los estudiantes en los primeros niveles de
escolaridad experimentan con tres tipos de patrones, de acuerdo con la naturaleza de su
estructura. Sin embargo, en educacion infantil se consideran mas apropiado los dos
primeros (Papic y Mulligan, 2007): a) patrones de estructura espacial, son relaciones
invariantes entre diversas caracteristicas de formas geométricas; b) patrones repetitivos,
tienen “una estructura ciclica que puede generarse mediante la aplicacion repetida de una
porcién mas pequefia del patron” (Liljedahl, 2004, pp. 26-27), conocida como unidad de
repeticion (Threlfall, 1999) y; c) patrones crecientes, que consisten en secuencias de

elementos que aumentan o disminuyen sistematicamente.

Los patrones de crecimiento, han cobrado interés en el enfoque del Early Algebra
(Kaput, 2008), no obstante, se ha demostrado que es apropiado incorporarlos en los

primeros afos de la escolarizacion formal (Warren y Cooper, 2008).

Para efectos de la instruccion sobre patrones en la educacion infantil,
profundizamos en las secuencias con una regularidad replicable (Papic et al., 2011). En
este contexto, la literatura aporta una serie de tareas y habilidades que permiten
operacionalizar el trabajo con patrones de repeticion (Clements y Sarama, 2009; Likeny
Sauzet, 2021; Rittle-Johnson et al., 2013; Wijns, Torbeyns, De Smedt, et al., 2019).
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Acosta et al. (2022a) y Pincheira et al. (2022), plantean unos indicadores para
analizar tareas de patrones en libros de texto de educacion infantil, donde atnan criterios
y otorgan un orden de dificultad creciente a las tareas para hacer patrones determinadas
en la literatura: a) duplicar el mismo patrén; b) encontrar los elementos que faltan en una
secuencia; ¢) ampliar la secuencia; d) construir el mismo patrén con diferentes materiales;
e) identificar la unidad que se repite; y f) inventar un patron. Junto a estas tareas, se
movilizan una serie de habilidades, definidas como “competencias de los nifios en
relacion con la repeticion de patrones” (Liken y Sauzet, 2021, p. 29). Las habilidades de
creacion de patrones que movilizan dichas tareas son: copiar, interpolar, extender, abstraer
o traducir, reconocer la unidad que se repite y crear, respectivamente, como se observa en

la Figura 2-1.

Figura 2-1
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Fuente: Acosta et al. (2022b)

Por una parte, las tareas de duplicar el patron, encontrar elementos faltantes y
ampliar la secuencia “enfatizan la organizacion recursiva de elementos en lugar de repetir
unidades” (McGarvey, 2012, p. 334), pudiendo resolverse de manera exitosa haciendo
uso de la estrategia de emparejamiento de apariencia uno a uno (Collins y Laski, 2015);
por otro lado, las tareas Construir el mismo patron con diferentes elementos, identificar

la unidad de repeticion e inventar un patron fomentan un enfoque mas directo en la
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estructura (Tirosh et al., 2019), requiriendo que los nifios usen estrategias de similitud
relacional (Rittle-Johnson et al., 2013). Por este motivo, se considera que una experiencia
temprana con patrones permite también promover el pensamiento relacional. No obstante,
pese a que en la de construir el mismo patron con diferentes elementos (tarea 4) se precisa
un pensamiento mas abstracto (Clements y Sarama, 2009; Rittle-Johnson et al., 2015),
existen autores como Liken (2018) y Wijns et al. (2019b) que difieren. Liken (2018)
alega que, para este tipo de tareas, los nifios pueden recurrir a una estrategia de
alternancia, ya que perciben el patron como una secuencia de colores sin captar la
estructura de repeticion; y Wijns et al. (2019b) explica que los alumnos también pueden
establecer una correspondencia término a término si no existe un espacio prudencial entre
el patron modelo y el patrdn a construir con diferentes elementos. En cualquier caso, en
este estudio se asume la tarea de construir un mismo patron con diferentes elementos

como la frontera entre el pensamiento recursivo y funcional.

De acuerdo con el NCTM (2000), otro elemento fundamental vinculado con el
pensamiento algebraico es el cambio. Desde una perspectiva genérica, las ideas sobre
cambio y las relaciones que se establecen entre los cambios, se vinculan con el
pensamiento funcional (Warren y Cooper, 2005). La incorporacion de ideas vinculadas
con el cambio en educacion infantil, permite a los nifios “comprender que la mayoria de
las cosas cambia con el tiempo, que muchos cambios pueden describirse
matematicamente y son predecibles, ayuda a tener una base para aplicar las matematicas
a otros campos y para entender el mundo” (NCTM, 2000, p. 99). Por ejemplo, “describir
cambios cualitativos, como ser méas alto o describir cambios cuantitativos, como el
aumento de estatura de un alumno en dos pulgadas en un afio” (NCTM, 2000, p. 94), es
fundamental para entender el desarrollo de las funciones en las etapas escolares

posteriores.

El cambio, entendido como la variacién o transformacion que experimenta un
determinado objeto matematico, de un estado inicial a otro final, a partir de un operador
(Alsina y Pincheira, 2022) se puede abordar desde distintos enfoques. De acuerdo con
autores como Dienes (1971a) y Alsina (2012), entre otros, en educacién infantil se
promueven diversos tipos de cambios, ya sean: a) aritméticos, por ejemplo, al afiadir una
cantidad determinada a una cantidad inicial; b) geométricos, por ejemplo, un giro es un
operador que actla en la posicion y; c¢) de atributos fisicos, por ejemplo, cuando se pintan

las paredes blancas de una casa de color rojo, se usa un operador que convierte en rojo lo
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que era blanco. Castro et al. (2017) afirman que los nifios y nifias de educacion infantil
pueden realizar analisis de situaciones estudiando el cambio. En consecuencia, el
pensamiento funcional se puede estimular a partir de la descripcion de cambios

cualitativos y cuantitativos.

Los diferentes procesos y conceptos que se requieren incorporar en las practicas
matematicas de educacion infantil para alcanzar el desarrollo del pensamiento algebraico
movilizan una serie de contenidos matematicos que se deben tener en consideracién en
las préacticas de ensefianza del algebra en edades tempranas, ya que, “las observaciones y
discusiones sobre cdmo se relacionan unas cantidades con otras, conducen a experiencias
con relaciones funcionales; y sus representaciones de situaciones matematicas usando
objetos concretos, dibujos y simbolos constituyen los comienzos de la construccién de
modelos matematicos” (NCTM, 2000, p. 95).

2.2.2 Enfoque del dlgebra en educacién primaria

El Early Algebra busca promover en las aulas de clase modos de pensamiento que
atiendan a la estructura que subyace a las matematicas, por medio de tareas dirigidas a la
observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas (Blanton y Kaput, 2005).
Esto implica propiciar un ambiente escolar en donde los alumnos exploren, modelicen,
hagan predicciones, discutan, argumenten, comprueben ideas e igualmente practiquen

habilidades de calculo.

Kaput (2008) sugiere tres lineas basicas de contenido de algebra: a) la aritmética
generalizada; b) el pensamiento funcional y; c) la aplicacion de las generalizaciones como
lenguaje de modelado. La aritmética generalizada incluye la construccién del aspecto
sintactico del algebra a partir de la estructura de la aritmética, es decir, implica mirar las
expresiones aritméticas a partir de su estructura, en lugar de calcular su valor. Considera,
ademas, la identificacion de relaciones entre los nameros y la construccion de
generalizaciones sobre sus propiedades, asi como la expresion explicita de las estrategias
de célculo. Esta linea atiende a la transicion de la aritmética al algebra, al expandir las
nociones de equivalencia asociadas con el signo de igualdad (=), como operador y como
resultado de equivalencia general. En términos de Demosthenous y Stylianides (2014),
las tareas matematicas que se desarrollan en esta linea las denomina tareas de relaciones

aritméticas situadas.
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Por otra parte, el pensamiento funcional se relaciona con la generalizacion de las
funciones, es decir, las relaciones entre cantidades covariables. Asimismo, el pensamiento
funcional se relaciona con la capacidad de expresar patrones numéricos y figurativos
como funciones y expresiones algebraicas (Mulligan y Mitchelmore, 2009; Warren y
Cooper, 2005). En este contexto se situa el cambio y el trabajo con patrones elementales
COMO un precursor necesario para alcanzar otras formas de generalizacion matematica.
En esta linea de contenido se desarrollan las tareas de relaciones basadas en reglas
Demosthenous y Stylianides (2014). Mientras que, el lenguaje de modelado se refiere a
la generalizacion de regularidades que se presentan implicitamente a traves de diversos
contextos de problemas. Demosthenous y Stylianides (2014) asegura, que en esta linea

de contenido se profundiza en el trabajo con relaciones conocidas-desconocidas.

Cada una de las lineas que aporta Kaput (2008) consideran el desarrollo de
distintos conceptos algebraicos, que en algunos casos se entrelazan entre si, sin embargo,
difieren en su interpretacion. La aritmetica generalizada, por ejemplo, implica conceptos
de nimeros, operaciones, signo de igualdad, ecuacidn, expresion y variables. En el marco
del pensamiento funcional, el concepto de ecuacidn, expresion y variable también cobra
relevancia, pero con una interpretacion diferente a la linea de la aritmética generalizada
(Kieran et al., 2016b). Ademas, esta linea incorpora otros conceptos como covarianza,
correspondencia y cambio, que a su vez también de evidencian en la linea del leguaje de
modelado (Chimoni et al., 2018).

Blanton et al. (2015) identifican cinco grandes ideas que se encuentran

representadas en las lineas de contenido de Kaput (2008):

a) equivalencia, expresiones, ecuaciones, y desigualdades: esta idea incluye una
comprension relacional del signo igual, representar y razonar con expresiones y
ecuaciones en su forma simbolica, y describir relaciones entre cantidades dos o
mas cantidades generalizadas que pueden o no ser equivalentes.

b) aritmética generalizada: implica la generalizacion de relaciones aritméticas,
incluidas las propiedades fundamentales del nimero y la operacion (por ejemplo,
la propiedad conmutativa de la suma), y el razonamiento sobre la estructura de las
expresiones aritméticas en lugar de su valor computacional.

c) pensamiento funcional: implica generalizar relaciones entre cantidades
covariantes y, representar y razonar con esas relaciones a través del lenguaje

natural, notacion algebraica (simbolica), tablas y graficos.
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d) variables: se refiere a la notacion simbolica como herramienta linguistica para
representar ideas matematicas de manera sucinta e incluye los diferentes roles que
juega la variable en diferentes contextos matematicos (Blanton et al., 2011):

e Una variable puede representar un numero de un patron generalizado:
Ejemplo: Las letras r y s en la ecuacion r+s=s+r, donde r y s
representan nimeros reales.

e Una variable puede utilizarse para representar un nimero fijo pero
desconocido:

Ejemplo: La letra y en la ecuacion y+5=8 y la letra x en la ecuacion
2X-3=x+1

e Una variable puede utilizarse para representar una cantidad que varia,
especialmente en relacion con otra cantidad.
Ejemplo: Las letras y y f en la ecuacion 3y=f

e Una variable puede utilizarse para representar un parametro:
Ejemplo: La letra m en la ecuacion y=mx

e Unavariable puede utilizarse para representar un marcador de posicion
arbitrario o  abstracto en un  proceso  algebraico:
Ejemplo: La letra t en el enunciado “Factor t>+3t”

e) razonamiento proporcional: se refiere a las oportunidades para razonar
algebraicamente sobre dos cantidades generalizadas que estan relacionadas de tal

manera que la razén de una cantidad a la otra es invariable.

Tales ideas no son excluyentes entre si, ofrecen oportunidades para abordar de
manera significativa las practicas basicas del pensamiento algebraico, tales como la
generalizacion, representacion, justificacion y razonamiento de relaciones matemaéticas
(Blanton et al., 2011; Kaput, 2008).

A partir de las aportaciones de Kaput (2008) y Blanton et al. (2015),
profundizaremos en dos componentes fundamentales para atender a la instruccion
temprana del algebra en educacién primaria, como es la aritmética generalizada y el

pensamiento funcional.

De acuerdo con Blanton (2008) la aritmética generalizada se refiere a la
generalizacién de la construccion sobre las operaciones y propiedades de los nimeros.
De este modo, los estudiantes generalizan ideas matematicas importantes como la

conmutatividad de las operaciones, aprenden como afectan las operaciones a los numeros
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y desarrollan una vision relacional de la equidad. Por ejemplo, a medida que los nifios
experimentan con la suma, la resta, la multiplicacién y la division de nimeros, empiezan

a darse cuenta de ciertas regularidades en el comportamiento de los nUmeros.

Como se ha mencionado, las propiedades de las operaciones, las propiedades de
los numeros, el signo igual y la equivalencia son fundamentales en el desarrollo de la
aritmética generalizada. Carraher et al. (2019) considera también oportuno incluir las

variables en este constructo.

Stephens et al. (2017), aseguran que el proceso de generalizacion, puede ocurrir
en el contexto de las siguientes actividades: a) identificar la conmutatividad entre los
casos (e.g., 2+3=3+2=5;4+5=5+4=9); b) extender el razonamiento mas alla del rango de
casos presentados (e.g., saber que 1348+2865=2865+1348, sin calcular); y c) llegara
resultados mas amplios a partir de casos especificos, por ejemplo, generalizar que la

propiedad conmutativa es valida para cualquier par de nimeros.

A partir del trabajo con expresiones aritméticas surge el pensamiento relacional
(Carpenter et al., 2005). Para Castro y Molina (2007), la importancia del pensamiento
relacional radica en que “uno de los objetivos de su uso es central la atencién en las
propiedades de las operaciones, en como trasformar expresiones y operaciones, y cOmo
esta trasformacion afecta a las operaciones” (p.71). Asimismo, Molina y Ambrose (2008)
afirman que el pensamiento relacional posee una vision estructural mas que operativa de
los elementos matematicos, estableciendo relaciones entre ellos y utilizandolos para

encontrar una solucién a una tarea.

En este contexto cobra importancia el signo igual, que denota una relacion de
igualdad entre dos expresiones matematicas que se escriben a ambos lados del signo. Por
tanto, el pensamiento relacional se emplea al estudiar una igualdad abierta (e.g.,
4+ =6+4) o cerrada (e.g., 7+5=8+4), 0 una sentencia numérica (e.g., 15+2=15+3),
cuando la respuesta a la situacion planteada se obtiene estableciendo relaciones entre los
nlmeros 0 expresiones que aparecen a ambos lados del signo igual (Castro y Molina,
2007).

Cabe destacar que el signo igual presenta tres significados, segin Kieran (1981):
a) significado operacional, profundiza en la idea de que, tras este simbolo “=", hay que
poner siempre el resultado de una operacion y, generalmente, sélo se acepta como
verdadera una Unica cantidad (e.g., 4+13=17); b) significado de equivalencia, permite

establecer muchas formas de representar un nimero, a través de desigualdades numéricas
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(e.g., 12=6+6;8+4=12;12=10+2), asi como indicar posibilidades de trabajar expresiones
como 7+3=2+8, indicando una relacién de equilibrio, de equivalencia entre los términos
“antes” y “después” del signo; y c) significado relacional, que establece relaciones entre
expresiones (e.g., 10+12+15=10+10+17), apunta a la comprension y uso de las

propiedades de las operaciones.

El trabajo con expresiones numericas asegura posteriormente el descubrir
patrones y establecer relaciones funcionales (Castro y Molina, 2007; Stephens et al.,
2017).

El pensamiento funcional se basa en un conjunto de habilidades diferente al de la
aritmética generalizada. Requiere que los nifios presten atencion al cambio y al
crecimiento (Blanton, 2008; Warren y Cooper, 2005). Implica la basqueda de patrones en
las cantidades varian entre si, donde la funcion es una forma de expresar esa variacion.
De acuerdo con Blanton (2008) el pensamiento funcional “brinda a los estudiantes la
oportunidad de trabajar con un amplio abanico de herramientas: tablas, graficos,

maquinas de funciones, diagramas de entrada/salida, etc.” (p.5).

Cafadas y Molina (2016), definen el pensamiento funcional como “un
componente del pensamiento algebraico basado en la construccion, descripcion,
representacion y razonamiento con y sobre las funciones y los elementos que las

constituyen” (p. 212).

Segun Smith (2008) el “pensamiento funcional se produce cuando los nifios
inventan o se apropian de sistemas de representacion para representar la generalizacion
de una relacién entre cantidades variables” (p.143). La generalizacién promueve la

flexibilidad en el pensamiento matematico de los estudiantes (Pinto y Cafadas, 2021).

En el marco del pensamiento funcional, Smith (2008) describe tres modos de
analizar patrones y las relaciones implicadas en las funciones: a) recursividad, implica
encontrar el patron de variacion dentro de una sola secuencia de valores. Segun Kieran
(2018), el patron recursivo implica la capacidad de buscar y conceptualizar la regularidad
replicable. Por tanto, se pueden considerar los patrones repetitivos y los patrones de
crecimiento, es decir, entre un conjunto ordenado de objetos o entre dos conjuntos
ordenados de objetos (Papic et al., 2011); b) pensamiento covariacional, se basa en
analizar como dos cantidades varian simultaneamente y en como los cambios en los
valores de una variable producen cambios en la otra variable (ej. “como X aumenta en

uno, y aumenta en 2”) y; c) relacion de correspondencia, se basa en identificar una
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correlacion entre variable, el uso de la regla de la funcion para predecir valores de
funciones lejanas y encontrar el valor de una variable dado el valor de la otra (ej. “y es 3
veces X mas 2” 6 y=3x). Una relacion de correspondencia también podria darse en los
patrones de crecimiento (Pittalis et al., 2020). Los patrones de crecimiento mantienen dos
tipos de regla, la primera llamada generalizacion recursiva o regla local, que implica
encontrar el siguiente término de un patron (Mason, 1996), y una segunda regla que
implica, por ejemplo, encontrar el término nimero 100 de un patrén creciente, esta regla
hace referencia a una generalizacion lejana, donde se debe encontrar una regla general
para cualquier elemento de la secuencia, es decir, percibe la relacion entre dos cantidades,
permitiendo la descripcién general de la regla (Usiskin, 1988). Es en esta ultima regla,

donde interviene la relacién de correspondencia.

Durante los Gltimos afios, se han impulsado una serie de investigaciones que dan
cuenta de que los estudiantes de educacion primaria pueden desarrollar y utilizar una serie
de herramientas de representacion para razonar sobre funciones, pueden describir con
palabras y simbolos relaciones recursivas, de covarianza y de correspondencia, y pueden
utilizar el lenguaje simbdlico para modelar y resolver ecuaciones con cantidades
desconocidas (Ayala-Altamirano y Molina, 2021; Carraher et al., 2008; Pinto y Cafadas,
2018).

2.3 Modelo de Conocimiento Matematico para la Ensefianza

Hay un consenso en la literatura sobre la conexidn existente entre el conocimiento
de los profesores y la calidad de su ensefianza (e.g., Darling-Hammond, 2000; Hiebert, y
Grouws, 2007; Tchoshanov, 2011). Bajo esta premisa, durante las Gltimas tres décadas se
han realizado diversos intentos para describir los componentes que debiese considerar los
conocimientos del profesorado.

Shulman (1986) ha sido el precursor en construir una base tedrica en relacion con
el conocimiento del profesorado, proponiendo inicialmente tres categorias de
conocimiento del contenido: a) conocimiento del contenido de la materia, que “se refiere
a la cantidad y organizacién de conocimientos per se en la mente del profesor” (p.9), es
decir, los conocimientos que posee un profesor y la forma como los organiza; b)
conocimiento pedagogico del contenido, entendido como “la forma particular de

conocimiento del contenido que incorpora los aspectos del contenido mas relacionados
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con su ensefianza” (p.9). Esta categoria de conocimiento considera la representacion de
ideas, uso de analogias, descripciones, ejemplos, explicaciones, etc., es decir, las formas
de representar y plantear un contenido de modo que sea comprensible para los estudiantes;
c) conocimiento curricular, que comprende el conocimiento sobre los programas y

materiales curriculares disefiados para llevar a cabo el proceso de instruccion.

Posteriormente, Shulman (1987) redefine las categorias iniciales de conocimiento
y profundiza en la base de conocimiento para la ensefianza, considerando: a) el
conocimiento del contenido; b) el conocimiento pedagdgico general; ¢) conocimiento del
curriculo; d) conocimiento pedagdgico del contenido; €) conocimiento de los alumnos y
sus caracteristicas; f) conocimiento de los contextos educativos; g) conocimiento de los

fines, propdsitos y valores educativos, y sus fundamentos filosoficos e histéricos.

El autor brinda especial interés al conocimiento pedagogico del contenido, que se
constituye como “esa amalgama especial de contenido y pedagogia que es competencia
exclusiva de los profesores, su propia forma especial de comprension profesional”
(Shulman, 1987, p. 8). Es decir, representa la combinacion entre el contenido y la
pedagogia, permitiendo distinguir la comprensién que realiza un especialista en

contenidos de la del pedagogo.

Las aportaciones de Shulman (1986; 1987) dieron lugar a una sélida agenda de
investigacion en torno a lo que los profesores saben y como piensan sobre contenidos
especificos, obteniendo como resultado la produccion de modelos y teorias, desde
diversas perspectivas epistemoldgicas del conocimiento matematico. Entre ellos destaca,
por ejemplo: a) el Cuarteto de Conocimientos-KQ planteado por Rowland et al. (2005)
que considera cuatro grandes dimensiones (Foundation, Transformation, Connection,
Contingency) que permiten observar, describir y discutir sobre el conocimiento del
contenido matematico de los profesores en la practica de ensefianza de las matematicas y,
desarrollar la ensefianza de dicha disciplina; b) el Conocimiento Matematico para la
Enseflanza-MKT propuesto por Ball et al. (2008), que considera un conjunto de
conocimientos y habilidades que requiere el profesorado para gestionar las tareas
recurrentes en la ensefianza de las matematicas; el modelo de Conocimientos y
Competencias Didactico-Matematicas-CCDM de Godino et al. (2017) que permite
analizar, interpretar y categorizar los conocimientos que pone en juego el profesorado al
ensefiar un determinado contenido matemético; y el modelo de Conocimientos

Especializados del Profesor de Matematicas-MTSK propuesto por Carrillo et al. (2018),
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que asume por conocimiento especializado todo aquel conocimiento que es util para el

profesor en el contexto de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

De acuerdo con Chapman (2014) “no s6lo es importante lo que saben los
profesores de matematicas, sino también como lo saben y lo que son capaces de movilizar
para la ensefianza” (p. 295). Esto ultimo ha traido consigo el desarrollo de diversas
investigaciones sobre el conocimiento del profesorado al ensefiar matematicas desde

diferentes perspectivas.

La revision de una serie de investigaciones sobre el aprendizaje y conocimientos
de los futuros profesores de matematica realizada por Ponte y Chapman (2015) destacan
como referente tedrico de estos estudios el modelo MKT (Ball et al., 2008), desarrollado

un gran alcance e impacto en la comunidad investigativa.

El modelo MKT (Ball et al., 2008) emerge como resultado de un intento por
redefinir y validar empiricamente el conocimiento pedagogico del contenido propuesto
por Shulman (1986, 1987), permitiendo identificar elementos esenciales del
conocimiento para ensefiar matematicas. Asi pues, a partir del andlisis de las préacticas del
profesorado Ball et al. (2008) determinaron las demandas matematicas de la ensefianza,
que posteriormente conforman los componentes del modelo, proporcionando una base
empirica de la relacion positiva que constituye el conocimiento pedagdgico del

profesorado y los resultados de aprendizaje de los estudiantes.

Dicho modelo, se ha desarrollado como una herramienta analitica del
conocimiento del profesor y se define como “el conocimiento matematico que utiliza el
profesor en el aula para producir instruccion y crecimiento en el alumno” (Hill et al.,
2008, p. 374). En consecuencia, el modelo MKT establece un mapa de dominio del
conocimiento matematico para ensefiar, que considera el conocimiento del contenido y el
conocimiento pedagdgico del contenido. Ambos dominios se subdividen en tres

subdominios, como se ilustra en la Figura 2-2.
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Figura 2-2
Conocimiento matematico para la ensefianza (MKT)
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Fuente: Hill et al. (2008, p. 377)

El conocimiento del contenido integra: el conocimiento comun del contenido
(CCK), definido como “conocimiento matematico y habilidades utilizados en escenarios
distintos a la ensefianza” (Ball et al., 2008, p.399), es decir, corresponde al manejo que se
puede alcanzar a lo largo de los niveles educacionales y que posee cualquier persona que
se enfrenta a una tarea matematica; el conocimiento especializado del contenido (SCK),
que se refiere al “conocimiento matematico y habilidad exclusiva para la ensefianza” (Ball
et al., 2008, p.400), un conocimiento que es especifico del profesor y que se emplea para
desarrollar tareas de la ensefianza alusivas a: “cOmo representar con exactitud ideas
matematicas, ofrecer explicaciones matematicas de reglas y procedimientos que
comunmente se encuentran en la ensefianza, analizar y comprender los métodos inusuales
que permiten resolver un problema” (Hill et al., 2008, p.377-378); y el conocimiento del
horizonte matematico, es una “conciencia de como se relacionan los temas matematicos
a lo largo de la extension de las matemaéticas incluidas en el plan de estudios” (Ball et al.,
2008, p.403), permite establecer la manera en que los contenidos matematicos se

relacionan con otros en el curriculum a lo largo de las diversas etapas educativas y ofrece
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una vision para entender las conexiones entre las diversas nociones de la matematica y/o

con otras ciencias.

Por otra parte, el conocimiento pedagdgico del contenido considera: el
conocimiento del contenido y los estudiantes (KCS), que se define como el
“conocimiento del contenido que se entrelaza con el conocimiento de cémo los
estudiantes piensan, saben o aprenden un contenido particular” (Hill et al., 2008, p.375),
es decir, es el conocimiento que permite anticipar e interpretar el pensamiento de los
estudiantes frente a una determinada tarea matematica; el conocimiento del contenido y
la ensefianza (KCT), descrito como el conocimiento que “combina el saber sobre la
ensefianza y el saber sobre las matematicas” (Ball et al., 2008, p.401), integra el
conocimiento matematico especifico, y aspectos pedagdgicos y didacticos de los procesos
de ensefianza que intervienen en el aprendizaje de los estudiantes, centrandose en el uso
de diferentes métodos y procedimientos que permiten desarrollar la instruccion; vy,
finalmente, el conocimiento del curriculo, que se refiere al conocimiento de los objetivos,
contenidos, fines, orientaciones curriculares para la ensefianza, que permiten al profesor
guiar su practica y seleccionar las tareas adecuadas para el aprendizaje de sus estudiantes”
(Ball et al., 2008), es decir, esta relacionado con las orientaciones y enfoques
correspondientes a los programas disefiados para cada nivel educativo en el area de

matematicas.

La categorizacion de los subdominios del modelo MKT, permite examinar los
conocimientos del profesorado en el aspecto practico (Ng, 2011). Sin embargo, dicha
categorizacion no esta ligada a una vision particular de la ensefianza, sino mas bien
responde a diversos estilos o0 enfoques de ensefianza, es decir, se puede suscitar en una
discusion de toda la clase, una tarea escrita o un cuestionario (Ball et al., 2008). El
conocimiento especializado del contenido (SCK) y el conocimiento del contenido y la
ensefianza (KCT), por ejemplo, se encuentran vinculados de manera més critica con el

disefio de tareas matematicas (Sullivan et al., 2015).

Por tanto, las herramientas que otorga el modelo MKT son de gran riqueza en el
ambito de la educacion matematica, dado que permiten caracterizar los conocimientos
que debe manifestar un profesor en el desarrollo de su practica para la ensefianza de las
matematicas (Hill et al., 2008). Sin embargo, continta siendo una linea de investigacion
abierta donde se requiere avanzar hacia la basqueda de procedimientos para identificar y

analizar con precision los dominios y subdominios que plantea el modelo.
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2.4 Antecedentes sobre el conocimiento del profesorado para ensefiar algebra

en edades tempranas

Algunos estudios recientes se han empezado a interesar por profundizar en el
conocimiento del profesorado de educacién infantil y primaria sobre aspectos
fundamentales en la ensefianza del algebra en las primeras edades. Los distintos enfoques
tedricos en que se enmarcan estos estudios han permitido tener una mirada generalizada
respecto de los conocimientos que manejan el futuro profesorado y profesorado en activo,
para enfrentarse a tareas de indole algebraico y promover el desarrollo del pensamiento

algebraico.

Gasteiger et al. (2020), por ejemplo, analizan el conocimiento pedagogico de 149
profesores de educacion infantil, en formacion y activo, observando una incomprension
en el tratamiento de los patrones, que los lleva a tomar decisiones erroneas en el contexto
de la ensefianza del algebra en esta etapa escolar. Asimismo, Noviyanti y Suryadi (2019),
evallan el conocimiento matematico basico de 35 profesores en activo de educacion
infantil sobre patrones y el sentido numérico de relaciones matematicas. Los resultados

revelan limitaciones en el conocimiento del contenido en ambos constructos.

Castro (2011), por ejemplo, a partir del enfoque Onto-semidtico de la cognicion y
de la Instruccion Matematica (Godino et al., 2007) evalla las competencias de analisis
didactico de tareas sobre razonamiento algebraico de 28 futuros profesores a través del
disefio de una unidad didactica. Los resultados revelan, que los futuros profesores no se
encuentran preparados para asumir la inclusion curricular del algebra temprana en la
escuela primaria, puesto que priorizan un enfoque procedimental y numérico en las
unidades disefiadas. Asimismo, Aké (2013) evalla el razonamiento algebraico de 40
futuros profesores de educacion primaria a través de un cuestionario. Los futuros
profesores exhiben dificultades en el desarrollo de ideas algebraicas, puesto que asocian

el uso de conocimientos algebraicos principalmente con la manipulacion simbolica.

Por otra parte, Mejias (2019) desde la perspectiva del Modelo de Conocimiento
Didactico-Matematico (Godino, 2009), evalGa el conocimiento didactico-matematico
para la ensefianza del algebra en 121 profesores en activo de educacion primaria,
evidenciando deficiencias en el tratamiento de contenidos algebraicos y limitaciones para

justificar e interpretar ideas matematicas de caracter algebraico.
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Desde una perspectiva mas amplia, sin centrarse en un modelo especifico de
conocimiento Cabra et al. (2021) analizan el conocimiento sobre patrones repetitivos y la
capacidad de percibir el pensamiento algebraico en los nifios de educacidn infantil. Los
resultados revelan que el profesorado aborda aspectos relevantes del pensamiento
algebraico de los nifios, sin embargo, presentan ciertas dificultades para comprender los
patrones de repeticion como objeto matematico, observando algunas limitaciones en su

interpretacion.

Blanton y Kaput (2005) examinan la practica de aula de una maestra de tercer
grado de educacion primaria, a través de un estudio de caso, explorando las estrategias en
que se construyen habilidades de razonamiento algebraico en los estudiantes. La maestra
es capaz de integrar el razonamiento algebraico en la instruccion en formas planificadas
y espontaneas, por medio de tareas matematicas relacionadas con la aritmética
generalizada, pensamiento funcional y generalizaciones. El estudio sugiere que el
pensamiento aritmético y funcional generalizado, ofrece puntos de entrada accesibles
para que los maestros promuevan el razonamiento algebraico. Jacobs et al. (2007),
mediante un estudio experimental de desarrollo profesional implementado en 19 escuelas
de Educacidon Primaria en California, desarrollaron un trabajo con 180 maestros de primer
y quinto grado, y 3735 estudiantes (6 a 11 afios de edad) acerca del razonamiento
algebraico y las relaciones matematicas. Los resultados sefialan que los maestros que
participaron del estudio generaron una amplia variedad de estrategias que reflejan de
mejor manera el uso del pensamiento relacional, que los maestros que no, mientras que
los estudiantes mostraron una comprension significativamente mejor del signo igual y
utilizaron mas estrategias que reflejan el pensamiento relacional durante las entrevistas,

que los estudiantes en las clases de los maestros no participantes.

Por otra parte, Stephens (2008) profundiz6 en las concepciones de algebra de 30
maestros de Educacién Primaria en activo, analizando las definiciones generales de
algebra de los participantes y las tareas disefiadas para involucrar a los estudiantes en el
pensamiento relacional, es decir, si manejan una comprension profunda del signo igual.
Las concepciones de algebra de los profesores son bastante limitadas, los maestros
relacionan el algebra con la manipulacion simbdlica, valorando la manipulacion
simbolica por sobre el pensamiento relacional, sugiriendo que lo que se ve como algebra

es lo que se valora en el aula.
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En sintesis, las investigaciones en torno al conocimiento que moviliza el
profesorado en formacidn y activo de educacion infantil y primaria son escasas, y reflejan
un limitado conocimiento para promover una ensefianza efectiva del algebra en edades

tempranas.
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3. METODOLOGIA

EN ESTE CAPITULO SE PRESENTA EL MARCO METODOLOGICO DE
LA INVESTIGACION. EN EL PRIMER APARTADO SE DESCRIBE Y JUSTIFICAEL
ENFOQUE METODOLOGICO GENERAL QUE RIGE LA INVESTIGACION.
POSTERIORMENTE, SE DETALLAN LAS CARACTERISTICAS
SOCIODEMOGRAFICAS DE LOS PARTICIPANTES Y SE PROFUNDIZA EN EL
DISENO DE LA INVESTIGACION Y PROCEDIMIENTO, A PARTIR DE LAS FASES
QUE LO COMPONEN. ASIMISMO, EN ESTE APARTADO SE DETALLAN LOS
DISTINTOS ESTUDIOS QUE SE DESPLIEGAN EN LAS DISTINTAS FASES DEL
ESTUDIO, EL APARTADO FINALIZA CON LAS CARACTERISTICAS GENERALES
DE LOS ESTUDIOS Y SU RELACION CON LOS OBJETIVOS DE LA TESIS
DOCTORAL. POR ULTIMO, SE DETALLAN LOS INSTRUMENTOS DE

RECOGIDA DE INFORMACION Y LAS CATEGORIAS DE ANALISIS.

3.1 Enfoque metodoldgico

De acuerdo con los objetivos que persigue la investigacion, se ha adoptado un
enfoque metodoldgico mixto, puesto que considera la integracion sistemética de variables
cualitativas y cuantitativas que permiten interpretar un fenémeno (Onwuegbuzie et al.,
2009), en nuestro caso, la caracterizacion del conocimiento matematico que movilizan
los futuros profesores de educacion infantil y primaria para la ensefianza del algebra en

edades tempranas.

La combinacion de dos métodos puede ser superior a la de uno solo, ya que
proporciona una vision rica del fendmeno de investigacion que no pueden comprenderse
plenamente utilizando Unicamente métodos cualitativos o cuantitativos. Un disefio de
métodos mixtos puede integrar y establecer una sinergia entre multiples fuentes de datos,

lo que puede ayudar a estudiar problemas complejos (Poth y Munce, 2020).

De acuerdo con Shorten y Smith (2017), la aplicacién de métodos mixtos implica
la consolidacion intencional de datos que permite buscar una vision amplia del estudio al

profundizar en un fendmeno desde diferentes perspectivas y lentes de investigacion.
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En nuestro caso, se ha optado por la combinacion de datos cualitativos y
cuantitativos, puesto que ofrecen una vision holistica del fendmeno a partir de los
resultados de la investigacion, permitiendo aportar informacion adicional sobre sus
diferentes componentes. Asimismo, producen una mayor certeza y una implicacion mas

amplia en las conclusiones (Maxwell, 2016).

Por otra parte, Teddlie y Tashakkori (2009) aseguran que la combinacion de dos
métodos, cualitativo y cuantitativo, ayuda a obtener una imagen mas completa y ofrece
la oportunidad de una mayor variedad de puntos de vista divergentes o complementarios,
que son valiosos, ya que no solo conducen a una reflexion adicional y enriquecen nuestra
comprension acerca del fendmeno de estudio, sino que también abren nuevas vias para

futuras investigaciones.

3.2 Participantes

La investigacion se ha llevado a cabo con futuros profesores, que presentan una
modalidad dual dadas las caracteristicas del estudio, ya que por una parte considera
futuros profesores del Grado de Maestro de Educacion Infantil y por otra, futuros

profesores del Grado de Maestro de Educacion Primaria.

Los participantes han sido escogidos a través de un muestreo no probabilistico de
caracter accidental o causal (Hernandez et al., 2014), puesto que el criterio de seleccién

ha sido determinado por la posibilidad de acceder a este grupo.

En total han participado 196 futuros profesores, 88(44.9%) estudian el Grado de
Maestro de Educacién Infantil y 108 (55.1%) al Grado de Maestro de Educacién Primaria.
Tales participantes, pertenecen a dos universidades, una chilena y una espafiola, como se

muestra en la Tabla 3-1.

Cabe destacar que, han participado futuros profesores de Chile y Espafia, puesto
que la investigacion estuvo sujeta a las condiciones establecidas por la pandemia de la
COVID-19. En una primera instancia de la investigacion se ha considerado la
participacion de futuros profesores chilenos y luego, en una segunda instancia se ha

considerado la participacion de futuros profesores espafioles.
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Tabla 3-1
Distribucién de los participantes segun universidad de procedencia
Participantes Umversmad Un|v~er5|dad Total
chilena espafiola
Futuros profesores de educacion infantil 18(9.2%) 70(32.7%) 88(44.9%)
Futuros profesores de educacion primaria ~ 22(11.2%) 86(43.9%) 108(55.1%)
Total 40(20.4%) 156(79.6%) 196(100%)

Fuente: Elaboracion propia

Podemos observar que el 20.4% de los futuros profesores que participan de la
investigacion pertenecen a una universidad chilena, mientras que el 79.6% pertenece a

una universidad espafola.

En cuanto a las edades de los participantes, flucttan entre los 18 y 28 afios, siendo
168 mujeres (85.7%) y 28 hombres (14.3%). Considerando la universidad de procedencia,
la Tabla 3-2 muestra, de manera mas especifica, la distribucion de los futuros profesores

segun género.

Tabla 3-2
Distribucion de los participantes segun géenero
Universidad chilena Universidad espafiola
Participantes
M F M F
Futuros profesores de educacion infantil 0(0%) 18(9.2%) 1(0.5%) 69(35.2%)
Futuros profesores de educacion primaria ~ 7(3.6%) 15(7.6%) 20(10.2%)  66(33.7%)
Total 7(3.6%) 33(16.8%)  21(10.7%)  135(68.9%)

Fuente: Elaboracion propia

En relacion con la formacion de los participantes, los futuros profesores de
educacion infantil pertenecientes a la universidad chilena cursaban su tercer afio
académico (de un total de cuatro) y realizaban la asignatura de “Didactica de las
matematicas” que es un curso didactico-disciplinar que profundiza en la ensefianza del
algebra y otros bloques de contenido. Anterior a dicha asignatura, los participantes habian

desarrollado so6lo una asignatura disciplinar vinculada con la comprension del
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pensamiento I6gico matematico. Mientras que, los futuros profesores de educacion
primaria, se encontraban en su tercer afio académico (de un total de cinco) y cursaban la
asignatura de “Aprendizaje y ensefianza del algebra”, donde reciben formacién didactica
especifica sobre algebra que complementa la formacion disciplinar. Tales participantes,
habian realizado previamente los cursos de ensefianza y aprendizaje de la aritmética

escolar y de la geometria.

Cabe destacar que, tanto los futuros profesores de educacion infantil como los de
primaria pertenecientes a la universidad chilena habian desarrollado experiencias de

practica profesional.

En relacién con la formacion de los participantes que proceden de la universidad
espafola, los futuros profesores de educacion infantil cursaban su segundo afio académico
(de un total de cuatro) y desarrollaban la asignatura de “Aprendizaje de las Matematicas”,
que corresponde a la primera asignatura en el ambito de la educacion matematica, donde
estudian los contenidos y estrategias de ensefianza para abordar la ensefianza del algebra
en las primeras edades (3 a 6 afios) y otros bloques de contenido, como la humeracion y

el célculo, geometria, medida, y estadistica y probabilidad.

En el caso de los futuros maestros de educacion primaria, cursaban su tercer afio
académico (de un total de cinco), y realizaban la asignatura “Matematicas I1”. En este
curso los futuros profesores profundizan en los contenidos y estrategias de ensefianza de
los bloques tematicos de medida, espacio y forma, relaciones y cambio. Cabe destacar
que, en el curso académico anterior, los participantes han realizado la asignatura de
“Matematicas 1, donde han recibido instruccién sobre la ensefianza de la numeracion y

el célculo, la estadistica y probabilidad.

3.3 Diseflo de la investigacion y procedimiento

La investigacion responde a un disefio exploratorio secuencial (Creswell, 2014),
dado que se comienza explorando con datos y analisis cualitativos, para luego utilizar los
resultados en una segunda etapa donde se recaban y analizan datos cuantitativos. Por
tanto, el disefio de investigacion tiene una modalidad derivativa (Hernandez et al., 2014)
ya que la recoleccion y analisis de los datos cuantitativos se construye sobre la base de

los resultados cualitativos.
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Dadas las caracteristicas que presenta la investigacion, la eleccion de un disefio
exploratorio secuencial se fundamenta en dos razones: a) la investigacion tiene una
orientacion més cualitativa, por tanto, tiene sentido iniciar con un enfoque mas inductivo
y b) requiere del desarrollo de productos, mas especificamente de instrumentos que
posteriormente pueden ser transferible y generalizable a otras muestras (Creswell y Plano,
2018)

La investigacion ha seguido las fases del método mixto exploratorio secuencial,
propuestas por Creswell (2014): a) fase exploratoria; b) fase de elaboracion de
instrumentos; y c) fase de administracion de instrumentos, como se muestra en la Figura
3-1.

Figura 3-1
Fases de la investigacion

Q V%
Q VIED

>
(o} 4
Exploratoria: Elaboracion de Administracion
indaga en instrumentos: de instrumentos:
aspectos tedricos proceso disefio, aplicacién de los
construccion y instrumentos a los
T validacion de participantes
instrumentos
J

Fuente: Elaboracion propia

Cada una de las fases de investigacion esta conformada por distintos estudios, que

contribuyen directamente al desarrollo de los objetivos especificos de la investigacion y

en su conjunto responden al objetivo general.

3.3.1 Fase 1: Exploratoria

En la fase exploratoria se ha indagado en profundidad sobre cuatro tematicas

esenciales para el desarrollo de la investigacion:



Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza 44
del algebra en edades tempranas

a) antecedentes aportados en investigaciones previas sobre el conocimiento
matematico del profesorado para ensefiar algebra temprana, donde emerge
el estudio [A], que consiste en una revision sistematica que expone en
detalle los avances en términos de la conceptualizacion del conocimiento
matematico del profesorado en formacion y activo para la ensefianza del
algebra temprana en educacion infantil y primaria. A partir de dicho
estudio, se pretende abordar el OE1 de la investigacion.

b) el tratamiento otorgado al algebra en los curriculos de educaciéon infantil y
primaria que promueve el estudio [B], donde se han analizado las
orientaciones curriculares de educacién infantil y primaria de Estados
Unidos, Australia, Singapur y Chile, a partir de los conocimientos que
consideran para promover el desarrollo del pensamiento algebraico.

c) el tratamiento otorgado al algebra en los libros de texto, que da lugar a los
estudios [C] y [D], que profundizan en el andlisis de las tareas algebraicas
tempranas propuestas en los libros de texto de educacion infantil (3 a 6
afios) y primaria (6 a 12 afos), respectivamente. A partir del desarrollo de
tales estudios [B], [C] y [D], se espera abordar el OE: de la investigacion.

d) las tareas matematicas que disefia el profesorado para promover los inicios
del pensamiento algebraico, como es el caso de los patrones. Indagar en
esta tematica ha suscitado en desarrollo de los estudios [E] y [F], desde
dos perspectivas. El estudio [E] se focalizan en las caracteristicas que
permiten explorar el desempefio instruccional de las tareas de patrones
disefiadas por el profesorado en formacion de educacion infantil (n=18) y
primaria (n=22), mientras que el estudio [F] se centra en los conocimientos
matematicos que moviliza dicho profesorado al disefiar tareas matematicas
sobre patrones. En ambos estudios han participado los futuros profesores
pertenecientes a una universidad chilena. Los estudios [E] y [F], dan

respuesta al OE3 de la investigacion.

La Figura 3-2, muestra una panoramica general de la fase exploratoria,

considerando los estudios respectivos que la componen.
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Figura 3-2
Fase exploratoria de la investigacion

Estudio [B] Estudio [A]

OE:

Orientaciones curriculares Revisién sistemética

Fase 1:

OF: Exploratoria

Disefio de tareas

Libros de texto X
matematicas

QE:

Estudio [C] - [D] Estudio [E] - [F]

Fuente: Elaboracion propia

Cabe destacar que, en la fase exploratoria se recaban y analizan datos cualitativos,
donde los hallazgos obtenidos en cada uno de los estudios que conforman la fase,
posteriormente sientan las bases para elaborar los instrumentos de evaluacién implicados

en la Fase 2.

3.3.2 Fase 2: Elaboracion de instrumentos

En la segunda fase de la investigacion interviene un enfoque cuantitativo para el
tratamiento de los datos, que se complementa con un analisis cualitativo. Asi, pues, los
resultados obtenidos en la fase anterior, permiten establecer el significado de referencia
de la investigacion y dar inicio al proceso de disefio, construccion y validacion de dos
instrumentos, mas especificamente cuestionarios, que evalian el conocimiento

matematico del profesorado para la ensefianza del algebra temprana.

La fase de elaboracién de los cuestionarios da origen a los estudios [G] y [H]
(Figura 3-3), que se llevan a cabo considerando la valoracion del juicio de 12 expertos en
Didactica de la Matematica y la aplicacion piloto con la participacion de futuros

profesores de educacion infantil (n=10) y primaria (n=10) de una universidad espafiola.
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El primero de ellos se centra en un cuestionario para evaluar el conocimiento matematico
para ensefiar algebra temprana durante la formacion inicial del profesorado de educacion
infantil, mientras que el segundo considera la elaboracion de un cuestionario para evaluar
el conocimiento matematico del profesorado en formacion de educacion primaria para
ensefar algebra temprana. Ambos estudios pretenden dar respuesta al OEs de la
investigacion.

Figura 3-3
Fase de elaboracion de instrumentos

Fase 2:
Elaboracion de

instrumentos

Disefio, construccion y
validacion de cuestionarios

Estudio [G] Estudio [H]
Cuestionario MKT - Cuestionario MKT -
algebra temprana algebra temprana
(3-6) (6-12)

OE4

Fuente: Elaboracion propia

3.3.3 Fase 3: Administracion de los instrumentos

La ultima fase de investigacion considera la aplicacion de los instrumentos
elaborados en la fase anterior. En este contexto, emergen los estudios [1] y [J] que hacen
referencia a la aplicacion de los cuestionarios, como se muestra en la Figura 3-6. En tales
estudios han participado futuros profesores de educacién infantil y primaria de una
universidad espafiola, que han respondido de manera voluntaria el instrumento, firmando

previamente un consentimiento informado. La administracion de los instrumentos se ha
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Ilevado a cabo durante el desarrollo de una clase lectiva del proceso de formacion de los

participantes.

El estudio [I] detalla la administracién de cuestionario que permite evaluar del
conocimiento matematico para la ensefianza del algebra temprana en futuro profesores de
educacion infantil, mientras que el estudio [J] se centra en la administracion del
cuestionario para evaluar el conocimiento matematico de los futuros profesores de
educacion primaria para ensefiar algebra temprana. El desarrollo de ambos estudios da
respuesta al OEs de la investigacion.

Figura 3-4
Fase de administracion de instrumentos

Fase 3:
Administracién de

instrumentos

Aplicacién de los

Estudio [I] cuestionarios MKT Estudio [J]
Futuros profesores de Futuros profesores de
educacion infantil educacion primaria

OEs

Fuente: Elaboracion propia

Cabe destacar que, luego de llevar a cabo la ultima fase de la investigacion se ha
considerado realizar el estudio [K], que propone orientaciones didacticas para abordar la
ensefianza del algebra en edades tempranas. Este Gltimo estudio da respuesta al OEs de

la investigacion.

La Tabla 3-3, resume las caracteristicas principales de los estudios que considera
la investigacidon, mostrando su vinculacion con cada uno de los objetivos especificos

propuestos en la Tesis Doctoral.
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Caracteristicas generales de los estudios y su relacion con los objetivos de la Tesis Doctoral
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Estudio  Titulo del Obijetivo del estudio Enfoque Documentos/ Nivel educativo Obijetivos de la Tesis Doctoral
estudio/Revista metodoldgico sujetos de andlisis Educacion _ Educacion _ OE; OE, OEs
infantil primaria
[A] Teachers’ mathematics  Realizar una revision Revision 17 estudios X X X
knowledge for sistematica de la forma  sistematica empiricos con
teaching early algebra:  en que se ha profesores en
a systematic review conceptualizado y formacion y
from the MKT estudiado activos
perspective. empiricamente en la
(Mathematic). produccion cientifica el
MKT de los profesores
de educacioén infantil y
primaria sobre algebra
temprana
[B] Hacia una Analizar la Cualitativode 5 documentos X X X
caracterizacion del incorporacion del caracter curriculares de
algebra temprana a algebra temprana en documental paises
partir del analisis de los curriculos de internacionales
los curriculos educacién infantil y
contemporaneos de primaria, y
educacion infantil y caracterizarla.
primaria. (Revista
Educacion
Matematica)
[C] Incorporacion del Analizar las tareas Cualitativode 8 libros de texto X X

algebra temprana en
educacion infantil: un
analisis desde los
libros de texto. (PNA)

matematicas sobre caracter
algebra temprana exploratorio-
presentes en ocho descriptivo

libros de texto chilenos
para el nivel de
transicion de educacion
infantil (4 a 6 afios)
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Estudio  Titulo del Objetivo del estudio Enfoque Documentos/ Nivel educativo Objetivos de la Tesis Doctoral
estudio/Revista metodoldgico sujetos de analisis ~Eqicacion  Educacion OE, OE, OE; OE, OEs; OE,
infantil primaria
[D] El algebra tempranaen  Analizar las tareas Cualitativo de 8 libros de texto X X
los libros de texto de sobre algebra temprana  caracter
educacion primaria; presentes en una serie descriptivo
Implicaciones para la de ocho libros de texto
formacion docente. escolares chilenos de
(Revista Bolema, educacién primaria (6-
Boletim de Educacédo 12 afios).
Matematica).
[E] Futuros profesores Analizar las tareas Cualitativo de 40 futuros X X X
disefiando tareas matematicas sobre caracter profesores: 18 de
matematicas sobre patrones que disefian exploratorio- educacion infantil
patrones: el contexto, los futuros profesores descriptivo y 22 de
la demanda cognitivay  de educacion infantil y educacion
las habilidades. primaria durante su primaria
(Uniciencia). formacion universitaria
[F] Mathematical Analizar los Cualitativode 40 futuros X X X

knowledge of pre-
service early childhood
and primary education
teachers: an approach
based on the design of
tasks involving
patterns. (Australian
Journal of Teacher
Education).

conocimientos
matematicos que
evocan los futuros
profesores de
educacion infantil y
primaria al disefiar una
tarea matematica para
promover el estudio de
patrones.

caracter
descriptivo

profesores: 18 de
educacion infantil
y 22 de
educacion
primaria
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Estudio  Titulo del Objetivo del estudio Enfoque Documentos/ Nivel educativo Objetivos de la Tesis Doctoral
estudio/Revista metodoldgico sujetos de analisis
[G] Evaluacién del Construir y validar un Mixto de 10 futuros X X
conocimiento para instrumento para caracter profesores
ensefiar algebra evaluar el instrumental
temprana durante la conocimiento
formacion inicial del matematico para
profesorado de ensefiar algebra
Educacién Infantil. temprana durante la
(Revista de formacion inicial del
Investigacion en profesorado de
Educacién) educacién infantil.
[H] Evaluacién del Construir y validar un Mixto de 10 futuros X X
conocimiento para instrumento para caracter profesores
ensefiar algebra evaluar el instrumental
temprana durante la conocimiento
formacion inicial del matematico sobre
profesorado de algebra temprana del
educacion primaria. profesorado de
(En revision). educacion primaria
durante la formacion
inicial
[ Mathematical Analizar el Mixto de 60 futuros X X
knowledge of early conocimiento caracter profesores
algebra exhibited by matematico para la exploratorio-
pre-service early ensefianza del algebra  descriptivo
childhood education temprana del
teachers. (En revision). profesorado en
formacion de
educacion infantil.
[J] Mathematical Analizar el Mixto de 76 futuros X X
knowledge of primary  conocimiento caracter profesores
school teachers for matematico para la exploratorio-
teaching early algebra.  ensefianza del algebra  descriptivo

(En revision).

temprana del
profesorado en
formacion de
educacién primaria.
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Estudio  Titulo del Objetivo del estudio Enfoque Documentos/ Nivel educativo Objetivos de la Tesis Doctoral
estudio/Revista metodoldgico sujetos de analisis

[K] Avances en la Avanzar en la X
didactica del algebra comprension del
en educacion infantil: pensamiento algebraico
vinculando en educacion infantil

conocimientos y
modos de pensamiento
algebraico. NUmeros,
Revista de Didactica
de las Mateméaticas
(Aceptado).

Fuente: Elaboracion propia

OE.:. Recopilar y sintetizar los antecedentes aportados en investigaciones previas sobre el conocimiento matematico del profesorado de
educacion infantil y primaria para ensefiar algebra en edades tempranas, incluyendo una revision sistematica de los estudios realizados bajo
el enfoque del MKT.

OEz:: Identificar el tratamiento otorgado al &lgebra en los curriculos y en los libros de texto de educacion infantil y primaria.

OEs: Describir las tareas matematicas disefiadas por los futuros profesores para promover los inicios del pensamiento algebraico en

educacion infantil y primaria, y analizar el conocimiento matematico que moviliza el profesorado a partir de su disefio.

OE4: Construir instrumentos para evaluar el conocimiento matematico para la ensefianza del algebra en edades tempranas en futuros

profesores de educacion infantil y primaria.

OEs: Evaluar el conocimiento matematico para la ensefianza del algebra en edades tempranas de los futuros profesores de educacion infantil

y primaria.

OEs: Proponer orientaciones didacticas para abordar la ensefianza del algebra en edades tempranas.
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3.4 Andlisis de los datos

El analisis de los datos se ha realizado a partir de dos herramientas metodoldgicas,

como son el analisis de contenido y los cuestionarios.

El analisis de contenido es una técnica de investigacion que establece “un conjunto
de procedimientos estricto y sistematico para el analisis riguroso, el examen y la
verificacion de los contenidos de datos escritos” (Cohen et al., 2018, p. 475), permitiendo
estudiar la naturaleza del discurso con detalle y profundidad, pudiendo descubrir la
estructura interna de los textos a través del estudio de su contenido semantico (Rico y
Ferndndez-Cano, 2013). Mientras que, los cuestionarios permiten obtener de manera

relativamente répida datos sobre las variables (Herndndez et al., 2014).

El analisis de contenido se ha aplicado principalmente a los datos de caracter
cualitativo recogidos en la fase 1 de la investigacion, como es el caso del analisis de los
estudios de la revisién sistematica (estudio [A]), los curriculos (estudio [B]), los libros de
texto (estudios [C] y [D]) y las tareas matematicas que disefia el profesorado en formacién
(estudios [E] y [F]). Para ello, se han establecido una serie de indicadores que responden
a las caracteristicas particulares de cada estudio, asignando puntuaciones en caso de

presencia o ausencia.

Por otra parte, el uso de los cuestionarios se ha llevado a cabo en las fases 2y 3
de la investigacion, a través de la valoracion del juicio de expertos y la aplicacion piloto
(estudios [G] y [H]), asi como en la administracion de los cuestionarios definitivos

(estudios [1] y [J]), respectivamente.

En la fase 2, para validar el instrumento mediante el juicio de expertos se ha
proporcionado una pauta a los expertos para valorar el grado de adecuacion de cada item
de acuerdo con los dominios y subdominios del conocimiento matematico considerando
tres categorias: a) grado de correspondencia, en relacién con las caracteristicas del modelo
MKT (Ball et al., 2008); b) formulacion, referido al lenguaje y claridad de cada item; ¢)
pertinencia, vinculado con la coherencia del item respecto de cada subdominio del
modelo. Mientras que, la aplicacion piloto, ha considerado la codificado de las respuestas
otorgadas en el cuestionario, a partir de una rabrica, asignando puntuaciones que se han
resumido en matrices de datos numeéricos. Esto ha permitido establecer el grado de
consistencia y fiabilidad de cada instrumento (coeficiente Alfa de Cronbach), asi como el

indice de dificultad de los items para ambos cuestionarios.
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Cabe destacar que, en las fases 2 y 3 de la investigacion se ha considerado el
analisis de variable cuantitativa, como es el grado de correccion de las respuestas. Para
tales efectos, nos hemos apoyado en el tratamiento de datos SPSS Stadistics 27 para
realizar el analisis estadistico de las puntuaciones de los cuestionarios, determinando a
partir de la estadistica descriptiva la distribucion de las puntuaciones totales, la
puntuacion de la mediana de cada uno de los cuestionarios y los puntajes normados segin

los subdominios del modelo de conocimiento matematico para la ensefianza evaluados.

Por otra parte, para profundizar en las diferencias de las puntuaciones obtenidas
en los distintos subdominios del conocimiento matematico, se ha establecido una
comparacion aplicando el estadistico no paramétrico de signos para muestras apareadas

Wilcoxon Signed-Rank, con un nivel de confianza del 95%.

Asimismo, se ha considerado un andlisis cualitativo, por medio de los diferentes

tipos de argumentos otorgados en las respuestas.

La Figura 3-5 resume como se ha establecido el andlisis de los datos en las

distintas fases de la investigacion.

Figura 3-5
Analisis de los datos segun las fases de la investigacion

Fase 1 Andlisis de los Datos Fase 2

Andlisis de contenido
Codificaciones Validacidn del juicio Aplicacidn piloto
segiin indicadores de expertos

Regla de la Criterios: Riibrica
presencia: correspondencia,

(1) Presencia formulacion y

(0} Ausencia ertinencia

Asignacion de puntuaciones:
(2) Respuesta correcta
(1} Respuesta parcialmente correcta
(0) Respuesta incorrecta

Grado consistencia
y fiabilidad (Alfa de
Cronbach)

[ndice Dificultad de
los_items (1D}

. Aplicacion
Fase 3 cuestionarios MKT Estadistica Descriptiva

Analisis de

Grado de \pr AT Estadistico no
correccion de paramétrico (Wilcoxon

las respuestas

Andlisis de

argumentos

Fuente: Elaboracion propia

signed rank)
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4. COMPENDIO DE PUBLICACIONES

EN ESTE CAPITULO SE PRESENTAN LOS RESULTADOS DE LA TESIS
DOCTORAL, LOS CUALES ESTAN ORGANIZADOS EN DIVERSOS ESTUDIOS
QUE SE MATERIALIZAN EN ONCE ARTICULOS, SIETE DE ELLOS PUBLICADOS
[A-G], uNo ACEPTADO [K], Y TRES EN REVISION [H-J]. LOS ESTUDIOS
RESPONDEN A LOS OBJETIVOS ESPECIFICOS DE ESTA INVESTIGACION. A
CONTINUACION, SE PRESENTA EL ORDEN DE LOS ESTUDIOS SEGUN SE

DETALLAN EN EL CAPITULO.

[A] Teachers’ mathematics knowledge for teaching early algebra: a systematic review
from the MKT perspective.

[B] Hacia una caracterizacion del algebra temprana a partir del analisis de los curriculos
contemporaneos de educacion infantil y primaria.

[C] Incorporacion del algebra temprana en educacion infantil: un andlisis desde los
libros de texto.

[D] El &lgebra temprana en los libros de texto de educacion primaria: implicaciones para
la formacion docente.

[E] Futuros profesores disefiando tareas matematicas sobre patrones: el contexto, la
demanda cognitiva y las habilidades.

[F] Mathematical knowledge of pre-service early childhood and primary education
teachers: an approach based on the design of tasks involving patterns.

[G] Evaluacion del conocimiento para ensefiar algebra temprana durante la formacion
inicial del profesorado de educacién infantil.

[H] Evaluacion del conocimiento para ensefiar algebra temprana durante la formacion
inicial del profesorado de educacion primaria.

[I] Mathematical knowledge of early algebra exhibited by pre-service early childhood
education teachers.

[J] Mathematical knowledge of primary school teachers for teaching early algebra.

[K] Avances en la didactica del algebra en educacion infantil: vinculando conocimientos
y modos de pensamiento algebraico.

Los estudios que se exponen presentan el formato de los manuscritos de acuerdo

a los requerimientos de cada revista, por lo que se siguen las nomas de las mismas.
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4.1 Estudio [A]
Pincheira, N., y Alsina, A. (2021). Teachers’ mathematics knowledge for teaching
early algebra: a systematic review from the MKT perspective. Mathematics, 9, 2590.
https://doi.org/10.3390/math9202590
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Abstract: The mathematical knowledge for teaching (MKT) model emerged from the advances
proposed by Shulman in 1986 and 1987 as part of the teacher’s professional knowledge model,
and refers to the mathematical knowledge that the teacher employs to carry out the instruction
process in the classroom. MKT has become an international benchmark for research into mathematics
education and boasts a great scope and impact to date. The objective of this study is to conduct a
systematic review of the way in which the MKT of early algebra teachers has been conceptualized
and empirically studied in the scientific literature from 2010 to 2021, A systematic search in the Web
of Science and Scopus databases led to a review of 17 papers. The results show great advances in the
conceptualization of mathematical knowledge for teaching early algebra, focusing mainly on primary
education teachers and on specialized knowledge of the content. In turn, there is a predominance of
studies that address functional thinking as a content area. We conclude that more empirical studies
are needed that address the mathematical knowledge that childhood and primary education teachers
have of early algebra.

Keywords: mathematical knowledge; teachers; systematic review; early algebra; childhood and
primary education

1. Introduction

The professional knowledge of teachers has been a topic of interest in the field of
mathematics education in recent decades [1]. Llinares [2] notes that the research agenda
into mathematics education on the professional development of teachers is very prolific
(e.g., [3,4]), since it positively impacts the quality of teaching and the performance of
students [5,6]. According to Chapman [7], “it is not only important what mathematics
teachers know but also how they know it and what they are able to mobilize for teaching”
(p. 295). The latter has brought with it the development of research on the knowledge
of mathematics teachers [8], approached from different specific themes, such as problem-
solving (e.g., [9]), geometry (e.g., [10]), and others.

The review of a series of studies on the learning and knowledge of pre-service math-
ematics teachers carried out by Ponte and Chapman [11] highlights the Mathematical
Knowledge for Teaching (MKT) proposed by Ball, Thames and Phelps [12] defined as “the
mathematical knowledge that teachers uses in the classrooms to produce instruction and
student growth” [13] (p. 374). As a result, the theoretical tools provided by the model have
expanded in scope and created a large impact on the research community.

In this context, the need arises to understand the characteristics of the mathematical
knowledge required by teachers to meet the challenges and demands posed by today’s
childhood (three to six years old) and primary education (six to twelve years old) curricula
(e.g., [14,15]), as in the case of early algebra, by incorporating knowledge of an algebraic
nature from the first levels of schooling as an additional content standard [16].

Early algebra responds to a new proposal for curricular change [17] in order to
integrate modes of algebraic thinking from the initial stages of schooling [185,19], a process
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that Kaput [20] refers to as the algebrization of the curriculum, which implies it “would
empower students, particularly by fostering a greater degree of generality in their thinking
and an increased ability to communicate that generality” [21] (p. 58).

The development of early algebra has been reflected mainly in studies with childhood
and primary education students (e.g., [22-25]). However, it is essential to analyze experi-
ences that involve the teachers who educate these students [26], since they are essential to
implementing the change to early algebra teaching from the first years of schooling.

Consequently, considering the importance and role of teacher knowledge in student
learning [27] and the potential for the development of algebraic thinking in the first years
of schooling, it is necessary to pay attention to mathematical knowledge for teaching. This
requires knowing the contributions of the studies and literature that have supported the
development of this research agenda.

Strand and Mills [28] conducted a review of the literature from 1998 to 2012 on
the knowledge of mathematical content for teaching early algebra in primary education,
analyzing 21 research papers. The results show that primary education teachers exhibit
procedural skills for determining patterns. However, they have problems interpreting
algebraic symbols, graphical representations and solving algebraic problems. Our intention
is to continue investigating in this direction to provide updated data that can be used to
investigate the advances made in the conceptualization of MKT for early algebra, the goal
being to offer a general panorama that comprises a framework of empirical knowledge and
challenges to address in future research.

The objective of our study is to conduct a systematic review of the way in which
the MKT of Early Algebra teachers has been conceptualized and empirically studied in
scientific production from 2010 to 2021. To do so, we will analyze general aspects of each
scientific production, such as: author(s), year and country in which the research was carried
out, and objectives. We will then focus on more specific aspects, such as the domains and
subdomains of the MK'T model that is addressed, specific areas of algebraic content, the
nature of the participants, research method and the main results that are presented.

2. Mathematical Knowledge for Teaching (MKT)

The contributions of Shulman [29] on teacher knowledge reveal the importance of
content knowledge for teaching, defined as “the amount and organization of knowledge
per se in the mind of the teacher” (p. 9), and pedagogical knowledge as “the particular form
of content knowledge that embodies the aspect of content most germane to its teachability”
(p. 9). This has given way to the study and development of other models derived from
Shulman’s [29,30] in this area specific for mathematics teachers [12,31-33], showing that
content knowledge is more effective in teaching when it is combined with pedagogical
knowledge [8,34].

Ball et al. [12], based on the knowledge framework proposed by Shulman [29,30],
identified the essential elements of knowledge to teach mathematics and developed the
mathematical knowledge for teaching (MKT) model, described as “the mathematical
knowledge needed to carry out the work of teaching mathematics” [12] (p. 395).

Based on an analysis of teacher practices, Ball et al. [12] determined the mathematical
demands of teaching that would later make up the model’s components, providing an
empirical basis for the positive relationship that constitutes the pedagogical knowledge of
teachers and the learning outcomes of students. Accordingly, the MKT model establishes a
domain map of mathematical knowledge for teaching that considers content knowledge
and pedagogical content knowledge.

Content knowledge is subdivided into three aspects: common content knowledge
(CCK), which refers to the “mathematical knowledge and skill used in settings other than
teaching” [12] (p. 399), meaning it corresponds to the knowledge that can be achieved
throughout the educational levels and that anyone who faces a mathematical task possesses;
specialized content knowledge (SCK), which refers to “mathematical knowledge and skill
unique to teaching” [12] (p. 400), meaning knowledge that is specific to the teacher and that
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is used to engage in teaching tasks related to “how to accurately represent mathematical
ideas, provide mathematical explanations for common rules and procedures, and examine
and understand unusual solution methods to problems” [13] (pp. 377-378); and knowledge
of the mathematical horizon, which is defined as “awareness of how mathematical topics
are related over the span of mathematics included in the curriculum” [12] (p. 403), meaning
the knowledge that allows the teacher to establish the way in which the mathematical
contents are related to other contents of the curriculum.

A pedagogical knowledge of the content considers: the knowledge of the content
and the students (KCS), which is defined as the “content knowledge intertwined with
knowledge of how students think about, know, or learn this particular content” [13] (p. 375),
i.e., it is the knowledge that the teacher has about the knowledge of the students, letting
the teacher predict situations and anticipate the concerns, attitudes or difficulties of the
students; knowledge of content and teaching (KCT), “combines knowledge about teaching
and knowing about mathematics” [12] (p. 401), meaning knowledge that integrates specific
mathematical knowledge and pedagogical and didactic aspects of the teaching processes
involved in student learning; and, finally, knowledge of the curriculum, “represented
by the full range of programs designed for the teaching of particular subjects and topics
at a given level, and the variety of instructional materials available in relation to those
programs” [12] (p. 391) meaning it refers to the orientations and approaches corresponding
to the study programs designed for each educational level in the area of mathematics,
together with the instructional materials.

The theoretical implications provided by the MKT model [13] allow us to categorize
the knowledge that a teacher must manifest during the exercise of their teaching practice
to teach mathematics.

Early Algebra

The teaching of carly algebra in childhood and primary education has been consol-
idated in recent years, as there is a growing consensus of researchers to provide learn-
ing experiences that promote the development of algebraic thinking from the earliest
levels [35-38].

Early algebra seeks to promote thinking habits in classrooms that reflect the structure
that underlies mathematics [35]. That is, it concerns a way of thinking and acting with
mathematical objects, relationships, structures and situations to promote teaching that is
grounded in mathematics [39].

Incorporating algebra early in childhood and primary education requires accommo-
dating a broad conception of algebra in order to achieve the development of algebraic
thinking. According to the literature, the understanding of patterns, number relationships
and functions arc some of the fundamental elements that contribute to this process [40,41].

Papic, Mulligan, and Mitchelmore [24] note that algebraic thinking starts to develop
in the childhood education stage through the process of generalization. Carraher, Martines,
and Schliemann [42] state that to address mathematical generalization, it is necessary
to start by identifying mathematical patterns and relationships. In this way, patterns
contribute to the development of mathematical representation and abstraction and provide
an essential foundation for the development of early algebraic thinking [43].

Therefore, generalization and the search for regularities form a central aspect in the
development of algebraic thinking in the early years [44].

Along these same lines, Kaput [45] notes that algebraic thinking develops from an
awareness of the structural relationships of arithmetic patterns and structure, suggesting
three basic areas of algebraic content: generalized arithmetic, functional thinking, and the
application of generalizations as a modeling language.

Generalized arithmetic refers to the relationships between numbers, the properties of
operations, the equal sign, equivalence, and variables. By developing this line of content,
students can understand the properties of numbers and their operations, and thus perform
calculations and analyze how the operations are related to one another [46,47]. In turn,
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students are expected to use variable notation in a meaningful way to represent arithmetic
properties, expressions, and equations [48].

Functional thinking considers the generalization of the relationships between co-
variable quantities, numerical and figurative patterns, functions, and algebraic expressions.
On the one hand, students gradually learn to determine patterns, describe the change in
a sequence of values, and identify how two quantities co-vary [46]. On the other hand,
functional thinking promotes the algebraic activity linked to the process of generalization
and of representing relationships between quantities [49].

Generalization as a modeling language refers to the description of regularities that
occur implicitly during the development of mathematical situations or phenomena. This
area of content allows students to identify regularities and select appropriate models for
solving various mathematical situations.

Finally, another of the key elements to promote algebraic thinking that stands out in
the literature is relational thinking. This refers to the structural sense of the relationships
between the elements of an arithmetic expression and the properties of operations [23,50].

3. Methodology

In keeping with our study objective, we relied on a systematic review methodol-
ogy [51], which is an explicit and replicable search strategy with studies based on prede-
termined criteria [52]. In our case, the studies involved the mathematical knowledge of
childhood and primary education instructors for teaching early algebra.

When conducting the research, we considered the criteria and procedures of the
quality standards of the PRISMA (Preferred Reporting Items for Systematic reviews and
Meta-Analyses) statement, proposed by Urrutia and Bonfill [53] for systematic reviews,
such as: eligibility criteria, sources of information, search and selection of studies, data
extraction process, listing of data, and summary of results.

The following phascs were employed to carry out the systematic review:

Phase 1. Establish the search elements

The search elements were formulated from the key terms that guide our study. To
establish the concepts, three central ideas were considered: the knowledge of the teachers
as per the MKT model, the main content areas from early algebra taken from the literature,
and the teacher participants considered in the study. These concepts generated the search
elements, as shown in Table 1.

Table 1. Search elements.

Key Terms Concepts

Mathematical knowledge for teaching

Tt kriowlscge Teacher knowledge

Algebra
Algebraic reasoning “OR" algebraic thinking
Pattern generalization
Functional thinking

Content areas derived from early algebra

Primary teacher
Participants Elementary teacher
Early childhood teacher

Phase 2. Select the sources of information

For the source of information, we consulted databases that include scientific produc-
tion on an international level that is more relevant in the field of educational research, such
as: Web of Science (WOS) by Clarivate Analytics, and Scopus by Elsevier, given the index
of impact they constitute (JCR and SJR, respectively), and the implication of the indexing
of scientific articles in journals that fall under these parameters.

Phase 3. Establish eligibility (inclusion and exclusion) criteria
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The following inclusion criteria were established: (a) academic papers, as we want to
ensure that only papers published in scientific journals that have undergone a rigorous peer-
review process are considered; (b) publications in English since it is the universal language
of scientific research, Spanish because it is the authors’ first language, or Portuguese to
ensure a greater geographic range of studies; (c) publication period 2010-2021; and (d) full
text of the papers available for review.

The exclusion criteria were as follows: (a) book chapters, conference proceedings,
books or other types of publications; (b) access to the publication restricted or not available
for review; (c) bibliographic and editorial reviews, duplicate papers, or other systematic
reviews; (d) papers in languages other than English, Spanish, or Portuguese; (e) papers
whose structure does not allow for the analysis proposed, such as essays, reviews, elc.

Phase 4. Data extraction and processing to establish the sample

The data were extracted and processed in May 2021, as follows: (1) an initial search
was carried out in the databases by combining the key concepts established in the initial
phase using the “AND" connector. The key concepts were applied to the title of the paper,
the abstract and keywords; (2) the inclusion and exclusion criteria were applied to the
academic papers that were filtered by the search engines; and (3) the results were filtered
by a language review, followed by title review. If the title of the paper did not provide
sufficient clarity to apply these criteria, the abstracts were reviewed. Finally, the papers
were filtered for duplicates to yield the study sample.

3.1. Sample

The search process allowed us to establish the study sample, consisting of 17 academic
papers that constitute our analysis units, as seen in Figure 1.

Search for articles

 Anticles filtered by lan,

 Articles filtered by title

: Articles filtered by abstract

ed for

HEEBE

- Total selected articles

Figure 1. Methodological outline of the PRISMA-type systematic review process.

The papers selected, published between 2010 and 2021, correspond to empirical
studies (quantitative and /or qualitative) based on the MKT of early childhood and primary
education teachers involving early algebra.

3.2. Analysis Categories

To address our study objective, we defined a series of categories that allowed us to
consider and delve into the analysis of the selected scientific productions on the MKT for
early algebra. The analysis categories established were: (a) author(s), year and country in
which the study was conducted, which can be used to place cach paper chronologically
and geographically; (b) research goal; (c) domains and subdomains of the MKT model
measured by the research; (d) area of algebraic content detailed in the research; (e) the
nature of the participants; (f) research method used to investigate the MKT; and (g) the
main findings presented.
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3.3. Data Analysis

Having established the sample, the data were analyzed by reading each research paper
exhaustively. To this end, the analysis categories established were applied using the content
analysis technique [54], and the information was recorded and encoded in a data analysis
template made using Excel. This last step made it possible to carry out a descriptive
analysis of the data by preparing analysis tables for the qualitative information extracted
from the review of the selected paper. Initially, a vertical analysis, or analysis within the
case [55], was carried out of each of the 17 research papers that constitute our analysis unit
in order to obtain a general categorization of each study. We then conducted a horizontal or
cross-sectional analysis [55], which established comparisons between the research papers
that make up the sample to search for systematic similarities and differences.

It should be noted that the data coding work considered a process of successive cyclical
and inductive reviews of the research articles that make up the study sample. This process
was carried out by the first author, and was supervised and reviewed by the second author.

4, Results

The results of our study consider the analysis of 17 research papers published between
2010 and 2021 that investigate the mathematical knowledge of early childhood and primary
education teachers for teaching early algebra from the perspective of the MKT model.

4.1. Categorization of the Papers That Analyze Mathematical Knowledge for Teaching
Early Algebra

For the selected articles, we identified the country in which the research was carried out
and the objective of the study. The latter will give us an insight into the conceptualization
of MKT for early algebra by identifying the intentions that spurred each research effort.
We subsequently identified the nature of the participants corresponding to the teaching
staff who are the subject of study, be it early childhood or primary education, pre-service
or in service.

Finally, we have coded the domains and subdomains of the MKT model to which they
correspond, namely: common content knowledge (CCK), specialized content knowledge
(SCK), mathematical horizon knowledge (MHK), knowledge of content and students
(KCS), knowledge of content and teaching (KCT), and knowledge of the curriculum (CK),
as shown in Table 2.

The selected studies took place mainly in the United States, followed by Australia and
Brazil. It should be noted that only one study was found involving collaboration between
two countries (Spain-Portugal).

In terms of the conceptualization of mathematical knowledge, we observed a prefer-
ence for conducting research aimed at understanding the mathematical knowledge that
teachers demonstrate for teaching a specific area of algebraic content (around three-fourths
of the studies analyzed).

An incipient number of studies (about a quarter) investigates professional devel-
opment and its effect on teaching based on the mathematical knowledge that educators
demonstrate when teaching early algebra. Finally, there is only one study that proposes
developing an instrument to measure the mathematical knowledge of teachers, more
specifically, pedagogical knowledge.

Regarding the nature of the participants, more than two-thirds of the studies involved
mainly primary education teachers, of whom three were pre-service teachers and ten
in-service. A low number of studies involved early childhood education teachers, whether
pre-service or in-service.

Of note is the fact that only two of the seventeen studies address both types of
participants, both early childhood education and primary teachers, pre-service.
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When comparing the studies, we see that the majority involve both content knowledge
and pedagogical content knowledge, which implies delving into more than one subdomain
of mathematical knowledge (MKT). In other words, the research allows inquiring into
various aspects of the mathematical knowledge and teacher classroom instruction for
teaching early algebra (for example, solving and interpreting an algebraic task, identifying
teaching strategies, understanding possible student errors, among others).

Moreover, if we consider the conceptualization of MKT, almost all of the studies
inquire into specialized content knowledge (SCK), while only half of these inquire into
common content knowledge (CCK) and knowledge of content and students (KCS). There
is a lower proportion of studies that inquire into the knowledge of content and teaching
(about a quarter). Finally, less than a quarter of the research we analyzed addressed the
subdomains of knowledge of the curriculum and the mathematical horizon.

To investigate the different subdomains of the MKT model, the studies analyzed the
essential aspects that characterize them, as described below:

In general, the studies that delve into common content knowledge (CCK) involve
teachers directly in solving mathematical tasks in an early algebra content area: for example,
the representation of equality in mathematical expressions (e.g., [60,70]); solving first-
degree equation problems (e.g., [64,67]); or the generalisation of patterns (e.g., [66]). These
studies show a lack of mastery of algebraic content and reasoning, difficulties in recognising
the different mathematical meanings of the equal sign and difficulties in obtaining the
general rule of a growth pattern.

Regarding the subdomain of specialized content knowledge (SCK), the studies focus
on aspects of knowledge typical of teachers. Bair and Rich [56], for example, investigate the
ability of teachers to explain and justify mathematical ideas that involve the development
of algebraic thinking. McAuliffe and Lubben [58] focus on the explanations provided by
teachers regarding the selection of examples, representations, and modifications of an
algebraic task. Wilkie [59,63] and Wilkie and Clarke [61] consider the possible correct
answers that teachers provide to questions that arise over the course of a certain algebraic
task, and they identify recursive and explicit generalization strategies.

Bair and Rich [56] show that teachers can make progress in analyzing specific aspects
of an algebraic task by identifying and discussing the concepts involved in the task after
its completion. McAuliffe and Lubben [58] report good knowledge of representations
for teaching patterns (use of concrete manipulatives, function tables and flowcharts),
while explanations about the selection of examples to describe the relationships leading
to generalization are not always considered successful. Wilkie [59,63] and Wilkie and
Clarke [61] find that teachers can identify strategies for generalizing a linear growth
pattern, but have difficulties in representing the generalizations symbolically.

The studies by Di Bernardo et al. [64], Trivilin and Ribeiro [60], Souza, Ribeiro and
Pazuch [70], Oliveira, Polo-Blanco, and Henriquez [71] focus on how teachers interpret the
processes of solving an algebraic task or algebraic content area. Evidence has been found
of difficulties in assigning the semantic meaning involved in solving a task, such as the
meaning of division in the performance of an equal sharing task (e.g., [64]), the meaning of
equivalence of the equal sign in a mathematical expression (e.g., [60,70]) and difficulties in
interpreting variables, relationships between variables, and connections between function
representations (e.g., [71]).

Ferreira, Ribeiro, and Ribeiro [65] consider how teachers understand and identify a
mathematical situation that contains an error, especially the source and the reasons that lead
to the occurrence of this error [72]. Finally, Zapatera and Callejo [66] focus on identifying
significant mathematical elements that are evident in the performance of an algebraic task.

The study conducted by Souza, Pazuch, and Ribeiro [72] investigates the knowledge
of the mathematical horizon through the relationships that teachers establish involving
relational thinking in early school years and its impact on later school years.

By contrast, studies that delve into the subdomain of knowledge of content and
students (KCS), such as the study by Wilkie [59], focus on how teachers understand the
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possible errors that students can make when performing an algebraic task. The studies car-
ried out by Wilkie [63], Ferreira, Riberiro, and Ribeiro [65], Souza, Ribeiro, and Pazuch [70],
and Souza, Pazuch, and Ribeiro [72] analyze situations that allows teachers to anticipate
what the students think and the difficulties they may experience in an algebraic task.

The studies that consider the subdomain of knowledge of content and teaching (KCT)
address how teachers identify suitable teaching strategies for exploring functional relation-
ships [59,61], and examples of learning experiences appropriate for the development of
algebraic thinking [63,70,72].

The subdomain of knowledge of the curriculum is covered in the studies under-
taken by Wilkie [59] and Wilkie [63] when inquiring into teachers’ understanding of the
curriculum and its impact on decision-making involving learning experiences related to
early algebra. Trivilin and Ribeiro [60] study how teachers approach the inclusion of the
meanings of the equal sign in the curriculum.

4.2, Areas of Algebraic Content and Research Method Used fo Investigate the MKT for
Early Algebra

Table 3 shows the area of mathematical content that the studies in our data set ad-
dress, the level of schooling in which they focus in order to investigate the mathematical
knowledge, as well the number of participants (N) present in each study and the research
method used to inquire into the mathematical knowledge of early childhood and primary
education teachers involving the teaching of early algebra.

Table 3. Areas of mathematical content addressed in the studies and research methods used to investigate mathematical
knowledge for teaching early algebra.

Early .
n a2 Area of ; Primary : . : : Documentary
Studies Content ?.i:}f::?:: Education N Questionnaire Survey Interview  Class Obs.  Meeling Records
Bair and Rich [56] AR/T X x =5000 x
Dash et al. [57] ARJT x 79 x
McAulifte and o
Lubben [558] FI * 1 it
Wilkie [59] FT x 105 x
Trivilin and .
Ribeiro [60] RI X 10 " X
Wilkie and Clarke [51] FT X | [4] X X X
Kosko [62] FT n 45 x
Wilkie [63] FT x 10 x x X
i Bernardo et al. [64] AR/T ® % 60 ®
Ferreira, Ribeiro and - . "
Ribeiro [65] E4 . g : .
Fapatera and -
Callejo [66] FT X 40 K
Heck et al. [67] AR/T X 205 X x
Noviyanti and Fl i 35 - i
Suryadi [68] o
Gasteiger et al. [69] ** FT x 149 x
Souza, Ribeiro and , "
Pazuch [70] RT x 6 X X
Oliveira, Polo-Blanco - .
and Henriquez [71] ** FI i 164 B
Souza, Pazuch and
RT x 6 x x

Ribeiro [72]

* Number sense (patterns), Geometry and Measurement. ** Numbers, Magnitudes and Patterns, *** 94 pre-service teachers from Spain and

70 from Portugal.

The content areas considered for the analysis are those explicitly declared in the
studies, such as: algebraic reasoning or thinking (AR/T), generalized arithmetic (GA),
functional thinking (FT), and relational thinking (RT).

There is a greater predominance of studies that involve functional thinking, and more
specifically, the development of patterns and functions. They are followed by studies that
focus on general algebraic reasoning or algebraic thinking. A lower number of studies
address relational thinking and the generalization of arithmetic.

Now, if we look at the levels of schooling, we notice that the contextualized studies
in early childhood education focus on the development of algebraic thinking, and more
specifically on functional thinking through patterns. While in primary education, the
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content areas are expanded, reaching the development of generalized arithmetic and
relational thinking.

Another important aspect to note is that two of the studies that focus on early child-
hood education (e.g., [68,69]) propose analyzing the mathematical knowledge of teachers
through a broad conception of the area of mathematical content, meaning these are studies
that address aspects of general mathematical content. However, early algebra is addressed
as a content area within the study.

In terms of the conceptualization of mathematical knowledge for teaching early
algebra, the studies that analyze algebraic thinking or reasoning at a general level do
so by solving mathematical problems that require the representation of quantities and
modeling through first-order equations [56,64]. Dasch et al. [57] address this content
area by exploring activities such as the representation and use of mathematical models to
understand algebraic relationships.

Ferreira, Ribeiro, and Ribeiro [65] deal with generalized arithmetic through numerical
relationships, the properties of numbers and operations, and the meaning of the equal sign
as an equivalence relationship.

Regarding the studies that address the content area linked to functional thinking, for
example Gasteiger et al. [69] and Noviyanti and Suryadi [68] focus on pattern identification
and representation, while the studies conducted by Wilkie [59,63], Wilkie and Clarke [61],
Zapatera and Callejo [66] advance towards the generalization of growth patterns. The
studies done by McAuliffe and Lubben [58] and Oliveira, Polo-Blanco, and Henriquez [71]
address the generalization of functional relationships, the relationship and interpretation
of independent and dependent variables.

Finally, an in-depth analysis of relational thinking is reflected in the studies of Trivilin
and Ribeiro [60], Souza, Ribeiro, and Pazuch [70] and Souza, Pazuch, and Ribeiro [72]
through the meanings of the equal sign (operational, equivalence and relational).

By contrast, if we look at the research methods used to investigate the mathematical
knowledge of teachers involving early algebra, we sce that these are largely related to
the number of participants. In general terms, when comparing the studies, two different
types of research are evident: that conducted on a larger scale that mainly prioritizes the
use of questionnaires, and that carried out on a smaller scale that normally uses surveys,
interviews, class observation and meetings to ascertain the MKT.

Table 3 shows a predominance of studies that rely on questionnaires. The research
where teachers collaborate for professional learning is more situated in this type of data
collection instrument, through the items and questions posed to teachers. This last method
places the educators in a context of teaching various content areas of early algebra with the
purpose of demonstrating and describing the components of mathematical knowledge that
they reveal through their answers, either when solving mathematical tasks, interpreting
student output or making decisions in teaching situations.

4.3. Key Findings

As mentioned in Section 4.1, a large number of the studies analyzed (more than three-
quarters) are aimed at understanding the MKT for a specific area of algebraic content. As a
whole, these studies declare that the teachers, both in early childhood and primary educa-
tion, exhibit a lack of mastery of mathematical knowledge to teach early algebra. There
are limitations in the pedagogical knowledge of the content (for example, the difficulty
that teachers have helping students shift from focusing solely on the number pattern to
focusing simultaneously on the function (e.g., [58])), and provide examples of learning
experiences based on the development of functional thinking that is suitable for students
(e.g., [59]).

Other studies reveal the limitations in the knowledge of the content, such as the
recognition of the different mathematical meanings of the equal sign (e.g., [60]); solving
algebraic tasks mainly by trial and error, not paying attention to the structure of the problem
and the knowledge involved in developing algebraic thinking (e.g., [64]); difficulties solving
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problems involving the generalization of patterns related to the discrimination of strategies
in the use of proportionality, explanation of a growth pattern and obtaining a general
rule (e.g., [66,68]); ignorance of the central issues that the characterization of and working
with algebraic thinking imply, such as solving mathematical problems that require the
representation of unknown quantities (e.g., [56]) and the case of the generalization of
arithmetic with the properties of numbers, the operations and the meaning of the equal sign
as equivalence (e.g., [65]); and a lack of strategies for generalizing functional relationships,
and problems understanding and connecting the different representations of functions
(e.g., [71]).

However, some studies report notable progress in the development of mathematical
knowledge including improved relational thinking with the resignification by teachers
of the equal sign, moving from the operational to the equivalence and the relational [70],
understanding the meaning of the equivalence of the equal sign [72], and increased knowl-
edge related to functional thinking, when transitioning from a written description to a
symbolic expression of an explicit generalization [63].

Moreover, fewer than a quarter of the studies investigate professional development
and its effect on teaching practice based on the MKT for early algebra showing a relevant
increase in the knowledge of pedagogical content and teaching practices related to early al-
gebra, although this does not translate into considerable differences in student performance
(e.g., [57]). Heck et al. [67] reveal that teachers achieve a more sophisticated understanding
of ways to use context to engage students with ideas in early algebra. Another result of
note corresponds to the study proposed by Wilkie and Clarke [61], where the teachers’
lack of mastery of mathematical knowledge to address the development of functional
thinking leads to discomfort when the students pose questions during a class. The study
proposed by Kosko [62] shows that teachers who select probing questions tend to have
greater mathematical knowledge or a greater willingness to support student autonomy,
but not both.

Finally, in the study proposed for developing an instrument to measure the mathemat-
ical knowledge of early childhood education teachers, and more specifically, pedagogical
knowledge [69], we will refer only to the results of the items related to early algebraic
knowledge. The application of the instrument reveals the teachers’ misunderstanding of
the mathematical term ‘regular pattern’, leading to erroneous situations in the context of
teaching experiences.

5. Final Considerations

This study conducted a systematic review of the way in which the scientific literature
produced between 2010 and 2021 in English, Spanish, and Portuguese has conceptualized
and empirically studied the mathematical knowledge that carly childhood and primary ed-
ucation teachers have of early algebra, from the perspective of the mathematical knowledge
for teaching (MKT) model.

We conducted a systematic search of two databases, Web of Science and Scopus, which
yielded a total of 17 research articles that we included in our analysis.

Our review of the research articles shows the great advances in recent years in the
conceptualization of MKT, for both teachers pre-service and in service, for teaching this
content block. However, we agree with Doerr [73] on “the lack of a substantial body of
research on teachers’ knowledge and practice in the teaching of algebra” (p. 268).

As concerns the conceptualization of mathematical knowledge, we see that while
most of the studies focus on understanding the MKT that is demonstrated when teaching
a specific area of algebraic content, only a few studies have addressed the relationship
between the mathematical knowledge that teachers have in these content areas and the
learning outcomes or interactions with students.

Also, of note is the fact that the experiments in the studies involved mostly primary ed-
ucation teachers, which makes it imperative to conduct empirical studies that involve early
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childhood education teachers, whether pre-service or in service, given their importance in
the development of early algebra from the earliest ages of schooling [26].

Another important aspect to underscore in the conceptualization of the MKT is that
the studies, by investigating areas of specific knowledge of early algebra, focused on the
development of functional thinking. In the context of early childhood education, for ex-
ample, teachers are only placed in content areas that involve functional thinking, more
specifically, patterns. However, other elements that support the development of algebraic
thinking in this school stage are neglected, such as establishing relationships (selecting,
classifying, ordering) by recognizing object attributes, using concrete, pictorial and verbal
representations to analyze situations, and analyzing change in diverse contexts [15]. Re-
garding primary education teachers, while the researchers made an effort to address all
areas of algebraic content, there are still few studies that delve into the generalization of
arithmetic. Therefore, we consider it important to conduct studies that investigate these
content areas.

Our systematic review shows that the studies can be used to investigate, in different
levels of detail, the mathematical knowledge and the classroom instruction of the teachers
for teaching early algebra, with specialized content knowledge (SCK) being addressed the
most in the studies.

The main conclusions found in the analysis of the studies show similarities with
respect to the difficulties that teachers exhibit when tackling tasks of an algebraic nature
that were identified in other systematic reviews (e.g., [28]).

The results of the systematic review are relevant in the context of teacher training
and mathematics education, since they provide an expanded and updated perspective of
how the MKT for early algebra has developed, and they identify the challenges that must
be addressed by training programs in the future, such as delving into content areas that
promote algebraic thinking and the development of adequate mathematical knowledge to
implement teaching practices that achieve effective learning of early algebra, since there
are still few studies that provide these guidelines [74].

We conclude that a greater number of empirical studies is needed that address the
mathematical knowledge of early childhood and primary education teachers for teaching
early algebra. These studies need to expand their scope to consider not only the MK'T, but
also the impact on professional development and teaching practice.

Regarding the limitations of the research, they are related to the bias that could be
caused by the selection criteria used to constrain the data set of our study. More specifically,
it is possible that by excluding book chapters and conference proceedings, some research
documents that may be relevant have not been considered. In addition, the search terms
that had to appear in the title, abstract and/or keywords, and the language could also
lead to the suppression of some relevant studies that address the mathematical knowledge
of teachers involving early algebra. Thus, in the future, it will be necessary to design
new systematic reviews that expand both the nature of the documents analyzed and the
languages of publication in order to more precisely refine the data obtained so far.
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Resumen: En este articulo se analiza la incorporacion del algebra temprana
en los curriculos de Fducacion Infantil y Primaria de Fstados Unidos, Australia,
Singapur y Chile. A partir del método de analisis de contenido se ha realizado
un estudio comparalivo y se han eslablecido unas primeras calegorias de
conocimiento para caraclerizar el algebra temprana en ambas etapas educa-
tivas: 1) Educacion Infantil: experimentacion con elementos u objelos a partir del
reconocimiento de atributos para establecer relaciones, seriaciones de patrones
de repeticion (identificacion, construccion y representacion) y descripcion de
cambios cualitativos y cuantitativos; 2) Educacion Primaria: comprension de dis-
tintos tipos de relaciones y de patrones, uso de simbolos algebraicos y modelos
malemalicos para represenlar siluaciones malemalicas, comprension del cambio
y uso de variables para delerminar una conslanle o incognila. Se concluye que
es necesario que los programas de formacion de maestros incluyan estos cono-
cimientos para articularlos adecuadamente en las dos etapas educativas.
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Palabras claves: dlgebra temprana, curriculo, pensamiento algebraico, Educa-
cion Infantil, Fducacién Primaria.

Abstract: This arlicle discusses lhe incorporalion of early algebra in the curric-
ula of Early Childhood and Primary Education in the Uniled Slales, Auslralia,
Singapore and Chile is analyzed. Based on the content analysis method, a
comparative study has been made and the first categories of knowledge have
been eslablished to characlerize early algebra: 1) Early Childhood Education:
experimenlalion wilh elemenls or objecls based on [he recognilion of allribules
to establish relationships, seriations based on patterns of repetition (identifica-
lion, construclion and representation) and descriplion of qualilalive and quan-
titative changes; 2) Primary Education: understanding different types of
relationships and patterns, using algebraic symbols and mathematical models
to represent mathematical situations, understanding change and using variables
to determine a constant or unknown. It is concluded that it is necessary for
leacher lraining programs lo include Lhis knowledge lo adequalely arliculale
itin the two educalional stages.

Keywords: early algebra, curriculum, algebraic thinking, Farly Childhood Edu-
cation, Primary Education.

1. INTRODUCCION

Numerosas investigaciones dedicadas al estudio del algebra sugieren la nece-
sidad de ser incorporada en los curriculos desde los primeros cursos escolares,
dado que su inicio segun las propuestas clésicas se considera desde la Educa-
cion Secundaria. Con el objeto de distinguir el algebra propiamente dicha de las
aclividades generadoras de pensamiento algebraico en las primeras edades de
escolarizacion, se ha acunado el término Farly-Algebra, a parlir de ahora algebra
temprana, que intenta introducir modos del pensamiento algebraico desde las
primeras edades de escolarizacion (Carraher y Schliemann, 2007; Kaput, 2000,
2008; Molina, 2009). Esta nueva corriente no considera el algebra como una
asignatura, sino como una manera de pensar y actuar en objetos, relaciones,
estructuras y situaciones matematicas para promover una ensefanza
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fundamentada en la comprension de las matematicas (Carpenter, Franke y Levi
2003; Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000; Kaput, 1995, 1998, 2000).

A pesar de la importancia que esta adquiriendo el algebra temprana, no
existe lodavia un consenso en la literatura acerca de su caracterizacion, ni tam-
poco de los conocimientos que se incluyen bajo el concepto “dlgebra temprana”.
Sin embargo, son varios los curriculos de Educacion Infantil y Primaria que han
empezado a introducir de forma explicita conocimientas para promover el pen-
samiento algebraico en las primeras edades. Desde esta perspecliva, nuestro
proposito es realizar un estudio comparativo de estos curriculos que evidencie
qué elementos se consideran para el desarrollo del pensamiento algebraico en
las primeras elapas escolares y, mas especificamente, qué conacimientos se
incluyen para promover el aprendizaje del algebra temprana o bien como
evoluciona el algebra temprana a lo largo de estas etapas.

Desde este prisma, el analisis del curriculo resulta relevante tanto para la
etapa escolar, ya que determina la formacion matematica de los escolares (Rico,
Diez, Caslro y Lupianez 2011), como para el desarrollo profesional del profesor,
puesto que el profesorado debe conocery manejar las orientaciones curriculares
para lograr un aprendizaje efectivo en sus estudiantes. En este sentido, en el
marco del modelo Mathematical Knowledge for Teaching (MKT), Ball, Thames y
Pelps (2008) destacan la importancia del conocimiento del curriculo como un
subdominio del conocimiento pedagdgico del contenido. Este subdominio se
refiere al “conocimiento de los objetivos, contenidos, fines, orientaciones curricu-
lares, materiales y recursos disponibles para la ensenanza, que permiten al
profesor quiar su praclica y seleccionar las tareas adecuadas para el aprendiza-
je de sus estudiantes” (Ball, et al, 2008, p. 391).

Asumiendo, pues, que el profesar debe conocer el curriculo de matematicas
para mejorar la ensefianza de los contenidos, nuestro estudio considera como
punto de discusién la presencia y evolucion del dlgebra temprana en los curricu-
los de Educacion Infantil y Primaria, dado que durante los Ultimos afios se ha
generado una transformacién curricular progresiva en este bloque de contenido.
Fsle cambio conforma un desafio para la formacion del profesorado, pues resulla
indispensable contar con maestros capaces de asumir estos cambios y de empo-
derar el desarrollo del pensamiento algebraico desde las primeras edades. Desde
esta perspectiva, la finalidad de este articulo consiste en analizar la incorporacion
del algebra temprana en los curriculos de Educacion Infantil y Primaria y caracte-
rizarla, con el proposilo de poder eslablecer orientaciones especificas acerca de la
ensenanza del algebra temprana vy, de esta forma, contribuir al desarrollo
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profesional del profesorado. En concreto, se realiza un estudio comparativo a nivel
transversal de las orientaciones curriculares de Fducacion Infantil y Fducacion
Primaria de Estados Unidos, Australia, Singapur y Chile. Para la seleccion de estos
curriculos se ha considerado en primer lugar Estados Unidos, pues es la fuente
de referencia del curriculo latinoamericano, junto con otros paises donde el estu-
dio del algebra temprana se encuentra de forma explicita en el curriculo escolar.

2. ALGEBRA TEMPRANA

El &lgebra temprana forma parte de una propuesta de cambio curricular que
emerge como resultado de diversos esludios que se han desarrollando durante
las ultimas décadas (Bastable y Schifter, 2007; Carraher y Schliemann, 2007;
Kaput, 1998, 2000; Kaput, Carraher y Blanton, 2009). Fsta nueva corriente plan-
tea introducir el desarrollo del pensamiento algebraico principalmente desde la
Educacion Primaria, aunque algunos organismos y aulores proponen su incor-
poracion desde niveles inferiores (Davis, 1985; Vergnaud, 1988; Kaput y Blanton,
2001; Carpenter, Franke y Levi, 2003; NCTM, 2003). El motivo de esta propuesta
surge anle la necesidad de eliminar la tardia incorporacion del esludio del
algebra en la educacién secundaria (Carpenter et al, 2003; Kaput 1998).

Kaput (2000) denomina a este proceso como “la algebrizacion” del curriculo,
es decir, la integracion del razonamiento o pensamiento algebraico a lo largo
de toda la escolaridad. Cabe destacar que el introducir el desarrollo del pensa-
mienlo algebraico en los primeros cursos de escolarizacién no significa impartir
un curso especifico de &lgebra, sino mas bien ‘capacitar a los estudiantes
mediante el fomento de un mayor grado de generalidad en su pensamiento y
una mayor capacidad de comunicar dicha generalidad” (Lins y Kaput, 2004, p.
58). El obtener buenos resultados dependera de como se piense el curriculo
escolar, pues no existiran cambios si se aprecia como un listado de contenidos,
mientras que existiran cambios profundos si se considera como un conjunto de
experiencias para los esludianles (Kilpatrick, 2011).

En este sentido, el proposito que persigue el algebra temprana no se fun-
damenta sélo en preparar a los estudiantes para el estudio del algebra en
niveles educativos superiores, sino desarrollar en ellos modos de pensamien-
to que les permitan alcanzar una comprension profunda y compleja de las
malemalicas escolares, de manera que éslos permeen en olros blogues de
contenido como numeracion, medida, geomeltria, etcétera.
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Seglin Blanton y Kaput (2005) el algebra temprana busca promover en las
aulas de clase habitos de pensamiento que atiendan a la estructura que sub-
yace a las matematicas, por medio de actividades dirigidas a la observacion de
patrones, relaciones y propiedades matematicas. Asi también, se debe propiciar
un ambiente escolar en donde los alumnos exploren, modelicen, hagan predic-
ciones, discutan, argumenten, comprueben ideas e igualmente practiquen habi-
lidades de calculo.

Del mismo modo, resulta interesante profundizar en la propuesta que plan-
tea Kieran para abordar el desarrollo del pensamiento algebraico:

El pensamiento algebraico en los primeros cursos académicos implica el desarrollo
de diversos tipos de reflexiones como parte de las actividades en los que puede
ulilizarse la represenlacion simbolica algebraica mediante lelras como herramienta,
pero no exclusiva, del dlgebra, de modo que pueda llevarse a cabo también sin
ningun tipo de representacion simbdlica con letras, como por ejemplo el analisis de
las relaciones entre cantidades, identificar estructuras, estudiar el cambio, la gene-
ralizacion, la resolucion de problemas, el modelado, la justificacion, el ensayo y error
y la prediccion. (Kieran, 2004, p. 149)

Por otra parte, Radford (2011) asegura que “el pensamiento algebraico tempra-
no se basa en las posibilidades del estudiante de comprender patrones en for-
mas co-variantes desarrolladas culturalmente y utilizarlos para tratar cuestiones
de términos remotos y no especificos” (p. 23), es decir, para alcanzar un desa-
rrollo del pensamiento algebraico temprano los estudiantes deben identificar
regularidades relacionando tanto estructuras numéricas como espaciales.
Estos planteamientos permiten ampliar y considerar nuevos conocimientos
y actividades que faciliten el proceso de ensefianza-aprendizaje del algebra
temprana desde las primeras edades, cumpliendo con las metas que este propone.

3. METODOLOGIA

De acuerdo con las finalidades del estudio, para realizar el analisis de los curricu-
los de Estados Unidos, Australia, Singapur y Chile se ha usado el mélodo de
analisis de contenido, que es ‘una técnica de investigacion destinada a formular,
a partir de ciertos datos, inferencias reproducibles y validas que puedan aplicar-
se a su contexto” (Krippenddorff, 1990, p. 28). Esta técnica busca proporcionar
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conocimientos, nuevas interacciones y una representacion de los hechos, en nues-
tro caso, el progreso del algebra temprana a nivel curricular. Ademas, permite
descubrir la estructura interna de los textos a través del estudio de su contenido
semantico (Rico y Fernandez-Cano, 2013) y establecer “un conjunto de procedi-
mientos estricto v sistematico para el analisis riguroso, el examen v la verificacion
de los contenidos de datos escritos” (Cohen, Manion y Morrison, 2011, p. 563).

Para el desarrollo de la investigacion se han considerado las siguientes
etapas:

L.

Seleccionar las unidades de muestreo, en nuestro caso las orientaciones curricu-
lares vigentes de matematicas de paises avanzados en el estudio del &lgebra
temprana en Educacién Infantil y Primaria: Estados Unidos (NCTM, 2003; CCSSM,
2010), Australia (ACARA, 2015), Singapur (NEL, 2013; MOE, 2012) y Chile (MINE-
DUC, 2012, 2018).

Identificar los contenidos u objetivos de aprendizaje que se encuentran vincu-
lados, de manera implicita o explicita, al algebra temprana, analizando su des-
pliegue y evolucion.

Organizar los contenidos u objetivos de aprendizaje de algebra temprana de los
distintos curriculos, estableciendo categorias inductivas de conocimiento para la
Educacion Infantil y Primaria. Para llevar a cabo esta organizacion vy establecer
dichas categorias se consideran todos los contenidos u objetivos de aprendiza-
je que aparecen en los distintos curriculos analizados, esto supone, por lo tanto,
gue una categoria no requiera que los contenidos u objetivos de aprendizaje
estén presente en todos los curriculos. En las tablas 1y 2 se muestran algunos
ejemplos del proceso de obtencion de categorias.

Tabla 1. Ejemplificacién de la organizacion de los contenidos curriculares de algebra

lemprana y eslablecimiento de calegorias de conocimiento en Educacion Infantil

Unidades de Contenidos Categoria de conocimiento
muestreo

NCTM (2003) | objelos por el lamafio, la cantidad y | EXperimentar con elementos u objetos

Seleccionar, clasificar y ordenar

otras propiedades. a partir del reconocimiento de
) ) alribulos para eslablecer relaciones
Emparejar, dasificar y comparar (clasificaciones, ordenaciones,
NEL (2013) cosas por un atributo (por ejemplo | ¢orrespondencia, etc)

segun el color, la forma o tamano)
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Tabla 2. Ejemplificacion de la organizacion de los contenidos curriculares de algebra
temprana y establecimiento de categorias de conocimiento en Fducacion Primaria

Unidades de Contenidos Categoria de conocimiento
muestreo

Describir y extender patrones
NCTM (2003) geomeélricos y numericos y hacer

generalizaciones acerca de ellos. Comprensién de distintos tipos

Investigar y describir patrones de relaciones y patrones
ACARA (2015) numericos formados por conteo de
saltos y patrones con objetos.

4. Establecer un sistema de codificacién cuantitativo, por medio de la presencia o
ausencia de los conlenidos u objelivos de aprendizaje relacionados al algebra
temprana en los diversos curriculos analizados, de acuerdo a las categorias
inductivas de conocimiento propuestas en la etapa anterior. En concreto, se ha
asignado 1 punto en caso de presencia de estos v 0 en caso de ausencia.

5. Sistematizar la informacion por medio de tablas comparativas y graficos, cuya
lectura permita: a) establecer semejanzas vy diferencias a partir del analisis de
los contenidos que se promueven en las diversas propuestas curriculares v,
b) analizar la presencia de los conocimientos que caracterizan el algebra tem-
prana en los curriculos de Educacion Infantil y Primaria.

4. RESULTADOS

Considerando las finalidades de nuestro estudio, se describen los datos obteni-
dos a partir del andlisis de contenido de los curriculos de Estados Unidos, Aus-
tralia, Singapur y Chile.

4.1 EL ALGEBRA TEMPRANA EN EL CURRICULO ESCOLAR DE ESTADOS UNIDOS

Los documentos oficiales que rigen el curriculo escolar de los Estados Unidos
son los Principios y Estandares para la Educacion Matematica del National Coun-
cil of Teachers of Mathematics (NCTM, 2003), y los Estandares Comunes para las
Matematicas de la Common Core Stale Standards for Mathematics (CCSSM, 2010).
Resulta de gran interés profundizar en el analisis de estos documentos, dado que
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han tenido un alto impacto a nivel internacional al ser considerados modelos de
referencia, generando una repercusion en los curriculos de diversos paises, sobre
todo del contexto latinoamericano como por ejemplo Chile.

Los Principios y Estandares del NCTM (2003) proponen estandares de con-
tenidos y estandares de proceso desde el Prekindergarten hasta el nivel 12 (3-18
anos): los estandares de contenido (Numeros y operaciones, Algebra, Geometria,
Medida, Analisis de datos y probabilidad) describen explicitamente lo que debe-
rian aprender v, los estandares de proceso (resolucion de problemas, razona-
miento y prueba, conexiones, comunicacion y representaciéon) ponen de relieve
las formas de adquisicion y uso de dichos contenidos. Estos contenidos y pro-
cesos ‘son también reflejo de la cultura matematica que la sociedad necesita,
de la praclica educaliva anterior, y de los valores y expeclativas que comparten
los profesores, los educadores matematicos, los matematicos y el publico en
general” (NCTM, 2003, p. xvii).

El Estandar de algebra “se centra en las relaciones entre cantidades -inclu-
yendo las funciones-, las formas de representacion de relaciones matematicas
y el analisis del cambio” (p. 39), como se muestra en la tabla 3.

Los conocimientos algebraicos en la propuesta del NCTM se desarrollan en
diversas fases: a) en los primeros niveles se introduce el trabajo con palrones y
relaciones, a partir de la manipulacién de objelos y posteriormenle utilizando
secuencias de sonidos y secuencias numeéricas; b) asi también, se da paso a las
representaciones para desarrollar la comprension de simbologia y modelizar
situaciones de adiccion y sustraccion, hasta alcanzar la descripcion de cambios
tanto cualitativos como cuanlitativos; ¢) luego se fomenta la construccion de
patrones numéricas y geomeétricos y el uso de funciones por medio de tablas y
graficas; d) posteriormente se introduce el concepto de variable como cantidad
desconocida y se exploran relaciones mediante ecuaciones; e) finalmente, se
introduce la modelizacion de situaciones usando represenlaciones de tipo gra-
fico y tabular para extraer conclusiones, asi como el analisis de situaciones de
cambios que experimentan dos variables.
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Tabla 3. Estandares de contenido de dlgebra temprana para la Educacion Infantil
y Primaria (NCTM, 2003, p. 402)

Pre-K-2 (3-8 anos)

3-5(9-11 afios)

Comprender
palrones,
relaciones y
funciones

Seleccionar, clasificar y ordenar objetos
por el lamano, la canlidad y olras propie-
dades,

Reconocer, describir y ampliar patrones
tales como secuencias de sonidos vy for-
mas o sencillos patrones numeéricos, v
pasar de una representacion a otra.
Analizar como se generan patrones de
repelicion y de crecimienlo.

Describir y extender patrones geomé-
lricos y numericos y hacer
generalizaciones acerca de ellos,
Representar y analizar palrones vy fun-
ciones, verbalmente y mediante tablas
y graficas.

Representar y
analizar
situaciones y
eslructuras
matematicas
ulilizando
simbolos
algebraicos

llustrar los principios generales y las pro-
piedades de las operaciones, como la con-
mutatividad, usando numeros.

Usar representaciones concretas, pictori-
cas y verbales para desarrollar la com-
prension de nolaciones simbolicas
invenladas y convencionales.

Identificar propiedades como la con-
mutatividad, la asociatividad y distri-
butividad, y emplearlas en el calculo
con numeros naturales.

Representar la idea de variable como
canlidad desconocida, por medio de
und letra o un simbolo.

Expresar relaciones matematicas me-
dianle ecuaciones.

Utilizar modelos
matematicos
para
representary
comprender las
relaciones
cuantitativas

Modelizar situaciones relativas a la adi-
cion vy sustraccion de nimeros naturales,
utilizando objetos, dibujos y simbolos.

Modelizar situaciones-problema con
objelos, y usar representaciones como
graficas, lablas y ecuaciones para ex-
traer conclusiones.

Analizar el
cambio en
diversos
conlextos

Describir cambios cualitativos, como “ser
mas alto”.

Describir cambios cuantilalivos, como el
aumento de estatura de un alumno en
dos pulgadas en un ano.

Investigar de que manera el cambio
que experimenta una variable se rela-
ciona con el de una sequnda variable.
Identificar y describir situaciones con
lasas de cambio conslantes o varia-
bles, y compararlas.
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Otro referente curricular destacado en Estados Unidos son los CCSSM, que
definen “lo que los estudiantes deben entender y poder hacer en su estudio de
las matematicas’ (CCSSM, 2010, p.4), y establecen un conjunto de orientaciones
que impulsan el desarrollo de una educacion de alta calidad. Se organizan en
estandares para la practica matematica y estandares para el contenido mate-
matico. Los estandares para la practica han sido adaptadas de los cinco estan-
dares de proceso del NCIM (2003) y de los cinco aspectos de competencia
descritos en el informe “Adding It Up’, del National Research Council de Estados
Unidos (NRC, 2001): a) Dar sentido a los problemas; b) Desarrollar un pensa-
miento abstracto y cuantitativo; ¢) Construir argumentos viables y criticar el
razonamiento de otros; d) Modelar usando mateméticas; e) Usar herramientas
adecuadas de manera estratégica; f) Reconocer la imporlancia de la precision;
g) Buscar y hacer uso de una estructura; y h) Buscar y expresar regularidades
en un razonamiento repetido. Los estandares para el contenido matematico
responden a una combinacion equilibrada de procedimientos y conocimientos
que los estudiantes deben manejar para coneclar la praclica con el contenido.
Para lograr el desarrollo de los estandares de contenido, se establecieron un
conjunto de dominios de acuerdo a cada grado educativo: desde Kindergarten
hasta el grado 2 (4-8 afios) se incluye conleo y cardinalidad, operaciones y
pensamiento algebraico, nimeros y operaciones en base diez, medicion de datos,
geometria; y en los grados 3, 4 y 5 (9-11 afos) sus dominios corresponden a
operaciones y pensamiento algebraico, nimeros y operaciones en base diez,
numeros y operaciones: fracciones, medicion de datos, geometria.

La presencia del dlgebra temprana en los estandares de conlenido se evi-
dencia en el dominio de operaciones y pensamiento algebraico, como se apre-
cia en la tabla 4.
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Tabla 4. Estandares de contenidos matematicos en relacion al algebra temprana en la
Educacion Infantil y Primaria (CCSSM, 2010)

Estandares de contenido

Kindergarten  Entender la suma como unir y sumar, y entender la resta como separar y tomar de.
(3-6 afos)

Grado 1 Representar y resolver problemas que involucran sumas v restas.

(6-7 anos) Comprender y aplicar las propiedades de las operaciones v la relacion entre la
suma y la resla.
Sumar y restar hasta 20.
Trabaja con ecuaciones de suma y resta.

Grado 2 Representar y resolver problemas que involucran sumas y restas.
(7-8 afios) Sumar y restar hasta 20.
Trabaja con grupos iguales de objetos para obtener bases para la multiplicacion.

Grado 3 Representar y resolver problemas de multiplicacion y division.

(8-9 afios) Comprender las propiedades de la multiplicacion y la relacion entre
multiplicacion y division.
Mulliplica y divide enlre 100.
Resuelve problemas relacionados con las cuatro operaciones e identifique y
explica patrones en aritmélica.

Grado 4 Usa las cuatro operaciones con nimeros enteros para resolver problemas.
(9-10 anos)  Familiarizarse con factores y multiplos.
Generar y analizar patrones.

Grado 5 Escribir e interprelar expresiones numéricas.
(10-11 anos)  Analizar patrones y relaciones.

El pensamiento algebraico en los CCSSM (2010) se desarrolla por medio de las
siguientes fases: a) los primeros grados se encuentran relacionados fuertemen-
te con la operatoria de adicion y sustraccion, al profundizar en términos como
unir y separar, representar y comprender sus propiedades e incorporar trabajos
con ecuaciones de sumas y restas; b) luego se establece la operatoria de mul-
liplicacion y division (Grado 3), por medio de la resolucion de problemas, la
comprension de sus propiedades y la relacion entre ambas operaciones. A
partir de las cuatro operaciones bésicas se introduce al trabajo con patrones
numericos; ¢) finalmente se establecen vinculos entre la operatoria y las expre-
siones numeéricas, dando origen a la generalizacion y al analisis de patrones y
relaciones durante los Grados 4 y 5.
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A modo general, se puede apreciar que el dlgebra temprana esta presente
en los CCSSM (2010) desde los primeros grados educativos al igual que en el
NCTM (2003); sin embargo, éstos ultimos resultan ser méas coherentes con el
estudio del algebra. Se observan también algunas diferencias en la evolucion y
propuesta para el desarrollo de ciertos contenidos, como lo es la generacion de
patrones y relaciones, que se evidencian en grados mds avanzados segun los
CCSSM, mientras que el NCIM los promueve desde edades tempranas.

4.2 EL ALGEBRA TEMPRANA EN EL CURRICULO ESCOLAR DE AUSTRALIA

El curriculo de matemalicas australiano, que depende del organismo Australian
Curriculum, Assessment and Reporting Authority (ACARA), se enfoca en “desa-
rrollar una comprension matematica sofisticada y refinada, con fluidez, razona-
miento l6gico, pensamiento analitico y habilidades para resolver problemas”
(ACARA, 2015, p. 4), comenzando su desarrollo desde Foundation (5 afios) has-
ta el ano 12 (18 afos). Se estructura en tres lineas de contenido (NUmeros y
algebra, Medicion y geometria, Estadistica y probabilidad) y cuatro de compe-
tencias (comprension, fluidez, resolucion de problemas, razonamiento). Las lineas
de competencia describen las acciones en las que los estudiantes pueden par-
ticipar al aprender y usar el contenido, proporcionando el lenguaje para construir
en el desarrollo del aprendizaje de las matematicas. Este curriculo, ademas,
garantiza el vinculo entre las matematicas y otras disciplinas, es decir, propicia
que las diversas inlerrelaciones que componen la malemalica, tales como, habi-
lidades, conceptos, procesos, propiedades, elc, puedan ser aplicadas mas alla
del aula de matematicas.

Los contenidos que se abordan en la linea de Ntimeros y Algebra se agrupan
en seis sublineas de contenido, que se desarrollan de acuerdo al nivel educati-
vo de los estudiantes: Nimeros vy valor posicional (F-8), Fracciones v decimales
(1-6), Numeros reales (7-10), Dinero y matemaéticas financieras (1-10), Patrones
y algebra (F-10), relaciones lineales y no lineales (7-10). Los contenidos corres-
pondientes a la sublinea de Patrones y algebra se presentan en la tabla 5.
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Tabla 5. Descripciones de contenido de la sublinea "Patrones y algebra" para la Educacion
Infantil y Primaria (ACARA, 2015)

Contenidos

Foundation ~ Ordenar y clasificar objetos familiares y explicar la base de estas clasificaciones.
(5 -6 anos) Copiar, conlinuar y crear paliones con objelos y dibujos.

Ano 1l Investigar y describir patrones numeéricos formados por conteo de saltos y patro-
(6-7 anos) nes con objelos.

Afio 2 Describir patrones numéricos e identificar elementos faltantes.
(7-8 anos) Resolver problemas usando oraciones numeéricas para sumar o reslar.

Afio 3 Describir, continuar y crear patrones numéricos resullantes de realizar sumas o
(8-9 anos) reslas.

Afo 4 Explorar y describir patrones numéricos resultantes de realizar la multiplicacion.
(9-10 afios)  Resolver problemas verbales mediante el uso de oraciones numéricas que impli-
quen multiplicacion y division donde no hay resto.
Encontrar canlidades desconocidas en oraciones numericas que involucran suma
y resla e identificar oraciones numeéricas equivalentes que involucren suma o resla.

Afo 5 Describir, continuar y crear patrones con fracciones, decimales y nimeros enteros
(10-11 afos) resultantes de realizar sumas v restas.
Encontrar cantidades desconocidas en oraciones numeéricas que involucren mul-
liplicacion y division e idenlificar oraciones numéricas equivalenles gue involu-
cren multiplicacién y division.

Afo 6 Conlinuar y crear secuencias que involucren numeros enteros, fracciones y deci-
(11-12 anos)  males. Describir la regla utilizada para crear la secuencia.
Explorar el uso de corchetes y orden de las operaciones para escribir oraciones
numericas.

Los conocimientos que promueve el curriculo australiano para alcanzar el desa-
rrollo del pensamiento algebraico estan presentes desde la Educacion Infantil
(Foundation) y se desarrollan por medio de las siguientes fases: a) inicialmente
con la clasificacion de objelos y luego en el trabajo con patrones, desde su
forma experiencial, usando materiales, sonidos, movimientos o dibujos; b) luego,
al iniciar la Educacion Primaria, se profundiza el trabajo con patrones, al descri-
bir patrones numéricos y establecer relaciones. El uso de patrones numéricos se
extiende y profundiza en toda la Educacion Primaria; ¢) en los niveles posterio-
res, los estudiantes deben crear patrones numéricos como resultado de realizar
operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion y division, hasta alcanzar la
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descripcion de patrones con fracciones, decimales y nimeros enteros; y d) al
finalizar la Fducacion Primaria, los estudiantes deben ser capaces de crear
secuencias numericas que involucren nimeros enteros y racionales, explicando
la regla utilizada. Por otro lado, se evidencia la resolucion de problemas al uti-
lizar nimeros en diversos contextos que impliquen operatoria de adicion, sus-
traccion, multiplicacion y divisiones exactas. Con el desarrollo de este contenido,
el curriculo realiza una primera aproximacion al frabajo con ecuaciones y des-
igualdades, al encontrar cantidades desconocidas en oraciones numéricas e
identificar equivalencias. Finalmente, se explora en el uso de paréntesis y prio-
ridad de las operaciones al escribir oraciones numéricas.

Asi pues, para alcanzar el desarrollo del pensamiento algebraico, tanto el
curriculo de Estados Unidos como el de Australia, proponen el trabajo con
patrones desde la Educacion Infantil. Para ello, ambos curriculos acercan este
contenido a la experiencia de los estudiantes, por medio del reconocimiento y
descripcion de patrones en secuencias de sonido, formas, objetos y dibujos.

Por otra parle, a diferencia del curriculo estadounidense, el curriculo austra-
liano aborda una cantidad menor de contenidos durante la Educacién Primaria,
pero profundiza ampliamente en el trabajo con patrones y secuencias. Asi tam-
bién, se da prioridad al lrabajo con operaciones numeéricas, uso de incognilas y
expresiones equivalentes.

4.3 EL ALGEBRA TEMPRANA EN EL CURRICULO ESCOLAR DE SINGAPUR

El sistema educativo en Singapur se rige por el Ministerio de Educacion (MOE,
Ministry of Education) y comienza a implementarse en la Educacion Infantil (4
a 6 anos de edad). El desarrollo de la Educacién Infantil se fundamenta a partir
del marco Nurturing Early Learners (NEL), en el que el ambito de las matemati-
cas se establece a partir del area de aprendizaje de la Aritmética. Segtn el
marco NEL (2013, p. 6), “el desarrollo de conceplos y habilidades de aritmética,
implica ayudar a los nifios a conocer y usar conceplos y habilidades, de modo
que establezcan relaciones y conexiones que luego puedan aplicar significati-
vamente en sus experiencias diarias’. En este sentido, la Aritmética como area
de aprendizaje se desarrolla en la Educacion Infantil a través de tres lineas
centrales: Relaciones y patrones simples, Conteo y sentido numérico, Formas
basicas y conceplos espaciales simples.
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El estudio del dlgebra temprana se ve incorporado explicitamente en la linea
de Relaciones y patrones, donde se conocen y establecen relaciones simples a
través del desarrollo de habilidades y conceptos, tales como emparejar, clasificar,
comparar y ordenar. Asi también, el trabajo con patrones permite a los nifos
desarrollar sus capacidades de pensamiento logico, las cuales son fundamen-
tales para comprender el concepto de numero (NEL, 2013).

FI plan de estudio de matematicas de Fducacion Primaria pone especial
énfasis en cinco componentes (comprension conceptual, dominio de habilidades,
procesos matematicos, metacognicion y actitudes) y esta organizado en tres
lineas de contenido: Niimeros vy algebra, Medicion y geometria, Estadistica. La linea
de contenido de Numeros y algebra se divide en sublineas de acuerdo a cada
nivel educativo (Numeros enleros, Dinero, Fracciones, Decimales, Porcentajes,
Relaciones proporcionales, Tasa y velocidad). Los contenidos de algebra que se
evidencian a lo largo del curriculo (tabla 6) estan ligados principalmente a la
sublinea de contenido de Numeros Enteros, sin embargo, en el nivel de Primaria
6 se presenta una sublinea especifica para el estudio del algebra temprana.

Tabla 6. Contenidos en relacion al estudio del @lgebra temprana en curriculo de Singapur de
Educacion Infantil (NEL, 2013) y Educacion Primaria (Ministry of Education Singapore, 2012)

Contenidos
Kindergarten Emparejar, clasificar y comparar cosas por un atributo (por ejemplo
(4-6 anios) segun el color, la forma o lamano)

Poner las cosas en orden segun el tamano o la longitud y eventos de secuencia
Reconocer, extender y crear patrones simples (por ejemplo: patrén AB)

Primaria 1 Numeros enteros: Nameros hasta el 100
(6-7 anos) Comparar y ordenar numeros
Paliones en secuencias numericas
Numeros ordinales (primero, sequndo hasta el décimo) y simbolos (1° 2°, 3°, efc)

Primaria 2 Numeros enleros: Numeros hasta el 1000
(7-8 anos) Comparar y ordenar nimeros
Patrones en secuencias numericas
Numeros pares e impares

Primaria 3 Numeros enleros: Numeros hasla 10.000
(8-9 afnos) Comparar y Ordenar niimeros
Palrones en secuencias numericas
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Primaria 4 Numeros enteros: Numeros hasta el 100.000
(9-10 anos) Comparar y ordenar nimeros
Patrones en secuencias numéricas

Primaria 5 Relaciones:
(10-11 anos)  Notacion, representacion e interpretacién de a:b y a:b:c, donde a, by ¢ son
numeros enleros, excluyendo las relaciones que implican fracciones y decimales
Relaciones equivalentes
Dividir una cantidad en una relacion determinada
Expresar una relacion en su forma mas simple
Encontrar la proporcion de dos o tres cantidades dadas
Encontrar el término que falta en un par de relaciones equivalentes
Resolver problemas de palabras en dos pasos en relacion con la proporcion

Primaria 6 Algebra:

(11-12 anos) Uso de letras para representar un numero desconocido
Notacion, representacion e interpretacion de expresiones algebraicas simples,
tales como: a £ 3,ax363a, a:36%
Simplificar expresiones lineales simples excluyendo los paréntesis
Evaluar expresiones lineales simples por sustitucion
Resolver ecuaciones lineales simples que implican un coeficiente de numeros
enleros solo en conlexlos simples

La presencia del algebra temprana en las orientaciones curriculares de Singapur
se manifiesta en las siguientes etapas: a) la Educacién Infantil se ve marcada por
el reconocimiento de patrones simples y relaciones de nuimeros por medio de la
clasificacion, orden y comparacion de objetos, b) mientras tanto, en la Educacion
Primaria el desarrollo curricular de estos contenidos se vincula al estudio de los
Numeros enteros. Los NUmeros enteros se trabajan de forma gradual, partiendo
desde el 100 en Primaria 1 hasta el 10.000 en Primaria 4. Asi pues, se establece
en cada uno de estos niveles la comparacion y orden de estos numeros, dando
paso a la descripcion y creacion de patrones a partir del analisis de las secuencias
numéricas que se registran; ¢) por otra parte, en Primaria 5, los contenidos rela-
cionados con el algebra temprana se manifiestan a lravés de la sublinea de
Relaciones, haciendo uso de la notacion algebraica para representar el concepto
de razén, estableciendo relaciones equivalentes para introducir el concepto de
proporcion, y con ello determinar el término desconocido en relaciones equivalen-
tes; d) luego, en el nivel de Primaria 6, se dedica de forma preferente una sublinea
de contenido al estudio del dlgebra temprana por medio del lenguaje algebraico
al emplear letras para representar una cantidad desconocida, y traducir a nimeros
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y simbolos expresiones del lenguaje comun. Asi también, se origina el uso de
expresiones lineales simples al evaluar expresiones algebraicas por sustitucion y
reducir terminos semejantes por medio de la simplificacion. El desarrollo del pen-
samiento algebraico finaliza en Educacién Primaria con la resolucion de ecuacio-
nes lineales de primer grado en contextos simples.

A modo general, los contenidos gue promueve el curriculo de Singapur para
alcanzar el desarrollo del pensamiento algebraico desde las primeras edades se
fundamentan, en gran medida, en el uso de patrones y sucesiones numeéricas,
en sintonia con los curriculos de Estados Unidos y Australia.

Por otro lado, tanto las orientaciones curriculares de Singapur como de Aus-
tralia, vinculan el estudio del algebra temprana a los nimeros, al ser considera-
dos como parte de una sola linea de contenidos. Ambos curriculos destacan la
importancia de trabajar estos contenidos en forma simultanea, dado que uno
complementa el estudio del otro, es decir, la ensefanza de los niimeros requie-
re del dlgebra y el estudio del dlgebra requiere de la comprensién de los nimeros.

4.4 EL ALGEBRA TEMPRANA EN EL CURRICULO ESCOLAR DE CHILE

En Chile, el Ministerio de Educacion (MINEDUC) plantea el curriculo para el
desarrollo de la Educacion Infantil a partir de las Bases Curriculares para la
Educacion Parvularia (MINEDUC, 2018), las cuales constituyen un referente a
nivel nacional donde se “define principalmente qué y para qué deben aprender
los parvulos desde sus primeros meses de vida hasta el ingreso de la Educacion
Bésica" (p. 9).

Los objetivos de aprendizaje que proponen estas Bases Curriculares se orga-
nizan en tres ambitos de experiencia: Desarrollo personal y social, Comunicacién
integral, Interaccion y comprensién del entorno. Este tltimo ambito de aprendi-
zaje alberga el nticleo Pensamiento Matematico, haciendo referencia a los dife-
rentes procesos a través de los cuales los ninos inlerpretan y explican los
diversos elemenlos y situaciones del entorno, tales como, ubicacion en el espa-
cio-tiempo, relaciones de orden, comparacion, clasificacion, seriacién, identifica-
cion de patrones, etc, como también, a la construccion de la nocion de numero
y el uso inicial de la funcién ordenadora y cuantificadora del mismo.

Para efectos de este estudio, nos centraremos en los objetivos curriculares
relacionados con la ensefianza del algebra temprana correspondientes al 3°
nivel curricular, nivel de Transicion (tabla 7), referido a ninos de 4 a 6 afos de edad.
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Por otra parte, la implementacion del curriculo escolar para la Educacion
Basica (6 a 12 anos) se fundamenta a partir de las Bases Curriculares Primero
a Sexto Basico (MINEDUC, 2012). La asignatura de matematicas tiene como
proposito “enriquecer la comprension de la realidad, facilitar la seleccion de
estrategias para resolver problemas y contribuir al desarrollo del pensamiento
critico y auténomo en todos los estudiantes” (MINEDUC, 2012, p. 214). Para
desarrollar el pensamiento matematico se establecen cuatro habilidades rela-
cionadas entre si: resolver problemas, argumentar y comunicar, modelar y repre-
sentar. Estas habilidades representan un rol fundamental en la adquisicion de
nuevas destrezas, conceptos y en la aplicacion de conocimientos para resolver
problemas rutinarios y no rutinarios, propios de la matematica y de otros ambi-
los. Asi también, la adquisicién de nuevos conceptos en la asignatura de male-
maticas se organiza a través de cinco ejes tematicos: Nimeros y operaciones,
Patrones y algebra, Geometria, Medicion, Datos y probabilidades.

El eje de patrones y algebra pretende que los estudiantes expliquen y des-
criban relaciones de todo lipo, entre numeros, formas, objetos y conceptos. El
uso de patrones, observados en secuencia de objetos, imagenes o nimeros que
representan regularidades, debe ser representado de manera concreta, pictérica
y simbdlica, desde donde los esludiantes deben ser capaces de transilar de una
forma de representacion a otra.

La tabla 7 muestra los objetivos de aprendizaje vinculados al algebra tem-
prana que plantean las Bases Curriculares del Ministerio de Educacion para la
Educacion Parvularia y Educacion Basica.

Tabla 7. Objetivos de aprendizaje en relacion al algebra temprana en la Educacion
Parvularia (MINEDUC, 2018) v Educacion Basica (MINEDUC, 2012)

Objetivos de Aprendizaje

3” Nivel de Crear patrones sonoros, visuales, gesiuales, corporales u ofros, de dos o tres ele-

Transicion mentos.

(4-6 anos) Experimentar con diversos objetos estableciendo relaciones al clasificar por dos o
lres alribulos a la vez (forma, color, lamanio, funcion, masa, malerialidad, entre
otros) y seriar por altura, ancho, longitud o capacidad para contener.

Emplear cuantificadores, lales como: ‘mas que’, ‘menos que’, ‘igual que’, al com-
parar cantidades de objetos en situaciones cotidianas.
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1° Basico
(6-7 anos)

Reconocer, describir, crear y continuar patrones repetitivos (sonidos, figuras, ritmos..) y
patrones numéricos hasta el 20, crecientes y decrecientes, usando material concreto,
pictérico y simbdlico, de manera manual y/o por medio de software educativo.
Describir y registrar la igualdad vy la desigualdad como equilibrio v desequilibrio,
usando una balanza en forma concrela, picldrica y simbolica del 0 al 20, usando
el simbolo igual (=).

2" basico
(7-8 afios)

Crear, representar y continuar una variedad de patrones numéricos y completar
los elementos faltantes, de manera manual y/o usando software educalivo.
Demaostrar, explicar y registrar la iqualdad y la desigualdad en forma concreta v
pictdrica del 0 al 20, usando el simbolo igual (=) y los simbolos no igual (=, <).

3" Basico
(8-9 anos)

Generar, describir y registrar patrones numéricos, usando una variedad de estra-
legias en lablas del 100, de manera manual y/o con soflware educalivo.
Resolver ecuaciones de un paso que involucren adiciones y sustracciones y un
simbolo geométrico que represente un numero desconocido, en forma pictérica
y simbolica del 0 al 100.

4° Basico
(9-10 anos)

Identificar y describir patrones numericos en tablas que involucren una opera-
cion, de manera manual y/o usando software educativo.

Resolver ecuaciones e inecuaciones de un paso que involucren adiciones y sus-
lracciones, comprobando los resullados en forma piclérica y simbélica del 0 al
100 y aplicando las relaciones inversas entre la adicion y la sustraccion.

5% Basico
(10-11 afos)

Descubrir alguna regla que explique una sucesion dada y que permila hacer
predicciones.

Resolver problemas, usando ecuaciones e inecuaciones de un paso, que involu-
cren adiciones y suslracciones, en forma pictérica y simbdlica.

6° Basico
(11-12 arios)

Demostrar que comprenden la relacion entre los valores de una labla y aplicarla
en la resolucion de problemas sencillos:

a) identificando patrones entre los valores de la tabla

b) formulando una regla con lenguaje matematico

Represenlar generalizaciones de relaciones entre nimeros naturales, usando ex-
presiones con lelras y ecuaciones.

Resolver ecuaciones de primer grado con una incognita, utilizando estrategias como:
a) usar una balanza

b) usar la descomposicion vy la correspondencia 1 a 1 entre los términos en cada
lado de la ecuacion y aplicando pracedimientos formales de resolucion.

El algebra temprana esta presente en todos los niveles del curriculo escolar
chileno. La adquisicion del aprendizaje del algebra en los estudiantes se evi-
dencia a partir del progreso de diversas etapas: a) comenzando en el nivel de
transicién para la Educacion Parvularia con la indagacion en diversos patrones
(sonoros, visuales, gestuales, etc) vy, estableciendo relaciones de clasificacion vy
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cuantificacion a partir de diversos objetos; b) posteriormente en los primeros
niveles de la Educacion Basica se inicia el desarrollo de un frabajo mas amplio
con reconocimiento y descripcion de patrones repetitivos, para avanzar hacia el
registro de patrones numéricos de forma manual y/o software educativos por
medio de tablas; ¢) para luego descubrir y formular reglas con lenguaje mate-
matico a partir de una sucesion para realizar predicciones e indagar en el tra-
bajo con ecuaciones e inecuaciones que involucre adiciones y sustracciones; d)
hasta finalizar la Educacion Basica con la resolucién de ecuaciones de primer
grado con una incognita, aplicando procedimientos formales.

Si bien, el tratamiento que recibe el dlgebra en el curriculo escolar chilenos
para la Educacion Infantil y Primaria se ve influenciado fuertemente por las
directrices que proponen los Principles and Standard for School Mathematics
(NCTM, 2003), no se ha considerado abordar de manera mas especifica la mode-
lizacion de problemas utilizando tablas, graficas y ecuaciones y, el analisis de
situaciones de cambio por medio del uso de variables.

4.5 ¢QUE CONOCIMIENTOS PROMUEVE EL CURRICULO ESCOLAR PARA DESARROLLAR EL
PENSAMIENTO ALGEBRAICO? HACIA UNA CARACTERIZACION DEL ALGEBRA TEMPRANA

A partir del analisis de las diversas propuestas curriculares podemos evidenciar el
despliegue y evolucion de los conocimientos que se ven implicados en el estudio
del &lgebra temprana de algunos curriculos contemporaneos de Educacién Infan-
til y Primaria que incluyen explicitamente conocimientos de esta naturaleza. Para
alcanzar el desarrollo del pensamiento algebraico, estos curriculos proponen
abordar en cada nivel educativo diversas conocimientos por medio de la adqui-
sicion de conceptos y habilidades. El bloque de algebra temprana impulsa el
tratamiento de diversos contenidos, estableciendo ciertas diferencias en el grado
de profundizacion y prioridad que estos consiguen a lo largo del curriculo escolar.

En relacion a la Educacion Infantil, y con base a poder caraclerizar el dlgebra
lemprana y analizar su presencia o ausencia en los curriculos de esla elapa, se
han establecido tres categorias de contenidos a partir de la revision curricular
realizada:

— Experimentar con elementos u objetos a partir del reconocimiento de

atributos para establecer relaciones (clasificaciones, ordenaciones, corres-
pondencia, etc.).
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— Seriacion a partir de patrones de repeticion: Identificacion, construccion y
representacion del patron.
— Descripcion de cambios cualitativos y cuantitativos.

A partir de éstas categorias, hemos clasificado los contenidos propuestos en las
orientaciones curriculares. La figura 1, muestra las diferencias respecto a la pre-
sencia de los conocimientos que caraclerizan el algebra temprana en la Educacion
Infantil en los curriculos contemporaneos considerados en este estudio.

Estados Unidos Australia Singapur Chile

0%

 Descripeion de cambios cualitativos y cuantitativos
® Seriacion a partir de patrones de repeticion: Identificacion, construccion y representacion del patrén
® [xperimentar con elementos u objetos a partir del reconocimiento de atributos para establecer
relaciones (clasificaciones, ordenaciones, correspondenia, elc.)
Figura 1. Presencia de los conocimientos gue caracterizan el algebra temprana en
la Educacion Infantil.

El conocimiento relacionado a la experimentacion con elementos u objetos a
partir del reconocimiento de atributos para establecer relaciones se evidencia
en todos los curriculos contemporaneos, alcanzando una mayor presencia (por
encima del 65%) en el curriculo de Singapur. Una menor presencia presenta el
conocimiento correspondiente a la descripcion de cambios cualitativos y cuan-
titativos (no supera el 50%), dado que so6lo se observa en los curriculos de
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Estados Unidos y Chile, siendo el conocimiento con mayor predominancia para
el curriculo de Fstados Unidos, quedando ausente en los curriculos de Australia
y Singapur.

El conocimiento correspondiente a seriacion a partir de patrones de repeticion
esta presente en todas las orientaciones curriculares, pero su presencia no
excede el 50%.

Cabe senalar que el curriculo australiano muestra un equilibrio en la pre-
sencia de los conocimientos que promueve el curriculo para el desarrollo del
algebra temprana en la Educacion Infantil, considerando la experimentacion con
elementos para establecer relaciones y la seriacion a partir de patrones. A su
vez en el curriculo chileno, la presencia de los conocimientos que se establecen
para alcanzar el pensamiento algebraico en la Educacion Infantil se desarrolla
de manera proporcional.

Por otra parte, para realizar el analisis comparativo de los curriculos de Edu-
cacion Primaria se han considerado las categorias de conocimientos importan-
tes de algebra temprana para esla etapa propuestos por Alsina (2019):

La comprension de distintos tipos de relaciones (de equivalencia, de orden,
elc) y de patrones (de crecimiento, de decrecimiento, elc).

El uso de simbolos algebraicos y modelos matemalicos para representar
situaciones matematicas.

La comprension del cambio.

Ademas, a partir del analisis de las orientaciones curriculares se ha incor-
porado olra calegoria: el uso de variables para delerminar una conslante
o0 incognita, dado que al revisar los contenidos que promueven las orien-
taciones curriculares, especialmente en los tltimos niveles de Fducacion
Primaria, se plantea iniciar la comprension conceptual respecto de los
diferentes usos de la variable como cantidad desconocida, ya sea para
determinar el término que falta en un par de relaciones equivalentes,
determinar una cantidad desconocida en oraciones numéricas, determinar
una proporcion, resolver ecuaciones lineales e inecuaciones, enlre olros.

A partir de las categorias de conocimiento propuestas, hemos clasificado los
contenidos revisados en las orientaciones curriculares. La figura 2, muestra las
diferencias relacionadas con la presencia de los conocimientos que caracterizan
el dlgebra lemprana en la Educacién Primaria en los curriculos de los diferentes
paises analizados en este estudio.
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“ Uso de variables para determinar una constante o incognita
® Comprension del cambio

.

u Uso de simbolos algebraicos y modelos

icos para repr i iones matematicas

= Comprension de distintos tipos de relaciones y patrones

Figura 2. Presencia de los conocimientos que caraclerizan el algebra lemprana
en la Cducacion Primaria.

Los resultados obtenidos muestran una mayor presencia del conocimiento
vinculado a la comprensién de distintos tipos de relaciones y patrones en los
curriculos de Australia y Singapur (por encima del 45%). En el curriculo de
Estados Unidos, la mayor presencia de los conocimientos se relaciona al uso
de simbolos algebraicos y modelos matematicos para representar situaciones
(alcanzando 38,4%). En el caso de Chile, tres de los cuatro conocimientos que
caracterizan el algebra temprana en la Educacion Primaria se desarrollan en
forma propaorcional a lo largo del curriculo escolar, con una presencia del 30,8%.
Finalmente, se observa una presencia menor del conocimiento relacionado a la
comprension del cambio (por debajo del 25%) en los curriculos de Estados
Unidos, Australia, Singapur y Chile.

La revisién de los curriculos contemporaneos nos ha permitido realizar una
primera aproximacion hacia la caraclerizacién del dlgebra lemprana. A parlir de
este analisis y considerando los referentes tedricos estudiados, realizamos una
primera caraclerizacion del algebra temprana como la capacidad de desarrollar
modos de pensamiento algebraico durante las primeras edades en situaciones
vinculadas tanlto al dlgebra propiamente como a ofras areas del curriculo de
matemdtica, tales como numeros, geometria, medida, etc. Para empoderar estos
modos de pensamiento algebraico, se deberia capacitar a todos los nifios y nifias
de Educacion Infanlil para experimenlar con elemenlos u objelos a parlir del
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reconocimiento de atributos con el propdsito de establecer relaciones (clasifica-
ciones, ordenaciones, correspondencia, etc), realizar seriaciones a partir de patro-
nes de repeticién (identificacién, construccién y representacion del patrén) y
describir cambios cualitativos y cuantilativos; y se deberia capacitar a todos los
nifios y nifias de Educaciéon Primaria para comprender distintos tipos de rela-
ciones (de equivalencia, de orden, etc) y de patrones (de crecimiento, de decre-
cimiento, etc), usar simbolos algebraicos y modelos matemdticos para
representar situaciones matemdaticas, comprender el cambio y usar variables
para determinar una constante o incognita.

5. CONSIDERACIONES FINALES

En este articulo se ha presentado un analisis de la incorporacion del algebra
temprana en las etapas de Educacion Infantil y Primaria (4 a 12 anos de edad
aproximadamente) a nivel curricular. Para ello, se han analizado las orientaciones
curriculares de paises que incluyen explicitamente este bloque de contenido des-
de los primeros anos de escolaridad. Esta revision ha permitido, por una parte,
caraclerizar el algebra lemprana a parlir de los conocimientos que fomentan el
desarrollo del pensamiento algebraico en Educacion Infantil y Primaria y, por otra,
realizar un estudio comparativo que evidencie la presencia de estos conocimien-
tos, a modo de itinerario vertical a lo largo de todo el curriculo escolar.

A modo de sintesis, los conocimientos que caracterizan el dlgebra temprana
en Educacion Infantil son: experimentacion con elementos a partir del recono-
cimiento de atributos para establecer relaciones (clasificaciones, ordenaciones,
correspondencias, elc); seriaciones a partir de patrones de repeticion (identifica-
cion, construccion y representacién del patron); v descripcion de cambios cuali-
tativos y cuantitativos y; en Educacion Primaria: comprension de distintos tipos
de relaciones (de equivalencia, de orden, etc) y de patrones (de crecimiento, de
decrecimiento, etc); uso de simbolos algebraicos y modelos mateméticos para
represenlar siluaciones malemalicas; comprension del cambio; y uso de variables
para determinar una constante o incognita.

Por otra parte, los resultados obtenidos muestran que el desarrollo del pensa-
miento algebraico se encuentra estrechamente relacionado con el tratamiento y
evolucion que reciben los contenidos matematicos vinculados a la ensenfanza del
algebra en los dislinlos niveles educalivos. En esle senlido, el esludio del algebra
temprana en la Educacion Infantil se ve marcada por la experimentacion con
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elementos u objetos a partir del reconocimiento de atributos para establecer
relaciones, con una presencia media del 43,8%, mientras que el conocimiento
con menor presencia corresponde a la descripcion de cambios cualitativos y
cuantitativos, con una presencia media del 20,8%. En la Educacién Primaria se
profundiza mayoritariamente en la comprension de distintos tipos de relaciones
y patrones, teniendo una presencia media del 385%, mientras que el conoci-
miento con menor presencia es la comprension del cambio, con una presencia
media del 12,2%.

Todos los curriculos que hemos analizado enfatizan la importancia del desa-
rrollo de los patrones y relaciones como base para construir un itinerario algebrai-
co desde la Educacion Infantil a Primaria. Por ello, es necesario establecer una
eslrecha coordinacion enlre ambas elapas educalivas para garanlizar la conlinui-
dad de los objetivos establecidos en las orientaciones curriculares y lograr una
ensenanza eficaz del algebra temprana desde las primeras edades, que asegure
las bases para su posterior profundizacion en la educacion secundaria.

Asi también, dado los cambios que han sufrido los planes curriculares esco-
lares durante los Ultimos afos, consideramos que es necesario ofrecer a los
futuros maestros y a los maestros en activo experiencias de formacion que
incorporen aspeclos que permilan reconocer y promover el desarrollo del pen-
samienlo algebraico en sus estudiantes. Eslas experiencias de formacion deben
suponer, por una parte, el desarrollo y reflexion sobre tareas matematicas de
caracter algebraico, asi como estrategias para propiciar su ensefianza, median-
te la representacion de situaciones y problemas con patrones, secuencias, uso
de expresiones simbolicas formuladas con variables, modelizacion, funciones,
proporcionalidad, expresiones equivalentes, planteamiento de formulas sencillas
y resolucion de ecuaciones.
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INCORPORACION DEL ALGEBRA TEMPRANA EN
EDUCACION INFANTIL: UN ANALISIS DESDE
LOS LIBROS DE TEXTO

Nataly Pincheira, Yeni Acosta y Angel Alsina

En este estudio se analizan las tareas matemdticas sobre dlgebra
temprana en una coleccion de ocho libros de texto chilenos de Educacion
Infantil (4 a 6 aiios). La investigacion siguié una metodologia cualitativa,
de cardacter exploratorio-descriptivo, utilizando la técnica de andlisis de
contenido. Los resultados muestran una presencia de tareas algebraicas
en todos los libros de texto analizados, predominando las tareas
vinculadas con establecer relaciones a partir del reconocimiento de
atributos, seguidas de tareas que requieren de la seriacion a partir de
patrones de repeticion y una escasa presencia de tareas que implican la
descripcion de cambios.

Términos clave: Algebra temprana; Educacion Infantil; Libros de texto;
Pensamiento algebraico; Tareas matematicas

Incorporation of Early Algebra in Early Childhood Education: An
Analysis from Textbooks

This study analyses the mathematical tasks on early algebra in a
collection of eight widely distributed Chilean textbooks for Early
Childhood Education (4 to 6 years old). The research followed a
qualitative methodology, of an exploratory-descriptive nature, using the
technique of content analysis. The results show a presence of algebraic
tasks in all the textbooks analysed, with a predominance of tasks linked to
establishing relations based on the recognition of attributes, followed by
tasks that require seriation based on patterns of repetition, and a scarce
presence of tasks that involve the description of changes.

Keywords: Algebraic thinking; Early algebra; Early childhood Education;
Mathematical tasks; Textbooks

Pincheira, N., Acosta, Y. v Alsina, A. (2022). Incorporacion del algebra temprana en Educacion
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Incorporagio da Early Algebra na Educacdo Infantil: uma analise a partir
de livros didaticos.

Este estudo analisa as tarefas matemdticas sobre algebra inicial em uma
colegdo de oito livros diddticos chilenos amplamente distribuidos para a
Educagdo Infantil (4 a 6 anos). A pesquisa seguiu uma metodologia
qualitativa, de natureza exploratorio-descritiva, utilizando a técnica de
andlise de conteiido. Os resultados mostram a presenca de tarefas
algébricas em todos os livros analisados, com predomindncia de tarefas
ligadas ao estabelecimento de relagdes baseadas no reconhecimento de
atributos, seguidas de tarefas que exigem seriagdo com base em padrdes
de repeti¢do, e uma presenga escassa de tarefas que envolvem a descrigéo
das mudangas.

Palavras chave: Pensamento algébrico; Early algebra; Educagio Infantil; Tarefas
matematicas; Livros didaticos

La incorporacion del algebra como bloque de contenido desde los primeros afios
de escolarizacion responde a una propuesta de innovacién curricular conocida
como FEarly Algebra, a partir de ahora dlgebra temprana, que emerge de los
resultados de numerosas investigaciones dedicadas al estudio del algebra y su
didactica (Carraher y Schliemann, 2007; Kaput, 2008; Molina, 2009). Esta nueva
corriente propone introducir la ensefianza de este bloque de contenido desde la
Educacion Infantil (Alsina, 2019a; Alsina y Giralt, 2017; Clements y Sarama,
2015; Kaput et al., 2017, NCTM, 2000).

En concreto, el algebra temprana plantea promover el desarrollo del
pensamiento algebraico desde los primeros niveles de escolarizacion (Cai y Knuth,
2011; Carraher y Schliemann, 2007) como una manera de pensar y actuar con
objetos, relaciones y situaciones matematicas para suscitar una cnsefianza
fundamentada en la comprension de las mateméticas (Bastable y Schifter, 2007;
Carpenter et al., 2003). De acuerdo con Blanton y Kaput (2005), el dlgebra
temprana busca desarrollar en las aulas de clase habitos de pensamiento que
atiendan a la estructura que subyace a las matematicas, por medio de tareas
dirigidas a la observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas,
donde los estudiantes exploren, hagan predicciones, discutan, argumenten y
comprueben ideas.

Los curriculos contemporaneos de Educacién Infantil no han quedado ajenos
a ecsta innovacién (e.g., Australian Curriculum, Assessment and Reporting
Authority, 2015; Ministerio de Educacion, 2018; Ministry of Education Singapore,
2013; NCTM, 2000) y han asumido la importancia de los contenidos vinculados
con el dlgebra temprana, incorporado conocimientos de naturaleza algebraica de
manera progresiva a partir de esta etapa escolar (Pincheira y Alsina, 2021a).
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La ensefianza del algebra desde la Educacién Infantil permite que los
profesores puedan ayudar a los alumnos a construir una sélida base de
comprension y experiencia, como preparacion para un trabajo mas complejo en
algebra en los niveles medios y en la escuela secundaria (NCTM, 2000, p. 39). Asi
pues, la transformacion curricular del dlgebra temprana hasta su estado actual,
requiere contar con profesores capaces de atender a los objetivos que esta persigue
y conducir su ensefianza de manera efectiva, mediante la seleccion e
implementacién de tareas matematicas fundamentadas en los contenidos que
exponen las orientaciones curriculares.

Esto ultimo es importante, puesto que lo que los estudiantes aprenden en gran
medida se define por las tareas que se les asignan y que componen la base de sus
acciones (Sullivan et al., 2013, p. 57), es decir, la ensefianza del dlgebra temprana
depende mayoritariamente de las tareas que se proponen a los estudiantes. En este
sentido, el Enfoque de los Itinerarios de Ensefianza de las Matematicas (EIEM)
propuesto por Alsina (2018; 2019b; 2020a), plantea que la ensefianza del
contenido se inicia en contextos informales, que permiten visualizar las ideas
matematicas de manera concreta (situaciones de vida cotidianas, materiales
manipulativos y juegos); prosigue en contextos intermedios, que a través de la
exploracion y la reflexion conducen a la esquematizacion y generalizacion
progresiva del conocimiento matematico (recursos literarios y tecnoldgicos); y
finaliza en contextos formales, en los que se trabaja la representacion y
formalizacion del conocimiento matemadtico con procedimientos y notaciones
convencionales para completar de esta forma el aprendizaje desde lo concreto
hasta lo simbélico (recursos graficos, principalmente los libros de texto).

Este articulo se focaliza en el libro de texto, al tratarse de un recurso de
ensefianza que influye considerablemente en el proceso de instruccion en el aula,
puesto que conforma un elemento de apoyo para el profesorado en la preparacion
de la clase (Even y Olsher, 2014). De este modo, los conocimientos que promueven
los libros de texto de matematicas se vinculan estrechamente con las oportunidades
de aprendizaje de los estudiantes (Stylianides, 2009).

Pese a la importancia que tiene el libro de texto como un recurso donde se
formaliza el aprendizaje, las investigaciones se han centrado en analizar
principalmente las tareas matematicas relacionadas con el algebra temprana en los
libros de texto de Educacion Primaria (p. €j., Aké y Godino, 2018; Demosthenous
y Stylianides, 2014; Pincheira y Alsina, 2021b). Nuestro propdsito es ampliar estas
investigaciones hacia el contexto de la Educacién Infantil y profundizar en la
incorporacion de los conocimientos matematicos vinculados con el dlgebra
temprana. Desde esta perspectiva, nos preguntamos ;Qué conocimientos se
movilizan en los libros de texto de Educacién Infantil cuando se disefian tareas de
algebra temprana?

Para responder a esta pregunta se asume la caracterizacion de los
conocimientos matematicos involucrados en la resolucion de tareas que
promueven el desarrollo del pensamiento algebraico temprano en Educacion
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Infantil propuesta por Pincheira y Alsina (2021a). En concreto, estos autores
definen el algebra temprana como:

La capacidad de desarrollar modos de pensamiento algebraico durante
las primeras edades en situaciones vinculadas tanto al digebra
propiamente como a otras areas del curriculo de matemadticas, tales como
mimeros, geometria, medida, etc. Para empoderar estos modos de
pensamiento algebraico, se deberia capacitar a todos los nifios y nifias de
Educacion Infantil para experimentar con elementos u objetos a partir del
reconocimiento de atributos con el proposito de establecer relaciones
(clasificaciones,  ordenaciones, correspondencia, elc.), realizar
seriaciones a partir de patrones de repeticion (identificacion,
construccion y representacion del patron) y describir cambios
cualitativos y cuantitativos (Pincheira y Alsina, 2021a, pp. 175-176).

Con base en este marco, el objetivo de nuestro estudio es analizar las tareas
matematicas sobre algebra temprana presentes en ocho libros de texto chilenos
para el nivel de transicion de Educacion Infantil (4 a 6 afios).

INCORPORACION DEL ALGEBRA TEMPRANA EN EDUCACION
INFANTIL

La incorporacion del algebra temprana en Educacién Infantil requiere desarrollar
practicas matematicas que promuevan ¢l pensamiento algebraico, por ejemplo, la
comprension de relaciones, buisqueda de patrones y ¢l andlisis de cambios cn
diferentes contextos (Alsina y Giralt, 2017).

Diversas investigaciones informan que los estudiantes de Educacion Infantil
pueden desarrollar conocimientos vinculados con el algebra temprana desde las
primeras edades, adquiriendo nociones algebraicas elementales, tales como las
clasificaciones de objetos, el reconocimiento de patrones repetitivos, el uso de
representaciones de relaciones numéricas, entre otras (p. €j., Acosta y Alsina,
2020; Castro et al., 2017; Rittle-Johnson et al., 2019).

Papic et al. (2011) sefialan que el pensamiento algebraico se inicia en las
primeras edades a través del proceso de generalizacion. Carraher et al. (2007)
plantean que para abordar la generalizacion matematica se requiere trabajar a partir
de la identificacion de relaciones, patrones y estructuras.

En este sentido, a través de la indagacion, los nifios interpretan y explican los
diversos elementos y situaciones del entorno (Ministerio de Educacion, 2018),
utilizando los conocimientos fisicos que adquieren a través de la manipulacion de
objetos que forman parte de su interaccion con el medio, considerando las
caracteristicas o atributos externos de estos (Piaget, 1953). A partir de estos
conocimientos, los estudiantes empiezan a construir diferentes tipos de relaciones
cualitativas y cuantitativas de objetos, tales como comparaciones, clasificaciones,
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ordenaciones y correspondencias (Alsina, 2006; 2011; 2019a; Castro-Rodriguez y
Castro, 2016). Una relacion implica comparar elementos por medio de semejanzas
o diferencias, a partir de un criterio: la clasificacion, por ejemplo, es una relacion
de equivalencia en una agrupacion de elementos, que cumple con la propiedad
reflexiva, simétrica y transitiva; la ordenacioén es una relacion de orden en una
agrupacion de elementos que posee las propiedades antirreflexiva, antisimétrica y
transitiva; y, finalmente, la correspondencia representa una relacion donde
determinados elementos de una agrupacion A se asocian con uno o mas elementos
de una agrupacion B (Alsina, 2006; 2011).

Por otra parte, los patrones, entendidos como cualquier regularidad predecible,
que generalmente involucra relaciones espaciales, numéricas o logicas (Mulligan
y Mitchelmore, 2009, p. 34), contribuyen al desarrollo de la representacion y
abstraccion matematica, proporcionando una base esencial para el desarrollo del
pensamiento algebraico temprano (Papic, 2015).

El trabajo con patrones involucra tareas que permiten desarrollar diversas
habilidades para hacer patrones, considerando si requieren o no conocimiento de
la estructura o regla subyacente. Dichas tareas corresponden a: (a) duplicar el
mismo patrén, (b) encontrar elementos faltantes de una secuencia, (¢) ampliar una
secuencia, (d) construir el mismo patrén con diferentes elementos, (e) identificar
la unidad de repeticion, (f) inventar un patrén. Las principales habilidades para
hacer patrones que se movilizan en este tipo de tareas son copiar, interpolar,
extender, abstraer o traducir, reconocer la unidad de repeticiobn y crear,
respectivamente (Clements y Sarama, 2015; Liitken y Sauzet, 2020; Rittle-Johnson
et al., 2013; Wijns, Torbeyns et al., 2019).

En un estudio previo, McGarvey (2012) determino que las tareas vinculadas a
copiar, interpolar y extender no requieren de una comprensién previa de la unidad
de repeticion, dado que solo implican la comprension de la organizacion recursiva
de los elementos que conforman la secuencia, es decir, de una asociacion entre los
elementos sucesivos adyacentes al patron.

De acuerdo con el NCTM (2000), otro elemento fundamental vinculado al
pensamiento algebraico es el cambio. Desde una perspectiva genérica, las ideas
sobre cambio y las relaciones que se establecen entre los cambios, se abordan en
el marco del pensamiento funcional (Warren y Cooper, 2005). En el ambito de la
Educacion Infantil, desde una perspectiva amplia, se conceptualiza el cambio
como una transformacion a través de un operador (Alsina, 2006; 2011). Describir
cambios cualitativos, como ser mas alto o describir cambios cuantitativos, como
el aumento de estatura de un alumno en dos pulgadas en un afio (NCTM, 2000, p.
94), es fundamental para entender el desarrollo de las funciones en las etapas
escolares posteriores. Asi, pues, la incorporacion de ideas vinculadas al cambio en
Educacion Infantil, permite a los nifios comprender que la mayoria de las cosas
cambia con el tiempo, que muchos cambios pueden describirse matematicamente
y son predecibles, ayuda a tener una base para aplicar las matematicas a otros
campos y para entender el mundo (NCTM, 2000, p. 99).
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Los diferentes procesos y conceptos que se requieren incorporar en las
practicas matematicas de Educacion Infantil para alcanzar el desarrollo del
pensamiento algebraico movilizan una serie de conocimientos mateméticos que se
deben tener en consideracion en las pricticas de ensefianza del dlgebra temprana,
ya que, las observaciones y discusiones sobre como se relacionan unas cantidades
con otras, conducen a experiencias con relaciones funcionales; y sus
representaciones de situaciones matematicas usando objetos concretos, dibujos y
simbolos constituyen los comienzos de la construccion de modelos matematicos
(NCTM, 2000, p. 95).

Algunos estudios han analizado la presencia de conocimientos sobre algebra
temprana cn los libros de texto. Acosta et al. (en prensa), por ejemplo, analizaron
las tareas y habilidades para hacer patrones de repeticion en libros de texto de
Educacion Infantil (3 a 6 afios). Los resultados muestran que la ensefianza de los
patrones de repeticion se aborda de manera limitada, mientras que las habilidades
para hacer patrones que se movilizan con mayor frecuencia son extender,
interpolar y reconocer la unidad de repeticion de un patron.

Demosthenous y Stylianides (2014) analizaron una serie de libros de texto de
cuarto a sexto grado de Educacion Primaria (9-12 aiios), determinando que
prevalecen las tareas matematicas basadas en reglas y las tareas de relaciones
conocidas-desconocidas. Por otra parte, Aké y Godino (2018) analizaron 57 tareas
de un libro de texto de primer grado de Educacién Primaria (6 a 7 afios),
evidenciando que las tareas propuestas priorizan el registro numérico y no estan
intencionalmente dirigidas a promover el desarrollo del pensamiento algebraico.

Posteriormente, Pincheira y Alsina (2021b) analizaron 373 tareas matematicas
vinculadas a la ensefianza del algebra temprana en Educacion Primaria (6 a 12
afios), determinando una fuerte presencia de tareas que involucran la comprension
de distintos tipos de relaciones y patrones, seguidas de las tareas donde interviene
el uso de simbolos algebraicos y modelos matematicos para representar situaciones
matematicas.

METODOLOGIA

De acuerdo con nuestro objetivo de estudio que, como se ha indicado, consiste en
analizar las tareas matematicas sobre dlgebra temprana presentes en ocho libros de
texto chilenos para el nivel de transicion de Educacion Infantil (4 a 6 aiios), se
adopté un enfoque cualitativo de caracter exploratorio-descriptivo (Fernandez et
al., 2014). Asimismo, se ha utilizado como técnica el andlisis de contenido, que es
una técnica de investigacion que permite hacer inferencias replicables y validas a
partir del texto (u otra materia significativa) a los contextos de su uso
(Krippendorff, 2013, p. 24), en nuestro caso las tareas de ensefianza propuestas por
los libros de texto. Para realizar el andlisis de contenido, se considerd y adapté la
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estructura para el analisis de libros de texto, propuesta por Cobo (2003), que
advierte las siguientes etapas:

18

Identificar y seleccionar las unidades de andlisis, constituidas por las
secciones de los libros de texto que presentan tareas matemdticas para
abordar conocimientos vinculados con el dlgebra temprana.

Establecer categorias de analisis, en nuestro caso las categorias obedecen a
la caracterizacion del dlgebra temprana en Educacion Infantil propuesta por
Pincheira y Alsina (2021a). Para efectos del estudio, a partir de esta
caracterizacion se desarrollaron indicadores de andlisis.

Codificar las tareas matemdticas vinculadas con el estudio del édlgebra
temprana presentes en los libros de texto con base en las categorias e
indicadores propuestos.

Sistematizar la informacion a través de tablas estadisticas, de manera que
su lectura facilite el analisis descriptivo.

Evidenciar el analisis descriptivo, a través de la seleccion de ejemplos de
tareas propuestos en los libros de texto de acuerdo con las categorias de
andlisis definidas.

Muestra

La muestra esta constituida por una coleccion de cuatro series que consideran un
total de ocho libros de texto chilenos (Tabla 1) correspondientes al tercer nivel de
transicion de Educacion Infantil (4 a 6 afios). Este nivel se subdivide en primer
nivel de transicion NT1(Pre-kinder, 4 a 5 afios) y segundo nivel de transicion NT2
(Kinder, 5 a 6 afios).

Tabla 1
Serie de libros de texto considerados para el andlisis
Serie Codigo Nivel Titulo Autores Editorial Edicion
(Edad)
Cademi i SM Chile
Pre- actividades Departamento -y
. . . . S.A Edicion
Serie Kinder del Nivel de estudios :
Tl i w2 gy especial 2019
1 (4a5  Transicion 1 Pedagogicos para
afios)  de bducz.lcmn SM MINEDUC
Parvularia
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Tabla 1
Serie de libros de texto considerados para el andlisis
Serie Coédigo Nivel Titulo Autores Editorial Edicién
(Edad)
Cuaderno de Ediciones
o Rauy
T2 (5a6 Transicion 2 M. Salazar F,f:llcu.m 2020
afos)  de Educacion EEpecil
Parvularia para ,
MINEDUC
Pre- Saber Hacer
Kinder Comprensién
T3 (4a5  del entorno 4 Departamento 2019
Serie aros) __afos da .
) Investigaciones  Santillana
Kinder Saber Hac?’r Educativas
T4 (5a6 gsnggtr;:;g)g Santillana 2019
anos)  ,ios
Pre- .
Kinder Sonrisas
TS5 Matematica Departamento ) 2018
) (‘t as Pre-kinder de estudios SM Chile
?erle anos) Pedagogicos S.A
Kinder - Sonrisas A
T6 (526 Matematica 2018
Pre- .
by Kinder Matemitica 2019 2
(4 as N‘,gn“'r y Nu 1 i . EdlClén}
Serie afios) Hmeros K. Anavalony  Caligrafix
4 . M. Lepin
Kinder Matematica .
T8 Logicay 2019 (2
(5a6  Losicay Edicién)

afios) ~ Numeros N°2

Los libros de texto se escogieron de manera intencionada puesto que, por una parte,
son los mas utilizados por los centros educativos tanto del sistema educativo
publico como privado y, por otra parte, corresponden a proyectos integrados en las
editoriales mas demandadas y de alto prestigio a nivel nacional.

Cabe destacar que la serie | corresponde a los libros de texto que entrega el
Ministerio de Educacion a los establecimientos educacionales puablicos, siendo
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distribuidos de manera gratuita. Mientras que las series 2, 3 y 4 corresponden a
libros de texto que son utilizados en establecimientos educacionales privados.

Por otra parte, las series 1 y 2 corresponden a proyectos editoriales
globalizados, es decir, presentan unidades diddcticas que integran tareas de todas
las dreas de conocimiento. Mientras que las series 3 y 4 pertenecen a proyectos
editoriales que desarrollan tareas especificas del area de matematicas.

Todos los libros de texto que constituyen la muestra se encontraban vigentes
durante el periodo en el que se realizo el estudio.

A partir de la muestra, se seleccionaron las unidades de analisis que conciernen
a las tareas de ensefianza vinculadas con el estudio del algebra temprana.

Categorias e indicadores de analisis

Las tareas matemdticas que conforman las unidades de andlisis se examinaron de
acuerdo con las categorias de conocimientos que caracterizan el algebra temprana
en Educacion Infantil propuestas por Pincheira y Alsina (2021a): (a) establecer
relaciones a partir del reconocimiento de atributos al experimentar con elementos
u objetos, (b) seriacion a partir de patrones de repeticion, (c) descripcion de
cambios cualitativos y cuantitativos.

A partir de estas categorias s¢ consideré un conjunto de indicadores que
emergen del andlisis de la literatura sobre los conocimientos importantes de
algebra temprana en Educacion Infantil.

Dichos indicadores permiten analizar de manera mds precisa los
conocimientos matematicos que se deben movilizar en el proceso de resolucion de
tareas que promueven el pensamiento algebraico temprano en los libros de texto
de Educacion Infantil (Tabla 2). Los indicadores fueron sometidos a un proceso de
validacion interna interjuez (Hidalgo, 2005), desarrollado por los autores, a través
de una triangulacion para garantizar su fiabilidad. Para ello, se realizaron sesiones
para unificar criterios y consensuar el grado de acuerdo entre los distintos
indicadores, estableciendo un orden de dificultad creciente segin las categorias de
conocimientos. Esto permiti6 ajustar los indicadores y constatar que miden lo que
se requiere examinar.
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Tabla 2

Categorias e indicadores utilizados en el proceso de codificacion

Caracterizacién del
dlgebra temprana en
Educacion Infantil

Establecer relaciones a
partir del reconocimiento
de atributos al
experimentar con
elementos u objetos

Indicadores

1. Reconacimiento de atributos afirmativos o negativos de
elementos u objetos

2. Reconocimiento de atributos cualitativos y/o
cuantitativos de una coleccion

3. Reconocimiento del atributo comin de una coleccion

4. Agrupar clementos a partir de la identificacion de sus
propiedades

5. Clasificar clementos a partir de criterios cualitativos
y/o cuantitativos

6. Establecer ordenaciones de objetos de manera
ascendente o descendente

7. Establecer relaciones de correspondencia a partir del
reconocimiento de atributos

8. Comparacion de elementos a partir de criterios
cualitativos y/o cuantitativos

Seriacion a partir de
patrones de repeticion

9. Duplicar el patron a partir de una secuencia

10. Encontrar elementos faltantes en una secuencia

11. Ampliar una secuencia

12. Construir un mismo patron con diferentes elementos
13. Identificar la unidad de repeticion de un patrén

14. Crear un patron a partir de elementos determinados

Descripeion de cambios
cualitativos y
cuantitativos

15. Reconocer cambios cualitativos
16. Reconocer cambios cuantitativos
17. Aplicar cambios cualitativos

18. Aplicar cambios cuantitativos

La codificacion de los datos consideré el uso de los indicadores de acuerdo con la
categoria de conocimiento a la que pertenece cada tarea matematica vinculada con
el estudio del algebra temprana, asignando puntuaciones en caso de presencia (1
punto) o ausencia (0 puntos). Cabe destacar que una determinada tarea matematica
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puede requerir atender a uno o mas de los indicadores propuestos en cada categoria
de conocimiento.

Para garantizar la confiabilidad del proceso de codificacion, los autores
realizaron una doble codificacion cruzada e independiente de las tareas
matemadticas. Finalmente, se discutieron los desacuerdos referidos al proceso de
codificacion y se establecié un consenso.

Por tultimo, en cuanto a la seleccion de ejemplos, se establecid como criterio
el mostrar propuestas de aquellas tareas con mayor presencia en los libros de texto
analizados segiin edad.

RESULTADOS

Considerando el objetivo de nuestra investigacion, en una primera parte se da a
conocer la distribucion de las tareas matemadticas en los libros de texto vinculadas
con el estudio del dlgebra temprana y, posteriormente se describen los datos
obtenidos a partir de la caracterizacion de los conocimientos de dlgebra temprana
para la Educacion Infantil propuestos por Pincheira y Alsina (2021a).

Distribucién de las tareas matematicas propuestas en los libros de texto
vinculadas al estudio del algebra temprana

Para seleccionar las tareas vinculadas con el estudio del dlgebra temprana se
realizé una revision exhaustiva de todas las tareas que conforman los libros de la
muestra: en total se revisaron 1077 tareas matematicas, de las que 295 se
relacionan con la ensefianza del dlgebra temprana, conformando nuestras unidades
de andlisis. En la tabla 3 se presenta la distribucion de las tareas matematicas de
acuerdo a cada nivel educativo de Educacion Infantil.

Tabla 3
Distribucion de tareas matematicas analizadas
Serie Libro de texto Tareas de dlgebra temprana
(edad) I %
Serie 1 T1 (4 a 5 afios) 2 0,7
T2 (5 a 6 afos) ) 1,7
Serie 2 T3 (4 a 5 afos) 26 8.8
T4 (5 a 6 anos) 18 6,1
Serie 3 T5 (4 a 5 afios) 27 9,2
T6 (5 a 6 afos) 21 7,1
Serie 4 T7 (4 a 5 afios) 112 37,9
T8 (5 a 6 afios) 84 28,5
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Se observa que las tareas que promueven la ensefianza del dlgebra temprana estan
presentes en los libros de texto de ambos niveles de Educacion Infantil.

A nivel general, se evidencia una mayor concentracion de tareas en los libros
de texto de 4 a 5 afios con un 56,6%, mientras que los libros correspondientes a 5
a 6 afios la presencia de la actividad algebraica temprana es del 43,4%.

Por otra parte, la presencia media de tareas en los libros de texto de 4 a 5 afios
alcanza un 14,2% y en los libros de texto de 5 a 6 afios un 10,9%.

Analisis de los conocimientos matematicos que caracterizan la enseiianza del
algebra temprana en Educacion Infantil

La tabla 4 muestra los datos correspondientes a los conocimientos que caracterizan
la ensefianza del algebra temprana en Educacion Infantil (Pincheira y Alsina,
2021a).

Tabla 4
Distribucion por porcentaje de los conocimientos que caracterizan el dlgebra
temprana en Educacion Infantil

4 a5 afios 5 a 6 afios Total

Ei"lf):‘m“’"" Tl T3 TS T7 T2 T4 T6 T8

(n=2) (n=26) (n=27) (n=112) (n=5) (n=18) (n=21) (n=84) (n=293)
Establecer
relaciones a
partir del
reconocimien-
to de atributos 100 53.8 519 90,2 60 66,7 76,2 84,5 79

al
experimentar
con clementos
u objetos

Seriacion a
partir de

0
patrones de
repeticion

34,6 48,1 9.8 40 333 23,8 15,5 20

Descripeion

de cambios 0
cualitativos y
cuantitativos

A nivel general, en la tabla 4 se aprecia una mayor concentracion de tareas de
establecer relaciones a partir del reconocimiento de atributos (79%). Siguen las
tareas de seriacion a partir de patrones de repeticion (20%). Por tltimo, se observa
una presencia de tareas vinculadas con la descripcion de cambios cualitativos y
cuantitativos practicamente nula, con un 1%.
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Por otra parte, en la totalidad de los libros de texto analizados, predominan las
tarcas de establecer relaciones a partir del reconocimiento de atributos, por encima
de las tareas de seriacion a partir de patrones de repeticion.

En lo que respecta a las tareas de seriaciones a partir de un patron de repeticion
se desarrollan en ambos niveles escolares, en casi la totalidad de los libros de textos
analizados. Mientras que, respecto a las tareas de descripcion de cambios
cualitativos y cuantitativos, estan presentes solo en un libro de texto (11,6%) en el
nivel de 4 a 5 afios.

Al situarnos, de manera mas especifica, desde la perspectiva de los indicadores
que se han definido para precisar los conocimientos matematicos de algebra
temprana en Educacién Infantil (tabla 2), es posible observar en la tabla 5 los
indicadores que predominan respecto de las tareas analizadas en los libros de texto
de cada nivel educativo.

Tabla 5

Distribucion por porcentaje de los indicadores que caracterizan las tareas
matemdticas de dlgebra temprana en Educacion Infantil en relacion con el total
de tareas analizadas por nivel

Caracterizacion Indicadores 4as Sab
afios afios
(n=167) (n=128)
Establecer relaciones a partir del 1 1,2% 5,5%
reconocimiento de z_ilributos al experimentar 5 42% 3.1%
con elementos u objetos
3 12,6% 10,2%
4 3,6% 10,9%
5 8,4% 10,9%
6 15% 18%
7 9,6% 7,8%
8 26,9% 20,3%
Seriacidn a partir de patrones de repeticion 9 1,8% 2,3%
10 0,6% 3,9%
11 10,8% 8,6%
12 10,2% 2,3%
13 1,2% 9,4%
14 4,8% 3,1%
15 0% 0%
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Tabla 5

Distribucion por porcentaje de los indicadores que caracterizan las tareas
matemdticas de dalgebra temprana en Educacion Infantil en relacion con el total
de tareas analizadas por nivel

Descripcion de cambios cualitativos y 16 0% 0%
cuantitativos 17 1.8% 0%
18 0% 0%

Podemos observar que tanto en el nivel de 4 a 5 afios como en el de 5 a 6 afios, los
libros de texto proporcionan mayoritariamente tareas matematicas vinculadas con
establecer relaciones a partir del reconocimiento de atributos, donde predomina el
indicador 8, asociado con la comparacion de elementos cualitativos y
cuantitativos, alcanzando una presencia del 26,9% y 20,3% en cada nivel,
respectivamente. Un ejemplo de este tipo de tareas se muestra en las figuras 1 y 2.

£Qué gallina puso més huevos?
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Figura I. Tarea de establecer relaciones a partir del reconocimiento de atributos
al experimentar con elementos u objetos para 4 a 5 afios, indicador 8. Fuente: TS
(2018, p.32)

Para responder de manera correcta, los estudiantes deben realizar una comparacion
de los objetos que intervienen en la tarea y establecer una relacion entre cantidades,
por medio del uso de comparativos, en este caso mas que.
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Figura 2. Tarea de establecer relaciones a partir del reconocimiento de atributos
al experimentar con elementos u objetos para 5 a 6 afos, indicador 8. Fuente: T6
(2018, p. 28)

Al igual que en ejemplo anterior, los estudiantes para dar solucion a la tarea,
requieren comparar elementos a partir de la relacion que se da entre los objetos,
aplicando distintos criterios de cantidad, como lo es, muchos/pocos, mas/menos.

Por otra parte, en cuanto a las tareas matematicas vinculadas con el nivel de 4
a 5 afios que tienen relacion con la seriacion a partir de un patrén de repeticion,
destaca el indicador 11 (10,8%), referido a ampliar una secuencia. Mientras que
en ¢l nivel de 5 a 6 afios prevalece el indicador 13, vinculado con identificar la
unidad de repeticion de un patrén, con una presencia del 9,4%. Las figuras 3 y 4
ejemplifican este tipo de tareas.

£Qué sonidos hacen las mascotas? n Material para la pagina 20,
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Figura 3. Tarea de seriacidn a partir de patrones de repeticion para 4 a 5 afios,
indicador 11. Fuente: T5 (2018, p. 20)

Para dar solucion a la tarea, los estudiantes deben ampliar la secuencia,
identificando los elementos que le siguen. Para extender la secuencia se deben
apoyar de la imitacion del patron sonoro de los animales, para luego pegar los
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recortables que contintian en la secuencia. Al ampliar la secuencia los estudiantes
podrian identificar la estructura del patrén o no.
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Figura 4. Tarea de seriacion a partir de patrones de repeticion para S a 6 afios,
indicador 13. Fuente: T4 (2019, p. 54)

La solucion de esta tarea, requiere que los estudiantes analicen la estructura del
patrén y reconozcan la unidad de repeticion. En el desarrollo de esta tarea se debe
considerar la longitud de la unidad de repeticion.

Por tiltimo, las tareas sobre descripcion de cambios cualitativos y cuantitativos
son limitadas y se encuentran presentes solo en el nivel de 4 a 5 afios. Se observa
el indicador 17, asociado con la aplicacion de cambios cualitativos, alcanzando
una presencia del 1,8%. En la figura 5 se expone un ejemplo de este tipo de tareas.

4Pelo largo o corto?
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Figura 5. Tarea de descripcién de cambios cualitativos y cuantitativos para 4 a 5
afios, indicador 17. Fuente: T3 (2019, p. 107)

Para responder la tarea de manera correcta, los estudiantes deben aplicar un cambio
cualitativo, de modo que realicen una transformacion respecto de la primera
imagen que sc les presenta, a partir de las condiciones dadas.
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CONSIDERACIONES FINALES

En este estudio se ha presentado un analisis de las tareas matematicas sobre algebra
temprana que proporcionan una colecciéon de ocho libros de texto de Educacion
Infantil (4 a 6 afios) de amplia difusion en Chile. El andlisis se llevo a cabo a partir
de la caracterizacion de los conocimientos de algebra temprana para la Educacion
Infantil propuestos por Pincheira y Alsina (2021a): 1) establecer relaciones a partir
del reconocimiento de atributos al experimentar con elementos u objetos, 2)
seriaciones a partir de patrones de repeticion, 3) descripcion de cambios
cualitativos y cuantitativos.

El analisis de las tareas matematicas permitio constatar, en primer lugar, la
presencia de tareas vinculadas al estudio del algebra temprana en todos los libros
de texto analizados para cl nivel de transicion de la Educacion Infantil, como lo es
NTI1(Pre-kinder, 4 a 5 afios) y NT2 (Kinder, 5 a 6 afios). Otro aspecto importante
a destacar, es que la incorporacion de tareas algebraicas alcanza una mayor
concentracion en los libros de texto destinados a nifios de 4 a 5 afios, que en los
libros dirigidos a nifios de 5 a 6 afios. Por lo tanto, la incorporacion de tareas de
indole algebraico en Educacion Infantil no se realiza de manera progresiva como
lo recomiendan diversos organismos internacionales (Australian Association of
Mathematics Teachers and Early Childhood Australia, 2006; National Association
for the Education of Young Children and National Council for Teachers of
Mathematics, 2002; NCTM, 2000, 2006).

En cuanto a los conocimientos que movilizan los libros de texto de Educacion
Infantil para la ensefianza del algebra temprana, se evidencia una predominancia
importante de tareas que requieren establecer relaciones a partir del
reconocimiento de atributos al experimentar con elementos u objetos (80%). En
ambos niveles escolares (4 a 5 afios y 5 a 6 aifios) se profundiza en establecer una
comparacion de elementos a partir de criterios cualitativos o cuantitativos,
alcanzando una presencia media del 24,5%. Le siguen las tareas que involucran
seriaciones a partir de patrones de repeticidon (20%). Dichas tareas, destinadas a
los nifios de 4 a 5 afios se centran en ampliar secuencias, mientras que a los 5a 6
afios se profundiza mayoritariamente en tareas de identificar la unidad de
repeticion. Por Gltimo, se observa una ausencia de tareas que aborden el andlisis
de cambios, tanto cualitativos como cuantitativos.

Estos resultados son relevantes en el contexto chileno, pues hasta el momento
no se tenia evidencias respecto de como se estd abordando la enseiianza del dlgebra
temprana en contextos formales, como es el libro de texto.

La escasa atencion que sufren las tareas que involucran seriaciones a partir de
patrones de repeticion, asi como la ausencia de tareas que involucran cambio es
preocupante, y se contradice con lo que diversos organismos y autores proponen
(e.g., Alsina, 2006; 2011; 2019a; Blanton y Kaput, 2011; Castro et al. 2017 ;
Warren y Cooper, 2005) —destacando que ambos conocimientos son esenciales
para promover, desde las primeras edades, el desarrollo del pensamiento
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algebraico en general e impulsar el pensamiento funcional en particular— estos
libros de texto no entregan las herramientas necesarias para que los nifios de
Educaciéon Infantil profundicen y desarrollen de manera progresiva estos
conocimientos.

De acuerdo con Rittle-Johnson et al. (2013), la tarea de ampliar un patron de
repeticion conduce al desarrollo de la habilidad de extender, mientras que las tareas
que requieren identificar la unidad de repeticion del patron permiten alcanzar la
habilidad de traducir. No obstante, es necesario incorporar tareas que involucren
la construccion de un mismo patrén con diferentes elementos y la creacion de
patrones, puesto que permiten avanzar hacia el desarrollo de otras habilidades para
hacer patrones y conseguir un nivel mas alto de abstraccién (Liiken, 2016; Wijns,
Torbeyns et al., 2019; Wijns, Verschaffel et al., 2019), como es la generalizacion.
El desarrollo de habilidades tempranas de creacion de patrones sugiere una
transicion del pensamiento recursivo al pensamiento funcional (Wijns, Torbeyns
et al., 2019), por lo tanto, es necesario que los libros de texto incorporen una
variedad de tareas que atiendan a duplicar un patrén, ampliar una secuencia,
encontrar elementos faltantes y construir patrones, para asegurar el paso de un
pensamiento al otro.

Por otra parte, el desarrollo de tareas vinculadas con el analisis de cambios
tanto cualitativos como cuantitativos es fundamental para establecer la
comprension de las funciones y fomentar la capacidad para generalizar,
representar, justificar y razonar con relaciones matemdticas en las etapas
educativas posteriores (Blanton et al., 2011; NCTM, 2000). En consecuencia, se
requiere que los libros de texto consideren el desarrollo de este tipo de tareas desde
las primeras edades.

De acuerdo con Remillard (2000), el uso del libro de texto por parte del
profesorado supone replantearse aspectos de la propia practica docente. En este
contexto, los hallazgos encontrados en el estudio ofrecen la oportunidad al
profesorado de adaptar, complementar y profundizar en tareas matematicas que no
han sido abordadas por el libro de texto, de modo que sea posible integrar la
totalidad de los conocimientos necesarios para promover el desarrollo del
pensamiento algebraico en las aulas de Educacion Infantil.

En este sentido, y teniendo en cuenta la caracterizacion del dlgebra temprana
de Pincheira y Alsina (2021a), las practicas de ensefianza del algebra temprana
deberian considerar el planteamiento de tareas de observacion y comparacion de
elementos u objetos a partir del reconocimiento de atributos, como paso previo
para realizar clasificaciones y seriaciones, puesto que al comparar se percibe si
estos son semejantes, teniendo la oportunidad de agruparlos por clase, o distintos,
permitiendo decidir si uno es mayor que otro o estd antes que otro en una serie
(Castro-Rodriguez y Castro, 2016). En segundo lugar, deberian desarrollar la
comprension de los patrones, proporcionando a los estudiantes de Educacion
Infantil experiencias continuas con patrones repetitivos, animandolos a
explorarlos, extenderlos y a descubrir la regla de formacion (Zapatera, 2018).
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Ademas, seria recomendable incluir tareas orientadas a describir y analizar
situaciones de cambio a través de la aplicacion de operadores (Alsina, 2006; 2011).

Adicionalmente, todavia respecto a la practica del profesor, deberia
considerarse la implementacion de tareas matemdticas en otros contextos, ya sea
informales o intermedios (Alsina, 2019b; 2020a; 2020b) para abordar la ensefianza
del algebra temprana en Educacion Infantil, de modo que el uso del libro de texto
se constituya como un material complementario y no se remita a ser el recurso
central del proceso de ensefianza-aprendizaje en estos niveles escolares.
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Resumen

En este estudio se analizan las tareas de algebra temprana en una coleccion de ocho libros de texto de Educacion
Primaria chilenos, de amplia difusion. Para la investigacion se ha seguido una metodologia cualitativa, de
cardcter descriptivo, a partir de la téenica de andlisis de contenido. Los resultados obtenidos muestran una
variedad de tarecas matemdticas con una distribucion no homogénea, predominando las tareas de relaciones
basadas en reglas, mas especificamente, tareas que involucran la comprension de patrones, seguidas de tareas de
relaciones conocidas-desconocidas y una presencia menor de tarcas de relaciones aritméticas situadas. Se
concluye que es necesario brindar experiencias de formacion al profesorado que les permita, por una parte,
profundizar en el anilisis de tareas matemiticas que promuevan el desarrollo del pensamiento algebraico
temprano para alcanzar una adecuada seleccion e implementacion de dichas tareas y, por otra parte, indagar en la
actividad matematica que deben desarrollar los estudiantes para su resolucion.

Palabras clave: Algebra temprana. Ensefianza. Tareas matemdticas. Libros de texto. Educacion Primaria.

Abstract

This study analyses the early algebra tasks present in a set of eight Primary Education Chilean textbooks of wide
dissemination. The methodology used involves a qualitative approach of descriptive character, by means of the
content analysis technique. The results obtained show a variety of mathematical tasks with a non-homogeneous
distribution, with a predominance of rule-based relations tasks, more specifically, tasks involving the
understanding of patterns, followed by known-unknown relations tasks and a minor presence of arithmetically-
situated relations tasks. It concludes that it is necessary to provide training experiences to teachers that allow
them to deepen in the analysis of mathematical tasks that promote early algebraic thinking to achieve an
adequate selection and implementation of such tasks on the one hand, and on the other. to investigate the
mathematical activity that students must develop for its resolution.

Keywords: Early algebra. Tcaching. Mathematical tasks. Textbooks. Primary Education.
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1 Introduccion

La introduccién de conocimientos de naturaleza algebraica, desde los primeros niveles
escolares, se ha impulsado durante las ultimas dos décadas y, progresivamente, se ha ido
asentado en los curriculos de matematicas de Educacion Primaria de diversos paises (e.g.
ACARA, 2015; MINEDUC, 2012; MINISTRY OF EDUCATION, REPUBLIC OF
SINGAPORE, 2012; NCTM, 2000).

Esta nueva alternativa de cambio ¢ integracion curricular se alberga bajo las directrices
del enfoque Early-Algebra, a partir de ahora dlgebra temprana, cuyo propdsito es promover el
desarrollo del pensamiento algebraico desde los primeros niveles de escolaridad y facilitar
una mejor comprension de las matematicas (BASTABLE; SCHIFTER, 2007; CAL; KNUTH,
2011; CARRAHER; SCHLIEMANN, 2007, KAPUT, 2000). Mas especificamente, los
objetivos que persigue el dlgebra temprana consideran el desarrollo de modos de pensamiento
que permitan alcanzar una comprension mas profunda y compleja de la matematica escolar
(BLANTON; KAPUT, 2005), dado que el estudio del algebra se encuentra implicito, de
manera transversal, en el curriculo de matematicas desde los primeros niveles (CARRAHER,;
SCHLIEMANN, 2007).

La incorporacion del dlgebra temprana en los curriculos contemporaneos de
matematicas de Educacion Primaria interpela directamente al profesorado, desafiandolos a
desarrollar practicas de ensefianza que consideren la seleccion pertinente e implementacion de
tareas matematicas que promuevan, de manera paulatina y sistematica, la ensefianza de estos
contenidos. En este contexto, el profesorado sustenta y guia sus practicas de enscianza
apoyandose en diversos recursos, siendo el libro de texto una de las herramientas mas
recurrentes (SHIELD; DOLE, 2013).

Los libros de texto constituyen una fuente de informacién para el alumnado y el
profesorado, con tareas de clase y preguntas de evaluacion (CAMPANARIO, 2001),
convirtiéndose en uno de los elementos mds emblematicos del proceso de ensefianza-
aprendizaje (RAMIREZ, 2003). Diversos estudios (e.g. PORTER, 2002; TARR ef al., 2006)
han informado que, muchas de las decisiones que toma el profesorado acerca de los
conocimientos matematicos que deben ensefiar, y como ensefiarlos, estan influenciadas por
los libros de texto que utilizan y, en consecuencia, la instruccion en el aula depende en gran
medida de este recurso. Esto implica que las oportunidades de aprendizaje de los estudiantes
estén estrechamente vinculadas con los conocimientos que promueven los libros de texto de
matematicas (STYLIANIDES, 2009).
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Adicionalmente, el uso del libro de texto por parte del profesorado supone replantearse
o cambiar aspectos de la propia practica docente (REMILLARD, 2000), puesto que ofrece
oportunidades para utilizar, adaptar y comprender el trabajo de los estudiantes en las tareas
matematicas que sugieren. Desde este punto de vista, el libro de texto puede influir en la
formacion docente, es decir, en el conocimiento del profesorado para ensefiar matematicas y,
en consecuencia, se deberia prestar especial atencién a las tareas matematicas propuestas en
este recurso para promover una ensefianza efectiva del algebra temprana.

Considerando, por un lado, el impacto del libro de texto como herramienta para
suscitar la ensefianza de las matematicas y, por otro, que algunos estudios han evidenciado
que las tareas de los libros de texto no estan intencionalmente dirigidas al desarrollo del
pensamiento algebraico temprano (AKE; GODINO, 2018), nuestro propésito es seguir
investigando en esta direccién, para aportar nuevos datos que permitan una mayor
comprension tanto de las caracteristicas que presentan las tareas relacionadas con el élgebra
temprana en los libros de texto de Educaciéon Primaria como de los conocimientos
matematicos que promueven dichas tareas para conducir la ensefianza de este bloque de
contenido.

Para llevar a cabo este analisis, se integra el marco analitico de Demosthenous y
Stylianides (2014) para determinar las tareas sobre dlgebra temprana en los libros de texto de
Educacion Primaria, con la caracterizacion de los conocimientos mateméticos involucrados en
la resolucion de las tareas que promueven el desarrollo del pensamiento algebraico temprano
de Pincheira y Alsina (2021). Con base en este marco, el objetivo de nuestro estudio es
analizar las tarcas sobre dlgebra temprana presentes en una seric de ocho libros de texto

escolares chilenos de Educacion Primaria (6-12 afios).

2 La enseiianza del algebra temprana en Educacion Primaria

La ensefianza del algebra temprana en Educacion Primaria se ha ido consolidando
durante los Gltimos afios, pues existe un consenso cada vez mayor de los investigadores por
brindar experiencias de aprendizaje que fomenten el desarrollo del pensamiento algebraico
desde los niveles iniciales (BLANTON; KAPUT, 2005; CARPENTER; FRANKE; LEVI,
2003; MOLINA, 2009; NCTM, 2000).

Incorporar el algebra temprana en Educacion Primaria requiere atender a una amplia
concepcion del dlgebra que comprende diversos elementos, como la generalizacion de la

aritmética, el estudio de las relaciones numéricas y la generalizacion de patrones, el estudio de
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las relaciones funcionales, ¢l estudio de las estructuras matematicas comunes abstraidas de
calculos y relaciones, junto con el desarrollo de la modelizacion y la resolucién de problemas
(KAPUT, 2000; MOLINA, 2011; MOLINA; CANADAS, 2018; SCHLIEMANN et al.,
2003).

Diversas investigaciones informan que los estudiantes pueden desarrollar tanto tareas
matematicas vinculadas con el algebra temprana, desde las primeras edades, como aprender
las nociones algebraicas elementales (e.g. CARPENTER; FRANKE; LEVI, 2003; MOLINA,
2011; RADFORD, 2010, 2011), tales como reconocer patrones repetitivos, describir
situaciones de igualdad y desigualdad, entre otras. En este sentido, el andlisis de los libros de
texto permite aproximarnos a esta realidad, puesto que este recurso didéactico influye,
considerablemente, en el proceso de instruccion en el aula (EVEN; OLSHER, 2014), al
constituirse en un elemento de apoyo para el profesorado en la preparacion de la clase.

Con base en lo anterior, Demosthenous y Stylianides (2014) proponen un marco
analitico para determinar las tarcas matematicas relacionadas con el algebra temprana en los
libros de texto de la Educacion Primaria. En este marco se consideran tres categorias de
tareas, que aportan una mirada amplia y general hacia las tareas matematicas sobre algebra
temprana en los libros de texto:

a) Tareas de relaciones aritméticas situadas (RAS), centradas en la estructura de la
aritmética atendiendo al comportamiento de las operaciones aritméticas y propiedades como
objetos matematicos y el por qué funcionan de esta manera. Estas tareas podrian involucrar a
los estudiantes en la generalizacion de estas relaciones. En la literatura, esta categoria de
tarcas sc¢ conoce como aritmética gencralizada (CARPENTER; FRANKE: LEVI, 2003;
KAPUT, 2008). Por ejemplo: una tarea que pide a los estudiantes formar una expresion
general para la propiedad conmutativa de la adicion,

b) Tareas de relaciones basadas en regla (RBR), centradas en las relaciones de un
conjunto de datos o entre conjuntos de datos. Estas tareas podrian involucrar a los estudiantes
en la formacion de una regla que se aplique a todos los elementos de los conjuntos de datos
comprobando las reglas plausibles, extendiendo una regla para casos cercanos y lejanos, y
generalizando una regla. Asi también, la tarea podria ofrecer oportunidades para trabajar con
representaciones equivalentes de la misma regla (por ejemplo, verbales y algebraicas). Por
ejemplo: una tarea que pide a los estudiantes que generalicen verbalmente la regla funcional
de un patron geométrico creciente. Esta categoria de tarcas se relaciona con el estudio de los
patrones, las funciones, el cambio (cambios cualitativos y cuantitativos, cambios que

experimenta una variable, tasas de cambio contantes o variables) y la variacion (KAPUT,
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2008; NCTM, 2000).

¢) Tareas de relaciones conocidas-desconocidas (RCD), vinculadas con las relaciones
entre cantidades y, nimeros conocidos y desconocidos, y tratan a las incognitas como objetos
en lugar de como procesos. Por ejemplo, un problema como sigue: una granja tiene pollos y
conejos. Contamos las cabezas y encontramos 27. Contamos los pies y encontramos 78.
¢ Cudntos son los pollos y cudntos los conejos? Esta categoria de tareas se fundamenta en la
descripcion del dlgebra como un conjunto de lenguajes de modelizacion (KAPUT, 2008) y el
enfoque de la resolucion de problemas sobre la introduccion al dlgebra (BEDNARZ;
KIERAN; LEE, 1996).

Algunos trabajos que analizan series de libros de texto, con base en estas categorias,
aportan evidencia acerca de los tipos de tareas algebraicas que estos emplazan en diversos
niveles educativos. Demosthenous y Stylianides (2014), por ejemplo, analizaron una serie de
libros de texto de Educacién Primaria para cuarto, quinto y sexto grado (9-12 afios) y
obtuvieron que, de las 2814 tareas que contenian, el 10,7% estaban relacionadas con el
algebra, entre las que prevalecen las tareas matematicas basadas en reglas (42,4%) y las tareas
de relaciones conocidas-desconocidas (45,7%).

Salazar, Cabafas-Sanchez y Navarro (2016) analizaron las tarecas matematicas
relacionadas al algebra temprana en los libros de texto de segundo y tercer grado de
Educacion Primaria (7-9 afios). Los resultados muestran que, de las 140 tareas analizadas, la
mayoria se ubican en la categoria de relaciones aritméticas situadas (79,3%), seguidas de las
tareas de relaciones basadas en regla (15,7%) y un porcentaje menor corresponden a tareas de
relaciones conocidas-desconocidas (5%). En general, se evidencia que las tarcas matematicas
correspondientes a este bloque de contenido tienen escasa presencia en los primeros grados de
Educacion Primaria.

Asimismo, Cabafias-Sanchez, Salazar y Nolasco-Hesiquio (2017) analizaron las tareas
matematicas que potencian el desarrollo del pensamiento algebraico en primer grado de
Educacién Primaria (6-7 afios). Sc analizaron un total de 125 tarcas, dec las cuales 68
corresponden al estudio del dlgebra temprana. En su mayoria, las tareas se ubican en las
categorias de relaciones aritméticas situadas (44%) y relaciones basadas en regla (43%), una
cantidad menor de tareas corresponden a las de tipo de relaciones conocidas-desconocidas
(13%).

La multidimensionalidad de tarcas que se describen en estos estudios responde a la
propuesta de cambio curricular que promueve el dlgebra temprana. Como se ha indicado en la

introduccion, diversos curriculos de matematicas de Educacion Primaria han empezado a
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incorporar, progresivamente, estos contenidos. A modo de ejemplo, en la Figura 1 se muestra
la presencia del dlgebra en los estandares para las matematicas propuestos por el National
Council of Teachers of Mathematics, y su progresion a lo largo de las diferentes etapas
(NCTM, 2000).

Pre-K-2 3-§ 68 912

Data Analysls and Probability

Figura 1 — Diferente atencion de los Estandares de contenido
Fuente: NCTM (2000, p. 30)

Como se aprecia en la Figura 1, la presencia del algebra va aumentando
progresivamente desde finales de la etapa Pre-K-2 (3 a 8 afios) y durante toda la etapa 3-5 (9 a
12 afios) y, con ello, se pretende que el alumnado de Educacion Primaria pueda construir,
gradualmente, una base sélida de conocimientos para el aprendizaje del dlgebra a medida que
aumenta el nivel y, de este modo, alcanzar con éxito el estudio de matematicas mas avanzadas
(BLANTON et al., 2015). En lo que se refiere a los primeros niveles, explicitan los siguientes

contenidos (Figura 2).
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Figura 2 — Estandares de dlgebra para la Etapa Pre-K-2 (3-8 afios) v la Etapa 3-5 (9-12 afios)
Fuente: NCTM (2000, p. 402)

A partir de la revision de las orientaciones curriculares de Estados Unidos (CCSSM,
2010; NCTM, 2000) y de otros paises que ponen en manifiesto el estudio del algebra

temprana desde los primeros afios de escolaridad, como Australia (ACARA, 2015), Singapur
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(MINISTRY OF EDUCATION, REPUBLIC OF SINGAPORE, 2012, 2013) y Chile
(MINEDUC, 2012, 2018), junto con las aportaciones sobre los conocimientos importantes de
dlgebra temprana planteados por diversos autores (ALSINA, 2019; CARPENTER; FRANKE;
LEVI, 2003; KAPUT, 2000; MOLINA, 2011; MOLINA; CANADAS, 2018; RADFORD,
2010, 2011; SCHLIEMANN et al., 2003; entre otros), Pincheira y Alsina (2021) han realizado
una primera caracterizacion de los conocimientos matematicos que promueven el desarrollo
del pensamiento algebraico temprano en Educacién Infantil y Primaria.

En concreto, para la Educacion Primaria establecen, inicialmente, cuatro categorias de
conocimientos: a) comprension de distintos tipos de relaciones y patrones: centrado en cé6mo
se relacionan unas cantidades con otras, a partir de equivalencias, ordenaciones,
desigualdades etc., establecer generalizaciones e identificar patrones y regularidades; b) uso
de simbolos algebraicos y modelos para representar situaciones matemdticas: asociado a la
notacion simbolica a través de objetos, dibujos o lenguaje formal y, la modelizacion de
situaciones del mundo real; ¢) comprension del cambio: vinculado con el andlisis de cambios
cualitativos o cuantitativos en diversos contextos; d) uso de variables para determinar una
constante o incognita: referente a las condiciones que pueden tomar los valores de una

variable como cantidad desconocida.

3 Método

De acuerdo con el objetivo de nuestro estudio, se ha utilizado una metodologia
cualitativa de carédcter descriptivo (HERNANDEZ; FERNANDEZ; BAPTISTA, 2010),
usando como técnica el andlisis de contenido, que es “una técnica de investigacion para hacer
inferencias replicables y vilidas a partir del texto (u otra materia significativa) a los contextos
de su uso” (KRIPPENDORFF, 2013, p. 24). Para llevar a cabo el analisis de contenido, hemos
adaptado ciertos elementos de la estructura propuesta por Cobo (2003) para el analisis de
libros de texto, considerando las siguicntes ctapas:

1. Reconocer y seleccionar las unidades de andlisis, constituidas por las secciones

de los libros de texto que presentan tareas matematicas para abordar conocimientos

vinculados al algebra temprana.

2. Determinar las categorias e indicadores de analisis, a partir de la articulacion

entre el marco analitico propuesto por Demosthenous y Stylianides (2014) y la

caracterizacion del dlgebra temprana de Pincheira y Alsina (2021).

3. Codificar las tareas matematicas relacionadas con el estudio del algebra
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temprana presentes en los libros de texto con base en estas categorias e indicadores.

4. Sistematizar la informacién por medio de tablas estadisticas, cuya lectura
facilite el andlisis descriptivo y la obtencién de conclusiones.

8. Evidenciar el andlisis descriptivo, por medio de la seleccion de ejemplos de
tareas matematicas propuestas en los textos de acuerdo a cada una de las categorias de

analisis establecidas.

3.1 Muestra

La muestra esta constituida por una coleccion de ocho libros de texto chilenos (Cuadro
1) de Educacion Primaria (1° a 6° grado) que se encuentran en concordancia con las
orientaciones curriculares vigentes de matematicas en Chile (MINEDUC, 2012). Dicha
muestra se ha escogido de manera intencionada dado el impacto que posee, puesto que los
libros de texto seleccionados corresponden a textos oficiales con los cuales se orienta la
ensefianza de la matematica escolar en los establecimientos educacionales chilenos, tanto
publicos como particulares subvencionados (94,1%), siendo distribuidos de manera gratuita

por el Ministerio de Educacion.

Cddigo Titulo Autores Editorial

T o Eiknero Tomo 1 Masami Isoda (2020) Mineduc
1 Basico

- - = 5

T Sumo I Elmf:rf:' fomo 2 Masami Isoda (2020) Mineduc
1° Basico

T3 AR PE"““P Aot Masami Isoda (2020) Mineduc
2° Bésico

i 2

T4 Sumo Bravierc Tome 2 Masami Isoda (2020) Mineduc

2% Basico
Andrea Urra Vasquez, Carmen Cordoba
Ts Matematica 3° Basico [ermosilla y Claudia Quezada Soto Santillana
(2019)
Romina Rodriguez Rojel, Daniela
T6 Matematica 4° Bdsico Garcia Orellana, Patricia Romante SM
Flores y Arlette Verdejo Lagunas (2019)
Gz g s Fong Ho Kheong, Gan Kee Soon y -

T7 Matematica 5° Basico Chelvi Ramakrishnan (2019) Santillana

" [P —— Lesly Maldonado Rodrigucz y Carlos P

T8 Matemadtica 6° Bdsico Castro Maldonado (2019) Santillana

Cuadro 1 — Coleccion de libros de texto considerados para el analisis
Fuente: elaboracion propia

A partir de la muestra, se han seleccionado las unidades de analisis que corresponden a
las tareas matematicas vinculadas al estudio del élgebra temprana. Cabe destacar que los
libros de texto correspondientes a los niveles de 1° Basico y 2° Bésico se subdividen en dos

series de textos (Tomo 1 y 2), como se aprecia en el Cuadro 1. Para el desarrollo de la
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investigacion, se han analizado ambas subseries de textos, de manera transversal al nivel

educativo que corresponden, dado que uno es la continuacién del otro.

3.2 Categorias ¢ indicadores de andlisis

Para llevar a cabo el estudio, como se ha indicado, las unidades de anélisis se han
examinado con base en las tres categorias de tareas relacionadas con el algebra temprana en
los libros de texto, planteadas por Demosthenous y Stylianides (2014): a) tarcas de relaciones
aritméticas situadas, b) tareas de relaciones basadas en reglas y, c¢) tareas de relaciones
conocidas-desconocidas. Estas categorias se han articulado con las categorias de
conocimientos que caracterizan el algebra temprana en Educacion Primaria propuestos por
Pincheira y Alsina (2021), al reconocer relaciones o estructuras matematicas asociadas al tipo
de razonamiento que demanda el proceso de resolucion de tareas sobre el pensamiento
algebraico temprano:

- Las tareas de relaciones aritméticas situadas se conectan con la comprension de
distintos tipos de relaciones, la solucién de este tipo de tareas se vincula, explicitamente, con
la idea de equivalencia, y, de modo implicito, con la desigualdad (CABANAS-SANCHEZ;
SALAZAR; NOLASCO-HESIQUIO, 2017). A su vez, en este tipo de tareas se establecen
relaciones de orden y comparacion entre cantidades.

- Las tareas de relaciones basadas en reglas promueven el reconocimiento de patrones
en sucesiones y desarrollo del pensamiento funcional (CABANAS-SANCHEZ; SALAZAR;
NOLASCO-HESIQUIO, 2017; DEMOSTHENOUS; STYLIANIDES, 2014). De este modo,
dichas tareas se enmarcan en la comprension de patrones y comprension del cambio.

- Las tareas de relaciones conocidas-desconocidas se articulan con problemas de valor
faltante y el lenguaje de modelizacion (DEMOSTHENOUS; STYLIANIDES, 2014),
vinculandose directamente con el uso de simbolos algebraicos y modelos matematicos para
representar situaciones y, uso de variables para determinar una constante o incognita.

La articulacién de ambos enfoques ha permitido definir un conjunto de indicadores
para establecer las relaciones de las tareas matematicas asociadas al estudio del algebra
temprana, y de esta forma, analizar de manera mas precisa los conocimientos matematicos
que se deben movilizar en el proceso de resolucion de tareas que promueven el pensamiento
algebraico temprano en los libros de texto de Educacion Primaria. En el marco de esta
articulacion (Cuadro 2), se ha subdividido en dos la categoria de conocimientos: a)

Comprension de distintos tipos de relaciones y patrones, ya que las relaciones mantienen
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vinculos con la categoria Tareas de relaciones aritméticas situadas (RAS), mientras que los

patrones se¢ vinculan con las Tareas de relaciones basadas en regla (RBR).

Categorias de Indicadores
tareas |
\ Comprensionde | 1. Establecer relaciones de equivalencia entre dos cantidades.
distintos tipos | 2. Establecer relaciones de igualdad o desigualdad entre cantidades.
de relaciones | 3. Establecer relaciones de comparacion y/u orden entre cantidades.
4, Crear secuencias o patrones.
5. Completar elementos faltantes en secuencias numéricas o logicas.
6. Utilizar tablas de 100 para determinar secuencias y/o patrones
numéricos (crecientes, decrecientes)
7. Establecer relaciones o reglas entre los niimeros que componen
Comprension de una tabla de valores.
patrones 8. Identificar un patron a partir de una secuencia numérica,
RBR secuencia logica oen relacién a los valores de una tabla. )
9. Determinar los términos de una secuencia considerando el patron
de formacion.
10. Determinar términos de una tabla de valores a partir de un patrén
0 secuencia.
11. Identificar y/o describir cambios cualitativos.
Comprension 12. Identificar y/o describir cambios cuantitativos.
del cambio. 13. Analizar situaciones en las que se producen cambios y otras que
se mantienen constantes.
14, Representar una ecuacion/inecuacion por medio de balanza o
viceversa.
Uso de simbolos | 15. Representar expresiones escritas en lenguaje natural con lenguaje
algebraicos y algebraico o viceversa.
modelos 16. Utilizar expresiones algebraicas para establecer relaciones entre
matematicos NnUmeros.
para representar | 17. ldentificar regularidades en una situacion y utilizar simbolos
RCD siluaciopcs algebraicos para cxprcsar]a: .
matemdticas. 18. Plantear y/o resolver ecuaciones de primer grado con una
incognita.
19. Plantear y/o resolver inecuaciones.
i .| 20. Evaluar expresiones de una variable.
Uga dewanables 21. Analizar las condiciones de los valores que puede tomar una
para determinar | © " AT ' ’ Squep
una constante o vanahlcj, : . ;
22. Determinar los valores de la variable que permiten mantener y/o

incognita.

dar solucidn a una ecuacién o inecuacion.

Cuadro 2 — Categorias e indicadores utilizados en el proceso de codificacion

Fuente: elaboracion propia

La codificacion de los datos se ha llevado a cabo en tres fases: 1) la clasificacién de

las tareas matematicas sobre dlgebra temprana con base en las categorias propuestas por

Demosthenous y Stylianides (2014); 2) la delimitacion de las tareas clasificadas a partir de la

caracterizacion del algebra temprana en Educacion Primaria propuesta por Pincheira y Alsina

(2021); 3) y finalmente, el uso de los indicadores correspondientes a cada tipo de tarea

matematica de acuerdo con la asignacion de puntuaciones en caso de presencia (1 punto) o

ausencia (0 puntos) en las lecciones vinculada al estudio del dlgebra temprana. Para establecer

la codificacion de los datos se han realizado revisiones sucesivas de los textos escolares, de

modo ciclico e inductivo.
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4 Resultados

Considerando nuestro objetivo de estudio, se describen los datos obtenidos a partir de
la articulacion del marco analitico propuesto por Demosthenous y Stylianides (2014) y la
caracterizacion de los conocimientos de algebra temprana para la Educacion Primaria

propuestos por Pincheira y Alsina (2021).

4.1 Distribuciéon de las tareas matematicas propuestas en los libros de texto relacionadas

con el estudio del dlgebra temprana

Para seleccionar las tareas matematicas vinculadas con el estudio del algebra
temprana, en primer lugar, se ha partido de las lecciones destinadas al desarrollo de este
bloque de contenido declaradas en los libros de texto. Dado que los libros de texto de 1°y 2°
de Educacion Primaria no presentan lecciones especificas para indagar en el estudio del
algebra temprana, se han seleccionado todas las tareas matematicas que se vinculan con su
ensefianza.

Por otra parte, en la seleccion se han considerado las tarcas matematicas sobre algebra
temprana propuestas en todas las secciones de los libros de texto: evaluacion inicial,
desarrollo del contenido, evaluacién de proceso, evaluacion final.

La distribucion de las tareas matematicas de acuerdo con cada nivel educativo se
aprecia en la Tabla 1.

Tabla 1 — Distribucion de las tareas matematicas analizadas

Nivel Educativo Frecuencia  Porcentaje
1° Educacion Primaria 107 29
2° Educacion Primaria 41 11
3° Educacion Primaria 45 12
4° Educacion Primaria 49 13
5° Educacion Primaria 15 4
6° Educacion Primaria 116 31

Fuente: elaboracion propia

Se han analizado un total de 373 tareas matematicas vinculadas al estudio del algebra
temprana, observando que su ensefianza se encuentra presente en los libros de texto de todos
los niveles de Educacion Primaria. Asimismo, se evidencia una concentracion mayor de tareas
en el primer y ultimo nivel de Educacion Primaria, mientras que en 5° Educacion Primaria la
presencia de la actividad algebraica temprana en los libros de texto es considerablemente

menor, con un 4%.
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4.2 Analisis de las categorias de tareas y de los conocimientos matemiticos que

caracterizan la ensefianza del dlgebra temprana

En la Tabla 2 se muestran los datos correspondientes a la articulacion de las categorias
de las tareas relacionadas con el algebra temprana que plantean Demosthenous y Stylianides
(2014) y las categorias de conocimientos que caracterizan la ensefianza del algebra temprana
en Educacion Primaria (PINCHEIRA; ALSINA, 2021).

Tabla 2 — Distribucion por porcentaje de las categorias de tareas relacionadas con el dlgebra
temprana y los conocimientos que caracterizan el dlgebra temprana en Educacion Primaria

Categorias Caracterizacion 1”E.P 2E.P 3IEP 4EP S5 EP o EP Total
de tareas (n=107) (n=41) (n=45) (n=49) (n=15) (n=116) (n=373)

Comprension de 38,3 46,3 15,6 6,1 0 7.8 21,2
RAS el :
distintos tipos de
rclaciones

Comprension de 29 19,6 53.4 24,5 100 24,1 36
patrones

Comprension del 32,7 34,1 0 0 0 0 13,1
cambio

RBR

Uso de simbolos 0 0 31 61,2 0 50,9 27,6
algebraicos y
modelos
matematicos para
RCD l'_n_:pr'csg)tar
situaciones
Uso de variables 0 4] 0 8.2 0 17,2 6.5
para determinar
una constante o
incognita

Fuente: elaboracion propia

A nivel general, los datos de la Tabla 2 muestran una mayor concentracién de tareas de
relaciones basadas en regla (RBR), con un 44,7%, destacando las tareas vinculadas a la
comprension de patrones (31,6%). Siguen las tarecas de relaciones conocidas-desconocidas
(RCD), con un 34,1%, donde predominan las tareas relacionadas con el uso de simbolos
algebraicos y modelos matematicos para representar situaciones (27,6%). Por dltimo, se
observa una menor presencia de las tareas de relaciones aritméticas situadas (RAS). con un
21,2%.

Asi también, se observa que en los niveles de 1° 2° 3° y 5° Educacion Primaria, las
tareas RBR predominan sobre las tareas de RAS y tareas de RCD, con un 61,7%, 53,7%,
53,4% y 100%, respectivamente. Cabe destacar que este tipo de tareas se encuentra presente
en todos los libros de texto de Educacion Primaria analizados.

En lo que respecta a las tareas de RCD, comienzan a desarrollarse a partir de 3°

Educacién Primaria, a excepcion 5° de Educacion Primaria, alcanzando una mayor presencia
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en los niveles 4° y 6” Educacion Primaria, con un 69,4% y 68,1% respectivamente.

Por otro lado, en relacion con las tarecas de RAS se encuentran presentes en casi la
totalidad de los libros de texto, exceptuando el 5° Educacion Primaria.

Si nos situamos, de manera mas especifica, desde la perspectiva de los indicadores que
se han definido para establecer las relaciones de las tareas matematicas asociadas al estudio
del élgebra temprana (Cuadro 2), en la Tabla 3 es posible observar los indicadores que
predominan respecto de las tareas matematicas analizadas en cada nivel educativo de 1° a 6°
de Educacion Primaria. Cabe destacar que una determinada tarea matemadtica puede requerir
atender a uno o mas de los indicadores propuestos, razon por la cual a una tarea puede no
corresponderle un solo indicador.

Tabla 3 — Distribucion por porcentaje de los indicadores que caracterizan las tareas
matemdticas de dlgebra temprana en Educacion Primaria en relacion al total de tareas
analizadas para cada nivel educativo

Categorias Caracterizacion Indicadores 1° 2° 3 4° 5° 6°
de tareas E.P E.P E.P E.P E.P E.P
Comprension de 1 5,6 0 4.4 6,1 0 0
RAS distintos tipos de 2 17,8 26,8 6,7 0 0 34
relacioncs 3 15 19,5 4.4 0 0 0
4 1,9 2.4 4.4 0 0 0,9
5 26,2 146 11,1 0 13,3 34
g i 6 0 0 11,1 2 0 0
(""“":C“S‘O“ He 7 0 24 22 102 133 138
— patrones 8 56 0 222 204 333 95
9 0 0 6,7 4,1 40 52
10 0 0 0 12,2 26,7 103
Comprension i1 0 0 0 0 0 0
6l cagibicx 12 32,7 34,1 0 0 0 0
13 0 0 0 0 0 0
Uso de simbolos 14 0 0 4,4 12,2 0 1,7
algebraicos y 15 0 0 24 6,1 0 13,8
modelos 16 0 0 4.4 0 0 10,3
matematicos 17 0 0 0 0 0 12,1
parff repl:esenlar 18 0 0 20 26,5 0 18,1
RCD situaciones 19 0 0 0 18,3 0 0
matematicas
Uso de variables 20 0 0 0 0 1] 13.8
para determinar 21 0 0 0 8.1 0 6,3
una constante o 22 0 0 0 10,2 0 0

incoOgnita

Fuente: elaboracion propia
En 1° de Educacion Primaria, los libros de texto proporcionan mayoritariamente tareas
matematicas que promueven la comprension de distintos tipos de relaciones (38,3%),
sobresaliendo con un 17,8% el indicador 2, que tiene relacion con establecer relaciones de
igualdad o desigualdad entre cantidades. Un ejemplo de este tipo de tarea se muestra en la
Figura 3, puesto que, para responder de manera correcta, los estudiantes deben agregar los

elementos faltantes para equilibrar la balanza y establecer la igualdad entre las cantidades.
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a iPor qué no estan equilibradas?

(Cudntos hay
que poner para
equilibrarla? ;Dénde?

Figura 3 — Tarea de comprension de distintos tipos de relaciones, indicador 2
Fuente: T2 (2020, p. 47)

Al analizar las tareas matematicas propuestas en los libros de texto de 2° Educacién
Primaria predominan las tareas matematicas que involucran la comprension de distintos tipos
de relaciones (46,3%), destacando el indicador 2, referido a establecer relaciones de igualdad
o desigualdad entre cantidades (26,8%). En la Figura 4 se muestra un ejemplo de este tipo de
tarea.

d) Juega al Memorice.

Si sacas las tarjetas ¥ , ipuedes quedértelas?

Figura 4 — Tarea de comprension de distintos tipos de relaciones, indicador 2
Fuente: T4 (2020, p. 42)

Los estudiantes, para dar solucién al problema, requieren establecer relaciones entre
las cantidades que intervienen, en este caso la tarea demanda establecer una relacion de
igualdad entre los resultados de ambas tarjetas.

Por otra parte, en relacion al libro de texto de 3° Educacion Primaria, destacan las
tareas que requieren de la comprension de patrones para su resolucion (53,4%), prevalece el
indicador 8 (22,2 %), vinculado con la identificacion de un patrén a partir de una secuencia
numérica, secuencia logica o en relacion con los valores de una tabla. Un ejemplo de tarea

que involucra la comprension de patrones se presenta en la Figura 5:
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Observa los nameros que se muestran en los recuadros pintados en la tabla y luego responde.

|2 B M5 B | BN 30

;Qué patrdn observas en el digito de las unidades y en el digito de las decenas
de los nimeros contenidos en los recuadros pintados?

Unidades Decenas

Figura 5 — Tarea de comprension de patrones, indicador 8
Fuente: T5 (2019, p. 183)

Para dar solucion a este tipo de tarea, los estudiantes deben determinar el patrén
numérico a partir de los valores que muestra la tabla. Descubrir el patron requiere observar los
nimeros de manera diagonal, identificando el sentido de la secuencia, ya sea creciente o
decreciente.

En el caso del libro de texto de 4° Educacion Primaria, predominan las tareas que
involucran el uso de simbolos algebraicos y modelos matematicos para representar situaciones
matematicas (61,2%), es el indicador 18 el que presenta una mayor presencia (26,5%). Este
indicador tiene relacion con plantear y resolver ecuaciones de primer grado con una incognita.

Un ejemplo de este tipo de tarea es el siguiente (Figura 6):

a Plantea una ecuacién a partir de la situacién y aplica una estrategia
para resolverla,

Figura 6 — Tarea de uso de simbolos algebraicos y modelos mateméticos para representar situaciones
matematicas, indicador 18
Fuente: T6 (2019, p. 105)

En la Figura 6, los estudiantes deben modelar una situacion cotidiana mediante una
ecuacion. A su vez, el desarrollo de esta tarea requiere determinar el valor de la incognita
apoyandosc cn diversas cstrategias, ya sca utilizando wuna balanza cquilibrada
descomponiendo los nimeros involucrados o aplicando propiedades numéricas, determinando
la operacion inversa.

En cuanto al libro de texto de 5° Educacion Primaria, sélo promueve tareas
matematicas que requieren de la comprension de patrones para su resolucién. Destaca el
indicador 9, que se focaliza en determinar los términos de una secuencia considerando el

patron de formacidn, con una presencia del 40%. La Figura 7 ejemplifica este tipo de tarea.
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o Escribe los 5 primeros términos de cada secuencia considerando la informacion dada.

a. El primer térming es 45 y el patrdn de formacidn es multiplicar por 10.

b. El primer términc es 729y el patrdn de formacion es dividir por 3.

Figura 7 — Tarea de comprension de patrones, indicador 9
Fuente: T7 (2019, p. 89)

La solucidén de esta tarea requiere que los estudiantes utilicen el patrén de formacién
otorgado y lo apliquen en la secuencia numérica, de tal modo que esto les permita determinar
términos en la secuencia y hacer predicciones.

Finalmente, el libro de texto de 6° de Educacion Primaria promueve mayoritariamente
las tareas que suponen el uso de simbolos algebraicos y modelos matematicos para representar
situaciones matematicas (50,9%), logra una mayor presencia (18,1%) el indicador 18,
orientado a plantear y resolver ecuaciones de primer grado con una incégnita. En la Figura 8

se expone un ejemplo de este tipo de tarea.

B. Plantea y resueive cada ecuacion. Luego, b palabras ol i #n @l crucindmeno,

uman 2, el resultack es 13
0

Figura 8 — Tarea de uso de simbolos algebraicos y modelos matematicos para representar situaciones
matematicas, indicador 18
Fuente: T8 (2019, p. 129)

Los estudiantes, para dar solucion a este tipo de tarea, deben aplicar ecuaciones de
primer grado para modelar las diversas situaciones que se plantean, y posteriormente
resolverlas. En este nivel educativo, se espera que los estudiantes evalien el uso de diversas

estrategias de resolucion de ecuaciones y con ello las soluciones obtenidas segin el contexto.

5 Consideraciones finales

En este estudio se ha presentado un analisis de las tareas matemdticas sobre édlgebra
temprana que proporcionan una coleccion de libros de texto de Educacion Primaria (6 a 12
ailos) de amplia difusion en Chile. Dicho analisis se ha realizado a partir de la integracion del
marco analitico planteado por Demosthenous y Stylianides (2014) y la caracterizacion del
algebra temprana de Pincheira y Alsina (2021). Esta articulacién ha permitido, por una parte,
categorizar las tareas propuestas en los libros de texto sobre este bloque de contenido
(DEMOSTHENOUS; STYLIANIDES, 2014): tarcas de relaciones aritméticas situadas

(RAS), tareas de relaciones basadas en regla (RBR) y tareas de relaciones conocidas y
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desconocidas (RCD); v, por otra parte, indagar en los conocimientos que se promueven en el
desarrollo de dichas tareas matematicas para conducir la ensefianza del algebra temprana, de
acuerdo con la caracterizacion del dlgebra temprana (PINCHEIRA; ALSINA, 2021):
comprension de distintos tipos de relaciones y patrones, uso de simbolos algebraicos y
modelos matematicos para representar situaciones matematicas, comprension del cambio, uso
de variables para determinar una constante o incognita.

El anélisis de las tareas matematicas vinculadas al estudio del algebra temprana en los
libros de texto ha evidenciado la presencia y alcance de este bloque de contenidos en todos los
niveles educativos de la Educaciéon Primaria. No obstante, se observa un desajuste en la
distribucion de las tareas matematicas, pues su incorporacion no es progresiva durante esta
etapa escolar como plantea, por ejemplo, el NCTM (2000). En 1° Educacion Primaria, por
ejemplo, se observa una concentraciéon mucho mayor de las tareas matematicas que en los
niveles posteriores, mientras que en 3° Educacion Primaria la incorporacion de estas tareas es
minima.

De forma mas concreta, los resultados obtenidos acerca del tipo de tareas muestran un
predominio considerable de las tareas de relaciones basadas en regla (44,7%), seguidas de las
tareas de relaciones conocidas-desconocidas (34,1%) v, por ultimo, una presencia menor de
las tareas de relaciones aritméticas situadas (21,2%). Por un lado, estos resultados son
innovadores en el contexto chileno, ya que hasta el momento no se tenian datos comparativos
al respecto, y por otro, reportan semejanzas respecto de las tareas matematicas sobre algebra
temprana analizadas en los libros de texto de otros paises (e.z. CABANAS-SANCHEZ;
SALAZAR; NOLASCO-HESIQUIO, 2017; DEMOSTHENOUS; STYLIANIDES, 2014;
SALAZAR; CABANAS-SANCHEZ; NAVARRO, 2016). Asi, se confirma que en los
primeros niveles educativos prevalecen las tareas de relaciones aritméticas situadas, mientras
que, a partir de los niveles intermedios predominan las tareas de relaciones basadas en regla,
seguidas de las tareas de relaciones conocidas-desconocidas.

En lo que respecta a los conocimientos algebraicos que se movilizan en ¢l proceso de
resolucion de las tareas matematicas que proponen los libros de texto, se evidencia una fuerte
presencia de las tareas que involucran la comprension de distintos tipos de relaciones y
patrones (52,8%), seguidas de las tareas donde interviene el uso de simbolos algebraicos y
modelos matematicos para representar situaciones matematicas (27,6%), una menor presencia
sc observa en las tarecas que requieren de la comprension del cambio (13,1%) para su
resolucion y uso de variables para determinar una constante o incognita (6,5%).

Estos resultados son relevantes, pues proporcionan evidencias acerca de como se estd
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abordando la ensefianza del algebra temprana en los libros de texto. Mas concretamente, el
analisis realizado ha permitido visualizar cuales son los conocimientos que se profundizan en
los diferentes niveles escolares para alcanzar el desarrollo del pensamiento algebraico,
observando que su distribucién no es homogénea.

Por otro lado, se evidencia una ausencia de tareas matematicas que requieran
identificar o describir cambios cualitativos y, analizar situaciones en las que se producen
cambios y otras que se mantienen constantes. Para remediar esta situacion, el profesorado
deberia ofrecer oportunidades de aprendizaje que permitieran abordar, en su totalidad, el
conocimiento en torno a la comprension del cambio.

A modo general, los resultados favorecen la reflexion e invitan a abrir la discusion
acerca de ;qué debe considerar la formacion docente para promover una ensefianza idonea del
algebra temprana? y ;como se deberian orientar las pricticas de ensefianza de este bloque de
contenido?, pues es importante construir una base sdlida de comprension y manejo de
experiencias acerca del algebra temprana (NCTM, 2000), dado que esto un aspecto de gran
interés para el desarrollo profesional del profesorado.

Bajo esta mirada, consideramos que es necesario proporcionar, tanto en la formacion
inicial como continua del profesorado, experiencias de formacion que permitan profundizar
en el andlisis de tareas matematicas que promuevan el desarrollo del pensamiento algebraico
temprano, de modo tal, que se entreguen herramientas orientadoras para una adecuada
seleccion e implementacion de dichas tareas. En este sentido, es necesario que estas
experiencias formativas también incorporen el analisis de las tareas planteadas en los libros de
textos para scleccionar aquellas que favorezean el desarrollo del pensamiento algebraico, o
bien, enriquecerlas para que promuevan dicho pensamiento.

Asimismo, es recomendable que el profesorado favorezca la incorporacion progresiva
de las tareas algebraicas tempranas, a medida que avanzan los niveles escolares en Educacion
Primaria.

En consccuencia, conducir la ensciianza del dlgebra temprana de manera efectiva,
desde los primeros niveles educativos, requiere que el profesorado conozca e identifique las
diversas categorias de tareas que se establecen para el tratamiento de este contenido, como
también los conocimientos que caracterizan cada tarea. Esto ultimo permitira establecer
relaciones y determinar en profundidad la actividad matematica que deben poner en juego los
estudiantes para su resolucion.

En cuanto a las limitaciones de la investigacion, las tareas matemdticas analizadas no

consideran, en su totalidad, el caso de la generalizacion de la aritmética, mas especificamente
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el estudio sobre las propiedades de las operaciones.

Finalmente, la investigacién permite abrir futuras lineas de indagacién ampliando el
estudio a otras colecciones de libros escolares. Asi también, se hace necesario indagar en la
demanda cognitiva de las tareas matematicas propuestas para promover el aprendizaje del
algebra temprana en los libros de texto y en tratamiento que se les otorga a los contenidos

vinculados con el dlgebra temprana en los libros de texto de Educacion Infantil.
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Resumen ()

[Objetivo] En este estudio se han analizado las tareas matematicas sobre patrones que disefian futuros
profesores y futuras profesoras de Educacion Infantil y Primaria de Chile durante su proceso de formacién
universitaria. [Metodologia] Se ha diseiiado un estudio cualitativo de carcter exploratorio-descriptivo y,
a partir de la técnica de andlisis de contenido, se han analizado tres categorias de las tareas matematicas
disefiadas, a saber: el contexto, la demanda cognitiva y las habilidades para hacer patrones. En el estudio
han participado 40 docentes en formacidn y la recoleccién de datos se ha realizado en una clase regular
de su plan de estudios, donde los futuros profesores y las futuras profesoras plantean tareas matematicas
para promover la ensefianza de patrones de acuerdo con los objetivos que propone el curriculo escolar
chileno de Educacion Infantil y Primaria. [Resultados] Los resultados obtenidos muestran una variedad
de tareas mateméticas para ensefar patrones, predominando en Educacién Infantil una enseanza en el
contexto informal y en Educacién Primaria una ensefianza en contexto formal. Por otra parte, la mayoria
de las tareas matematicas atienden a un bajo nivel de demanda cognitiva y se centran principalmente en
tareas que movilizan la habilidad de extender un patrén, es decir, se focalizan en ampliar una secuencia.
[Conclusiones] Se concluye que las tareas disefiadas por el futuro profesorado carecen de profundizacién
para abordar a cabalidad el estudio de los patrones en los aios iniciales. Por tanto, es necesario ofrecer
al profesorado experiencias formativas que permitan progresar en el disefio de tareas matematicas que
promuevan el proceso de generalizacion a través de la exploracion de patrones repetitivos y numéricos.

Palabras clave: tareas matematicas; patrones matematicos; futuros profesores; Educacion Infantil;
Educacién Primaria
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Abstract )

[Objective] This study analyzes mathematical tasks related to patterns designed by prospective Chilean
Early Childhood and Primary Education teachers during their university training process. [Methodology]
An exploratory-descriptive qualitative study was designed and, using the content analysis technique,
three categories of the mathematical tasks designed were analyzed, namely: context, cognitive demand
and patterning skills. Forty prospective teachers participated in the study. Data collection was carried out
in a regular class of their program of study, in which prospective teachers propose mathematical tasks
to promote the teaching of patterns in accordance with the objectives set forth for the Chilean school
curriculum for Early Childhood and Primary Education. [Results] The results obtained include a variety of
mathematical tasks for teaching patterns, primarily for teaching in an informal context in Early Childhood
Education, and in a formal context in Primary Education. On the other hand, these mathematical tasks
have a low level of cognitive demand and are mainly focused on tasks that require extending a sequence.
[Conclusions] Itis concluded that the tasks designed by prospective teachers lack the depth necessary to
fully address the study of patterns in the early years of the educational process. It is necessary to provide
teachers with training experiences that assist them to design mathematical tasks that better promote the
process of generalization through the exploration of repetitive and numerical patterns.
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Keywords: Mathematical tasks; mathematical patterns; preservice teachers; Early Childhood Education;
Primary Education

Resumo )

[Objetivo] Neste estudo, foram analisadas as tarefas matematicas sobre padroes desenhados por futuros
professores da Educacdo Infantil e do Ensino Fundamental no Chile durante o processo de formacao
universitdria. [Metodologia] Foi desenhado um estudo qualitativo de natureza exploratoria-descritiva e,
com base na técnica de analise de contetdo, foram analisadas trés categorias das tarefas matematicas
projetadas, ou seja: o contexto, a demanda cognitiva e as habilidades para fazer padrdes. O estudo
envolveu 40 professores estagiarios e a coleta de dados foi realizada em uma aula regular de seu curriculo,
onde futuros professores apresentam tarefas matematicas para promover o ensino de padroes de acordo
com os objetivos propostos pelo curriculo escolar chileno da Educagdo Infantil e do Ensino Fundamental.
[Resultados] Os resultados obtidos mostram uma variedade de tarefas matematicas para ensinar padroes,
predominando, na Educagao Infantil, um ensino no contextoinformal e, no Ensino Fundamental, um ensino
no contexto formal. Por outro lado, a maioria das tarefas matematicas atende a um baixo nivel de demanda
cognitiva e se concentram principalmente em tarefas que mobilizam a capacidade de estender um padrao,
ou seja, enfocadas em estender uma sequéncia. [Concluses] Conclui-se que as tarefas projetadas pelo
futuro corpo docente carecem de consolidagdo para abordar plenamente o estudo dos padrdes nos anos
iniciais. Portanto, é necessério oferecer aos professores experiéncias de formacao que permitam o progresso
na concepcao de tarefas matematicas que promovam o processo de generalizacao através da exploracao de
padroes repetitivos e numéricos.
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Ensino Fundamental
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Introduccion

La formacién universitaria en Didac-
tica de las Matematicas se encuentra con-
formada por una agenda de investigacion
muy prolifica, puesto que dicha formacion
tiene un papel esencial en la construccion
de la identidad profesional del profesorado
de matematicas (Alsina, 2019a; Llinares,
2008). En los altimos afos, en diversos cs-
tudios se han analizado las condiciones para
que esta formacion sea transformadora,
es decir, que se lleven a cabo procesos de
deconstruccioén, coconstruccion y recons-
truccion que permitan cambiar los cono-
cimientos espontaneos por conocimientos
profesionales (Alsina, 2019b; Alsina et al.,
2019). Una de las condiciones identifica-
das en estos estudios es la vinculacién con
la practica profesional y, por extension, el
disefio de tarcas, puesto que desempefian
un rol importante en las experiencias de
aula tanto para estudiantes como docentes
(Wake, 2018).

Este articulo, pues, se focaliza en el
disefio de tareas matemadticas que disefian
profesores y profesoras en formacion; mas
concretamente, se indaga en el disefio de
tareas sobre patrones, al tratarse de un co-
nocimiento algebraico de reciente incor-
poracion en los curriculos que merece es-
pecial atencion, debido a su relevancia en
el desarrollo de habilidades matematicas
(Clements y Sarama, 2015).

Desde este punto de vista, los curri-
culos contemporaneos de Educacion In-
fantil y Primaria (e.g., Australian Curricu-
lum, Assessment And Reporting Authority
[ACARAL], 2015; Ministerio de Educacion
[MINEDUC], 2012; 2018; Ministry of Edu-
cation, Republic of Singapore, 2012; 2013;
National Council of Teachers of Mathema-
tics [NCTM], 2000) han incorporado de
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forma explicita en sus planes de estudio co-
nocimientos de naturaleza algebraica como
un estandar de contenido mas (Pincheira y
Alsina, 2021a). Esta propuesta responde a
una nueva corriente de cambio curricular
(Molina, 2009), conocida como Early-Al-
gebra, desde ahora digebra temprana, que
plantea la integracién de modos de pensa-
micnto algebraico desde los primeros nive-
les de escolarizacion (Cai y Knuth, 2011;
Carraher y Schliemann, 2007, Kaput, 2000).

Papic, Mulligan y Mitchelmore
(2011) sefialan que el pensamiento alge-
braico comienza a desarrollarse a través del
proceso de generalizacion. Carraher, Marti-
nes y Schliemann (2007) plantean que para
abordar la generalizacion matematica se re-
quicre trabajar a partir de la identificacion
de patrones, relaciones y estructuras. Por lo
tanto, los patrones contribuyen al desarrollo
de la representacion y abstraccion matema-
tica, proporcionando una base esencial para
el desarrollo del pensamiento algebraico
temprano (Papic, 2015).

Este nuevo escenario de integracion
curricular reta al profesorado a incorporar
tareas matematicas que promuevan el pensa-
miento algebraico desde las etapas escolares
iniciales. En Chile, por ejemplo, el curriculo
de Educacion Infantil (MINEDUC, 2018)
sugiere que los nifios y nifias interpreten y
expliquen los diversos elementos y situacio-
nes del entorno, estableciendo relaciones de
orden, comparaciones, clasificaciones, seria-
ciones e identificacion de patrones. Asimis-
mo, el curriculo de matematica de Educacion
Primaria (MINEDUC, 2012) correspondicn-
te al eje de patrones y algebra, plantea que
los y las estudiantes expliquen y describan
relaciones, y observen patrones en secuen-
cias de objctos, imagenes o nimeros que re-
presentan regularidades. En este contexto, el
disefio de tareas matematicas que considere
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estos conocimientos forma parte del desarro-
llo de la practica docente para organizar la
ensefianza del dlgebra temprana.

Sullivan, Clarke y Clarke (2013) defi-
nen una tarea matemdtica como la informa-
cion que impulsa el trabajo con los estudian-
tes, incluyendo representaciones, contexto,
preguntas e instrucciones. Desde este pun-
to de vista, las tarcas matematicas son una
fuente de oportunidades para la poblacion
estudiantil y un desafio para el profesorado
(Sullivan, Clarke, Clarke y O’Shea, 2010).
Esto 1ltimo, se debe a que el disefio de una
tarea se ve influenciado por la comprension
del profesorado de los conocimientos mate-
maticos relevantes para la ensefianza (Cha-
moso y Caceres, 2019; Sullivan, Knott, y
Yang, 2015).

De acuerdo con Thompson, Carlson
y Silverman (2007) el disefio de tareas per-
mite a docentes reconocer las matematicas
que ensefia como un cuerpo coherente de
ideas significativas. Desde este prisma, las
tareas que presentan estas y estos profesio-
nales para promover la ensefianza del alge-
bra temprana deberian desempeifiar un doble
rol, por una parte, fomentar el desarrollo del
pensamiento algebraico y, por otra, motivar
a docentes a facilitar que el estudiantado
piense profundamente en las relaciones, pa-
trones y el cambio (Twohill, Breen, Venkat,
y Roberts, 2019).

Al considerar los lineamientos que
plantea el algebra temprana y los desafios
que requiere enfrentar la incorporacion de
tareas que promuevan el pensamiento alge-
braico, como ¢s ¢l caso de los patrones, cs
necesario profundizar en las tareas matema-
ticas que propone el profesorado. Desde esta
perspectiva, el presente estudio se focaliza en
los futuros y las futuras docentes, en cuanto
son agentes claves en el cambio curricular
que impulsa el estudio del dlgebra temprana
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desde las primeras edades (Pincheira y Alsi-
na, 2021b). Con base en ello, surge la pre-
gunta ;qué rasgos caraclerizan las tareas ma-
tematicas que disefian los futuros profesores
de Educacion Infantil y Primaria para pro-
mover la ensefianza de los patrones?

Para indagar y dar respuesta a esta pre-
gunta de investigacion, nuestro objetivo con-
sistc cn analizar las tarcas matematicas sobre
patrones que disefian las profesoras y los pro-
fesores en formacion profesional de Educa-
cion Infantil y Primaria durante su formacion
universitaria, a partir de tres categorias que
nos permitiran explorar su desempefio ins-
truccional: el contexio de ensefianza en que
se enmarca cada tarea, la demanda cognitiva
y las habilidades de para hacer patrones que
promueven dichas tareas.

Marco de tedrico

Contextos de las tareas mateméticas

El contexto, en el ambito de la educa-
cion matematica, deberia entenderse desde
una perspectiva que engloba todas aquellas
situaciones o actividades que son significa-
tivas para el alumnado y que promueven su
pensamiento matematico critico y, no cen-
trarse exclusivamente en el contexto de aula,
social, familiar o escolar (Niss, 1995). De
acuerdo con Alsina (2011), el contexto se
describe como una situacion que puede ser
objeto de estudio y que origina interrogantes
o problemas que requieren de las matemati-
cas para responderlas y darles solucion.

Desde este punto de vista, las tareas
que involucran patrones matematicos se
pueden propiciar a través de diversos con-
textos de ensefianza de las matematicas. Por
cjemplo, Alsina (2018; 2019¢; 2020), en ¢l
marco del Enfoque de los Itinerarios de En-
sefianza de las Matematicas (EIEM), acufia
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el término “itinerario” como una secuencia
de ensefanza intencionada que trasciende
desde lo concreto hacia lo abstracto. Dichas
secuencias consideran tres niveles de ense-
fianza (contexto informal, intermedio y for-
mal) integrados por recursos que avanzan
de lo particular a lo general: la ensefianza
se requiere iniciar en contextos informales,
permitiendo visualizar las idecas matemati-
cas de manera concreta, a través de situa-
ciones reales, materiales manipulativos y
juegos. En este marco, las tareas se focali-
zan en la exploracion del entorno, el sentido
comin y la propia experiencia como requi-
sito para representar de manera concreta las
nociones matematicas.

La enseflanza en contextos interme-
dios prosigue en contextos que enlazan los
contextos reales del nivel inicial y los con-
textos formales del nivel final, por medio de
recursos literarios y tecnolégicos. En este
conlexto se promueve la exploracion y re-
flexion que conducen a la esquematizacion
y generalizacion progresiva del conocimien-
to matematico. Por nltimo, la ensefanza en
contextos formales, el contenido matemati-
co concluye en contextos graficos y simbé-
licos mediante fichas y libros de texto. En
este contexto se promueve la representacion
y formalizacion del conocimiento matemé-
tico con procedimientos y notaciones con-
vencionales, ampliando el aprendizaje des-
de lo concreto hasta lo simbélico.

Demanda cognitiva de la tarea

Las tareas matematicas desempefian
un rol fundamental en la ensefianza, pues-
to que el aprendizaje de los estudiantes esta
determinado por el tipo de tarea que se les
plantea (Sullivan et al., 2010).

El profesorado, al trabajar con ta-
reas matematicas, mejora su conocimien-
to matematico y su capacidad de disefio
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matematico-didactico (Pepin, 2015). Segin
Stein, Smith, Henningsen y Silver (2009),
las tareas matematicas pueden ser utilizadas
por docentes como medio para articular los
contenidos y alcanzar los objetivos de ense-
flanza. Sin embargo, no todas las tareas ma-
tematicas ofrecen las mismas oportunidades
de aprendizaje.

En este contexto, las tarcas matema-
ticas pueden atender a distintos niveles de
demanda cognitiva, el “tipo y nivel de pen-
samiento requerido de los estudiantes para
poder abordar la tarea y resolverla con ¢xi-
to” (Stein et al., 2009, p.1).

Smith y Stein (1998) caracterizaron
cuatro niveles de demanda cognitiva de las
tareas: a) memorizacion, b) procedimientos
sin conexion, ¢) procedimientos con cone-
Xion y d) construir matematicas.

De acuerdo con los autores, los dos
primeros tipos de tareas responden a una de-
manda cognitiva de bajo nivel, puesto que
implican la reproduccion de férmulas, re-
glas o definiciones, no existe conexién con
los conceptos o significados que subyacen a
la tarea, presentan poca ambigiiedad en su
instruccion, y se enfatiza en el desarrollo de
procedimientos algoritmicos. Mientras que
los ultimos dos tipos de tareas se asocian
a un alto nivel cognitivo, dado que exigen
al alumnado un nivel mds profundo de los
conceptos matematicos, alcanzando un pen-
samiento complejo y no algoritmico, tenien-
do que establecer conexiones entre diversos
conceptos o significados asociados al objeto
de estudio. Asimismo, estas tareas requieren
explorar y comprender la naturaleza las re-
laciones y procesos matemadticos, y el de-
sarrollo de multiples representaciones, tales
como diagramas, simbolos, grificas y situa-
ciones problema.
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Patrones matemaiticos y habilidades
para hacer patrones de repeticiéon

Un patron matematico se describe
como “cualquier regularidad predecible,
que normalmente implica relaciones espa-
ciales, numéricas o logicas” (Mulligan y
Mitchelmore, 2009, p. 34).

Clements y Sarama (2015) conside-
ran que la exploracion de patrones sienta
las bases para promover la generalizacion
y fomentar el pensamiento algebraico. Asi-
mismo, mediante el estudio de los patro-
nes, se impulsa el pensamiento funcional
(Blanton y Kaput, 2011; Castro, Caiiadas y
Molina, 2017).

De acuerdo con Mulligan y Mitchel-
more (2009), al hablar de patrones matema-
ticos es necesario diferenciar entre patron
como una secuencia o seriacion ordenada,
y su estructura, es decir, la organizacion,
regla o nicleo subyacente al patréon. De
este modo, los patrones advierten dos com-
ponentes: uno cognitivo vinculado con el
reconocimiento de su estructura y un com-
ponente meta-cognitivo asociado con la ca-
pacidad de bisqueda y analisis de patrones.

Papic y Mulligan (2007) consideran
la existencia de diferentes tipos de patrones
matematicos, siendo los mas comunes los
patrones de repeticion, patrones de estruc-
tura espacial y patrones de crecimiento. Los
patrones de repeticion tienen una unidad o
nlcleo constante que se repite indefinida-
mente (por ejemplo, ABABARB), mientras
que en un patrén de crecimiento la unidad
o niicleo aumenta o disminuye sistematica-
mente (por ejemplo, ABAABAAAB). Los
patrones de estructura espacial son invarian-
tes entre diversas caracteristicas de formas
geométricas y describen la organizacion de
clementos individuales en un espacio bidi-
mensionales o tridimensionales. Ejemplos
de formas son: los triangulos, los cuadrados,
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los bloques, las matrices y rejillas; ejemplos
de caracteristicas son: el nimero, el tama-
fio, la colinealidad y el espaciado de los ele-
mentos de estas formas (Papic et al., 2011).

Desde los primeros afios, los nifios y
las nifias identifican patrones en su entorno
y, mediante las experiencias que desarro-
llan en el aula, deberian llegar a ser mas
habiles para descubrir patrones en confi-
guraciones de objetos (NCTM, 2000). Los
patrones que se enseflan en Educacion In-
fantil suelen tratarse de repeticiones de di-
ferentes formas, colores o tamaifios, mien-
tras que, en los primeros afios de Educacion
Primaria, se comienzan a abordar patrones
mas desafiantes, como por ejemplo patro-
nes de crecimiento, los cuales pueden in-
cluir nimeros crecientes y decrecientes o
letras que aparecen progresivamente en el
alfabeto (Bock et al., 2018).

Existen una serie de tareas que permi-
ten operacionalizar el trabajo con patrones
y desarrollar habilidades. Liiken y Sauzet
(2020) definen tales habilidades como las
competencias que se adquieren al desarro-
llar patrones.

Las tareas de patrones mas comunes
son: a) duplicar un patrén, que implica una
réplica exacta del patron; b) encontrar ele-
mentos faltantes de una secuencia; c) am-
pliar o continuar el patron, que requiere
encontrar el siguiente elemento de una se-
cuencia; d) construir el mismo patrén con
diferentes elementos; e) identificar la uni-
dad de repeticion; e f) inventar un patron.
Las habilidades para hacer patrones que
movilizan cstas tarcas son: copiar, interpo-
lar, extender, abstraer o traducir, reconocer
la unidad de repeticion y crear, respectiva-
mente (Clements y Sarama, 2015; Litken y
Sauzet, 2020; Rittle-Johnson et al., 2013;
Wijns et al., 2019a), siendo la habilidad de
reconocer la unidad de repeticion una de
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las més complejas de desarrollar (Liiken y
Sauzet, 2020).

De acuerdo con Mcgarvey (2012), las
habilidades de copiar, interpolar y extender
atienden a una organizacion recursiva de los
elementos y no implican un reconocimiento
previo de la unidad de repeticion, impulsan-
do el pensamiento recursivo. Por otra parte,
las habilidades de abstracr o traducir, recono-
cer la unidad de repeticién y crear requieren
de la comprension de la estructura o regla
subyacente del patron, promoviendo el pen-
samiento funcional (Wijns et al., 2019a).

Diversos estudios han informado que
los nifios y las nifias progresan en sus habi-
lidades para hacer patrones en la Educacion
Infantil e inicios de la Educacién Primaria
al trabajar con patrones matematicos (c.g.,
Clements y Sarama, 2014; Liiken, 2016).
Aproximadamente a los tres-cuatro afios,
las niflas y los nifios son capaces de desa-
rrollar tareas donde se requieran habilidades
de copiar un patrén, puesto que presentan
un nivel basico de dificultad (Clements y
Sarama, 2014; Rittle-Johnson et al., 2015).
Luego, las habilidades de interpolar y ex-
tender se inician de manera exitosa a par-
tir de los cuatro afios (Clements y Sarama,
2009; Liiken, 2016). Finalmente, alrededor
de los cinco-seis afios desarrollan la capa-
cidad de identificar la unidad de repeticion
y transferir dicho conocimiento para tradu-
cir y crear un patrén determinado (Lilken y
Sauzet, 2020; Rittle-Johnson et al., 2013).

Metodologia

De acuerdo con nuestro objetivo de es-
tudio que, como se ha indicado, consiste en
analizar las tarcas matematicas sobre patro-
nes que disefia el futuro profesorado de Edu-
cacion Infantil y Primaria durante su forma-
cién universitaria, sc ha adoptado un enfoque
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cualitativo de cardcter exploratorio-descrip-
tivo (Fernandez, Baptista y Hernandez,
2014). Asimismo, se ha utilizado como téc-
nica el analisis de contenido, la cual consiste
en “una técnica de investigacion que permite
hacer inferencias replicables y validas a par-
tir del texto (u otra materia significativa) a los
contextos de su uso™ (KrippendorfT, 2013, p.
24), en nuestro caso las producciones cscritas
correspondientes a las tareas disefiadas por el
profesorado en formacion.

Para llevar a cabo el andlisis de las
tarcas se han considerado las siguientes
ctapas:

I. Lectura individual de cada una de las
tareas matematicas para explorar y or-
ganizar la informacion presente en cada
una de ellas.

2. Analisis del contenido de las tareas que
considera las siguientes categorias de
analisis:

. Contexto: se refiere a la situacion
donde se gestiona la ensefan-
za segun Alsina (2018; 2019c;
2020).

. Demanda cognitiva: se refiere al
razonamiento que una determina-
da tarea requiere a los estudiantes
para ser resuelta con éxito. Nos
hemos basado en la caracteriza-
cién de los cuatro niveles de de-
manda cognitiva propuesta por
Smith y Stein (1998).

. Habilidades para hacer patrones:
serefiere a la capacidad o compe-
tencias que movilizan las tarcas
de matematicas de patrones (Cle-
ments y Sarama, 2015; Liiken y
Sauzet, 2020; Rittle-Johnson et
al., 2013; Wijns et al., 2019a).
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3. Codificacion de las tareas matematicas
con base a las categorias propuestas.

4. Seleccién de ejemplos de tareas que
evidencien las categorias analizadas

Participantes y contexto

En el estudio participaron 40 docen-
tes en formacion, 18 corresponden a docen-
tes de Educacion Infantil, que cursaban el
quinto semestre de formacion (de un total
de ocho) y 22 docentes en formacion de
Educacion Primaria, que cursaban el quinto
semestre de formacion (de un total de diez)
en una universidad del sur de Chile.

Los y las docentes de Educacion In-
fantil en formacion cursaban la asignatura
de “Didactica de las Matematicas”, un cur-
so didactico-disciplinar en el que reciben
formacién didactica sobre algebra y otros
ejes de contenido. Cabe destacar, que estas
personas participantes solo han recibido un
curso disciplinar previo, vinculado con la
comprension del pensamiento l6gico mate-
matico. Mientras que los y las docentes de
Educacién Primaria en formacion cursaban
la asignatura “Aprendizaje y ensefianza del
algebra”, donde reciben formacion didacti-
ca especifica sobre algebra que complemen-
ta la formacion disciplinar. Estas personas
participantes han recibido con anterioridad
los cursos de ensefianza y aprendizaje de la
aritmética escolar y de la geometria.

Tanto los y las docentes de Educacion
Infantil en formacion como de Primaria han
tenido experiencias de préctica profesional.
En consecuencia, el disefio de tareas forma
parte del proceso de formacion del profeso-
rado, puesto que, en las experiencias de ma-
terias anteriores, como en el desarrollo de
las practicas profesionales, deben enfrentar-
se a la planificacion de sesiones de clase que
requiere del disefio de tareas matematicas.
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En el contexto de una clase regular
del proceso de formacion (sesion 90 minu-
tos) se plantea a las personas participantes
proponer, de manera individual, una tarea
matematica que promueva la ensefianza de
patrones de acuerdo a los objetivos que pro-
pone el curriculo escolar chileno (MINE-
DUC, 2012; 2018).

En el caso del grupo de Educacion
Infantil, se indica que la tarca debe estar
dirigida a nifios y nifias del Tercer Nivel
(kinder, 5-6 afos de edad) y responder al
objetivo: “Crear patrones sonoros, visua-
les, gestuales, corporales u otros, de dos o
tres elementos™ (MINEDUC, 2018, p. 99).
Mientras que, al grupo docente de Educa-
cidn Primaria, se sefiala que la tarea debe
estar dirigida a estudiantes de primero afo
basico (6-7 afios de edad) de acuerdo con
el objetivo de aprendizaje: “Reconocer, des-
cribit, crear y continuar patrones repetitivos
(sonidos, figuras, ritmos...) y patrones nu-
méricos hasta 20, usando material concreto,
pictorico y simbdlico, de manera manual
y/o por medio de software educativo” (MI-
NEDUC, 2012, p. 228).

Las tareas disefiadas por los y las do-
centes de Educacion Infantil y Primaria en
formacion constituyen las unidades de ana-
lisis del estudio.

Por ultimo, es importante sefialar que
el propdsito de este estudio no es realizar un
andlisis comparativo entre las tareas que di-
sefian las personas del grupo de Educacion
Infantil y las tareas del grupo de Primaria,
sino analizar los rasgos que caracterizan di-
chas tarcas matematicas en su conjunto.

Categorias e indicadores de analisis

Para llevar a cabo el estudio, como se
ha indicado, las unidades de analisis se han
examinado con base en tres categorias: a)
contexto en que se plantea el desarrollo de
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la tarea propuesto por Alsina (2018; 2019¢;
2020); b) demanda cognitiva que requiere
la tarea para su desarrollo de acuerdo con
Smith y Stein (1998); y c) habilidades para
hacer patrones que promueven las tareas
(Clements y Sarama, 2015; Liiken y Sauzet,
2020; Rittle-Johnson et al., 2013; Wijns et
al., 2019a).

A partir de la caracterizacion de cada
una de las categorias, se han considerado
un conjunto de indicadores que permitieron
centrar el andlisis durante el proceso de co-
dificacion como se aprecia en la Tabla 1. Ta-
les indicadores permiten analizar de manera
mas precisa las tareas matematicas sobre
patrones que disefian los futuros profesores
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Procedimiento de anilisis

La codificacion de los datos ha conside-
rado las categorias y la aplicacion de sus res-
pectivos indicadores en cada una de las tareas
matematicas que conforman nuestras unidades
de andlisis, asignando puntuaciones en caso de
presencia (1 punto) o ausencia (0 puntos).

Para garantizar la confiabilidad del pro-
ceso de codificacion, se han realizado revi-
siones sucesivas de forma ciclica y deductiva
(Bisquerra, 2004) de las tareas matematicas.
Posteriormente, se han realizado una triangu-
lacion a partir de revisiones continuas de las
tareas. Finalmente, los autores han discutido
los desacuerdos referidos al proceso de codi-

de Educacion Infantil y Primaria.

ficacion y se ha establecido un consenso.

Tabla 1. Categorias e indicadores de andlisis utilizados para el proceso de codificacion

Categoria Indicador Descripcion
Contexto Contexto informal  La ensefianza del contenido matematico se desarrolla a través de situaciones
reales, recursos manipulativos o recursos lidicos.
Contexto intermedio  La ensefianza del contenido matemitico se desarrolla por medio de recursos
literarios o recursos tecnologicos.
Contexto formal La enseflanza del contenido matematico se desarrolla a través de recursos
grificos y simbolicos como fichas o libro de texto.
Demanda Memorizacion Se focaliza en la reproduccion memoristica de hechos, reglas, formulas o
cognitiva definiciones previamente aprendidos o ya establecidos. Su resolucion no implica
un procedimiento, No hay conexidn con otros conceplos.
Procedimiento sin Corresponden a tareas algoritmicas o procesos rutinarios, utilizan un
conexion procedimiento evidente, descrito en la instruceion de la tarea. Se focaliza en
la produccion de respuestas correctas en lugar de promover la comprension
matematica.
Procedimiento con  Requieren la atencion de los estudiantes sobre el uso de procedimientos con
conexion el fin de desarrollar niveles mds profundos de ideas y conceptos matematicos.
Se representan de formas variadas, como diagramas, objetos manipulativos,
simbolos y situaciones problema.
Construir Requieren de un procedimiento complejo v no algoritmico. Exige comprender
matematicas conceptos, procesos y relaciones matemdticas. Para dar respuesta a la tarea, de
manera exitosa, los estudiantes deben acceder a experiencias y conocimientos
relevantes.
Habilidades Copiar La tarea consiste en duplicar el mismo patron,
para hacer Interpolar La tarea implica encontrar los elementos faltantes de una secuencia.
patrones Extender La tarea requicre ampliar una secuencia.
Traducir La tarea requiere construir ¢l mismo patrén con diferentes materiales.

Reconocer la unidad
de repeticion
Crear

La tarea implica identificar la unidad o nlicleo del patron

La tarea requiere inventar un patrén

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Resultados

En lo que sigue se describen los datos
obtenidos a partir de las categorias de anali-
sis utilizadas en ¢l estudio.

Contexto de ensefianza de las tareas

La tabla 2 muestra los contextos de
ensefianza donde se enmarcan el desarrollo
de las tareas matematicas diseiadas por los
y las docentes en formacién para promover
el estudio de los patrones. Es importante
tener presente que durante el desarrollo de
una tarea matemdtica se puede abordar més
de un contexto de ensefianza.

Tabla 2. Distribucion de los indicadores
que caracterizan el contexto de las fareas

matemdticas
Indicadores Tareas Tareas
Educacion Educacion
Infantil Primaria
Contexto informal 15 8
Contexto intermedio 2 3
Contexto formal [ 14

Norta: Fuente propia de la investigacion.

Los resultados, de forma global, in-
forman que las tarcas propuestas por el gru-
po de docentes en formacion de Educacion
Infantil atienen principalmente a un contex-
to informal de ensefianza, es decir, las tareas
se plantean a través de situaciones reales,
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recursos manipulativos o recursos ladicos,
permitiendo visualizar de manera concre-
ta las ideas matematicas en torno a los pa-
trones. Por otro lado, las tareas propuestas
por el grupo de docentes en formacion de
Educacion Primaria se abordan mayoritaria-
mente en un contexto de ensefianza formal,
mediante el uso de fichas o libros de texto,
promoviendo la formalizacion del conoci-
miento matematico.

Ejemplos de los contextos de ensefian-
za que predominan en las tareas disefiadas
por los casos analizados, tanto las del grupo
de Educacion Infantil como las del grupo de
Primaria, se muestran en las Figuras 1 y 2.

A partir de la Figura 1, se observa
un ¢jemplo de tarea en un contexto de en-
sefianza informal propuesta por una de las
personas que cursa la carrera de Educacion
Infantil. La tarea se plantea a través de una
situacion real conocida para la poblacion
estudiantil, como es la organizacién de ele-
mentos, en este caso con frutas.

La Figura 2, evidencia un ejemplo de
tarca de ensefianza en un contexto formal,
propuesto por una persona del grupo de do-
centes en formacion de Educacion Primaria.
El desarrollo de la tarea se genera a partir
del trabajo de los y las estudiantes con un
recurso grafico y simbélico.

secuencia?

Presentar a las nifias y nifios 3 canastas de frutas: manzanas, platanos y naranjas. Luego, se
introduce a la experiencia realizando las siguientes preguntas: {qué elementos tenemos?,
{qué caracteristicas tienen? ¢cdmo podemos organizar las frutas para formar una

Figura 1. Ejemplo de tarea de enseiianza en contexto informal.

Fuente: Extracto de tarea Fducacion Infantil N° 2
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Por otra parte, una presencia menor
de tareas matematicas se plantea en un con-
texto de ensefianza intermedio, es decir, son
escasa las tareas sobre patrones que se desa-
rrollen por medio de un recurso tecnoldgico
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o literario. Sin embargo, aquellas tareas que
se desarrollan en este contexto promueven la
exploracion y reflexion en torno a los patrones
principalmente a través de applets y recursos
virtuales, como se observa en la Figura 3.

secuencias con el patrin correspondiente:

Cada uno de los estudiantes recibe una guia de trabajo donde deben completar distintas

1. Dibuja la figura que continia cada secuencia:

AVAVAVA

® & ¢

ANOANOAN

Figura 2. Ejemplo de tarea de ensefianza en contexto formal.
Fuente: Extracto de tarea Educacion Primaria N° 21

formas para crear un patrén AB.

Las nifias y nifios interactdan con patrones de repeticidn a través del recurso virtual:
https://es.ixl.com/matematicas/infantil/completar-un-patron
Usando distintas formas siguen patrones de tipo AB, ABB y ABC. Finalmente, utilizan las

s W TOAS AR SEgUT & Datron AB.
ne
ne
=]
[ 1 Usa las formas para seguir ef patrin ABC.
A *x +
Axd

47 Usa las formas para seguir ef Datrin ABS.

+ 00
= =

) Usa las formas para hacer un patrdn AB.

Ll

Para guiar la experiencia se establecen las siguientes preguntas: (Qué observan?, ¢Qué
formas se repiten?, ¢Qué elementos debemos agregar para continuar el patrén?, {Qué
patrones podemos crear con estas formas?

Figura 3. Ejemplo de tarea de enseiianza en contexto intermedio.
Fuente: Extracto de tarea Educacion Infantil N° 12
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Demanda cognitiva de las tareas

Para establecer el nivel de demanda
cognitiva de cada tarea matematica se pres-
ta especial atencion al enunciado de la tarea
y las preguntas que se formulan para su de-
sarrollo. En la tabla 3 se aprecia el nivel de
demanda cognitiva de las tareas propuestas
por los futuros profesores para promover la
ensefianza de los patrones en Educacion In-
fantil y Primaria.

Tabla 3. Distribucion de los indicadores
que caracterizan la demanda cognitiva de
las tareas matemdticas

Indicadores Tareas Tareas
Educacion Educacion
Infantil Primaria

Memorizacién 10 11

Procedimiento sin 6 7

conexion

Procedimiento con 2 4

conexion

Construir 0 0

matematicas

Nota: Fuente propia de la investigacion.

A nivel general, se observa que las ta-
reas disefiadas por los y las docentes en for-
macion atienden a un bajo nivel de demanda
cognitiva, destacando las tareas de memori-
zacion, seguidas de tareas que requieren del
uso de procedimientos sin conexion. Dichas
tareas, se centran mayoritariamente en la re-
produccion de los patrones matematicos y
en continuar una serie o secuencia, sin esta-
blecer conexiones entre ideas matematicas,
como los elementos o caracteristicas de un
patron y su estructura.

Por otra parte, una presencia minima
de tareas, tanto de Educacion Infantil como
Primaria, asumen un nivel alto de deman-
da cognitiva. Estas tarcas permiten explo-
rar y eslablecer relaciones matematicas al
identificar una regularidad en un patrén de
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repeticion o crecimiento, y los elementos
faltantes en una secuencia.

Por altimo, se observa una nula pre-
sencia de tareas vinculadas con construir
matemdticas.

La Figura 4, muestra un ¢jemplo de
tarea que responde a una demanda cogni-
tiva de memorizacion, puesto que, para
responder de manera correcta, los y las
estudiantes deben observar y reproducir
el patron corporal establecido por el per-
sonal docente para continuar la secuencia.
Esta tarea no requiere de un procedimien-
to para su resolucion.

{Podremos. patrones con el cuerpo al 7

La prof modela una ilizand
palma-salto-giro; palma-salto-giro; palma -salto-giro

Lusego, invita a los nifios a repetir los movimientes y continuar la secuencia,

Figura 4. Ejemplo de tarea de nivel de

demanda cognitiva de memorizacion.
Fuente: Extracto de tarea Educacion Infantil N° 11

Asimismo, en Figura la 5 se observa
que la instruccion de la tarea implica am-
pliar una secuencia. El desarrollo de la ta-
rea no presenta ambigiiedad sobre lo que
se debe realizar y como se debe hacer. La
tarea responde a un nivel de memorizacion
de demanda cognitiva, puesto que es clara
y direccionada, no hay conexion con otros
conceptos.

La cuncuna tricolor Rellenar con plastiina
el cuerpo de la
cuncuna, siguiendo la
- { { )
“ secuencia de colores
que S8 muestra.

Figura 5. Ejemplo de tarea de nivel de
demanda cognitiva de memorizacion.
Fuente: Extracto de tarea Educacion Primaria N° 6

patrén corporal de tres elementos:

Nataly Pincheira » Angel Alsina « Yeni Acosta
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La Figura 6, evidencia un gjemplo de
tarea que manifiesta una demanda cognitiva
de procedimiento sin conexidén, propuesto
por una persona del grupo de docentes en
formacion de Educacion Infantil. La tarea
requiere construir patrones con policubos,
por medio de la asociacion colores, focali-
zandose solo en la produccion de respuestas
correctas en lugar de promover la compren-
sién matematica.

Por ultimo, un ejemplo de tarea de
demanda cognitiva de procedimiento con
conexion se muestra en la Figura 7. La
tarea se presenta a partir de una situacion
problema y su desarrollo requicre que los
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estudiantes establezcan conexiones entre
las regularidades de los elementos que con-
forman la secuencia, para luego ampliar la
secuencia e identificar la unidad o nicleo
del patron de repeticion.

Habilidades para hacer patrones
que promueven las tareas

Para determinar las habilidades para
hacer patrones se considera el tipo de tarea
que propone el profesorado y los requeri-
mientos que esta demanda para ser resuel-
ta. En la tabla 4 se aprecia las habilidades
que promueven el futuro profesorado en

y un set de policubos.
I I
EEEEE®N
EEEEEE

material manipulativo.

Organizar a los nifios y nifias en parejas entregando distintas tarjetas que representan patrones

Los nifos observan los patrones de dos y tres elementos, y luego los representan con el

Figura 6. Ejemplo de 1area de nivel de demanda cognitiva sin conexion.

Fuente: Extracto de tarea Educacion Infantil N° 7
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Juan tiene que hacer una guirnalda, para ayudar con la decoracion del acto escolar de su
colegio, y para esto debera utilizar una serie de figuras geométricas. El decide que su
guirnalda sera la siguiente secuencia de figuras:

(] | FYJ | FY ) | FY

Juan necesita ayuda, no sabe cual es la figura que le sigue al circulo. Segin lo observado,
(cudl crees ti que puede ser esa figura? ;por qué? Si €l quiere que su guirnalda tenga en total
20 figuras, jcudl serd la Gltima figura que debera colocar? jpor qué?, y jcudl crees que es el
patron de Juan decidid repetir en su guirnalda?

Figura 7. Ejemplo de tarea de nivel de demanda cognitiva con conexién.
Fuente: Extracto de tarea Educacion Primaria N° 18
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las tareas que disefian sobre patrones. Cabe
destacar, que una misma tarea puede aten-
der a mas de una habilidad para hacer patro-
nes en el trascurso de la propuesta.

Tabla 4. Distribucién de los indicadores
que caracterizan las habilidades para
hacer patrones que promueven las tareas

matemdticas
Indicadores Tareas Tareas
Educacion Educacion
Infantil Primaria

Copiar 8 10
Interpolar 2 3
Extender 13 16
Traducir 3 5
Reconocer la unidad 4 3
de repeticidn
Crear 3 2

Nota: Fuente propia de la investigacion.

Las tareas disefiadas por los y las do-
centes en formacion de Educacion Infantil
y Primaria para ensefiar patrones se centran
principalmente en ampliar una secuencia
con patrones de dos o tres elementos, abor-
dando la habilidad de extender. Este tipo de
tarcas, sc observa, por ¢jemplo, en las Figu-
ras 2,4y 5.

Le siguen tareas matematicas relacio-
nadas con duplicar un patrén que implica el
desarrollo de la habilidad de copiar.

Una menor presencia de tareas atien-
de a encontrar elementos faltantes de una
secuencia, construir un mismo patrén con
diferentes elementos, identificar la unidad
de repeticion e inventar un patrén. Por tan-
to, las habilidades para hacer patrones que
se desarrollan con menor frecuencia en el
disefio de las tareas de patrones son inter-
polar, traducir, reconocer la unidad de repe-
ticion y crear, respectivamente. Esta ultima
habilidad se muestra en las Figuras 1 y 3.

Finalmente, un ejemplo de tarea que
moviliza la habilidad de traducir se observa
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en la Figura 6, mientras que la habilidad de
reconocer la unidad de repeticion se mani-
fiesta en la tarea de la Figura 7.

Conclusiones

En este estudio se ha presentado un
analisis de las tareas matematicas sobre
patrones que disefian 40 docentes en for-
macion, 18 de Educacion Infantil y 22 de
Educacion Primaria. Dicho andlisis ha con-
siderado tres categorias: el contexto de en-
sefianza en que se enmarca cada tarea (Al-
sina, 2018; 2020), la demanda cognitiva
(Smith y Stein, 1998) y las habilidades para
hacer patrones que promueven las tareas de
patrones (Clements y Sarama, 2015; Liiken
y Sauzet, 2020; Rittle-Johnson et al., 2013;
Wijns et al., 2019a).

En relacién con ¢l contexto de ense-
flanza, el analisis de las tareas matematicas
ha evidenciado que, para promover la ense-
fianza de patrones, los futuros y las futuras
profesionales de Educacion Infantil se cen-
tran principalmente en una ensefianza en el
contexto informal a través de experiencias
reales, recursos lidicos y materiales mani-
pulativos. Mientras que los y las docentes
en formacion de Educacion Primaria pro-
mueven mayoritariamente tareas en contex-
tos formales, utilizando recursos graficos y
simbdlicos. Esto tltimo resulta preocupante
puesto que, segin Alsina (2020), para ase-
gurar la comprension de las matematicas es
imprescindible considerar una ensefianza
cn contextos reales, intermedios y forma-
les, sin embargo, en los primeros niveles se
requiere prestar especial protagonismo al
desarrollo de la ensefianza en un contexto
informal y a medida que avanza la escola-
ridad se debe ir disminuyendo su presencia.

De acuerdo con Acosta y Alsina (2021),
la comprension de la poblacion estudiantil
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sobre el patron matematico se ve influenciada
directamente por el tipo de contexto en el que
se desarrolla una tarea algebraica temprana,
dado que dicha comprension se ve favoreci-
da por la posibilidad de visualizar el nicleo
del patron en contextos concretos v luego
transferirlo a contextos mas abstractos has-
ta alcanzar el proceso de generalizacion. En
esta misma linca, Sterner, Wolff y Helenius
(2019) sefalan que es fundamental conectar
el conocimiento informal con los simbolos
escritos, dado que esto permite establecer un
vinculo significativo entre las habilidades in-
formales y las formales.

Respecto de la demanda cognitiva
que presentan las tareas, se ha evidencia-
do que los futuros y las futuras docentes
plantean fundamentalmente tareas de bajo
nivel de demanda cognitiva, centrandose
mayoritariamente en tareas de memoriza-
cion, seguidas de tareas de procedimientos
sin conexion., Una escasa presencia alcan-
7a las tareas que requieren de un alto nivel
de demanda cognitiva para su desarrollo, a
través de propuestas que involucran proce-
dimientos con conexion. Es inquietante no
encontrar tareas que impliquen construir
matematicas, ya que para alcanzar una en-
sefianza eficaz de las matematicas se requie-
re involucrar a los y las estudiantes en ta-
reas que sean desafiantes, de manera que se
les pueda implicar y retar intelectualmente
(NCTM, 2000; 2015).

Stein y Smith (1998) sefialan que las
tareas matematicas determinan el razona-
miento que el estudiantado desarrolla al
resolverlas, por lo tanto, diferentes tarcas
constituyen dilerentes oportunidades de
aprendizaje. En este contexto, es necesario
avanzar hacia el desarrollo de tareas que
requieran una exigencia cognitiva mayor vy,
a la vez, permitan ir mas alld de la simple
memorizacion de hechos o procedimientos.
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Por Gltimo, en relacion con las capaci-
dades o habilidades para hacer patrones, los
y las profesionales en formacion de Educa-
cion Infantil y Primaria disefian mayorita-
riamente tareas que requieren ampliar una
secuencia, seguidas de aquellas que impli-
can duplicar un patron. Rittle-Johnson et al.
(2013) y Liiken y Sauzet (2020) informan
que ¢l desarrollo de cstas tarcas conduce a
las habilidades de extender y copiar, respec-
tivamente. No obstante, es esencial que el
futuro profesorado considere la incorpora-
cion de tareas mas complejas, tales como
construir ¢l mismo patrén con diferentes
materiales, identificar la unidad de repeti-
cién e inventar un patrdn; tareas que impul-
san las habilidades de traducir, reconocer la
unidad de repeticion y crear, permitiendo
alcanzar un nivel mds alto de abstraccion,
como es la generalizacion (Liken, 2016;
Wijns et al., 2019a; 2019h).

El desarrollo de habilidades tempranas
de creacion de patrones sugiere una transicion
del pensamiento recursivo al pensamiento
funcional (Wijns et al., 2019a). Por tanto, es
necesario que el profesorado incorpore en los
primeros afios de escolaridad una variedad
de tareas matemdticas que atiendan a dupli-
car un patron, encontrar elementos faltantes
de una secuencia y ampliar una secuencia,
dado que promueven el pensamiento recur-
sivo. Asi como, el desarrollo de tareas que
requieran construir un patrén con diferentes
elementos, identificar el nicleo del patron e
inventar patrones, tareas que promuevan el
pensamiento funcional, asegurando el paso
de un pensamicnto al otro.

Los resultados obtenidos son relevan-
tes en el contexto de la formacion del profe-
sorado de los niveles iniciales para ensefiar
matematicas, pues aportan evidencias so-
bre qué tareas diseflan los futuros profeso-
res y las futuras profesoras para abordar el
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trabajo con patrones, asi como sobre cual es
el nivel de atencion que recibe cada una de
las categorias analizadas. En este sentido, el
estudio advierte acerca de los aspectos que
se deben atender en los programas de for-
macion del profesorado cuando se disefian
tareas para promover el desarrollo del pen-
samiento algebraico, mas especificamente,
¢l estudio de los patrones de repeticion, ya
que aun son escasos los estudios que entre-
guen estas orientaciones (Ilohensee, 2017).

Dado que el disefio de tareas matema-
ticas forma parte del desarrollo de la practica
docente para organizar la ensefianza (Wake,
2018), a partir de los datos obtenidos, es ne-
cesario ofrecer al profesorado experiencias
formativas que permitan profundizar en el
discfio de tarcas matematicas que promue-
van el proceso de generalizacion a través
de la exploracién de patrones repetitivos y
numéricos, puesto que el pensamiento alge-
braico temprano se desarrolla a través de las
relaciones estructurales de los patrones y la
aritmética (Kaput, 2008).

Estas actividades de formacion debe-
rian tener en cuenta, principalmente, el con-
texto en el que se desarrolla la tarea, el nivel
de pensamiento requerido para determinar
su solucion y las capacidades o habilidades
para hacer patrones que permiten alcanzar
el desarrollo de esta. Asimismo, se deben
generar instancias de anlisis y reflexion
en torno a la tarea disefiada, mejorar la pro-
puesta inicial e implementacion de la tarea.

En esta linea, una limitacion del es-
tudio estuvo dada a raiz del hecho de no
haber indagado previamente en el progra-
ma de formacion inicial de los y las parti-
cipantes, mds concretamente, en el estudio
de dicho programa y su consideracion o
vacio respecto a las tres categorias analiza-
das. Con base en esta limitacion, no se pudo
determinar si los resultados obtenidos estan
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condicionados por la falta de estos cono-
cimientos en el disefio de las tareas mate-
madticas. Otra limitacion del estudio fue el
tamafio de la muestra, la cual impide que
nuestras conclusiones sean generalizables a
otras realidades.

Tomando en consideracién los datos
obtenidos en este estudio y las limitaciones
descritas, cn futuras lineas de investigacion
se debera indagar en el disefio de tareas que
promuevan otros contenidos que susciten el
desarrollo del dlgebra temprana en los di-
ferentes niveles de escolarizacion de Edu-
cacion Infantil y Primaria, al tratarse de un
aspecto clave de la formacion universitaria
que reciben los futuros maestros.
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Mathematical Knowledge of Pre-Service Early Childhood and Primary
Education Teachers: An Approach Based on the Design of Tasks
Involving Patterns

Nataly Pincheira
Angel Alsina
University of Girona, Spain

Abstract This study analyzes the mathematical knowledge of 40 pre-
service Chilean Early Childhood and Primary Education teachers
when designing mathematical tasks on patterns, in the context of
teaching early algebra. Based on the domains of the Mathematical
Knowledge for Teaching (MKT) model, we have adopted a descriptive
qualitative methodological approach that velies on the content
analysis technique. The results show that pre-service teachers exhibit
little mathematical knowledge in the description of the mathematical
tasks they pose, addressing partial aspects of the subdomains of
specialized content knowledge and knowledge of content and
teaching. We conclude that training experiences should be given that
allow students to further their acquisition of mathematical knowledge
in order to achieve effective learning of the contents that early
algebra promotes, such as patterns, in Early Childhood and Primary
Education classrooms.

Keywords: Mathematical knowledge for teaching, design of tasks, early algebra, patterns,
pre-service teachers, Early Childhood Education, Primary Education.

Introduction

In recent decades, early algebra has emerged as a proposal for curricular
improvement, the goal being to promote the development of algebraic thinking from the
initial years of schooling (Cai & Knuth, 2011; Carpenter et al., 2003; Kaput, 2000). This
approach seeks to “algebrize™ the curriculum in order to integrate algebraic thinking
through all phases of schooling and facilitate a better understanding of mathematies (Kaput,
2000).

Early algebra has led to a growing transformation in terms of curricular adjustments,
both for Early Childhood (ages 3 to 6) and Primary (ages 6 to 12) education. As a result,
conlemporary curricula (e.g., Australian Curriculum, Assessment and Reporting Authority
[ACARA], 2015; Ministry of Education [MINEDUC], 2012; 2018; Ministry of Education,
Republic of Singapore, 2012; 2013; National Council of Teachers of Mathematics
[NCTM], 2000) have explicitly incorporated algebraic knowledge into their study plans
from an early age (Pincheira & Alsina, 2021a).
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This knowledge includes a study of patterns as a driver of early algebraic thinking,
since it contributes to the development of mathematical representation and abstraction
(Papic, 2015). Likewise, an early development of patterns and an understanding of their
structure facilitate mathematical performance and provide an essential basis for promoting
the process of generalization (Mulligan & Mitchelmore, 2009).

This scenario of curricular changes and integration poses a real challenge for
teachers in the early educational stages, and prompts them to build a solid base for
understanding and dealing with experiences involving early algebra (NCTM, 2000).
Against this backdrop, the design of mathematical tasks is part of the development of
teaching practice to organize classes, since these tasks play an important role in classroom
experiences for students and teachers alike (Wake, 2018). However, the design of tasks is
influenced by the mathematical knowledge that teachers have for teaching (Sullivan et al.,
2015). Therefore, when designing a task, teachers leave evidence of their mathematical
knowledge and perception about the learning and teaching of mathematics (Thanheiser,
2015).

Based on the guidelines posed by early algebra for introducing algebraic knowledge
into early levels of schooling and the importance of incorporating tasks that clicit the
effective teaching of the knowledge derived from this content block, such as patterns, it is
necessary to pay more attention to the mathematical knowledge demonstrated by teachers
when designing these tasks, since teachers arc the key to the opportunity to learn
mathematics (Even & Ball, 2009).

From this perspective, this study focuses on the mathematical knowledge possessed
by pre-service Early Childhood and Primary Education teachers, given the impact on the
performance of their educational practices, which, by introducing the teaching of early
algebra from the first years of schooling, are transformed into key agents for implementing
the knowledge promoted by this field. From this point of view, we ask ourselves: What
mathematical knowledge do pre-service Early Childhood and Primary Education teachers
possess when designing mathematical tasks involving patterns?

Research on teachers” knowledge to teach mathematics has given rise to a variety of
analysis models, including: the Knowledge Quartet (KQ) proposed by Rowland, Huckstep
and Thwaites (2005); Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) raised by Ball,
Thames and Phelps (2008); Didactic-Mathematical Knowledge and Competences (CCDM)
model by Godino et al. (2017); and Mathematics Teacher’s Specialized
Knowledge (MTSK) model proposed by Carrillo et al. (2018).

To answer the research question, we turn to the Mathematical Knowledge for
Teaching (MKT) model, since it considers a set of knowledge and skills that teachers need
to manage the recurring tasks and problems involved in teaching mathematics (Ball et al.,
2008). Based on this framework, the goal of our study is to analyze the mathematical
knowledge that pre-service Early Childhood and Primary Education teachers evoke when
designing a mathematical task to promote the study of palterns.

Theoretical Foundation
In the sections that follow, we discuss patterns as a mathematical object of the

study, followed by the design of tasks as part of the development of teaching practice, and
finally, the MK'T model, which provides the theoretical/analysis tool used to delve into the
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nature of the mathematical knowledge involved in designing tasks. These three main areas
will help us understand the aspects to consider when designing mathematical tasks
involving patterns.

Mathematical Patterns

Early algebraic thinking is defined as “the reasoning engaged in by 5- to 12-year-
olds as they build meaning for the objects and ways of thinking to be encountered within
the later study of secondary school algebra” (Kieran, 2022, p.1131). Accordingly, a key
element in general mathematical activity, and in algebraic thinking in particular, is the
process of generalization (Kaput, 2008; Papic, 2015).

Generalization is a mental process that is regarded as a prerequisite for achieving
mathematical abstraction, since “to generalize is to derive or induce from particulars, to
identify commonalities, to expand domains of validity” (Dreyfus, 2002, p.35).

The recognition and analysis of mathematical patterns, defined as “any predictable
regularity, usually involving numerical, spatial or logical relationships” (Mulligan &
Mitchelmore, 2009, p.34), offers children the opportunity to observe and verbalize
generalizations, and to register them symbolically (Threlfall, 1999). Various authors (e.g.,
Clements & Sarama, 2009; Mason et al., 2009) believe that the exploration of patterns lays
the foundations to promote generalization and encourage algebraic thinking, since it allows
children to coordinate their perceptive and symbolic inference skills such that they are able
to build a plausible structure that is algebraically useful (Rivera, 2010). The ability to
observe regularities is developed by children intuitively from the first years of schooling
(Carpenter et al., 2003) through actions, behaviors, visual representations, musical
melodies, and in other ways (Liljedahl, 2004). Accordingly, “patterns provide a way for
children to recognize, order and organize their world” (NCTM, 2000, p.95).

Mulligan and Mitchelmore (2009) state that in mathematical patterns, it is necessary
to differentiate between a pattern as an ordered sequence or serialization (e.g., ABABAB),
and as a structure, that is, the rule or core underlying the pattern (c.g., AB). Thus, patterns
exhibit a cognitive component linked to the recognition of their structure, and a meta-
cognitive component associated with the ability to find and analyze patterns. The
complexity of the repeating patterns is related to adding more elements and to the
variability of the core pattern, that is, its color, orientation or shape (Liljedahl, 2004).

There is a series of tasks that can be used to operationalize work with patterns and
develop skills. Liiken and Sauzet (2020) define these skills as “children’s competencies
regarding repeating patterns” (p. 29).

The most frequent tasks in the literature are: duplicating the same pattern; finding
missing elements in a sequence; expanding the sequence; building the same pattern with
different materials; identifying the unit of repetition; and inventing a pattern. The skills to
make patterns that mobilize these tasks are: copy, interpolate, extend, abstract, or translate,
recognize the unit of repetition, and create, respectively (Clements & Sarama, 2009; Liiken
& Sauzet, 2020; Rittle-Johnson et al., 2013; Wijns et al., 2019). The level of difficulty
between the tasks is progressive (Liiken & Sauzet, 2020).

Various studies have reported that children progress in their pattern-making skills in
Early Childhood Education and carly Primary Education when working with mathematical
patterns (e.g., Clements & Sarama, 2009; Liiken and Sauzet, 2020). At about the age of
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three or four, children are able to perform tasks that require copying skills, since they have
a basic level of difficulty (Clements & Sarama, 2009; Rittle-Johnson et al., 2015). They are
then successfully initiated in the interpolation and extension skills from the age of four
(Clements & Sarama, 2009). Finally, at around the age of five or six, children develop the
ability to identify the unit of repetition and transfer that knowledge to translate and create a
certain pattern (Litken & Sauzet, 2020; Rittle-Johnson et al., 2013).

According to Threlfall (2005), understanding the unit of repetition of a sequence is a
crucial step in the mathematical development of children. However, identifying the unit of
repetition is one of the most difficult tasks, even for nine-year-olds (Warren & Cooper,
2007).

Design of Mathematical Tasks

Mathematical tasks play a fundamental role in teaching, since student learning is
determined by the type of task that is presented to them (Sullivan et al., 2010). According
to Smith and Stein (1998), mathematical tasks should promote high levels of thinking in
students. Thus, to achieve effective mathematics learning, teachers need to involve students
in tasks that are challenging (NCTM, 2015).

By mathematical task we mean the information that drives the work with the
students, including representations, context, questions and instructions (Sullivan et al.,
2012). Designing tasks is part of the professional endeavor that teachers undertake as part
of teaching mathematics (Llinares, 2011). Therefore, by working with mathematical tasks,
teachers improve their mathematical knowledge and their capacity for mathematical-
didactic design (Pepin, 2015).

Liljedahl et al. (2007) concluded that the design of a mathematical task constitutes a
recursive process that involves both the creation of completely new tasks and the adaptation
or refinement of existing tasks. According to Liljedahl et al. (2007), to develop this process,
teachers must consider four phases: 1) predictive analysis is related o the personal
expericnce that tcachers have with solving the task, as well as to their experience using
similar tasks. This experience helps with the design of the task and its implementation; 2)
testing refers to the period of trying out or implementing the task in a classroom context.
This phase allows analyzing a variety of interpretations and solutions in the task; 3)
reflective analysis o evaluate the pedagogical aspects and decision-making put into
practice in the previous phase; and 4) the adjustment is related to re-designing the task
and/or its implementation. The interaction of the teaching staff in this recursive process
allows them to broaden their knowledge and acquire a better understanding of the
possibilities that the task provides for student Icarning.

Another important aspect to consider in the design of tasks is the proposal by Jones
and Pepin (2016), who suggest that the design of mathematical tasks requires paying
attention in terms of: what to design, that is, individual tasks, groups of tasks or task
sequences; what tools are needed or beneficial to design the task and analyzing the
possibilities and limitations of the tools or resources for the thematic area involved in the
task; finally, under what conditions the task is designed, that is, the purpose of the task and
who the agents involved in its design will be.

A mathematics task can be practiced through various teaching contexts. Alsina
(2019; 2020) refers to the term teaching itineraries as an intentional sequence that begins in
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informal contexts and can be used to visualize mathematical ideas concretely (everyday life
situations, manipulative materials and games); it continues in intermediate contexts that,
through exploration and reflection, lead to the progressive schematization and
gencralization of mathematical knowledge (literary and technological resources); and ends
in formal contexts, in which the representation and formalization of mathematical
knowledge is practiced through conventional procedures and notations, thus completing the
learning from the concrete to the symbolic (graphic resources and textbooks).

Thus, the design of mathematical tasks is something that teachers do on a daily
basis, and that requires a broad view of what to consider for their development. From our
point of view, designing a mathematical task requires teachers to know the learning
objective that is intended to be addressed, and the teaching context on which the design of
the task will be based. They must also have broad knowledge of the mathematical content
to be taught and its didactics so as to consider sequences of tasks that enhance learning.
Finally, they must be clear as to the depth of the content they want to present, based on the
intended educational level of the task.

In the case of designing pattern tasks, it is important to consider the tasks for
making patterns mentioned in the previous section: duplicate the same pattern; find missing
elements of a sequence; expand a sequence; build the same pattern with different elements;
identify the unit of repetition; invent a pattern (Clements & Sarama, 2009; Liiken & Sauzet,
2020; Rittle-Johnson et al., 2013; Wijns ct al., 2019).

Mathematical Knowledge for Teaching (MKT)

The MKT model proposed by Ball et al. (2008), emerges from the advances put
forward by Shulman (1986,1987) in the framework of the teacher professional knowledge
model. This model has been developed as an analytical tool of teacher knowledge and is
defined as “the mathematical knowledge that teachers uses in the classrooms to produce
instruction and student growth™ (Hill et al., 2008, p.374).

MKT considers two major domains of mathematical knowledge for teaching:
subject matter knowledge and pedagogical content knowledge.

Subject matter knowledge includes three sub-domains: common content knowledge
(CCK), which refers to “mathematical knowledge and skill used in settings other than
teaching” (Ball et al., 2008, p.399), that is, it corresponds to the management that can be
achieved throughout the educational levels and that any person who faces a mathematical
task possesses; specialized content knowledge (SCK), which refers to “mathematical
knowledge and skill unique to teaching™ (Ball et al., 2008, p.400), knowledge that is
specific to the teacher and is used to develop teaching tasks related to: “how to accurately
represent mathematical ideas, provide mathematical explanations for common rules and
procedures, and examine and understand unusual solution methods to problems™ (Hill et al.,
2008, p.377-378); and the knowledge at the mathematical horizon, which is described as
“awareness of how mathematical topics are related over the span of mathematics included
in the curriculum” (Ball et al., 2008, p.403), this knowledge allows the teacher to establish
the way in which the mathematical contents are related to others in the mathematics
curriculum throughout the various educational stages. In other words, this knowledge lets
teachers know how the mathematics they teach relates to the mathematics that students will
learn in later years so as to lay the foundations for what will come later.

Vol 47, 8, August 2022 54

175



Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza 176
del &lgebra en edades tempranas

Australian Journal of Teacher Education

Pedagogical content knowledge is also composed of three subdomains: knowledge
of content and students (KCS), which is defined as the “content knowledge intertwined
with knowledge of how students think about, know, or learn this particular content™ (Hill et
al., 2008, p.375), the knowledge that the teacher manages regarding students' knowledge,
allowing them to predict situations and anticipate the concerns, attitudes or difficulties of
the students; knowledge of content and teaching (KCT), which is defined as knowledge that
“combines knowledge about teaching and knowing about mathematics™ (Ball et al., 2008,
p-401), this knowledge integrates specific mathematical knowledge, and pedagogical and
didactic aspects of the teaching processes involved in student learning; and, finally,
knowledge of curriculum, is “represented by the full range of programs designed for the
teaching of particular subjects and topics at a given level, and the variety of instructional
materials available in relation to those programs” (Ball et al., 2008, p.391), it is related to
the orientations and approaches corresponding to the programs designed for each
educational level in the area of mathematics and the materials available in relation to them.

The tools provided by the mathematical knowledge model for teaching (Hill et al.,
2008) are very rich in the field of Mathematics Education, since they allow us to categorize
the knowledge that a teacher must manifest in the development of their practice to teach
mathematics.

For the purposes of our study, we will specifically draw from the subdomains of
specialized content knowledge and content knowledge and teaching, as these are more
critically linked to the design of mathematical tasks (Sullivan et al., 2015).

Some studies have analyzed the mathematical knowledge that teachers have of early
algebra and teaching patterns. Bair and Rich (2011), for example, analyze specialized
knowledge for the development of algebraic reasoning in pre-service Early Childhood and
Primary Education teachers. The results reveal a lack of ability to exemplify the nature of
the relationships between quantities, and difficulties establishing connections between
different representations of a number sequence. McAuliffe and Lubben (2013) analyze a
teacher's performance when planning and presenting an early algebra lesson on patterns.
These authors note the difliculty of helping students move [rom focusing solely on the
number pattern to simultaneously focusing on the function, a central transition in early
algebra teaching.

Elsewhere, Wilkie (2014) analyzes the mathematical knowledge that 105 in-service
teachers have of functions, relationships and variations. The results show that two-thirds of
teachers exhibit knowledge of the content in pattern generalization tasks. However, less
than half demonstrated a reasonable pedagogical knowledge of the content, especially when
providing suitable examples for the development of functional thinking. In a subsequent
study, Wilkie (2016) delves into mathematical knowledge for teaching functional thinking
by generalizing patterns with 10 in-service Primary Education teachers. Afier a year-long
intervention, the results reveal an increase in certain aspects of their mathematical
knowledge: a greater capacity to generalize; and an improvement in the choice of
representations and examples used in the lessons.

Likewise, Zapatera and Callejo (2017) analyze the mathematical knowledge ol 40
pre-service teachers in the context of pattern generalization, obtaining as a result a low
level of specialized knowledge, since they exhibit difficulties identifying the mathematical
elements used by students, and in abstracting observed regularities to interpret the
characteristics of understanding generalization.
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Methodology

In keeping with the purpose of our research, which, as noted, consists of analyzing
the mathematical knowledge that pre-service Early Childhood and Primary Education
teachers possess when designing a mathematical task to promote the study of patterns, we
designed a qualitative descriptive study (Creswell, 2009) that relies on the content analysis
technique. This technique lays out a “strict and systematic set of procedures for the rigorous
analysis, examination and verification of the contents of written data” (Cohen et al., 2011,
p- 473). It is used to study the nature of discourse in detail, and is able to reveal the internal
structure of texts by studying their semantic content (Rico & Fernandez-Cano, 2013); in our
case, the written productions corresponding to the tasks designed by the pre-service
teachers.

To analyze the content, the following stages were considered:

1 Individual reading of each of the mathematical tasks to explore and organize the
information present in each of them.
2. Determine analysis indicators from the review of the literature. In our case, we

considered a series of components to observe in the design of tasks for teaching
patterns based on the SCK and KCT subdomains of the MKT model (Ball et al.,

2008).

3. Encode math tasks based on cstablished components.

4. Systematize the information through statistical tables to facilitate the descriptive
analysis.

5. Support the descriptive analysis by selecting examples of tasks that consider the

components analyzed.

Participants and context

Forty pre-service teachers participated in the study. They were deliberately taken
from the 2020 academic year, and 18 of them were pre-service Early Childhood Education
teachers who were in their fifth semester of training (out of eight), and 22 were pre-service
Primary Education teachers who were in their fifth semester of training (out of ten) at a
university in southern Chile.

Specifically, the pre-service Early Childhood Education teachers were taking the
Mathematics Didactics subject, which is a didactic-disciplinary course in which they
receive didactic training on algebra and other areas of content. It should be noted that these
participants had internship experience, and only took one previous related course on
understanding mathematical logical thinking. As for the pre-service Primary Education
teachers, they were taking the Learning and Teaching Algebra course, where they received
specific didactic training on algebra to complement their disciplinary training. These
participants previously took courses on teaching arithmetic and geometry, and had also
taken part in internships.

Task design is part of the teacher training process, since both in their previous
subjects, as well as during their internship, they had to plan class sessions, which required
them to design mathematical tasks.

It should be noted that pre-service teachers of both Early Childhood Education and
Primary Education take a mathematics test beforehand in order to be admitted into the
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program. This test ensures a baseline knowledge of mathematics to start studies in the
Education Degree.

Design and procedure

In order to assess the mathematical knowledge of pre-service teachers, teaching
situations have been formulated using “vignettes” (Tab. 1), which consist of placing the
participants in a fictitious situation and from there posing semi-structured follow-up
questions about the topic under investigation (Schoenberg & Ravdal, 2000), in our case the
mathematical patterns.

The vignettes are based on situations that pre-service teachers of Early Childhood
and Primary Education must face to propose a mathematical activity according to the
objectives proposed by the Chilean school curriculum linked to early algebra in the Third
Level (4-5 years of age) of Early Childhood Education (MINEDUC, 2018) and the First
Year (6-7 years old) of Primary Education (MINEDUC, 2012). Objectives that share
common teaching knowledge have been selected, although they differ in the degree ol
depth that each educational level deserves, such as working with patterns, with the intention
of analyzing the transition and evolution that this content receives in accordance with the
school curriculum.

Teaching situation for pre-service teachers of Early Childhood Education

A teacher of Early Childhood Education should address the following learning objective: "Create sound.
visual, gestural, body or other patterns of two or three elements"”. She has 30 minutes to carry out an activity
with her students.

As a pre-service teacher, if you had to recommend to Camila an activity to address this objective with her
students, what would you propose? Describe and justify the activity that you would propose considering the
concepts and procedures that will be implemented during the development of the activity, the possible
orientations that must be addressed and anticipated to generate interaction, discussion and feedback with the
students.

Teaching situation for pre-service teachers of Primary Education

The teacher of the first year of Primary Education should address the following learning objective:
“Recognize, describe, create and continue repetitive patterns (sounds, figures, rhythms ...) and numerical
patterns up to 20, increasing and decreasing, using concreie, pictorial and symbolic material, manually and
/or through educational software”. You have 45 minutes to carry out an activity with your students.

As a pre-service teacher, if you had to recommend to Carlos an activity to address this objective with his
students, what would you propose? Describe and justify the activity that you would propose considering the
concepts and procedures that will be implemented during the development of the activity, the possible
orientations that must be addressed and anticipated to generate interaction, discussion and feedback with the
students.

Table 1. Vignettes used in pattern teaching situations

The teaching situation presented in cach vignette aims to place pre-service teachers
in a teaching context, in order to show and describe the components of mathematical
knowledge that they reveal through the design of a mathematical task.

The vignettes were presented to the participants, in the context of a regular class of
the participants' training process (90-minute session), in the respective courses they were
taking, with the authorization and collaboration of the academic trainers in charge. The
development of the study also considered the informed consent of the participants.
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For the design of the tasks, the pre-service teachers had access to the internet and
mathematics textbooks, since the didactic training they receive promotes the design of tasks
in different contexts, such as informal, intermediate and formal contexts (Alsina, 2019;
2020). The Internct and textbooks arc used to scarch for activitics in different contexts that
let them design mathematical tasks based on the training received.

Data analysis

To analyze the responses of pre-service teachers, deductive analysis categories were
established from the literature that consider the adaptation and evolution of the theoretical
tools provided by the MK'T model (Ball et al., 2008) in the context of the design of tasks
for teaching patterns.

Thus, considering the aspects to observe in the design of a task involving patterns,
we identified components of the subdomains of specialized content knowledge (SCK) and
knowledge of content and teaching (KCT), since they are directly linked to this professional
activity (Sullivan et al., 2015).

These components were first drafted and submitted for review by 4 experts in the
field of Mathematics Didactics in Early Childhood and Primary Education from Chile and
Spain, and then their comments and observations were considered for the elaboration of the
final components. The expert judgment allowed us to adjust the designed components,
shown in Table 2, in terms of clarity, to evaluate their formulation and wording, and in
terms of coherence, to assess whether they are logically related to the subdomains of the
MKT model that we intend to investigate in our study.

Specialized content knowledge
C1. Specify and expand the formal language of an algebraic nature associated with patterns based on the
educational level.
C2. Manage the complexity and depth of a task involving patterns while understanding its potential.
C3. Identify theorctical concepts and/or mathematical properties of a task on patterns.
C4. Select and use various representations to present a task involving patterns, such as natural language,
algebraic language, symbolic, graphical, or tabular representation.
C5. Present a variety of situations to which the study of patterns can be applied.
C6. Demonstrate rules for forming pattern sequences, numerical, geometric, or graphical regularities.
C7. Use definitions and/or properties to justify the validity of the results and procedures when solving a task
involving patterns.

Knowledge of content and teaching
C8. Select sequences of tasks that can be used to acquire or reinforce algebraic knowledge through teaching
itineraries, such as description of patterns, regularities and number relationships.
C9. Propose tasks that allow the regularities of a sequence and/or the rule for creating it to be described in
natural language.
C10. Propose teaching strategies based on mathematical games to motivate the use of algebraic language
and promote an understanding of patterns.

Table 2. Components of mathematical knowledge for teaching patterns when designing mathematical
tasks

In order to analyze the data, the authors coded the written productions of the pre-
service teachers based on the distribution of the presence or absence of the components.
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Scores were assigned to identify the presence (1 point) or absence (0 points) of the
components.

To guarantee the reliability of the coding process, the authors carried out a
calibration process, through joint coding and dcbatc scssions to standardize the criteria in
order to then carry out the individual coding. The tasks designed were analyzed through
cyclical and deductive reviews, considering the formulation of the task on a general level,
the questions that were asked in the task and how the early algebraic content was steered to
obtain the answers. This made it possible to evaluate the levels of inter-rater reliability,
yielding a reliability cocfficient greater than 85%, above the minimum acceptable (Tinsley
& Brown, 2000).

For the coding process, the authors used a log sheet for the components described in
Table 2 and cvidence of the segments of the tasks, and then assigned the corresponding
scores.

Finally, with regard to the examples selected, a criterion was established that
involved showing excerpts from tasks that exhibited a greater presence of the components
proposed in Table 2.

Results

According to our study objective, the results are based on the analysis of the
mathematical tasks proposed by 18 pre-service teachers of Early Childhood Education and
22 of Primary Education, to promote the study of the patterns.

Mathematical knowledge that teachers possess when designing tasks involving patterns

The description of the mathematical tasks designed by the pre-service Early
Childhood and Primary Education teachers made it possible to analyze the
presence/absence of the components of MKT for patterns organized according to the SCK
and KCT subdomains. Table 3 shows an overview of the distribution of both subdomains
based on their presence in the tasks proposed for working with patterns in Early Childhood
and Primary Education classrooms.

Subdomain of mathematical knowledge Early Childhood Primary
Education Tasks  Education Tasks

Specialized content knowledge (SCK) 83.3% 90.9%

Knowledge of content and teaching (KCT) 61.1% 45.4%

Table 3. Presence of MK'T subdomains for teaching patterns in Early Childhood and Primary
Education

Note that the SCK subdomain is more prevalent than KCT for both Early Childhood
and Primary Education tasks (above 75%). In the case of KCT, its presence is higher in
Early Childhood Education tasks (above 50%), while in Primary Education, its presence is
low, being found in fewer than 50% of the tasks.

Vol 47, 8, August 2022 59

180



Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza 181
del &lgebra en edades tempranas

Australian Journal of Teacher Education

Analysis of the Components of SCK and KCT

To show the trends of each subdomain of the MKT model observed in the written
productions of pre-service Early Childhood and Primary Education teachers when
designing a mathematical task, our analysis focuses on the presence of MKT components
for teaching patterns. The distribution of the presence of the components defined and
validated in this study is presented below.

Components of SCK

Table 4 shows the presence of the components involved in the development of SCK.
Note that in the case of the tasks proposed by pre-service Early Childhood Education
teachers, three components (C3, C6 and C7) are below 25%, and in Primary Education only
two (C5 and C6). This shows the participants’ indifference to incorporating in the
mathematical tasks a variety of situations in which to apply the study of early algebra, in
this case: the use of patterns to determine a generality; presenting rules for creating
sequences of patterns and numerical regularities; using definitions and/or properties to
justify the validity of the results and procedures when solving an algebraic task.

Components Early Childhood Primary
Education Tasks  Education Tasks

C1. Specify and expand the formal language of an algebraic

. . . 77.7% .9%
nature associated with patterns based on the educational level. 1.7% .
C.?,._ Manage .lhc cgmn]cxlly anfi depth of a task involving patterns 44.4% 54.5%
while understanding its potential.
C3. Identify theoretical concepts and/or mathematical properties 44.4% 90.9%

of a task on patterns.

C4. Select and use various representations to present a task
involving patterns, such as natural language, algebraic language, 33.3% 54.5%
symbolic, graphical, or tabular representation.

C5. Present a variety of situations to which the study of patterns

0y o
can be applied. 1% EELF%
Cé. D{:u}ouslralc ru!cs for lUfllllll‘lg, pattern sequences, numerical, 5.5% 13.6%
geomelric, or graphical regularitics.

C7. Use definitions and/or properties to justify the validity of the 16.6% 31.8%

results and procedures when solving a task involving patterns.

Table 4. Presence of SCK components for teaching patterns in Early Childhood and Primary
Education

Component 1 stands out with a significantly higher presence in relation to the other
six components observed in the proposed Early Childhood Education tasks (77.7%),
demonstrating that the participants were able to specily and expand the formal language of
an algebraic nature for this level of education. Similarly, this component is prominent in the
Primary Education tasks (90.9%), as is component 3 (90.9%). The presence of the latter
shows that pre-service Primary Education teachers identified theoretical concepts and/or
mathematical propertics in the algebraic tasks they proposed, such as repetition patterns,
number sequence, increasing and decreasing sequences, and others.
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Components of KCT

In relation to the components that comprise this subdomain, Table 5 shows a greater
presence in the tasks proposed by the pre-service Early Childhood Education teachers than
in those of the Primary Education teachers. Component 8 is present in over 50% of the
tasks proposed by the pre-service Early Childhood Education teachers, while the scope of
the components is low in the Primary Education tasks, ranging between 18.1% and 45.4 %.

Component | shows that the participants mostly considered the selection of
sequences of tasks that allow students to acquire algebraic knowledge over those that allow
them to describe, using natural language, the regularities of a sequence and/or the rules for
creating one (C9). Finally, we see that component 10, which is related to the
implementation of strategies based on mathematical games to motivate the use of algebraic
language and promote an understanding of early algebra, is the component that is present
the least in this area of knowledge.

Component Early Childhood Primary
Education Tasks  Education Tasks

C8. Select sequences of tasks that can be used to acquire or

reinforce algebraic knowledge through teaching itineraries, such 61.1% 45.4%
as description of patterns, regularities and number relationships.
C9. Propose tasks that allow the regularities of a sequence and/or
the rule for creating it to be described in natural language.

C10. Propose teaching strategies based on mathematical games
to motivate the use of algebraic language and promote an 22.2% 18.1%
understanding of patterns.

33.3% 22.7%

Table 5. Presence of KCT components for teaching patterns in Early Childhood and Primary
Education

Below, Figure 1 provides an example of a task proposed by a Primary Education
pre-service teacher, showing the presence of the components described above.

Through the game the following situation is modeled: Clap- stamp- say “A"- Clap-
stamp- say “A"- Clap

Questions: How do we continue the sequence? What's next? What is the pattern?
How many elements does the repeating pattern have? How do these elements repeat?
The teacher should explain to his students that a pattern is a set of elements ordered
according to a rule, which when repeated several times forms a sequence.

Can we form another pattern with these elements? What would the sequence look
like?

Children represent the new sequence with math link cubes.

Figure 1: Extract task PF-10, Primary Education

With regard to SCK, the task put forth shows that the pre-service teacher proposces a
rhythmic repetition pattern with three elements. Both the questions presented - What is the
pattern? How many elements does the repeating pattern have? - and the way in which the
definition of a pattern is formalized show that the task requires the formal language of an
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algebraic nature (C1) and identifies theoretical concepts related to the development of the
carly algebraic task (C3).

The task focuses on expanding the sequence, identifying the unit of repetition, and,
finally, inventing a new pattern by rearranging the elements in the sequence, mobilizing the
skills to make patterns gradually, extend, recognize the unit of repetition, and create a
pattern, respectively. This makes it evident that the pre-service teacher can handle the
complexity and depth of the task to teach patterns, understanding their potential (C2).

Another aspect observed in the task is that the pre-service teacher proposes various
situations where the study of patterns (C5) can be applied, by suggesting the expansion of a
sequence using a rhythmic pattern and then representing a pattern created with the multilink
cubes. This last indication provides evidence for the presence of the C4 component, since
the pre-service teacher considers the graphical representation of an ABC repetition pattern
to carry out the task.

When designing the task, the teacher considers the use of the definition of pattern to
justify the validity of the results, revealing the presence of the C7 component. However, the
absence of the C6 component in the task designed is of note.

Regarding the KCT demonstrated in the task, there is an absence of component 8,
since the task designed does not present a sequence of activities through teaching
itineraries, it is only developed in an informal context, which allows visualizing the
mathematical ideas around the patterns in a concrete manner through the game and
manipulatives. However, the task can be used to describe in natural language the regularity
of the sequence (C9) by prompting the identification of the unit of repetition.

Finally, the task promotes an understanding of patterns through game-based
teaching strategies (C10), since the task begins by reproducing a sequence with a
mathematical game that models a situation with a rhythmic pattern sequence.

As an example, Figure 2 shows the analysis of an extract from a task proposed by an
Early Childhood Education pre-service teacher.

To introduce the content, children can be shown a video
https://www.youtube.com/watch?v=-SxFOTZG5_w) that proposes sequences
where they can complete the series with the missing term and go observing the
pattern. The teacher of Early Childhood can guide the presentation of the video
through the questions: What do you observe? What elements are repeated? What
elements must we add to continue the sequence?

Then the children can work on a worksheet by painting the geometric figures that
form a pattern: blue triangle- green triangle, blue triangle- green triangle, blue
triangle- green triangle. You can work with two different figures such as: yellow
square-red circle, yellow square-red circle, yellow square - red circle. In both cases
we are working with visual patterns of two elements (AB).

Finally, the children are asked to get together in pairs to create gestural patterns of
three elements (ABC), for example: surprise-sadness-anger. Each pair can present
their composition. To reflect on the experience, the teachers may ask: Can you create
a different pattern with the same gestures? How do we achieve this?

Figure 2: Extract task PF-04, Early Childhood Education
Regarding the SCK, the pre-service teacher proposes the task with repetition

patterns of two and three elements. The design of the task and the questions formulated by
the teacher exhibit the presence of components C1 and C3, since they use a formal
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language of an algebraic nature and identify theoretical concepts associated with the
patterns based on the use of terms such as sequence, series, visual patterns, gesture patterns.

The first part of the task focuses on expanding a sequence, then duplicating a
pattern, and, finally, inventing a pattern, mobilizing the skills of extending, copying, and
creating, respectively. The presence of component C2 is evident, since the pre-service
teacher handles the complexity and depth of the task to teach patterns, understanding their
potential.

The design of the task also shows that the pre-service teacher handles a variety of
situations to work in more detail with patterns (C3), such as, for example, the observation
of patterns with two and three elements to extend a series, the use of visual patterns through
geometric figures and the use of gesture patterns. However, there is no evidence of the use
of various representations when planning the task (C4) or definitions to justify the validity
of the results when solving the task (C7).

With regard to KCT, the description of the task reveals a sequence of activities
proposed by the pre-service teacher to enhance the study of patterns through teaching
itineraries (C8). The task begins at an intermediate context through the use of'a
technological resource (video), and progresses towards a formal context where the content
is formalized with a worksheet. However, the task as presented does not consider informal
contexts.

The task proposes continuing sequences, identifying the core of a pattern and
creating patterns with two and three elements. In this sense, the task allows students to
describe, using natural language, the regularities observed in each sequence (C9) through
the questions that are posed, for example: What do you observe? What elements are
repeated? What elements must we add to continue the sequence?

The design of the task lacks component C10, since the task does not consider game-
based teaching strategies to motivate the use of algebraic language and promote an
understanding of patterns.

Final Considerations

This rescarch has analyzed the mathematical knowledge possessed by 40 pre-
service Chilean Early Childhood and Primary Education teachers when designing
mathematical tasks to teach patterns. It considers the fact that task design can be used to
link the knowledge needed to perform various professional tasks, such as organizing
mathematical content, interpreting learning and managing teaching (Llinares, 2011).

We focused on the design of mathematical tasks that can be used to work with
patterns in the third level of Early Childhood Education (4-5 years of age) and the first year
of Primary Education (6-7 years of age), in accordance with the learning objectives
conlained in the Chilean school curriculum for both learning stages (MINEDUC, 2012;
2018). In order to analyze these tasks, we relied on the MKT model (Ball et al., 2008), and
more specifically on the SCK and KCT subdomains, since they are directly involved in the
design of mathematical tasks (Sullivan et al., 2015).

The pre-service teachers have designed a variety of mathematical tasks on patterns
based on specific teaching levels. These tasks encourage the observation of regularities
involving different actions and representations (Liljedahl, 2004).
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The analysis of the tasks designed to promote the study of patterns made it possible
to accentuate aspects involving the mathematical knowledge of pre-service teachers,
showing that the SCK subdomain is more developed than the KCT subdomain, attaining
average presences of 87.1% and 53.2%, respectively. Despite the fact that both subdomains
are above 50%, the description of the mathematical tasks consider partial aspects of this
knowledge. In the area of SCK, for example, the component that involves demonstrating
rules for creating sequences of patterns, or numerical, geometric or graphic regularities has
the lowest presence in the mathematical tasks of Early Childhood (5.5%) and Primary
(13.6%) Education. Another component that exhibits gaps in this subdomain is presenting a
variety of situations in which the study of patterns can be applied, and using definitions or
properties to justify the validity of the results and procedures in solving a pattern task,
which is present in fewer than 50% of the tasks proposed for both school levels.

Regarding KCT, which is related to presenting tasks that can be used to describe,
using natural language, the regularities of a sequence or the rule for creating it, its presence
is below 50%, as is proposing teaching strategies based on mathematical games to motivate
the use of algebraic language and promote an understanding of patterns.

Consequently, the low level of detail of mathematical knowledge displayed by the
study participants has shown that the tasks designed to teach patterns do not guarantee a
high cognitive potential, as Smith and Stein (1998) suggests. However, instructing the pre-
service teachers to craft mathematical tasks has underscored their ability for mathematical-
didactic design (Pepin, 2015).

In general terms, considering the results of various studies analyzed by Authors
(Pincheira & Alsina, 2021b) as part of a systematic review of the mathematical knowledge
of Early Childhood and Primary Education teachers to teach early algebra, our [indings
match those of similar research that analyzed SCK and KCT, which revealed that teachers
are able to progress in the analysis of specific aspects of a pattern task (Bair & Rich, 2011)
and have a good handle on the representations available to teach this content, such as
manipulatives, function tables, and diagrams (McAuliffe & Lubben, 2013); however, the
explanations they provide about the tasks selected to describe the relationships that lead to
generalization are not always considered successful (Zapatera & Callejo, 2017).

Moreover, Wilkie (2014; 2016) and Wilkie and Clarke (2015) show that teachers
identify pattern generalization strategies, but they exhibit problems in representing the
generalizations symbolically.

These results provide evidence on the mathematical knowledge that pre-service
teachers bring to bear to promote the teaching of patterns in Early Childhood and Primary
education. More specifically, the analysis carried out has allowed us to identify the
mathematical knowledge that should be addressed most urgently during the process of
initial teacher training if we are to promote an ideal learning of patterns from the earliest
levels of education.

However, the previous training received by teachers can inflluence the result of the
tasks they propose, since preschool and primary education teachers do not exhibit uniform
knowledge when designing mathematical tasks. In this regard, two limitations are
considered: not having delved into the CCK of the teachers, as it would have allowed us to
establish links with the SCK; and not having conducted follow-up interviews to identify
and confirm the knowledge promulgated by the pre-service teachers in the design of the
tasks.
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Another limitation of our study is that it does not consider formative experiences in
the design of mathematical tasks that promote progress and improvement of the initial
proposal, as noted by Liljedahl et al. (2007). As a result, future studies will need to
investigate educational resources and strategies that can be used to enhance the
mathematical knowledge of pre-service teachers to ensure that patterns are taught
effectively from the first years of school, since the quality of mathematics teaching depends
on the knowledge of teachers (Ball et al., 2008), meaning that their professional
development positively impacts the quality of teaching and student performance (Cohen &
Hill, 2001). From this perspective, the development of skills to design challenging
mathematical tasks that promote in-depth learning of this content block, accompanied by
training experiences that provoke reflection around the analysis, implementation and
redesign of these tasks, will allow pre-service teachers to progress towards the acquisition
of the mathematical knowledge they need in order to teach patterns effectively.
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Resumen

El objetivo de este estudio es presentar el proceso de construccion y validacion de un
instrumento para evaluar el conocimiento del futuro profesorado de Educacion
Infantil para ensefiar dlgebra temprana, desde ¢l modelo Mathematical Knowledge for
Teaching (MKT). Iiste proceso consta de cinco fases: 1) revision de la literatura sobre
el conocimiento del profesorado para ensefiar matematicas desde la perspectiva del
MKT y la ensefianza del dlgebra temprana; 2) andlisis del tratamiento otorgado al
dlgebra temprana en el curriculo y los libros de texto de Educacion Infantil; 3)
construccion de la version inicial del instrumento; 4) validacion del instrumento a
través del juicio de expertos y una prueba piloto; y 5) ajustes y construccion de la
version final del instrumento. Como resultado, se ha obtenido el Cuestionario MKT-
dlgebra temprana (3-6), conformado por seis items de respuesta abierta que permiten
profundizar en ¢l conocimiento para ensefiar los contenidos matemadticos que
caracterizan el dlgebra temprana en Educaciéon Infantil: relaciones a partir del
reconocimiento de atributos, seriaciones a partir de patrones de repeticion y
descripcion de cambios cualitativos y cuantitativos. Se concluye que la aplicacion del
instrumento puede servir de orientacion para apoyar el proceso de formacion del
profesorado de Educacion Infantil sobre algebra temprana.

Palabras clave

Conocimiento Matematico para la Ensefianza, f\lgebra Temprana, Instrumento de
Evaluacion, Futuro Profesorado, Educacion Infantil

Abstract

The objective of this study is to present the process of construction and validation of
an instrument to evaluate the preservice teachers' knowledge to teach early algebra
from the Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) model. This process
consists of five phases: 1) review of the literature on teachers' knowledge to teach
mathematics from the perspective of MKT and the teaching of early algebra; 2)
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analysis of the treatment given to early algebra in the Early Childhood Education
curriculum and textbooks; 3) construction of the initial version of the instrument; 4)
validation of the instrument through expert judgement and a pilot test; and 3)
adjustments and construction of the final version of the instrument. As a result, the
MKT-Early Algebra Questionnaire (3-6) has been obtained, made up of six open-
ended items that allow us to deepen our knowledge in order to teach the
mathematical contents that characterise carly algebra in Early Childhood Education:
relations based on the recognition of attributes, serialisation based on patterns of
repetition and description of qualitative and quantitative changes. It is concluded that
the application of this instrument can serve as a guide to support the training process
for Early Childhood Education teachers in early algebra.

Key Words

Mathematical Knowledge for Teaching, Larly Algebra, Evaluation Instrument, Pre-
service Teachers, Early Childhood Education

1. INTRODUCCION

La incorporacion de conocimientos de naturaleza algebraica desde los primeros afios
de escolarizacion es una temdtica ampliamente discutida en la literatura bajo las
directrices del Farly Algebra, a partir de ahora, algebra temprana. Fsta propuesta
curricular propone promover el desarrollo del pensamiento algebraico desde las
primeras edades para asegurar una mejor comprension de las matematicas en las etapas
educativas posteriores (Cai y Knuth, 2011: Kaput, 2008).

En este contexto, se plantea introducir el dlgebra temprana principalmente desde la
Educacion Primaria. Sin embargo, diversos autores y organismos promueven desde
hace aios que la ensefianza de este bloque de contenido trascienda a la Educacion
Infantil (e.g., Alsina, 2019; 2022; Clements y Sarama, 2015; NCTM, 2000; 2006).
Asimismo, los curriculos contemporaneos de Educacion Infantil no han quedado ajenos
a esta propucsta y sc ha ido cvidenciando una mayor presencia de conocimicntos
asociados a la actividad algebraica temprana (Pincheira y Alsina, 2021a).

Ensefiar algebra temprana en los primeros afios implica iniciar el desarrollo de modos
de pensamiento —relacional, funcional, ete.— que se manifiestan por medio de diversas
tareas, como “el andlisis de las relaciones entre cantidades, identificar estructuras,
estudiar el cambio, la generalizacion, la resolucion de problemas, la modelizacion, la
justificacion, el ensayo y error y la prediccion” (Kieran, 2004, p. 149). Para alcanzar el
desarrollo de dicha actividad matematica, Pincheira y Alsina (2021a) caracterizan los
conocimientos involucrados en la resolucion de tareas que promueven el desarrollo del
pensamiento algebraico temprano en Educacién Infantil: a) relaciones a partir del
reconocimiento de atributos al experimentar con elementos u objetos; b) seriaciones a
partir de patrones de repeticion; y ¢) descripcion de cambios cualitativos y cuantitativos.

Desde este prisma, la nueva proyeccion que ha conocido la ensefianza del algebra
representa un desatio para el profesorado; por tanto, se requiere prestar especial
atencion a los conocimientos matematicos que poseen y desarrollan durante su proceso
de formacion. Segiun Chapman (2014) “no sélo es importante lo que saben los
profesores de matemadticas, sino también como lo saben y lo que son capaces de
movilizar para la ensefianza” (p. 295).

Pese a la importancia que tiene el conocimiento matemético del profesorado, puesto
que impacta positivamente en la calidad de la ensefianza que imparten y el logro de las
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competencias matematicas de los estudiantes (Blomeke y Delaney, 2012; Lane et al.,
2015), las investigaciones se han centrado en analizar principalmente los conocimientos
matematicos del profesorado de Educacion Primaria en formacién y activo sobre
dlgebra temprana (e.g., Souza et al.,, 2020; Wilkie, 2014; Zapatera y Quevedo, 2022).
Nuestro propdsito es ampliar estas investigaciones hacia el profesorado de Educacion
Infantil, dado que ellos conforman el punto de partida desde donde se requiere
introducir la ensefianza de este bloque de contenido.

Asumimos la importancia que tiene la implementacion de acciones formativas y el
desarrollo de herramientas que permitan caracterizar ¢l conocimiento matematico del
profesorado de Educacion Infantil sobre la ensefianza del dlgebra temprana. Desde esta
perspectiva, el objetivo de nuestro estudio es construir y validar un instrumento para
evaluar el conocimiento matematico para ensefiar dlgebra temprana durante la
formacion inicial del profesorado de Educacion Infantil. Para ello, nos situamos en el
modelo de Conocimiento Matematico para la Ensefianza (Mathematical Knowledge for
Teaching-MKT) propuesto por Ball et al. (2008).

2. FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1. Conocimiento matematico para la ensefianza

Los avances planteados por Shulman (1986.1987) en el marco del conocimiento
profesional del profesorado para ensefiar las diferentes asignaturas han dado paso, en el
caso concreto de las matematicas, al modelo MKT propuesto por Ball et al. (2008). Este
modelo se ha desarrollado como una herramienta analitica del conocimiento del
profesorado y se define como *el conocimiento matematico que se utiliza en el aula
para producir instruccién y crecimiento en el alumno™ (Hill et al., 2008, p. 374), e
incluye tanto conocimicento propiamente disciplinar como conocimiento didactico.

A partir del analisis de las practicas del profesorado, Ball et al. (2008) determinaron
las demandas matematicas de la ensefianza que posteriormente conforman los
componentes del modelo, proporcionando una base empirica de la relacion positiva que
constituye el conocimiento pedagdgico del profesorado y los resultados de aprendizaje
de los estudiantes. De este modo, el modelo MKT establece un mapa de dominio del
conocimiento matematico para la ensefianza, que considera el conocimiento del
contenido y ¢l conocimiento pedagogico del contenido, como se ha indicado.

El conocimiento del contenido incluye tres subdominios: el Conocimiento Connin del
Contenido (CCK), que se refiere al “conocimiento matemdtico y habilidades que se
emplean en situaciones que no son exclusivas de la ensefianza” (Ball et al., 2008,
p.399), es decir, corresponde al manejo que se puede alcanzar a lo largo de los niveles
educativos y que posee cualquier persona que se enfrenta a una tarea matematica; el
Conocimiento Especializado del Contenido (SCK), que se refiere al “conocimiento
matemdtico y habilidad exclusiva para la ensefianza” (Ball et al., 2008, p.400), un
conocimiento que es especifico del profesorado v que se emplea para desarrollar tareas
de la ensenanza alusivas a: “como representar con exactitud ideas matematicas, ofrecer
explicaciones mateméticas de reglas y procedimientos que cominmente se encuentran
en la ensefianza, analizar y comprender los métodos inusuales que permiten resolver un
problema™ (Hill et al, 2008, pp. 377-378); v el Conocimiento del Horizonte
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Matemqdtico, que se describe como “el conocimiento que tiene ¢l docente de como estan
relacionados los temas matematicos incluidos en el curriculo™ (Ball et al., 2008, p. 403),
lo cual permite establecer la manera en que los contenidos matematicos sc relacionan
con otros en el curriculum a lo largo de las diversas etapas educativas y ofrece una
vision para entender las conexiones entre las diversas nociones de la matematica y/o con
otras ciencias.

El conocimiento pedagogico del contenido se compone también de tres subdominios:
el Conocimiento del Contenido y los Estudiantes (KCS), que se define como el
“conocimiento del contenido que se entrelaza con el conocimiento de como los
estudiantes piensan, saben o aprenden un contenido particular” (Hill et al., 2008, p.
375), es el conocimiento que maneja el profesor acerca de los saberes de los estudiantes,
permitiéndole predecir situaciones vy adelantarse a las inquietudes, actitudes o
dificultades del alumnado; el Conocimiento del Contenido y la Ensefianza (KCT), se

define como “el conocimiento que combina el conocimiento sobre la ensefanza con el

matemdtico™ (Ball et al., 2008, p. 401), este conocimiento integra el conocimiento
matematico especifico, y aspectos pedagogicos y diddcticos de los procesos de
ensefianza que intervienen en el aprendizaje de los estudiantes; y, finalmente, cl
Conocimiento del Curriculo, que se refiere al conocimiento de los objetivos,
contenidos, fines, orientaciones curriculares para la ensefianza, que permiten al profesor
guiar su practica y seleccionar las tareas adecuadas para el aprendizaje de sus
estudiantes (Ball et al,, 2008), es decir, estd relacionado con las orientaciones y
enfoques correspondientes a los programas disefiados para cada nivel educativo en el
area de matematicas.

Las herramientas tedricas que otorga el modelo MKT son de gran riqueza en el
ambito de la educacion matematica, dado que permiten categorizar los conocimientos
que debe manifestar el profesorado en el desarrollo de su prictica para la ensefianza de
las matematicas.

2.2. Investigaciones previas sobre el conocimiento del futuro
profesorado y el profesorado en activo de Educacion Infantil para

ensefiar dlgebra temprana

Los estudios sobre el conocimiento matematico del profesorado de Educacion
Infantil para ensefiar dlgebra temprana son escasos. En el marco de una revision
sistematica desde la perspectiva del modelo MKT, Pincheira v Alsina (2021b) han
informado que dichos estudios, en su mayoria, abordan aspectos generales sobre la
ensefianza de las matematicas y tangenciales respecto del dlgebra temprana, centrdndose
principalmente en el analisis de situaciones de ensefianza que involucran patrones. En
este apartado nos referiremos sélo a aquellos conocimientos que tienen estrecha relacion
con ¢l algebra temprana.

Bair y Rich (2011), por ejemplo, analizan el conocimiento especializado para el
desarrollo del razonamiento algebraico en méis de 5.000 futuros profesores de
Educacion Infantil y Primaria en cursos de formacion durante un periodo de tres afios.
Los resultados revelan una [alta de capacidad para ejemplificar la naturaleza de las
relaciones entre cantidades y dificultades para establecer conexiones entre distintas
representaciones de una secuencia numérica. Por otra parte, Noviyanti y Suryadi (2019)
en un estudio con 35 profesores de Fducacion Infantil en activo evalian el
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conocimiento matematico basico, evidenciando limitaciones en el conocimiento del
contenido sobre el sentido numérico y los patrones. Gasteiger et al. (2020) analizan el
conocimiento matematico de 149 profesores de Educacion Infantil en activo y ¢n
formacion, observando una incomprension del término matematico “patrdén regular”,
que los lleva a la toma de decisiones erréneas en un contexto de ensefianza sobre
4lgebra temprana. Asimismo, Cabral et al. (2020) desde una perspectiva amplia sobre la
formacion del profesorado en algebra, realizan una experiencia formativa con dos
parejas de profesores de Educacion Infantil en formacion, donde analizan el
conocimiento matematico sobre patrones repetitivos v la capacidad de percibir el
pensamiento algebraico de los nifios de la Escuela Infantil. Los resultados revelan
dificultades para entender los patrones repetitivos como un objeto matemaitico, sin
embargo. abordan aspectos relevantes del pensamiento algebraico de los nifios,
presentando algunas limitaciones en su interpretacion.

Los resultados de eslas investigaciones reflejan que el profesorado de Educacion
Infantil en formacion y activo, presenta una falta de dominio respecto de los
conocimientos que se requieren para enfrentar tareas algebraicas tempranas e incorporar
estrategias de ensefianza a su instruccion.

3. METODOLOGIA

Para caracterizar ¢l conocimiento matematico del profesorado de Educacion Infantil
para la ensefianza del algebra temprana, se ha elaborado un cuestionario denominado
MKT-algebra temprana (3-6).

El proceso de elaboracion del cuestionario ha considerado las siguientes fases: 1.
Revision de la literatura sobre el conocimiento matematico del profesorado de
Educacion Infantil y la ensefanza del dlgebra temprana; 2. Andlisis del tratamiento
otorgado al dlgebra temprana en el curriculo y los libros de texto de Educacion Infantil;
3. Construccion de la version inicial del instrumento; 4. Validacidn del instrumento; 5.

Ajustes y construccion de la version final.

3.1. Construccion de la version inicial del instrumento

En primer lugar, a partir de las fases 1 y 2 se han seleccionado tareas matematicas y
situaciones de ensefianza que atiendan a la caracterizacion del algebra temprana para la
Educacion Infantil propuesta por Pincheira y Alsina (2021a), dando lugar a los items
iniciales del cuestionario. En segundo lugar, considerando el modelo MKT (Ball et al.,
2008) se ha indagado en aspectos iniciales de los dominios y subdominios que lo
componen. Esto ha dado lugar al planteamiento de preguntas que nos aproximen al
conocimiento matematico del profesorado en torno a las lareas y siluaciones de
ensefianza seleccionadas.

De este modo, la version inicial del cuestionario ha sido conformada por seis items
de respuesta abierta (Anexo 1), puesto que permiten obtener un mayor grado de detalle
en las respuestas de los participantes (Alvarez, 2003). A su vez, la riqueza particular que
aporta cada item en torno al conocimiento algebraico temprano ha dado lugar a un total
de 22 preguntas que pretenden evaluar el conocimiento matematico del profesorado de
Educacion Infantil, como se aprecia en la Figura 1.
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Figura 1. Estructura del cuestionario inicial

Cabe destacar que el cuestionario considera un primer apartado que recoge datos
generales de identificacion de los participantes, tales como, sexo, edad y estudios
previos realizados.

3.2. Validacion del instrumento mediante juicio de expertos y
aplicacioén piloto

3.2.1. Juicio de expertos

La version inicial del cuestionario se ha sometido a un proceso de validez del
contenido a través del juicio de expertos v una aplicacion piloto para establecer su
fiabilidad.

En relacion con el juicio de expertos, estos se seleccionaron segin criterios de
experiencia en el ambito de la Didactica de la Matematica, mas especificamente, con el
modelo MKT y el estudio del algebra temprana.

El juicio ha sido realizado por 12 expertos de Chile y Espaiia, proporcionandoles via
correo electrénico, el instrumento y una pauta para valorar el grado de adecuacion de
cada item de acuerdo con los dominios y subdominios del conocimiento matematico,
considerando  tres  categorias para evaluar y sus respectivas  puntuaciones de
valoraciones: a) grado de correspondencia, en relacion con la pertinencia o no
pertinencia al modelo MKT (2: pertenece, |: no pertenece); b) formulacion, referido al
lenguaje vy claridad de cada item (3: adecuado, 2: a mejorar, 1: no adecuado; y ¢)
pertinencia, vinculado con la coherencia del item respecto de cada subdominio (3:
pertinente, 2: con dudas, 1: no pertinente).

De igual modo, se ha habilitado un Gltimo apartado para expresar comentarios,
observaciones o propuestas de mejora para cada item en particular y a nivel general del

cuestionario.
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3.2.2. Aplicacion piloto

A partir de la validacion del juicio de expertos, se ha modificado el instrumento,
dando lugar a la aplicacion piloto del cuestionario, que se ha llevado a cabo en Espaiia
con 10 futuros profesores de Educacion Infantil. La muestra ha sido escogida a través de
un muestreo no probabilistico de caracter accidental o causal (Fernandez et al., 2014),
puesto que el criterio de seleccion ha sido determinado por la posibilidad de acceder a
este grupo.

Han participado estudiantes del segundo curso del Grado de Maestro de Educacion
Infantil de la Universidad de Girona que cursaban la asignatura de “Aprendizaje de las
Matematicas”. El 40% de los participantes ha cursado el Bachillerato, el 50% ha
realizado el ciclo formativo de grado superior y el 10% ambos estudios.

El cuestionario piloto ha sido respondido de manera voluntaria durante una clase
lectiva decl proceso de formacion de los participantes (90 minutos), firmando
previamente un consentimiento informado.

Las edades de los participantes fluctian entre 19 y 24 afios, siendo el 100% mujeres.
Cabe destacar que dichos participantes no han recibido formacion previa en el ambito
de la educaciéon matematica, ni experiencias de pricticas pedagigicas.

Por otra parte, se ha analizado la consistencia interna y fiabilidad del cuestionario
(coeficiente Alfa de Cronbach), usando el tratamiento de datos SPSS Stadistics 27. De
acuerdo con Oviedo y Campo-Arias (2005) para que una escala tenga consistencia
interna y se considere fiable debe darse un Alfa de Cronbach a partir de 0,7.

Asimismo, se ha determinado el indice de dificultad de los items (ID), definido como
la razdn entre el nimero de aciertos y el nimero de respuestas (Muiiz, 2017). Los
valores que puede tomar el ID fluctian entre 0 y 1, donde 0 indica un alto grado de
dificultad del item y 1 un grado de maxima f(acilidad, siendo los indices de dilicultad

media los que mejor discriminan.

4. RESULTADOS

En lo que sigue se describen los datos obtenidos a partir de la validacion del
instrumento, que considera la valoracion del juicio de expertos y la aplicacion piloto del

cuestionario.

4.1. Valoracion del juicio de expertos

La valoracion otorgada por los 12 expertos respecto del grado de adecuacion de los
items con los dominios y subdominios del modelo MKT, a partir de las categorias de
correspondencia, formulacion y pertinencia, han permitido realizar un analisis
descriptivo de las puntuaciones (Tabla 1). Dichas puntuaciones pueden fluctuar entre un
minimo de 3 y un maximo de 8 puntos, en cada item que conforma el cuestionario.

Se ha determinado la media, desviacion tipica y el coeficiente de variacion
(desviacion tipica/media aritmética™100) de cada uno de los items, con el objetivo de
valorar cudles deben ser mantenidos o eliminados para la siguiente version del

cuestionario.
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items Minimo Maximo Media 1Jes‘\’i.a cion o ?ie{m s
tipica variacién
a) G 8 T.66 0,651 8,498
1 b} G 8 7.66 0,651 8,498
c) 6 8 7.50 0,674 8,986
a) 6 8 1,75 0,621 8012
2 b 7 8 T.66 0,492 6,422
c) 7 8 T.83 0,389 4,968
a) 6 8 7.66 0,651 8,498
b) 7 8 7,15 0,452 5,832
8 c) 7 & 7,15 0,452 5,832
dj 7 8 7.83 0,389 4,968
a) P 8 191 0,288 3,640
b) 6 8 7.66 0,651 8,498
* c) 7 8 791 0,288 3,640
d) ) 8 7.83 0,389 4,968
a) 7 ) 1,75 0,621 8012
b 7 8 7,75 0,452 5,832
5 c) 6 8 7.66 0,651 8,408
d) 7 8 7.9 0,288 3641
a) G 8 T.83 0,577 7.369
b) 7 8 1,75 0,452 5,832
¢ c) 7 8 7.91 0,288 3.641
d) 7 8 7.91 0,288 3641

Tabla 1. Estadisticos descriptivos de cada item segin la valoracion de expertos (m7=12)

El criterio de eliminacion de los items es que obtuvieran una media inferior a 7
puntos, u observar altos niveles de discrepancia en el coeficiente de variacion, es decir,
una variacion superior al 25% (Lopez y Sanz, 2021).

A partir del analisis estadistico de la Tabla 1, es posible observar que el instrumento
no requiere de la eliminacion de items. No obstante, se han recogido y analizado los
comentarios aportados por los expertos, permitiendo ajustar los items:

ftem 1: se modifict el enunciado v se mejoro la redaccion de 1a), 1b), 1c).

ftem 2: se corrigio la redaccion de 2a), 2b), 2¢).

ftem 3: se mejord la redaccion de 3a), 3b), 3d) y se cambi6 el término “alumno”™ por
“nifio” en 2c).

item 4: se modifico el enunciado correspondiente a la intervencién de la maestra y la
figura. Asimismo, se mejord la redaccion de 4b) y se cambid el término “alumna” por
“nifia” en 4¢) y 4d).

[tem 5: se modifico el enunciado y se mejoro la redaccion de 5b), Sc), 5d).

ftem 6: se modificé el enunciado, las figuras se enmarcaron en dos recuadros y se
mejord la redaccion de 6a), 6b), 6¢), 6d).

4.2, Valoracion de la aplicacion piloto del cuestionario

La aplicacion piloto del cuestionario ha considerado inicialmente la lectura de las

instrucciones para responder y el tiempo estimado para su aplicacion.
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Posteriormente, durante el transcurso de la aplicacion se registraron, a través de notas
de campo, las dudas que tenian los participantes (#=10) respecto de la redaccion de los
items y preguntas que conforma el cucstionario. Esto ultimo ha permitido adecuar el
instrumento para mejorar la comprension de los enunciados: a) en la pregunta 4a) no
quedaba claro si se referia a la descripeion verbal de la serie o la representacion de la
misma; b} en relacion con los items 2 y 6 se han ampliado las figuras; y ¢) se mejoro la
redaccion del item 5, puesto que el 40% presenté dificultades para entender el contexto
en el que se desarrolla la tarea.

Respecto del tiempo, todos los participantes terminaron de responder el cuestionario
antes del periodo asignado. por lo que se ha considerado que el tiempo estimado es
adecuado.

Por otra parte, para analizar los resultados de las respuestas otorgadas por los futuros
profesores de Educacion Infantil, se establecieron criterios a través de una riibrica segiin
la pertinencia de las respuestas. Para ello, se ha realizado la codificacion de los datos, de
acuerdo con el grado de correccion de las respuestas, asignando puntuaciones: 2 si la
respuesta es correcta, | si es parcialmente correcta y 0 si la respuesta es incorrecta,
alcanzando ¢l cucstionario una puntuacion maxima de 44 puntos y un minimo de 0
puntos.

A partir de los resultados obtenidos, no se observaron puntuaciones maximas y las
puntuaciones totales fluctiian entre 14 vy 34 puntos, con una media de 22 puntos,
obteniendo un porcentaje de logro del 50%.

En relacion con el grado de consistencia y fiabilidad del instrumento, se aplico el
Alfa de Cronbach, obteniendo un valor de 0,72, siendo aceptable. Este valor s
favorable e indica que los items del cuestionario tienen coherencia interna.

Para calcular ¢l ID del cucstionario, s¢ consideraron las respuestas corrcctas,
parcialmente correctas e incorrectas, desestimando las preguntas no respondidas por los
participantes. La Tabla 2 muestra un resumen estadistico de los datos:

ftems 1 2 3 4 5 6
D a) by ¢ ay by ¢ @ b ¢ d a by ¢ d a) b ¢ d a b o d)
(P2) 44 71 0 40 6D 60 60 O 67 13 100 O 0O &0 11 3| 11 40 10 0 38 17

Tabla 2. indice de dificultad de los items del cuestionario

La dificultad media del cuestionario es del 37%, siendo el item 4a) el que presenta
menor grado de dificultad, relacionado con el conocimiento comin del contenido.
Mientras que, los items que presentan mayor grado de dificultad son el 1¢) vinculados
con el conocimiento del horizonte matematico, el 4b) relacionado con el conocimiento
especializado del contenido y, los items 4¢) y 6b) asociados con conocimiento del
contenido y los estudiantes.

En lo que sigue, se describe el anilisis de los principales hallazgos, de acuerdo con
las respuestas obtenidas en cada uno de los items.

4.2.1. Anadalisis item [

Este item se toma a partir de las experiencias de aprendizaje propuestas en el
programa pedagogico chileno de Educacion Infantil (Mineduc, 2019). El proposito de
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los items la), 1b) y Ic) es evaluar el conocimiento especializado del contenido, el
conocimiento  del curriculo  y el conocimiento  del horizonte matematico,
respectivamente, vinculados con establecer relaciones a partir del reconocimicnto de
atributos al experimentar con elementos u objetos.

En la Tabla 3, se evidencia que solo el 40% de los participantes logran identificar los
conocimientos matematicos que deberian poner en practica los nifios y nifias para
participar de la tarea propuesta. Mientras que 5 futuros profesores (50%) identifican
correctamente el objetivo de la tarea, seflalando por ejemplo, “identificar y reconocer
las caracteristicas sensoriales de los objetos al clasificar por atributos™ (futuro profesor
8). Podemos inferir que tanto el conocimiento especializado del contenido como el
conocimiento del curriculo presentan limitaciones.

201

item | Respuestas correctas  Respuestas parcialmente correctas  Respuestas incorrectas  No responde
a) 40 50 0 10
h) 50 10 10 30
<) 0 10 10 80

Tabla 3. Distribucidn por porcentaje de las respuestas otorgadas al item 1 (n=10)

Finalmente, se observa que un alto porcentaje (80%) de futuros profesores no
responde al item lc). Este item presenta un alto grado de dificultad, puesto que los
futuros profesores no consiguen relacionar el contenido matematico abordado en el item
con conceptos mas avanzados del curriculo escolar. Esto muestra un bajo dominio del
conocimiento del horizonte matematico.

4.2.2. Anadlisis item 2

Este item sc formula a partir del andlisis de las tarcas de los libros de texto de
Educacion Infantil (Pincheira et al., 2022). La finalidad de los items 2a), 2b y 2¢) es
evaluar el conocimiento especializado del contenido, el conocimiento del contenido y
los estudiantes y, el conocimiento del contenido y la enseflanza, respectivamente,
asociado con establecer relaciones a partir del reconocimiento de atributos al
experimentar con elementos u objetos.

Como se observa en Tabla 4, alrededor de la mitad de los futuros profesores
respondicron correctamente. Las respucstas correctas sc centran principalmente en el
item 2b) referido a las posibles dificultades que enfrentarian los nifios para resolver la
tarea y el item 2¢) que atiende a las estrategias de enseflanza utilizadas para ayudar a los
nifios que han tenido dificultades en resolver la tarea. Entre las posibles estrategias,
destaca por ejemplo el “realizar la actividad primero de manera vivencial y luego
hacerlo en papel” (futuro profesor 1)

ftem 2 Respuestas correctas  Respucstas parcialmente correctas Respuestas incorrectas No responde

a) 40 60 0 0
h) 60 30 10 0
c) 60 40 0 0

Tabla 4. Distribucion por porcentaje de las respuestas otorgadas al item 2 (n=10)
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Por otra parte, solo el 40% del profesorado en formacion logra identificar los
contenidos matematicos utilizados para dar solucion a la tarea, como se aprecia en el

item 2a). Esto muestra un bajo dominio del conocimiento especializado del contenido.

4.2.3. Anadlisis item 3

Este item se ha elaborado también a partir del anélisis de las tareas de los libros de
texto de Educacion Infantil (Pincheira et al., 2022). El objetivo de los items 3a), 3b), 3¢)
y 3d) es evaluar el conocimiento especializado del contenido, el conocimiento del
contenido y los estudiantes, el conocimiento del contenido y la enseflanza, y el
conocimiento del curriculo, respectivamente, orientado a establecer relaciones a partir
del reconocimiento de atributos al experimentar con elementos u objetos.

Mas del 50% de los tuturos profesores logra identificar los conocimientos
matemdticos involucrados en la tarea que utiliza bandas de atributos (item 3a) y
determinar las dificultades que podrian enfrentar los nifios en su resolucion (item 3b),
como se aprecia en la Tabla 5.

Respecto de las dificultades, sefialan por ejemplo que “los nifios podrian no entender
las etiquetas positivas y negativas de las bandas” (futuro profesor 10).

ftem3  Respuestas correctas  Respuestas parcialmente correctas  Respuestas incorrectas No responde

a) 60 30 10 0
b) 70 30 0 0
<) 40 20 0 40
d) 10 30 40 20

Tabla 5. Distribucidn por porcentaje de las respuestas otorgadas al item 3 (n—10)

Sin embargo, los futuros profesores presentan un escaso manegjo del conocimiento del
contenido y la ensefianza, puesto que un bajo porcentaje de los participantes logra
proponer otro recurso para abordar la tarea (40%). Asimismo, sélo el 10% consigue
plantear el objetivo de la tarea, lo que nos revela una limitacion en relacion con el
conocimiento del curriculo.

4.2.4. Analisis item 4

Este item es adaptado del estudio propuesto por Acosta y Alsina (2020). El propésito
de los items 4a), 4b), 4c) v 4d) es evaluar el conocimiento comun del contenido,
conocimiento  especializado  del  contenido, conocimiento  del  contenido y  los
estudiantes, conocimiento del contenido y la ensefianza, respectivamente, vinculados
con la seriacion a partir de patrones de repeticion.

En la Tabla 6, se aprecia que todos los participantes alcanzan un buen dominio del
conocimiento comun de contenido, logrando identificar el término 21 de la serie.
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203

ltem 4 Respuesias correctas Respuestas parcialmente correctas Respuestas incorrectas No responde

a) 100 0 0 0
h) 0 10 90 0
c) 0 20 80 0
d) 60 40 0 0

Tabla 6. Distribucidn por porcentaje de las respuestas otorgadas al item 4 (n=10)

Por otra parte, en relacion con el conocimiento del contenido y la ensefianza, el 60%
de los futuros profesores mencionan estrategias de ensefianza adecuadas para conducir
la tarea y las justifican, como por ejemplo, “volver a construir otra torre con los cubos
Multilink para comparar los elementos de la serie y ver si coinciden los colores™ (futuro
profesor 7). Mientras que, tanto el conocimiento especializado del contenido como el
conocimiento del contenido y los estudiantes son los que presentan un mayor grado de
dificultad, pues ninguno de los futuros profesores consigue identificar los
conocimientos necesarios para construir la seriacion y describir las dificultades
asociadas a la tarea.

4.2.5. Anadlisis item 5

Este item ha sido tomado del estudio propuesto por Tirosh et al. (2017). La finalidad
de los items 5a), 5b), 5¢) y 5d) es evaluar el conocimiento comun del contenido,
conocimiento del contenido y los estudiantes, conocimiento del contenido y la
ensefianza, y el conocimiento del curriculo, respectivamente, asociado con las
seriaciones a partir de patrones de repeticion.

De acuerdo con los resultados expuestos en la Tabla 7, se observa un escaso dominio
de los conocimientos que se evaluan.

En relacion con ¢l conocimicnto comin del contenido, el 80% de los futuros
profesores consigue determinar la unidad de repeticion de cada serie, sin embargo, solo
el 10% logra justificar su respuesta, determinando que los patrones de las series
corresponden al tipo AB, ABC y ABB.

ftem 5 Respuestas correctas  Respuesias parcialmente correctas  Respuestas incorrectas  No responde

a) 10 80 0 10
b) 30 40 10 20
c) 10 60 20 10
d) 20 30 0 50

Tabla 7. Distribucién por porcentaje de las respuestas otorgadas al item 5 (n—10)

La escasa cantidad de acierto (30%) se centra en el item 5b) referido a las posibles
dificultades que enfrentarian los nifios v nifias para resolver la tarea y ampliar las series,
entre ellas destaca por ejemplo, que *los nifios no contintian el patron de forma correcta
ya que las series estan inacabadas™ (futuro profesor B).

Por otra partc, mas de la mitad de los futuros profesores (60%) propone cstrategias
de ensefianza no concluyentes para ayudar a los nifios que han tenido dificultades en
resolver la tarea, como por ¢jemplo, “utilizar material manipulable y preguntas” (futuro
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profesor 5), puesto que no se especifica qué material seria apropiado utilizar y qué tipo
de preguntas se podrian plantear.

Por altimo, sélo 2 de los futuros profesores (20%) consigue plantear ¢l objetivo de la
tarea en el item 5d). Cabe destacar que un alto porcentaje de los participantes (50%) no
da respuesta a este ftem del cuestionario,

4.2.6. Andlisis item 6

Este item fue tomado y adaptado del andlisis de las tareas de los libros de texto de
Educacion Infantil. El proposito de los items 6a), 6b), 6¢} y 6d) es evaluar el
conocimiento especializado del contenido, el conocimiento del contenido y los
estudiantes, el conocimiento del contenido y la ensefianza, y el conocimiento del
curriculo, respectivamente, a partir de la descripcion de cambios cualitativos y
cuantitativos.

A nivel general, este item es el que presenta mayor grado de dificultad, puesto que
los futuros profesores que responden correctamente no superan el 30%, como se aprecia
en la Tabla 8.

Las respuestas correctas se centran en ¢l item 6¢) que advierte de las estrategias de
ensefianza utilizadas para ayudar a los nifios que han tenido dificultades en resolver la
tarea.

ftem & Respuestas correctas  Respuestas parcialmente correctas Respuestas incorrectas Mo responde

a) 10 30 40 0
b) 0 50 50 0
©) 30 40 10 20
d) 10 50 0 40

Tabla 8. Distribucion por porcentaje de las respuestas otorgadas al item 6 (n=10)

Ninguno de los futuros profesores logra deseribir las dificultades que enfrentarian los
nifios y nifias para resolver la tarea, que tienen relacion con la comprension del operador
légico y la representacién del cambio cualitativo. Mientras que sélo el 10% de los
futuros profesores consigue identificar los conocimientos matematicos involucrados en
la tarea (item 6a) y plantcar su objetivo (item 6d). En este ltimo caso, un porcentaje
considerable de participantes (40%) no responde al item.

4.3. Ajustes y construccién de la versién final del cuestionario

De acuerdo con las intervenciones realizadas por los futuros profesores durante el
desarrollo de la aplicacion piloto y el analisis de las puntuaciones, se ha mejorado ¢l
cuestionario en términos de redaccion de los items y claridad de las figuras que lo
componen.

La version final del cuestionario, que hemos denominado MK T-algebra temprana (3-
6), ha quedado constituida por seis items de respuesta abierta y un total de 22 preguntas
que evallan el conocimiento matematico del profesorado de Educacion Infantil para
ensefiar dlgebra temprana desde los 3 a los 6 afios de edad (Anexo 2).
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5. CONSIDERACIONES FINALES

En este estudio se ha presentado el proceso de construccion y validacion de un
cuestionario, denominado MKT-algebra temprana (3-6), cuya finalidad es evaluar el
conocimiento matematico para ensefiar dlgebra temprana durante la formacion inicial
del profesorado de Educacion Infantil. Para dicho proceso, nos hemos situado desde la
perspectiva del modelo de Conocimiento Matematico para la Ensefianza propucsto por
Ball et. al (2008).

La elaboracion del cuestionario ha considerado la valoracidén del juicio de expertos y
el andlisis de la aplicacion piloto del cuestionario, permitiendo por una parte, constatar
que el instrumento es fiable y coherente respecto de los items que plantea, y por otra,
ajustar y refinar los items hasta obtener la version final.

El cuestionario ha quedado conformado por 6 items de respuesta abierta y un total de
22 preguntas, que permiten profundizar de mancra holistica en los contenidos
matemdticos que caracterizan el dlgebra temprana en Educacion Infantil (Pincheira y
Alsina, 2021a), como son: a) establecer relaciones a partir del reconocimiento de
atributos al experimentar con elementos u objetos; b) seriaciones a partir de patrones de
repeticion; y ¢) descripeion de cambios cualitativos vy cuantitativos.

A parlir de la aplicacion piloto del instrumento, hemos podido realizar un primer
acercamiento al conocimiento matemético del profesorado de Educacion Infantil sobre
dlgebra temprana. Los resultados obtenidos dejan entrever las limitaciones que presenta
el profesorado en formacion al enfrentarse a diversas situaciones de ensefianza, respecto
de los dominios y subdominios del conocimiento matemdtico, especialmente ¢l
conocimiento del horizonte matematico, el conocimiento especializado del contenido vy,
conocimiento del contenido y los estudiantes. Estos resultados, aun parciales, reflejan
similitudes con otros estudios (e.g., Bair y Rich, 2011; Cabral et al., 2021; Gasleiger el
al., 2020) en relacion con la falta de capacidad para establecer conexiones entre
contenidos de naturaleza algebraica, incomprension de los conocimientos matematicos
asociados al trabajo con patrones y limitaciones en la interpretacion del pensamiento
algebraico de los nifios y nifias.

De acuerdo con la NCTM (2000), es importante construir una base solida de
comprension y manejo de experiencias acerca del dlgebra en Educacion Infantil, puesto
que esto contribuye al desarrollo profesional del profesorado al propiciar cambios en las
pricticas pedagogicas que posibiliten a los nifios y nifias mejorar la calidad de su
aprendizaje, permitiendo avanzar hacia los desalios que plantea el dlgebra temprana. Sin
embargo, para alcanzar este proposito es necesario desarrollar los conocimientos
matemdticos necesarios durante la formacion, tanto inicial como continua, del
profesorado, para suscitar una ensefianza efectiva de este bloque de contenido.

A modo de conclusion, cabe sefalar que el Cuestionario MKT-algebra temprana (3-
6) puede ser una herramienta util para apoyar el proceso de formacion del profesorado
de Educacion Infantil, ya que su aplicacion permite detectar aquellos conocimientos
matemiticos que requieren de una mayor profundizacion para lograr promover el

desarrollo del pensamiento algebraico temprano en esta etapa escolar.
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ANEXO 1

[tems version inicial del cuestionario

Ttem 1:

Una mascstra proponc & sus alumnos dc 4 aflos ¢l jucgo “Somos dotectives™, A
continuaciin, se present un extracto de b planificaciin de k clase:

Los nifk i Brupos y denso st di sales do
la sala. Responden proguntas como: (Para qué sirven ¢stos materiales?, [qué tienen on
comim?, jen qué se diferencian con los materiales del otro mueble?, (por qué creen que

ﬁﬁm" ien qué s parccen? Lucgo, cads grupo comparic sus ideas v, en conjusio,
descubren culiles som los criterios que se wiilizaron &l colocarks. Finalmente, extablecen

acuerdos par proponer aevos criterios para colocar los materiales y, en la medida de lo
pﬂlhle.'lnlhplm receganizar el sula.
Eregpiniis:

) Qué o deben poner en prictica los alumnos pars participar

en la tarea propuesta por la moestra?
b} De scucrdo con ¢l curricule escolar de Educacién Infantil, jeuil es el objctive de
la tarea?

€ (Con qué conoepios mis avanzades del curricubo escolar relaciona of comenido
mvolucrado en el desarrolio de la rarea propuesta por I maestra®

liem 2:

Una macstra propons a sus lhmded afhos la siguiente tarea:
“Une con ura linea 1 fila que p da grupe™

& Oy
e 7 f‘
35@336

a) memdmnﬂﬂmﬂ-nlﬁhdmmh_m

al probloma plateasdo?
blmnmm.ummmmn

< waw-mhmm-hﬂmwhmm

pars resolver ls tarea?
tem 3: [tem 4:
U s alumnos de § shos b sigud handas de atribatos y bes indica Una macstra muestra & sus alumnos de 3 afios un set de cubos encajables Miailink. E1
que lean Jos atributos de cada banda y Ia relacionen con la pieza que comesponde de la objetiva de la actividad ex: “Construic uma serie sencilla a partir de I manipalaciin libe
@10 [ % A continuaciba, se describe la situacién que ocarme con urm aluma:
Ty Alimna: {Un torre! Abors toca la verde
gL Maestra: ;Por qué toca b verde?
Ahamna: Porque es verde, narania, verde, naranja
Magstra: Pern en hugar e un cubo naranja has puesto uno amarillo

mEE D

a) Lwcmmmmlﬂhimmhmm
ala tarca?
L] Dw\'l:l les posibles dificuliades, a las cuales podrian verse enfrentados los
alumnos parm resodver de manera carrecta la tarea,
<} bwmmwhawhpvlquluﬂummlwmlw&w
Expligue come lo utilizaria y justifique su eleccid
d) De acuerdo con el curricuks de Educacidn Iafantil, nwﬂesdvbmwdehw’

wBIEE o
Pregunias;

a) Siguiendo la seric descrita por la ahumna, jqué cubo deberia ubicame en e Tugar
m E‘nlq-: mmmnm

L alumna par it la seriaciin®™
) Dﬂmhluwﬂisntﬁnlmuhn!lwﬂnlhdmlmt

Li] .demhwﬁm ayudar a la alumna o que se de cuents de su ermory
o supere” Justifique su respuesta.

ltem 5:

La macstra lleva a cabo con sus alumnos de $ afos la siguiente tarca: en primer lugar,
mnmmmﬂnﬂhn—hﬂunemﬂmhm

TIC, CSCOPT
mhymmwﬁwk-mwmkm“mﬂmdﬂwhr
Con laz serios siguientes continda nteractuando de la mizma manera con los alumnos de
lasc.
= . OaDACA
= AOOACOACDO
o OAAOAAOAA
« OADAOAD
» ADOACDAOOA
» OAADAADAADA

Frequntas:

a) Determine la unidad de repeticidn (¢l patron) de cada soric. Justifique su respucsta

b) Describa las posibles dificultades a las cuales podrian verse enfrentados los
alumnos para resolver de manera comrecta la tarea.

©) [Qué estrategins utilizaria para ayudar a aquellos alumnos que no han sabido
resolver la tarea?

d) De scuerdo con ¢l curriculo escolar de Educacién Infantil, ;cudl es el objetivo de
I tarea?

Ttem 6:

Un libro de e Edacas ot 1 ba s Bos abamnos de S afbon:
“Dibega la figtora que sale de la mequing™

Para respander la tares ks nifos deben mirar los ejemplos do fa parte superice, donde s
q-whﬁm-lnnhmquhﬁhw eﬂ« mdoy Forma respectivamente- ¥,
Ao

it l. l‘l.i]-
L ) 1
fa ")

Frexwnia;
LI responder de manera
bj Describa las posibles dificaltades, » b cuales podrian verse enfrentados los
alumnos par resclver de manera corrects by tares
:Hq-lwmmmm-pehumwu—m
dificultades

para resolver
L] mMmﬂmhmkmhm ookl o8 el obiative de
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ANEXO 2
ftems version final del cuestionario MK T-algebra temprana (3-6)

fem 1: ftem 2:
: “Sown detecivei”, A w | 80w de 4 30
penimts i eatiacin & ba planaficacain o s actividad
Low nifi N Ll com ssnc e iow ebementn de I da grapo”™
aa 3 =
e e ek g e ‘3‘ ‘| &
4on bos crenios. que s miizaron 1) colocirios. Fimilmente, evisblecen acvendos par
[Peopones pvos criserios pars calocar hos materiaben y, en la modid de Jo peaible, ket |
' @ |
Erewstar
= . . .
i taren propueta por la magsire T ’ -’ ? ) ‘
e gt o & &
de la tarea?
a ACaum::’-hmmummumum . —
Preguniis;
8) Qb comreidels) sumesdiicols) deben wilizar lot nilos pars dar ums pelecitn
enirects al probiemma planteada
) Deseria de mancra
comects la tarea.
€) sk evtratepiss de ensefanra unlzaris par wyadar & los eifos que bam tenido
chficunaes pars esobver In e’
Liem 3 Ttem 4
L maesta maests 2 los mifos de 5 ados las siguientes handas de awriatos y bes indica que mmmnmmﬁ!mmmﬂwmwnmmmamw
lean o atmbutos de cada handa ¥ las relacioaen con ba pecra que cormesponde de la pane de la actividad es: “Construir ana
inferior: Propussia”
R & dascribe ba alcacid ana nifia:
O || X
Mifia: [Una terre! Ahora toca la verde
i i i X Mastra: ;P qub toca la varda?
Nifia; Parque es verds, naranja, verd,
_B E_‘ .ﬁ ﬁ Maestra: /O ha muhwahm’mmmdm
L1 Bl X Aededded
(W] [e][®] ]
- — "
Ercpentier ) Siguiendo la serie descrita verbalmente por la nifia, jqud cubo deberis ublcane end
i - . hq-il"hphp"&whnh-mbm—m
» ) 0 il izado ba nid I eracin?
Hm':""’ S ¢) Describa bas posibles. dificuliades que han llovado 2 ks aifka 2 responder de manera
* + errinea.
correcta la tawes . . A
o mm:mmﬁ que los nifos desarmolien ee 1o de tarra? d) (Qué estrategios de ensefanza utilizaria para ayudar a la nifia o que se do cucnta de
mhuamymﬁawudm s error y bo supere? Justifique s respuesta
350 Infarail, zounl podiia ses o] chistive
de ba tarea?

Ttem 5; Ttem 6:
Wmlblamenlamwswhlmmwammm | Educackin siguiente tanca il  aow:
eajitas com recoetes de triingulos, cusdrados v circulos; luego presests ln primeen serie (P1), “Dibaga La figura gue sale de da migwing de cambiar cwalidades
escope & un mifo y colocs dos cajites delante de ¢, ena con cusdrados arules y otrs con
tridngulos rojos, seguidamente, pregunta: * qué sigue después ™ Para responder la tarea los niflos deben minr los ejemplos del recuadro supenior, doade se
Con las series tiguientes consinks imteractuando de by misma maners con ke nidos de su eemplifica el camhio que hace cuda operador -coler, tamafo ¥ forma respectivamente. ¥,
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4.8 Estudio [H]

Evaluacion del conocimiento para ensefiar algebra temprana durante la formacion

inicial del profesorado de educacion primaria. (En revision).
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Evaluacién del conocimiento para ensciiar dlgebra temprana durante la formacion
inicial del profesorado de educaciéon primaria

Resumen

El objetivo de este estudio es presentar el proceso de construccioén y validacion de un
instrumento para evaluar ¢l conocimiento matematico sobre algebra temprana del
profesorado de educacion primaria durante la formacion inicial, con base en los dominios del
modelo Mathematical Knowledge for Teaching (MKT). Para ello, se ha realizado un estudio
instrumental que considera cuatro fases: 1) revision de la literatura sobre el conocimiento
matematico del profesorado de educacién primaria y la ensefianza del dlgebra temprana; 2)
construccion de la version inicial del instrumento; 3) validacion del instrumento mediante
juicio de expertos y aplicacion piloto; y 4) ajustes y construccion de la version final del
instrumento. Como resultado, se ha obtenido el Cuestionario MK T-algebra temprana (6-12
anos), conformado por seis items de respuesta abierta. Se concluye que el instrumento puede
ser una herramienta diagnostica elicaz tanto para indagar en el conocimiento matematico del
profesorado de educacion primaria en el estudio del dlgebra temprana, como para reflexionar
en torno a practicas de ensefianza que promueven el pensamiento algebraico en esta etapa
escolar.

Palabras clave: conocimiento matematico para la ensefianza, algebra temprana, instrumento
de evaluacién, futuro profesorado, educacion primaria.

1. Introduccion

La tardia incorporacion del algebra en educacion secundaria y los problemas que esto ha
generado en el desarrollo de la abstraccion y generalizacion matematica de los estudiantes,
ha impulsado la idea de introducir conocimientos de naturaleza algebraica y promover el
pensamiento algebraico desde los primeros niveles de escolarizacion (Schliemann et al.,
2012).

A partir de esta nucva concepcion, surge ¢l algebra temprana (early algebra), como un
enfoque que cultiva habitos mentales que se centran en la estructura mas profunda y
subyacente de las matematicas (Blanton y Kaput, 2005). Segin Katz (2007), estos habitos
mentales consideran dos caracteristicas centrales: a) generalizar, identificar, expresar y
justificar la estructura, las propiedades y las relaciones matematicas y; b) promover el
razonamiento y las acciones basadas en las formas de generalizacion.

Para abordar tales caracteristicas, a partir de una revision de los curriculos de diversos paises
que consideran explicitamente el dlgebra temprana desde las primeras etapas escolares,
Pincheira y Alsina (2021a) caracterizan los conocimicntos involucrados en la resolucion de
tareas que promueven el pensamiento algebraico en la educacion primaria: a) comprension
de distintos tipos de relaciones y patrones; b) uso de simbolos algebraicos y modelos
matematicos para representar situaciones; ¢) comprension del cambio; y d) uso de variables
para determinar una constante o incognita. Asi pues, el algebra temprana ofrece la
oportunidad a los estudiantes de analizar las relaciones entre cantidades de manera intuitiva
e informal, identificar estructuras, explorar patrones y estudiar el cambio (Kieran, 2004,
Carraher y Schliemann, 2019), lo cual tiene que ver con distintos modos de pensamiento
algebraico, en especial el pensamiento relacional y el funcional.
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Estas ideas, como se ha indicado, han sido abordadas por los curriculos de matematicas de
educacion primaria de diversos paises como Estados Unidos, Australia o Singapur y Chile,
entre otros, donde se ha asumido una mayor presencia de la actividad algebraica temprana,
incorporando ¢l algebra como un estandar de contenido mas (Pincheira y Alsina, 2021a).

De acuerdo con Strand y Mills (2014), el profesorado que introduce la ensefianza del algebra
temprana, es ¢l responsable de facilitar a sus estudiantes la construccion de su comprension
algebraica, como es ¢l caso del profesorado de educacion primaria. No obstante, es probable
que el profesorado, tanto en activo como en formacion, hayan tenido pocas oportunidades
para explorar el algebra temprana durante su propio paso por la educacién primaria. Por tanto,
la Uinica experiencia de enseflanza y aprendizaje que disponen sobre este eje de contenido es
la que se entrega durante su proceso de formacion.

Por otra parte, Ball et al. (2005) consideran que los docentes que poseen conocimientos
matematicos para la ensefianza estan en mejores condiciones de favorecer el aprendizaje de
los estudiantes, por lo que resulta necesario indagar en el conocimiento matematico sobre
algebra temprana del profesorado en formacion de educacion primaria.

Hohensee (2017) plantea que existe poca investigacion para orientar sobre como formar al
profesorado de educacion primaria para ensefiar dlgebra temprana. En consecuencia, se
requiere del desarrollo de herramientas de evaluacién que permitan caracterizar el
conocimiento matematico que posee el profesorado de educacion primaria para llevar a cabo
la instruccion de este bloque de contenido.

Desde esta perspectiva, el objetivo de nuestro estudio es construir y validar un instrumento
para evaluar el conocimiento matemdtico sobre dlgebra temprana del profesorado de
educacion primaria durante la formacion inicial. Para ello, se ha considerado el modelo de
Conocimiento Matematico para la Ensefianza (Mathematical Knowledge jor Teaching-MKT)
propuesto por Ball et al. (2008).

2. Fundamentos tedricos
2.1 Conocimiento matematico para la ensefianza

La nocidn del conocimiento pedagdgico del contenido fue introducida por Shulman (1986)
como respuesta a lo que €l denomind un punto ciego respecto del contenido que caracteriza
la investigacion sobre la ensefianza y la formacion del profesorado. Las aportaciones de los
trabajos propuestos por Shulman (1986, 1987) dieron lugar a un sélido campo de
investigacidén en torno a lo que los profesores saben y como piensan sobre contenidos
especificos.

A partir de estas ideas, Ball et al. (2008) identificaron un mapa de dominio de comprension
y habilidad matematica, conformando el modelo MKT. Dicho modelo surge como el
resultado de un intento por redefinir y validar empiricamente ¢l conocimiento pedagdgico
del contenido del profesorado de matematicas.

El MKT se define como “el conocimiento matematico necesario para realizar las tareas
recurrentes de ensefiar matematicas a los estudiantes™ (Ball et al, 2008, p.399) y considera
dos grandes dominios de conocimiento, como es, el conocimiento del contenido y el
conocimiento pedagogico del contenido, cada uno conformado por tipos distintos de
conocimiento denominados subdominios.

El conocimiento del contenido considera: el conocimiento comin del contenido (CCK),
definido como “el conocimiento matemdtico y la destreza matematica utilizados en
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escenarios distintos a la ensefianza™ (Ball et al, 2008, p.399), es decir, corresponde a un tipo
de conocimiento que se utiliza en una amplia variedad de entornos para resolver
correctamente problemas matematicos; el conocimiento especializado del contenido (SCK)
¢s “el conocimiento matemdtico y la habilidad propia de la enscfianza” (Ball et al., 2008,
p.400), es decir, es un conocimiento que normalmente no se utiliza para fines distintos a la
ensefianza y tienen relacion con la forma de representar con precision ideas matematicas, asi
como ¢l proporcionar explicaciones matematicas, reglas y procedimicentos (Hill et al., 2008);
y el conocimiento en el horizonte matematico que tiene relacion con la comprension de las
conexiones entre los temas matematicos que conforman el plan de estudios (Ball y Bass,
2009).

Por otra parte, el conocimiento pedagogico del contenido esté integrado por: el conocimiento
del contenido y los estudiantes (KCS) que es “un conocimiento que combina ¢l saber sobre
los estudiantes y el saber de las matematicas™ (Ball et al., 2008, p.401), mas concretamente,
se refiere al conocimiento que maneja el profesorado sobre las concepciones y conceptos
erréneos comunes de los estudiantes, asi como las dificultades especificas que enfrentan para
abordar un contenido matematico especifico; el conocimiento del contenido y la ensefianza
(KCT) es aquel que “combina el saber sobre la ensefianza y el saber sobre las matematicas™
(Ball et al., 2008, p.401), es decir, es el conocimiento que tiene el profesorado acerca de
como disefiar la instruccion y la toma de decisiones sobre la instruccion, como la seleccion
de ejemplos, materiales, métodos o técnicas de ensefianza; y por tltimo el conocimiento del
curriculo vinculado con el conocimiento de los contenidos en relacion con el plan de estudios
disefiados para cada nivel educativo en el drea de las matematicas.

La categorizacion de los subdominios del modelo MKT, permite examinar los conocimientos
del profesorado en el aspecto practico (Ng, 2011). No obstante, dicha categorizacion
responde a diversos estilos o enfoques de ensefianza, ya sea en una discusion de toda la clase,
una tarea escrita o un cuestionario (Ball et al., 2008).

2.2 Investigaciones previas sobre el conocimiento del futuro profesorado y el
profesorado en activo de educacién primaria para enseiiar dlgebra temprana

Los estudios sobrc ¢l conocimiento del profesorado de educacion primaria acerca del algebra
temprana y su enseiianza son escasos. Dichos estudios, han sido abordados desde distintas
perspectivas tedricas del conocimiento del profesor, aportando evidencia acerca de los
conocimientos que manejan el futuro profesorado y profesorado en activo, para enfrentarse
a tareas de indole algebraico y conducir su ensefianza.

Desde el enfoque Onto-semidtico de la Cognicion y de la Instruccion Matematica-EQS
(Godino et al., 2007), por ejemplo, Castro (2011), evalia la competencia de analisis didactico
sobre tareas de razonamiento algebraico elemental en futuros profesores de Educacion
Primaria, en ¢l contexto del discfio de una unidad didactica. Las actividades relacionadas con
el razonamiento algebraico que proponen los futuros profesores sugieren un caracter
aritmético principalmente, seguido de actividades de indole geométrico y de medicion. Se
reporta, ademas, que los profesores en formacién no estan del todo preparados para asumir
la inclusion curricular del dlgebra temprana en la escuela elemental. En esta misma linea,
Aké (2013) evalta el razonamiento algebraico elemental de 40 futuros profesores de
Educacion Primaria. Los resultados sugieren que no estan familiarizados con los procesos de
desarrollo de ideas algebraicas, considerando las propiedades y relaciones que subyacen en
las actividades matematicas clementales.
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Desde la perspectiva del modelo de conocimiento didactico-matematico (Godino, 2009),por
ejemplo, Godino et al. (2015) evalta el razonamiento algebraico elemental en 597 futuros
prolesores de Educacion Primaria. En el analisis de los conocimientos de indole algebraico
s¢ detectan carencias cn los conocimientos sobre ccuaciones, relaciones y funciones,
mientras que en el andlisis de los conocimientos didéacticos se observa un déficit del
conocimiento epistémico y conocimiento sobre aspectos instruccionales. Asimismo, Mejias
(2019) cvalda ¢l conocimiento didactico-matematico para la ensefianza del dlgebra en 121
profesores en activo de Educacion Primaria, determinando que dicho conocimiento es
insuficiente. Las limitaciones que presentan tienen relacion con la escasa argumentacion
matematica frente a una justificacion o interpretacion algebraica y deficiencias en el
tratamiento de contenidos algebraicos.

Por otra parte, Pincheira y Alsina (2021b), en el marco de una revision sistemadtica
desarrollada desde la perspectiva del modelo MKT, informan que los estudios sobre el
conocimiento matematico se centran principalmente en el profesorado en activo, abordando
distintas dreas de conocimiento propias de la ensefianza de este bloque de contenido.

Wilkie (2014), por ejemplo, analiza el conocimiento matematico de 105 profesores en activo
sobre las funciones, relaciones y variaciones, a través de un cuestionario. El andlisis de las
respuestas revelé que dos tercios del profesorado demuestra tener conocimiento del
contenido en tareas de generalizacion de patrones. Sin embargo, menos de la mitad demostré
un conocimiento pedagégico del contenido razonable, especialmente al proporcionar
ejemplos adecuados para el desarrollo del pensamiento funcional.

Trivilin y Ribeiro (2015) analizan los conocimientos que anuncian y demuestran 10
profesores en activo sobre el signo igual, evidenciando limitaciones para reconocer sus
significados, como la nocion operativa vy la nocion de equivalencia. A su vez, se evidenciaron
dificultades para determinar las implicaciones de la ensefianza de los diferentes significados
del signo de igualdad en el curriculo. No obstante, en esta misma linea, Souza et al. (2020) y
Souza et al. (2021), dan cuenta de notables progresos en el desarrollo del conocimiento
matematico de un grupo de 6 profesores en activo a través de una intervencion, al transitar
entre su significado operacional, de equivalencia y relacional.

Ferreira et al. (2017) identifican el conocimiento matematico de 14 profesores en activo al
discutir sobre tarcas con potencialidad algebraica. Los resultados cvidencian poca
familiaridad con cuestiones centrales del pensamiento algebraico vinculadas a la
generalizacion de la aritmética, tales como, las relaciones numéricas, las propiedades de las
operaciones y los significados del signo de igualdad. Se observan deficiencias en la
identificacion de errores y el reconocimiento de la naturaleza de un error.

Por otra parte, respecto de los estudios que analizan el conocimiento matematico del futuro
profesorado de educacion primaria, McAuliffe y Lubben (2013) analizan el desempefo de
un profesor al disefiar e impartir una leccion de dlgebra temprana sobre patrones. Estos
autores, destacan la dificultad para ayudar a los alumnos a pasar de centrarse unicamente en
el patron numérico a un enfoque simultaneo en la funcidn, una transicion central en la
ensefianza del algebra temprana.

Di Bernardo et al. (2017) aplican un cuestionario para acceder a los conocimientos
matematicos que tienen 60 futuros profesores para interpretar la produccién de los
estudiantes en ¢l contexto de una tarea algebraica. Los resultados evidencian las dificultades
para asignar el significado semantico involucrado en la resolucion de una tarea de reparto
equitativo por los estudiantes. Asimismo, Zapatera y Callejo (2017) analizan el conocimiento
matematico de 40 futuros profesores en ¢l contexto de la generalizacién de patrones,
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obteniendo como resultado un bajo nivel de conocimiento, puesto que presentan dificultades
al identificar los elementos matematicos usados por los estudiantes y para abstraer
regularidades observadas para interpretar las caracteristicas de la comprension de la
generalizacion.

Oliveira et al. (2021) analizan los aspectos del pensamiento funcional que presentan 164
futuros profesores al iniciar su programa de formacién. Los resultados revelan una carencia
de cstrategias exitosas para generalizar las relaciones funcionales y, dificultades para
comprender y conectar las diferentes representaciones de las funciones.

Los resultados de estos estudios evidencian que, tanto el profesorado en activo como en
formacion presentan falencias respecto de los conocimientos matematicos que se requieren
para abordar lareas algebraicas tempranas y promover el desarrollo del pensamiento
algebraico en la educacion primaria.

3. Metodologia

De acuerdo con el objetivo de la investigacion, se ha realizado un estudio instrumental
(Montero y Ledn, 2002) que consiste en el disefio y adaptacion de pruebas, asi como el
estudio de sus propiedades psicométricas. Para efectos de nuestro estudio, se ha elaborado
un cuestionario que considera cuatro fases (Figura 1):

1. Revisidn de la literatura sobre 3. Validacidn del Ajustes v
el conocimie atien del 2. Construccion de la - A
i instrumento: Juicio de um-truumn dela
version inicial del
profesorado de cducacion primaria "y expertos y aplicacion version final del
¥ ensefianza del dlgebra tempran piloto instrumento

Figura 1. Fases de la elaboracion del cuestionario

3.1 Construccion de la version inicial del instrumento

Los items iniciales del cuestionario emergen a partir de la fase 1, donde se han seleccionado
tareas matematicas que atiendan a la caracterizacién del dlgebra temprana para la educacion
primaria propuesta por Pincheira y Alsina (2021a). Luego, a partir de la riqueza particular
que ofrece cada tarea matemdtica seleccionada, se ha indagado en aspectos iniciales de los
dominios y subdominios que conforman ¢l modelo MKT (Ball ct al., 2008) a través del
planteamiento de preguntas abiertas, dado que permiten obtener un mayor grado de detalle
en las respuestas de los participantes (Alvarez, 2003). Tales preguntas tienen por objetivo
situar al futuro profesorado en situaciones de ensefianza que permitan aproximarnos a su
conocimiento matematico sobre la ensefianza del algebra temprana.

Asi pues, la version inicial del cuestionario (fase 2) considera seis items y un total de 22
preguntas de respuesta abierta (Anexo 1), como se aprecia en la Figura 2. Asimismo, se
considera un primer apartado que recoge dalos generales de identificacion de los
participantes: género, edad y estudios previos.
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Figura 2. Estructura del cuestionario inicial
3.2 Validacion del instrumento mediante juicio de expertos y aplicacién piloto

Una vez construida la version inicial del cuestionario, durante la fase 3 se ha sometido a un
proceso de validez de contenido mediante el juicio de expertos y la aplicacion piloto para
establecer su fiabilidad.

3.2.1 Juicio de expertos

El juicio de expertos se ha llevado a cabo por un total 12 investigadores con una amplia
experiencia en el ambito de la Didactica de la Matematica, conocedores del modelo MKT y
del estudio del dlgebra temprana.

Para efectuar dicha validacion, se ha proporcionado a los expertos via correo electronico, el
instrumento y una pauta de valoracion que mide el grado de adecuacién de cada item segin
los dominios y subdominios del conocimiento matematico, de acuerdo con tres categorias: a)
el grado de correspondencia, vinculado con la pertinencia o no pertinencia al modelo MKT
(2: pertenece, 2: no pertenece); b) la formulacidn, asociado al lenguaje y claridad de cada
item (3: adecuado, 2: a mejorar, 1:no adecuado); y por ultimo la pertinencia, que tiene
relacion con la coherencia del item respecto de cada subdominio del modelo MKT (3:
pertinente, 2: con dudas, 1:no pertinente). Asimismo, la pauta considera un apartado final
para expresar comentarios, propuestas de mejora u observaciones, tanto a nivel general del
cuestionario como para cada item en particular.

3.2.2 Aplicacion Piloto

La validacion del juicio de expertos ha permitido realizar una primera modificacién al
instrumento, para posteriormente realizar la aplicacion piloto del cuestionario con 10 futuros
profesores.

La seleccion de la muestra considera un muestreo no probabilistico de caracter accidental o
causal (Fernandez et al., 2014), dado que el criterio de seleccion ha sido determinado por la
posibilidad de acceder a este grupo.
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En el momento de la aplicacidn piloto, los 10 futuros profesores estudian el tercer curso del
Grado de Maestro de educacion primaria en una universidad espafiola. Por tanto, la aplicacion
piloto del cuestionario se ha llevado a cabo durante una clase lectiva (90 minutos) del proceso
de formacion de los participantes en la asignatura “Matematicas 11" y ha sido respondido de
manera voluntaria, firmando previamente un consentimiento informado.

De los 10 futuros profesores, 7 son mujeres y 3 hombres, y sus edades fluct@ian entre 20 y 22
afios. El 100% de los participantes ha cursado el Bachillerato: el 90% corresponde a
humanidades y ciencias sociales, y el 10% a ciencia y tecnologia. Asimismo, los participantes
han realizado una asignatura previa denominada “Matematicas I” donde han recibido
instruccion sobre la numeracion y el calculo.

Respecio a la consistencia interna y [iabilidad del cuestionario (coeliciente Alfa de
Cronbach), se ha determinado utilizando el tratamiento de datos SPSS Stadistics 27. Para
ello, se ha tenido en cuenta que para que una escala tenga consistencia interna y se considere
fiable, debe darse un Alfa de Cronbach superior a 0.7 (Oviedo y Campo-Arias, 2005).

Por tltimo, se ha analizado el indice de dificultad de los items (ID), definido por Mufiiz
(2017) como la relacion entre el nimero de sujetos que responden correctamente el item y
los que han intentado resolverlo. Los valores del ID pueden fluctuar entre 0 y 1, donde 0
indica un alto grado de dificultad y 1 un grado de maxima facilidad, siendo los indices de
dificultad media los que mejor discriminan.

4. Resultados

A continuacién, se describen los datos obtenidos a partir de la valoracion del juicio de
expertos y la aplicacion piloto del cuestionario.

4.1 Juicio de expertos

Las valoraciones establecidas por los 12 expertos en relacion con el grado de adecuacién de
los items del cuestionario con los dominios y subdominios del modelo MKT, han permitido
realizar un analisis descriptivo de las puntuaciones (Tabla 1). En cada item que integra el
cuestionario, dichas puntuacioncs pueden fluctuar entre un minimo de 3 y un maximo de 8
puntos.

Se ha determinado la media, desviacion tipica y el coeficiente de variacion (desviacion
tipica/media aritmética®*100) en cada item, con el objetivo de valorar cuales deben ser
mantenidos o eliminados.

Como criterio de eliminacion de 1os items se ha establecido que obtuvieran una media inferior
a 7 puntos u observar altos niveles de discrepancia en el coeficiente de variacion, es decir,
una variacién superior al 25% (Lépez y Sanz, 2021).

Tabla 1. Estadisticos descriptivos de cada item segun la valoracion de expertos (n7=12)

Items Minimo Miximo Media Desviacion tipica  Coeficiente de variacion
a) 6 8 7.41 0.996 8.812
! b) 7 8 7.91 0.228 2.882
c) 7 8 7.91 0.228 2.882
d) 7 8 7.75 0.452 5.832
a) 7 8 7.91 0.288 3.640
2 b 6 8 7.66 0.651 8.498
c) 7 8 7.66 0.492 6.422
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d) 7 8 7.83 0.389 4,968
a) 7 8 7.83 0.389 4.968
3 b) 6 8 7.50 0.674 8.986
c) 7 8 7.83 0.389 4.968
a) 7 8 7.91 0.288 3.641
4 b 7 8 7.83 0.389 4.968
) 7 8 7.75 0.452 5.832
d) 7 8 7.83 0.389 4.968
a) 7 8 7.75 0.621 8.012
5 b} 7 8 71.75 0.452 5.832
c) 7 8 7.83 0.389 4.968
d} 7 8 7.91 0.288 3.640
a) 7 8 7.75 0.622 8.026
[ h) 7 8 7.91 0.288 3.640
c) 7 8 7.83 0.389 4.968

El analisis estadistico de la Tabla 1, muestra que el instrumento no precisa de la eliminacion
de items. Sin embargo, las aportaciones de los comentarios y observaciones de los expertos
indican que los items deben ser reformulados como sigue:

ftem 1: en la pregunta Ic¢) y 1d) se ha cambiado el término estrategias y contenidos, por
estrategias de ensefianza y conceptos, respetivamente. A su vez, se ha mejorado la redaccion
de la), 1b) y 1d).

ftem 2: se ha modificado la pregunta 2a), pues varios evaluadores han indicado que la tarea
ya plantea reglas generales; por tanto, se debe focalizar la pregunta en cuales de estas reglas
son correctas. Finalmente, se ha mejorado la redaccion de 2b) y 2d).

ftem 3: en 3a) se ha planteado la pregunta en tercera persona, luego se ha mejorado la
redaccion de 3b) y en 3c) se ha especificado que nos referimos al curriculo de educacion
primaria.

Item 4: se ha modificado la redaccion de 4b), en 4¢) se ha cambiado el término estrategia por
estrategia de enseflanza. En la pregunta 4d), se ha hecho referencia explicita al curriculo de
educacion primaria y se ha agregado la justificacion de la respuesta.

Item 5: s¢ ha mejorado la redaccion de 5a) y 5b). Asimismo, al igual que en ¢l item anterior,
se ha agregado el término estrategia de ensefianza y curriculo de educacion primaria en 5¢)
y 5d), respectivamente.

Item 6: s¢ ha mejorado la redaccion de 6a), 6b) y la puntuacion de 6¢).

4.2 Aplicacion piloto del cuestionario

La aplicacion piloto del cuestionario se ha llevado a cabo con una muestra de 10 futuros
profesores de educacion primaria. Al inicio de la aplicacion se ha dado lectura a las
instrucciones sobre cémo responder el instrumento, el tiempo estimado y el objetivo de su
aplicacion.

Luego, se han tomado notas de campo a partir de los comentarios y dudas que han
manifestado los participantes en el transcurso de la aplicacion, respecto de la redaccion de
los items y preguntas que conforman cl cuestionario.

Dichas notas, han permitido adecuar el instrumento y mejorar la comprension de los
enunciados, como sigue: en el item 1 se ha unificado la terminologia del contexto de la tarea
refiriéndose sélo a curos y en el item 2 se ha ampliado la figura y la tabla propuesta, pucsto
que no eran legibles para los participantes.
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Asimismo, se ha considerado que el tiempo estimado para responder al cuestionario es
adecuado, puesto que todos los futuros profesores terminaron de responder el instrumento en
el periodo asignado (90 minutos).

Por otra parte, ¢l analisis de los resultados de las respuestas otorgadas por los futuros
profesores de educacion primaria, se ha llevado a cabo a partir de la construccion de una
ribrica donde se establecieron criterios segin la pertinencia de las respuestas.

Los datos se han codificado asignado puntuaciones de acuerdo con el grado de correccidn de
las respuestas: 2 puntos si la respuesta es correcta, 1 punto si la respuesta es parcialmente
correcta y 0 si la respuesta es incorrecta, por tanto, el cuestionario considera una puntuacion
maxima de 44 puntos y un minimo de 0 puntos.

De acuerdo con los resuliados obtenidos, los puntajes totales de cuestionario fluctian entre
12 y 34 puntos, con una puntuacioén media de 23,6 puntos, alcanzando un porcentaje de logro
del 54%,

El grado de consistencia y fiabilidad del instrumento se ha obtenido aplicando el Alfa de
Cronbach, obteniendo un valor de 0.73, siendo aceptable. Este valor es favorable e indica
que el instrumento permite realizar mediciones estables y consistentes, respecto de los items
que componen el cuestionario.

Por otra parte, para calcular el ID del instrumento, se han clasificado las respuestas correctas,
parcialmente correctas e incorrectas; y no se han considerado las preguntas que se presentan
sin respuesta. En la Tabla 2 se observa el resumen estadistico de los datos:

Tabla 2. indice de dificultad de los items del cuestionario

item I 2 3 4 5 6
1D a) [ by [c) [d)|a) [b)le) [d)a) [b) |c)la)[b)|e) |d)|a) |b)]e) |d |a)|b)]|e)
(%) |70 |44 (40| 0 [70 |0 |40 |60 |80]50 38|90 [44 |44 |67 |44 |29] 14|29 |38[88]25

El cuestionario presenta una dificultad media del 46%. Por un lado, los items 1d) y 2b),
asociados al conocimiento del horizonte matematico y el conocimiento especializado del
contenido, respectivamente, son los que presentan mayor grado de dificultad. Por otro lado,
los items que presentan menor grado de dificultad son la), 2a), 3a) y 4a), todos ellos
vinculados al conocimiento comtn del contenido, asi como el 6b), que tiene relacion con el
conocimiento del contenido y los estudiantes.

En lo que sigue, de acuerdo con las respuestas obtenidas en cada uno de los items que
conforman el cuestionario, se describe el andlisis de los principales hallazgos:

4.2.1 Analisis item 1

Este item es tomado y adaptado del estudio propuesto por Souza et al. (2020). La finalidad
de los items la), 1b), 1c) y 1d) es evaluar el conocimiento comin del contenido, el
conocimiento del contenido y los estudiantes, el conocimiento del contenido y la ensenanza
y el conocimiento del horizonte matematico, respectivamente, centrados en la comprension
de distintos tipos de relaciones.

La Tabla 3 muestra que la gran mayoria de las respuestas correctas se concentran sélo en el
item la), referido a la comprension del signiticado del signo igual. El 70% de los futuros
profesores logra analizar en la tarea propuesta cada una de las respuestas de un grupo de
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alumnos, justificando por qué son o no correctas, demostrando un buen dominio del
conocimiento comun del contenido.

Tabla 3. Distribucién por poreentaje de las respuestas otorgadas al item 1 (n=10)

Item 1 Respuesta Respuesta Respucsta Sin respuesta
correcta parcialmente incorrecta
correcta
a) 70 10 20 0
b) 40 0 50 10
c) 40 60 0 0
d) 0 40 50 10

Respecto del item 1b), referido a identificar las dificultades que evidencian los alumnos para
resolver la tarea, y 1¢), en relacion con las estrategias de ensefianza utilizadas para ayudar a
aquellos alumnos que no han sabido resolver la tarca, no superan el 40% de respuestas
correctas. Entre las posibles estrategias, destaca por ejemplo el uso de material manipulativo
podria facilitar la comprension algebraica al desarrollar el problema con una caja con
monedas y analizar sobre las posibles soluciones” (futuro profesor 9).

En consecuencia, podemos inferir que tanto el conocimiento del contenido y los estudiantes,
como ¢l conocimiento del contenido y la ensefianza presentan limitaciones.

Por tltimo, el item 1d) es el que presenta un mayor grado de dificultad en relacién con el
conocimiento del horizonte matemdtico, puesio que ninguno de los participantes logra
relacionar ¢l contenido abordado en la tarea con otros conceptos mas avanzados del curriculo
escolar.

4.2.2 Analisis item 2

Este item es formulado a partir de una tarea propuesta por Demonty et al. (2018). El prop6sito
de los items 2a), 2b), 2¢) y 2d) es evaluar el conocimiento comin del contenido, el
conocimiento especializado del contenido, el conocimiento del contenido y los estudiantes,
y el conocimiento del contenido y la ensefianza, respectivamente, relacionados con la
comprension de patrones.

Mis del 50% de los futuros profesores logran analizar las respuestas que plantean los
alumnos, justificando por qué son o no correctas (item 2a) y determinar estrategias de
ensefianza para ayudar a los alumnos que no han sabido resolver la tarea (item 2d). como se
aprecia en la Tabla 4.

Tabla 4. Distribucion por porcentaje de las respuestas otorgadas al item 2 (n=10)

Item 2 Respuesta Respuesta Respuesta Sin respuesta
correcta parcialmente incorrecta
correcta
a) 70 30 0 0
b) 0 40 50 10
c) 40 20 40 0
d) 60 20 20 0

No obstante, se observa un escaso dominio del conocimiento especializado del contenido,
puesto ninguno de los participantes identifica los contenidos y propiedades mateméticas que
deben utilizar los alumnos para responder a la tarea de generalizacion de patrones (item 2b).
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Asimismo, en el item 2¢) sélo el 40% de los participantes consigue determinar las dificultades
que enfrentar los estudiantes que han respondido de manera erronea la tarea, lo que nos revela
una limitacion respecto del conocimiento del contenido y los estudiantes. Entre las posibles
dificultades sefialan, por ¢jemplo, “no saber escribir una regla general que represente la
sucesion dada” (futuro profesor 8).

4.2.3 Analisis item 3

Este item es extraido de la investigacion de Di Bernardo et al. (2017). El objetivo de los items
3a), 3b) y 3¢) es evaluar el conocimiento comin del contenido, el conocimiento especializado
del contenido y el conocimiento del curriculo, respectivamente, asociados con el uso de
simbolos algebraicos y modelos matematicos para representar situaciones matematicas, asi
como ¢l uso de variables para determinar una constante o incognita.

En la Tabla 5, se aprecia que el 80% de los futuros profesores alcanzan un buen dominio del
conocimiento comun del contenido, logrando resolver el problema planteado.

Tabla 5. Distribucion por porcentaje de las respuestas otorgadas al item 3 (n=10)

Item 3 Respuesta Respuesta Respuesta Sin respuesta
correcta parcialmente incorrecta
correcta
a) 80 10 10 0
b) 50 10 40 0
c) 30 30 20 20

Por otra parte, en relacidon con el conocimiento especializado del contenido, el 50% de los
futuros profesores explica adecuadamente si las producciones de las respuestas de los
alumnos son matematicamente correctas o no. Mientras que, ¢l conocimiento del curriculo
es el que presenta mayor grado de dificultad, puesto que solo el 30% de los futuros profesores
consigue plantear el objetivo de la tarea en el item 3d). Otro, 30% de los futuros profesores
responde de manera parcialmente correcta, pues mencionan que ¢l objetivo se encuentra
vinculado con la resolucion de problemas, pero no especifican el uso de las ecuaciones. Un
ejemplo de esto se evidencia en la respuesta del futuro profesor 3, quien propone “trabajar
las matematicas a través de la resolucion de problemas™.

4.2.4 Analisis item 4

Este item es formulado a partir del estudio propuesto por Tanisli y Kose (2013). El propésito
de los items 4a), 4b), 4c) y 4d) es evaluar el conocimiento comin del contenido, el
conocimiento del contenido y los estudiantes, el conocimiento del contenido y la ensefianza,
y el conocimiento del curriculo, respectivamente, vinculados con la comprension del cambio
y el uso de simbolos algebraicos y modelos matematicos para representar situaciones
matematicas.

Como se observa en la Tabla 6, un alto porcentaje de los futuros profesores (90%) alcanza
un buen dominio del conocimiento comun del contenido, puesto que resuelven el problema
aplicando la generalizacion como lenguaje de modelado, logrando determinar que la estatura
de Pedro es n+4, donde » representa la estatura de Clara.
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Asimismo, mas de la mitad de los futuros profesores (60%) identifican correctamente el nivel
escolar para el que es pertinente la tarea, sefialando por ejemplo el futuro profesor 5: “el
problema es pertinente para sexto de primaria porque aparece el uso de incOgnitas”. Podemos
inferir que los participantes presentan cierto dominio del conocimiento del curriculo.

Tabla 6. Disiribucion por porcentaje de las respuestas otorgadas al item 4 (n=10)

ftem 4 Respuesta Respuesta Respuesta Sin respuesta
correcta parcialmente incorrecta
correcta
a) 90 0 10 0
b) 40 30 20 10
c) 40 20 30 10
d) 60 20 10 10

Sin embargo, sélo el 40% de los participantes consigue describir las posibles dificultades que
han llevado a los alumnos a responder de manera erronea (item 4a) y determinar estrategias
para ayudar a estos alumnos a resolver la tarea (item 4c). Por tanto, se advierte un escaso
dominio tanto del conocimiento del contenido y los estudiantes, como del conocimiento del
contenido y la ensefianza.

4.2.5 Analisis item 5

Este item es tomado del estudio propuesto por Ferreira et al. (2017). La finalidad de los items
5a), 5b), 5¢) y 5d) es evaluar el conocimiento especializado del contenido, el conocimiento
del contenido y los estudiantes, el conocimiento del contenido y la ensefianza y el
conocimiento del curriculo, respectivamente, orientados a la comprensién de distintos tipos
de relaciones.

A nivel general, este item es el que presenta mayor grado de dificultad, puesto que los futuros
profesores que responden correctamente no superan el 40%, como se observa en la Tabla 7.
La escasa cantidad de aciertos se centran en el item 5a) que advierte de los contenidos y
propiedades matematicas que deben utilizar los alumnos para responder de manera correcta
la tarea, evidenciando un escaso dominio del conocimiento especializado del contenido.
Entre las respuestas de los futuros profesores destacan las propiedades de las operaciones:
“propiedad conmutativa, propiedad asociativa y elemento neutro de la suma” (futuro profesor
06).

Tabla 7. Distribucion por porcentaje de las respuestas otorgadas al item 5 (n=10)

ftem 5 Respuesta Respuesta Respuesta Sin respuesta
correcta parcialmente incorrecta
correcta
a) 40 10 40 10
b) 20 20 30 30
c) 10 40 20 30
d) 20 50 0 30

Por otra parte, tanto el conocimiento del contenido y los estudiantes, como el conocimiento
del curriculo es limitado, puesto que solo 2 futuros profesores (20%) describen correctamente
las posibles dificultades que han llevado a los alumnos a responder de manera errénea (item
5b) y mencionan el nivel escolar pertinente para abordar el problema (item 5d). De igual
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modo, el dominio del conocimiento del contenido y la ensefianza es insuficiente, ya que el
item 5c¢), sélo un futuro profesor menciona estrategias ensenanza idéneas para orientar a los
alumnos que han dado una respuesta erronea a la tarea.

4.2.6 Analisis item 6

Este item se ha formulado a partir del estudio propuesto por Souza ct al. (2020). El objetivo
de los items 6a), 6b) y 6¢) es evaluar el conocimiento especializado del contenido, el
conocimiento del contenido y los estudiantes y el conocimiento del contenido y la ensefianza,
respectivamente, asociados con la comprension de distintos tipos de relaciones.

En la Tabla 8, se muestra que el mayor nimero de aciertos se centra en item 6b), puesio que
el 70% de los futuros profesores logra describir las posibles dificultades que han llevado a
los alumnos a responder de manera erronea. Entre las posibles dificultades, sefialan por
ejemplo que, “los alumnos no conocen el significado de la igualdad™ (futuro profesor 1) y
“no consideran la relacién de equivalencia y el elemento de “=" en la operacién” (futuro
profesor 4). Se infiere un buen manejo del conocimiento del contenido y los estudiantes.

Tabla 8. Distribucién por porcentaje de las respuestas otorgadas al item 6 (n=10)

Item 6 Respuesta Respuesta Respuesta Sin respuesta
correcta parcialmente incorrecta
correcta
a) 30 40 10 20
b) 70 0 10 20
c) 20 20 40 20

Los items 6a) y 6¢) presentan un alto grado de dificultad, pues las respuestas correctas no
superan el 30%. Los futuros profesores presentan dificultades para determinar los contenidos
y propiedades matematicas involucrados en la resolucion de la tarea, asi como para
mencionar estrategias de ensefianza para ayudar a los alumnos a resolver la tarea.

En consecuencia, el conocimiento especializado del contenido y, el conocimiento del
contenido y la ensefianza, presentan grandes limitaciones.

4.3 Ajuste y construccion de la version final del cuestionario

A partir de la valoracion del juicio de expertos y la aplicacion piloto del instrumento, se ha
mejorado el cuestionario en términos de formulacion de los items y de claridad en las
preguntas que lo componen, dando lugar a la version definitiva (fase 4).

La version final del cuestionario, que hemos denominado MK T-algebra temprana (6-12), ha
quedado conformada por seis items de respuesta abierta y un total de 22 preguntas que
evalian el conocimiento matemadtico del profesorado en formacion de educaciéon primaria
para ensefiar algebra temprana desde los 6 a los 12 anos de edad (Anexo 2).

5. Consideraciones finales
En este estudio se ha presentado el proceso de construccion y validacion de un cuestionario

para evaluar el conocimiento matemdtico sobre dlgebra temprana del profesorado de
educacion primaria durante la formacion inicial.
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Dicho instrumento se fundamenta en el modelo MKT propuesto por Ball et al. (2008) y
permite profundizar en los contenidos matematicos que caracterizan el dlgebra temprana en
educacion primaria (Pincheira y Alsina, 2021a): a) comprension de distintos tipos de
relaciones y patrones; b) uso de simbolos algebraicos y modelos matematicos para
representar situaciones; ¢) comprension del cambio; y d) uso de variables para determinar
una constante o incdgnita.

El proceso de validacién del instrumento ha considerado la valoracién del juicio de doce
expertos y la aplicacion piloto a diez futuros profesores de educacion primaria. A partir de
ello se ha establecido la fiabilidad y coherencia interna de los items que conforman el
cuestionario, asi como el ajuste y refinamiento de estos mismos en términos de claridad para
alcanzar una mejor comprension de sus enunciados. De este modo, la version [inal de
cuestionario, denominado MKT-dlgebra temprana (6-12), considera 6 items de respuesta
abierta conformados por un total de 22 preguntas.

Las respuestas otorgadas por el profesorado en formacién en la aplicaciéon piloto del
cuestionario, han permitido realizar una primera aproximacion al conocimiento matemético
para ensefiar dlgebra temprana. Los resultados obtenidos muestran las limitaciones que
presentan el profesorado al enfrentarse a diversas situaciones de ensefianza propias de la
instruccion que se debe realizar para abordar la ensefianza de este bloque de contenido en
educacion primaria, respecto de los dominios y subdominios del conocimiento matematico.
Dichas limitaciones, responden principalmente al conocimiento del horizonte matematico, el
conocimiento especializado del contenido y, el conocimiento del contenido y la ensefianza.
Estos resultados, aun parciales, evidencian similitudes con otros estudios (e.g., Di Bernardo
et al 2017; Ferreira et al., 2017; Wilkie, 2014; Zapatera y Callejo, 2017) en relacion con: a)
la falta de capacidad para establecer conexiones entre los distintos significados del signo de
igualdad, como operador y como expresion de equivalencia; b) incomprension de los
conocimientos matematicos asociados al a la generalizacion de patrones; y c) dificultades
para determinar implicaciones para la enseflanza de las relaciones numéricas y las
propiedades de las operaciones, vinculadas con la generalizacion de la aritmética.

Blomeke y Delaney (2012) plantean que los conocimientos del profesorado son esenciales
para el logro de las matematicas de los estudiantes, no obstante, el profesorado de educacion
primaria ticne poca cxperiencia acerca de como cnsciiar algebra temprana (Blanton y Kaput,
2011). Desde esta perspectiva, consideramos que es necesario proporcionar experiencias en
la formacion, tanto inicial como continua del profesorado de educacion primaria, que les
permita desarrollar los conocimientos matematicos requeridos para llevar a cabo el proceso
de instruccion del algebra temprana de manera idénea.

Tales experiencias, deberian incorporar reformas que atiendan a la ensefianza del dlgebra
temprana de acuerdo con las exigencias que plantea el curriculo escolar, puesto que la
formacion inicial del profesorado se vuelve mas reflexiva si se dirige explicitamente hacia la
practica escolar (Gellert, 2005).

Concluimos que el cuestionario MK T-algebra temprana (6-12) puede ser una herramienta de
diagnostico eficaz tanto para indagar en el conocimiento matemdtico que maneja el
profesorado en formacion de educacién primaria sobre algebra temprana, como para
reflexionar en torno a practicas de ensefianza que promueven el pensamiento algebraico en
esta etapa escolar.

Finalmente, al igual que la validacion de otros instrumentos que evalan el conocimiento
algebraico del profesorado (e.g., Aké, 2013; Mejias 2019), el cuestionario presenta una
perspectiva global de los conocimientos algebraicos tempranos que se requicren valorar en
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una muestra limitada con futuros profesores. Por tanto, en futuras lineas de investigacion se
debera indagar en el conocimiento matematico del profesorado considerando una muestra
superior.
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Anexo 2: [tems versién final del cuestionario MK T-algebra temprana (6-12)
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Mathematical knowledge of early algebra exhibited by pre-service early childhood
education teachers

Abstract

This study analyzes the mathematical knowledge to teach early algebra exhibited by pre-
service early childhood education teachers, from the perspective of the Mathematical
Knowledge for Teaching (MKT) model. The research adopts a mixed exploratory-descriptive
methodological approach, based on the application of the MKT-early algebra questionnaire
(3-6), consisting of six open-ended items that place teachers in various teaching situations
reflecting the knowledge that characterizes early algebra at this stage of schooling. The
analysis of the answers given by the pre-service teachers of early childhood education
revealed a level general of insufficient mathematical knowledge, with the common content
knowledge exhibiting fewer limitations compared to the other subdomains that comprise the
model, and the horizon content knowledge the weakest. We conclude that it is necessary to
offer teacher training programs that deepen the didactics of early algebra and provide tools
to further the effective teaching of this content block in early childhood education.

Keywords: mathematical knowledge for teaching, early algebra, pre-service teacher, early
childhood education.

Introduction

A growing research agenda in carly algebra suggests that carly childhood education children
can acquire elementary algebraic notions and reason algebraically. According to Kieran et
al. (2016), studies have focused primarily on explaining students’ opportunities to explore
and discern mathematical relationships, patterns, and arithmetic structures through processes
of observation, conjecture, generalization, representation, justification, and communication.
On a related topic, the “algebraization™ of the curriculum, a term proposed by Kaput (2000)
to refer to the integration of algebraic reasoning or thinking throughout schoeling, has begun
to be incorporated into some contemporary carly childhood education curricula (e.g.,
Australian Curriculum, Assessment And Reporting Authority [ACARA], 2022; Ministry of
Education [MINEDUC], 2018; Minisiry of Education, Republic of Singapore, 2013:
National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000), since they have integrated the
teaching of algebra as a content block starting with this stage of education (Pincheira &
Alsina, 2021a).

The latter means “teachers can help students build a solid foundation of understanding and
experience as a preparation for more sophisticated work in algebra in the middle grades and
high school” (NCTM, 2000, p. 39). However, to ensure that children benefit from such
learning experiences involving early algebra, early childhood education teachers need to have
specific knowledge (Mosvold et al., 2011), since they are a key agent in eliciting the
development of algebraic thinking as a capacity to make and express generalizations (Kaput,
2008; Pinto y Canadas, 2021).

Despite the interest in researching the development of algebraic thinking in early childhood
education, and advances in early algebra in curricular terms, research on how to guide
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teachers towards the effective teaching of early algebra at this school stage (3-6 years old) is
not as advanced.

The literature notes the need to conduct studies that analyze the mathematical knowledge of
early algebra of early childhood education teachers (e.g., Cabral et al., 2020; Pincheira &
Alsina, 2021b), since there is little evidence on the development of this knowledge to
implement knowledge of early algebra (Walkoe et al., 2022). Consequently, studies are
needed that can be used to evaluate and track key aspects of mathematical knowledge in order
to carry out the instructional process involved in this content block.

Lane et al. (2015) note that the knowledge of teachers is directly related to student learning.
Based on this, we posit the question: what mathematical knowledge does an early childhood
education teacher mobilize in order to teach early algebra?

Given this interrogatory, the objective of our study is to analyze the mathematical knowledge
of pre-service teachers for teaching carly algebra in early childhood education. To achieve
this goal, we take the perspective of Ball et al. (2008) and use the Mathematical Knowledge
for Teaching (MKT) model as an analytical tool. The data obtained will provide the starting
point to determine those central aspects that should be considered in the initial training of
carly childhood education teachers to teach early algebra.

Theoretical foundation
Mathematical knowledge for teaching

In the field of teacher knowledge, the research contributions proposed by Shulman (1986,
1987) showed a lack of emphasis on both teacher training and evaluation, as well as on
effective teaching practices. Shulman (1986) introduced the concept of content knowledge,
referring to “the amount and organization of knowledge per se in the mind of the teacher”
(p.9), and pedagogical knowledge, defined as a “particular form of content knowledge that
embodies the aspects of content most germane to its teachability” (p.9). By distinguishing
between the two concepts, this author intended to bridge the gap between content and
pedagogy.

Ball et al. (2008), in an effort to refine and empirically validate the notions proposed by
Shulman (1986, 1987), developed a model of knowledge specific to mathematics teachers,
called Mathematical Knowledge for Teaching (MKT). This model has been developed as an
analytical tool of teacher knowledge and is defined as “the mathematical knowledge that
teachers uses in the classroom to produce instruction and student growth” (Hill et al., 2008,
p-374); that is, it refers to the multiple dimensions of knowledge on which a teacher relies
when implementing the teaching of mathematics.

The MKT model represents a map of the mastery of mathematical comprehension and ability
that considers two main constructs: knowledge of the subject and pedagogical knowledge of
the content. On the one hand, knowledge of the subject integrates: common knowledge of
content (CCK), defined as “knowledge that is used in the work of teaching in ways in
common with how it is used in many other professions or occupations that also use
mathematics™ (Hill et al., 2008, p.377); knowledge of specialized content (SCK), which is
“mathematical knowledge that allows teachers to engage in particular teaching tasks,
including how to accurately represent mathematical ideas, provide mathematical
explanations rules and procedures, and examine and understand unusual solution methods to
problems™ (Ball et al., 2005); and horizon content knowledge, defined as “an awareness of
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how mathematical topics are related over the span of mathematics included in the
curriculum™ (Ball et al., 2008, p.403).

And on the other hand, pedagogical knowledge of the content considers: knowledge of
content and students (KCS), defined as “knowledge that combines knowing about students
and knowing about mathematics™ (Ball et al., 2008, p.401), that is, the knowledge that can
be used to anticipate and interpret how students think when confronted with a certain
mathematical task; knowledge of content and teaching (KCT), described as that which
“combines knowing about teaching and knowing about mathematics” (Ball et al., 2008,
p.401) and which refers to the mathematical knowledge of how to design the instruction, that
is, how to use different methods and procedures in order to develop the instruction; and
finally, knowledge of the content and curriculum related to content knowledge as it pertains
to the curriculum designed for each educational level in the area of mathematics.

Mathematical knowledge of early algebra in early childhood education teachers

Some recent studies have begun to analyze the mathematical knowledge that early childhood
education teachers have of general aspects of early algebra typical of this stage of schooling,
focusing mainly on knowledge of mathematical patterns (Pincheira & Alsina, 2021b).

For example, Bair and Rich (2011), in a longitudinal study with more than 5000 pre-service
early childhood and primary education teachers, analyzed the knowledge of specialized
content for teaching in relation to algebraic reasoning and number sense. These authors
identified problems exemplifying the nature of the relationships between quantities and
establishing connections between the representations of a number sequence. Similarly,
Noviyanti and Suryadi (2019) evaluated the basic mathematical knowledge of 35 in-service
early childhood education teachers on patterns and the number sense of mathematical
relationships. The results reveal limitations in content knowledge in both constructs.
Pincheira and Alsina (2022b) analyzed the specialized content knowledge and the knowledge
of content and teaching of 18 pre-service early childhood education teachers when designing
mathematical tasks on repetition patterns. The results reveal problems in the specialized
knowledge to identify theoretical concepts of a task on patterns, demonstrate rules of
sequence formation and poor management of teaching situations in which to apply the study
of patterns. They also indicate deficiencies in the knowledge of content and teaching to
propose teaching strategies that promote an understanding of patterns and the use of early
algebraic language.

In summary, the data on the mathematical knowledge mobilized by pre- and in-service early
childhood education teachers are scarce, and reflect a limited knowledge to promote the
effective teaching of early algebra at this stage of schooling.

Methodology

In keeping with the purpose of the research that, as indicated, consists of analyzing the
mathematical knowledge of pre-service teachers for teaching early algebra in early childhood
education, we employed a mixed methodological approach of an exploratory-descriptive type

(Creswell, 2014).

Participants and context
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The study involved 60 students majoring in early childhood education in a university in
Spain. The sample was selected by considering a non-probabilistic sampling of an accidental
or causal nature (Fernandez et al., 2014), since the selection criterion was determined by the
possibility of joining this group.

The ages of the participants ranged from 18 to 25, with 59 women (98.3%) and 1 man (1.7%).
As for their previous education, 49 (81.6%) of them completed high school, 25 (41.7%)
completed vocational training, and 14 (23.3%) completed both.

At the time of the study, in 2022, the participants were in the second year of their studies, out
of a total of four, and were taking the “Learning mathematics” course. In general, in this first
course in the field of mathematics education, pre-service teachers receive general training on
early childhood mathematical education (skill-based planning and managing of teaching
practices; presence of mathematics in the kindergarten curriculum). They then study the
content, assessment indicators, resources and strategies for teaching early algebra to students
aged 3 to 6 years, and other content blocks, such as numbering and calculation, geometry,
measurement, and statistics and probability.

Design and procedure

The data were obtained by administering the MKT-early algebra (3-6) questionnaire
described in Pincheira and Alsina (2022a), where the validity and reliability of the instrument
were analyzed, yielding a Cronbach alpha of 0.72. This instrument consists of six open-ended
exercises (Table 1) that place pre-service teachers in various teaching situations that can
provide an integrated analysis of the mathematical contents that characterize early algebra in
early childhood education (Pincheira & Alsina, 2021a): a) establish relationships based on
the recognition of attributes when experimenting with elements or objects (items 1, 2 and 3);
b) seriation based on repetition patterns (items 4 and 5); and c) description of qualitative and
quantitative changes (items 6).

Table 1 Items that make up the MKT early algebra questionnaire (3-6)

[tem 1: Item 2:
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A teacher shows S-year-olds the following aribuec cands and mstructs them 1o road the
ibutes of cach e to ing piece at the bottom:

D

()
X
X

{0

EEEE

b Describe the passible difficultics children would fice to comectly solve the task.
. What other resource woukd you wse for the childres o performs this type of sk Explain

A teacher shows J-year-olds a set of Muwltilink cubes. The goal of the activity is 1o “Build a
simgle series throagh the free manipulation of the material provided”.
The molving a girt

Girl: A tewer! A greem e comes next
Teacher: Wity is a green one nexs?

Girl: Becastse i goes EOOen, OTEREE, KOO, 0FaREC

Teucher: Wiat happened in the midale of the iower? (The teacher points out the

meistake)
Qusations.
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b What
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Item 6:

Item 5:

A tencher does the folkoving task with the S-year-ids: first, she prepares boxas with cutouts
of triangles. squares and circles; she then preseats the first series (P1). choodes a child and
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Quecations;
a. What matsermatical coment sbould the children use to answer cocrectly?

b. Describe the possible difficulties chikdren would face to cormetly solve the task.
. What tesching straiegies would you use to help those children wha had problems solvieg
the task?

d. Conssdering the pre-school eurriculum, what could be the gosl of the tak?

The items on the questionnaire provide an insight into the mathematical knowledge involved
in teaching early algebra in early childhood education, giving rise to a total of twenty-two
questions that are based on the MKT model (Ball et al., 2008), allowing us to investigate the
domains and subdomains that compose it, as shown in Table 2.

Table 2 Domains and subdomains of the MKT model to be evaluated in the items that make

up the questionnaire

Pedagogical
ftoma Content knowledge knowledge of the
content
CCK _SCK HCK KCS KCT KCC
a. What mathematical content should the children employ X
to take part in the task proposed by the teacher?
1 b. Considering the kindergarten curriculum, what could be X
the goal of the task?
¢. With what more advanced concepts of the school X
curriculum is the content in the task related?
a. What mathematical content should the children use to X

provide a correct solution to the problem posed?

b. Describe the possible difficulties children would face to
correctly solve the task.
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¢. What teaching strategies would you use to help children X
who had problems solving the task?

a. What mathematical content should children use to X
provide a correct solution to the task?

b. Describe the possible difficulties children would face to X
correctly solve the task.

3 ¢. What other resource would you use for the children to X
perform this type of task? Explain how you would use it
and justify your choice.

d. Considering the kindergarten curriculum, what could be X
the goal of the task?

a. Following the series described verbally by the girl, what X
cube should be placed in the 21st place? Explain how you
gol your answer,

b. What mathematical content did the girl use to construct X
4 the serialization?

¢. Describe the possible problems that led the girl to X
respond incorrectly.

d. What teaching strategies would you use to help the girl X
realize and correct her mistake? Explain your answer.

a. Determine the unit of repetition (the pattern) of each X
series. Explain yvour answer.

b. Describe the possible difficulties children would face to X
correctly solve the task.

L

c. What teaching strategies would you use to help those X
children who had problems solving the task?

d. Considering the kindergarten curriculum, what could be X
the goal of the task?

a. What mathematical content should the children use to X
answer correctly?

b. Describe the possible difficulties children would face to > 4
correctly solve the task.

c. What teaching strategies would you use to help those X
children who had problems solving the task?

d. Considering the early childhood education curriculum, X
what could be the goal of the task?

CCK: Common Content Knowledge: SCK: Specialized Content Knowledge; HCK: Horizon Content
Knowledge; KCS: Knowledge of Content and Students; KCT: Knowledge of Content and Teaching; KCC:
Knowledge of Content and Curriculum.

It is important to note that the questionnaire was administered in the context of a regular class
in the training process of the participants (90-minute session), with the authorization and
collaboration of the professor in charge of the “Learning mathematics™ course. The
rescarchers also obtained the informed consent of the participants, who collaborated and
responded to the questionnaire voluntarily.

Data analysis

After the data were gathered, the answers to the questionnaire provided by the pre-service
early childhood education teachers were analyzed. The results provided an insight into the
mathematical knowledge of early algebra of the teachers in question, from the perspective of
the MKT model (Ball et al., 2008).
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The analysis of the data considered quantitative and qualitative aspects. The former estimated
the variable “degree of correctness of the answers™ by assigning a score of 2 if the answer
was correct, 1 if it was partially correct and 0 if it was incorrect. To assign these scores,
criteria were established using an evaluation rubric based on the relevance of the answers,
such that the maximum score on the questionnaire was 44 points and the minimum was
points. This rubric was submitted to the judgment of experts in didactics of mathematics and
early algebra.

As for the qualitative analysis, the various answers given by the pre-service teachers were
categorized using the content analysis technique (Krippendortf, 2013). Thus, comparisons
were made between the data from different categories, such as “types of errors in the
answers”, “justifications provided by the teachers”, “problems finding the right answer”, and
others,

To ensure the reliability of the coding process, the answers to the questionnaire were
successively reviewed in a cyclical and deductive manner (Bisquerra, 2009). Then, a
triangulation was carried out based on continuous reviews of the responses, ending with a
discussion, by the authors, of the disagreements involving the coding process until a
consensus was reached.

Results

The following describes the data obtained, showing, first, an analysis of the total scores of
the questionnaire and, second, an analysis of the results obtained in relation to the domains
and subdomain of the mathematical knowledge for teaching.

Total questionnaire score

The total questionnaire scores were analyzed based on the degree of correctness of the
answers given by the 60 pre-service early childhood education teachers.

The total scores on the questionnaire ranged from 8 to 34 points, with no maximum scores
reported (44 points). The average score was 18 points, which is less than half of the maximum
score, with a standard deviation of 5.0 points. Likewise, the percentage of right answers on
the questionnaire was 41%.

Figure 1 shows that the median questionnaire score was low, 17.6, meaning the median was
slightly closer to the first quartile. Therefore, the values of the total questionnaire scores were
slightly more concentrated in the lower half of the box.

We also see that the amplitudes of the top and bottom “whiskers” are relatively similar. This
indicates some similarity between the extremes of the distribution of total scores. We do,
however, see the presence of an outlier in the top area of the box, corresponding to an extreme
observation that deviates from the bulk of the data; in this case, it corresponds to a pre-service
teacher who obtained a total score of 34 points out of a possible 44 points.
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TOTAL

Fig. 1. Distribution of total scores and median score on the questionnaire

Comparison of the domains and subdomains of mathematical knowledge to teach early
algebra

To establish a comparison between the subdomains of mathematical knowledge to teach early
algebra, the total scores for the questionnaire were recoded based on the type of knowledge
based on a normalized scale of 0 to 100, since the number of items differs for each
subdomain.

Figure 2 shows the scores obtained by the pre-service early childhood education teachers in
the different subdomains of knowledge. In general, we see that the normalized scores
obtained in the common content knowledge subdomain are higher than in the other
knowledge subdomains. This is in contrast to the subdomain of mathematical horizon content
knowledge, which yielded the lowest score on the questionnaire.

100 - o
" -
&
-
0
n
0 o _ -
Common Specialzed  Honzon content  Knowledge of  Knowledge of  Knowdedge of
content content knowledge content and concent and content and
knowledge knowledge students (KCS)  teaching (KCT) curmculum
(CCK) (SCK)

Fig. 2 Distribution of normalized scores by subdomains of mathematical knowledge
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By considering more specifically the domain of knowledge of the subject, it is possible to
observe that more than 50% of the pre-service teachers exhibit high normalized scores, above
75%, in the common content knowledge subdomain. Regarding the specialized content
knowledge, the distribution of the normalized scores coincides with the knowledge of content
and student subdomain, part of the pedagogical knowledge domain. In both subdomains, the
normalized scores are concentrated in the upper area of the box, between 40% and 50%.
Similarly, in the knowledge of the content and teaching, the median is closer to the third
quartile, with the normalized scores clustering between 50% and 60%, in the top half of the
box.

Finally, regarding the knowledge of the curriculum, 50% of the pre-service teachers failed to
exceed 38% of the normalized scores.

As Figure 2 shows, there are differences between the scores obtained for the different

subdomains of mathematical knowledge. To delve into these differences and determine if

they are statistically significant, pairs of subdomains were compared by applying a non-
parametric sign statistic for paired samples with a 95% confidence level, as seen in Table 3.

Table 3 Wilcoxon Signed-Rank test of the scores obtained in relation to the different
subdomains of the MKT model

Common Specialized Mathematical Knowledge of  Knowledge of
content content horizon content and content and
knowledge knowledge knowledge students teaching
Specialized
content 0.000 - - - -
knowledge
Mathematical
horizon 0.000 0.000 - - -
knowledge
Knowledge of
conlent and 0.000 0.000 0.000 - -
students
Knowledge of
content and 0.000 0.000 0.000 0.041 -
teaching
Kaaiege ol 0.000 0.000 0.000 0.897 0.358

the curriculum

The Wilcoxon rank tests applied to the ditferent subdomains of knowledge are mostly <0.05.
Therefore, the different subdomains of knowledge that were compared to one another show
significant differences in their scores; whereas the comparison between knowledge of the
curriculum and knowledge of content and students, as well as knowledge of the curriculum
and knowledge of content and teaching, exhibit similar scores.

Analysis of the subdomains of mathematical knowledge for teaching
To delve into the subdomains of the mathematical knowledge of the participants, we analyzed

the correctness of the answers to the MKT-carly algebra questionnaire (3-6) and the
explanations given in the answers to the different items that comprise it.
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Common content knowledge

The set of items focused on evaluating the common content knowledge (4a and 5a) analyzes
the answers the pre-service teachers gave when solving seriation tasks based on repetition
patterns. In item 4a, the pre-service teachers were expected to identify the term in a series of
two elements (green cube-orange cube) based on an indicated position, and in item 5a, to
identify the repetition unit in six seriations proposed (P1 to P6) of two and three elements.
The degree of correctness of the answers given for these items is shown in Figure 3.

_’a*
_ - -

m Correct answer Partially correct answer Incorrect answer

Item 4a

Item 5a

Fig. 3 Composition of the different types of answers for the common content knowledge by degree of
correctness

The percentage of correct answers in the common content knowledge block exceeds 66.7%.
An analysis of the answers to item 4a shows a high percentage of correct answers (96.7%),
meaning most of the pre-service teachers were able to specify and justify that a green cube
belonged in position 21 of the series; while only 3.3% answered incorrectly, stating it should
be an orange cube.

In the case of item 5a, the partially correct answers (8.3%) are due to the lack of justification
for the answer given. More specifically, the pre-service teachers noticed that in series P1 and
P4, the repeating unit is blue square-red triangle, in series P2 and P35, it is blue triangle, gray
circle and red square, and in series P3 and P6, it is blue square, red triangle, red triangle.
However, they do not specify that the proposed series correspond to patterns of type AB,
ABC and ABB, respectively. Meanwhile, 25% of the participants gave another answer or
failed to accurately identify the repetition unit of the series.

Specialized content knowledge

To evaluate the specialized content knowledge, we focused on the mathematical content that
pre-service teachers must be able to identify in order to solve certain situations involving
algebraic teaching. This includes establishing relationships (classify, group, compare) based
on the recognition of attributes, seriations with repetition patterns, and descriptions of
qualitative changes.

To analyze this knowledge, the questionnaire considers five items (1a, 2a, 3a, 4b and 6a) that
pose questions such as, “What mathematical content should children use to correctly answer
the task?” Figure 4 shows the degree of correctness of the answers provided for these items.
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Fig. 4 Composition of the different types of answers [or the specialized content knowledge by degree off
correctness

The results show that items 1a and 2a, which correspond to the mathematical content related
to establishing relationships by recognizing attributes, yielded a higher percentage of correct
answers. However, this is not significant, since the correct answers do not exceed 40%. ltems
3a and 6a show greater limitations, since the number of correct answers is below 18.3%. In
the case of item 4b, involving mathematical content on series with repetition patterns, it
yielded a high percentage of incorrect answers (96.7%), being one of the most difficult items
on the questionnaire.

In general, an analysis of the arguments presented shows that much of the content identified
is generic. For example, many of the answers focus on content, such as algebra, early algebra,
logic, mathematical logic, relationships and series. The pre-service teachers did not analyze
the contents of the task they were provided. They also gave answers that did not correspond
to mathematical content, but to mathematical processes, such as problem solving and
representation. This thus reveals confusion on the part of the pre-service teachers between
mathematical content and the mathematical processes involved in the teaching situations
presented.

More specifically, unlike items 4b and 6a, the arguments for items la, 2a and 3a show a more
detailed analysis of the mathematical content; for example, they mentioned aspects such as
classification of elements, description of attributes and qualities, establishing similarities and
differences based on a comparison of objects, grouping elements by two or three attributes,
and more.

Finally, a low percentage (13.3%) managed to adequately identify in item 6a that the
mathematical content associated with the task is related to direct logical operators and the
representation of qualitative changes, while 20% only mentioned very generically that the
content involves change, and a large percentage failed to identify the mathematical content
of the task.

Mathematical horizon knowledge

Knowledge of the mathematical horizon was assessed using item Ic of the MKT-carly
algebra questionnaire (3-6). To analyze this knowledge, the participants were asked to
establish links between the mathematical content involved in the teaching situation and others
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proposed in the extension of the curriculum, based on the question: to what other more
advanced concepts in the curriculum can the content presented in the task be associated?
The teaching situation requires establishing relationships of classification and grouping of
elements based on recognizing attributes (shape, color, size, etc.). Participants are thus
expected to relate the content addressed in the task with the idea of class inclusion and the
notion of part-whole, a key element in building the concept of number.

The results show that item 1¢ was one of the most difficult items in the questionnaire, since
no correct answers were provided. 88.3% of participants responded incorrectly to the item,
offering nonsensical arguments.

Only seven pre-service teachers (11.7%) gave a partially correct answer, arguing that the
content presented in the task is related to the sense of belonging or not.

Knowledge of content and students

To respond to the set of items focused on evaluating the knowledge of content and students,
the pre-service teachers need to anticipate how the children think in relation to the errors or
difficulties they might encounter when faced with a certain algebraic task.

To analyze this knowledge, the questionnaire proposes five items (2b, 3b, 4¢, 5b and 6b) that
investigate issues such as “describe the possible difficulties that the children would have
correctly solving the task™. The degree of correctness of the answers given [or these ilems is
shown in Figure 5.

40% 26,7%

I
. 15% 78,3%
. 36,7% 56,6%

w Correct answer Partially correct answer Incorrect answer

Item6b Item5Sb Itemdc Item3b Item 2b

Fig. 5 Composition of the different types of answers for the knowledge of content and students by degree of
correciness

In general, the results show that the percentage of correct answers is low, since they are below
46.7% in all the items proposed. Likewise, starting with item 4c, the percentage of incorrect
answers is above 51.7%, where the most frequent arguments are that the difficulties the
children face is not having acquired the prior knowledge needed to solve the task or not
understanding the problem statement. In particular, the pre-service teachers exhibit
limitations in terms of the knowledge of content and students.

[tems 2b and 3b, which consider the potential difficultics children might face when solving
tasks involving establishing relationships based on attribute recognition, yielded a slightly
higher percentage of correct answers compared to the other items. In the case of item 2b, the
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arguments presented made it possible to determine that 33.3% of the teachers noted that the
possible difficulties have to do with identifying the category of each set of elements and
establishing membership relationships with the elements.

Meanwhile, an analysis of the arguments given in item 3b shows that 46.7% of teachers
determined that the potential difficulties are related to recognizing negative attributes and
discriminating the shapes, color and size of the elements proposed in the cards. In both items,
2b and 3b, the arguments present in the partially correct answers mention that the difficulties
are centered around experiencing the elements proposed in the teaching situations and their
characteristics in general.

Items 4c¢ and 5b analyze the difficulties with serialization tasks with repetition patterns. The
small percentage of right answers for item 4c (6.7%) provides evidence that links the
difficulties with the systematic reproduction of the pattern when extending the AB type
series. 15% were of the view that the difficulties may be related to an inadequate
understanding of the pattern. The remaining 78.3% failed to identify possible difficulties in
the development of the task.

A similar situation is evident in the arguments presented for item 5b, where only 13.3% of
the right answers propose that the difficulties involve the extension of the repetition pattern,
especially in series P4, P5 and P6, which do not end in a complete repetition unit. A large
percentage of the pre-service teachers (ailed to identify difficulties relevant to the object of
study (51.7%), and the remaining 35% believed that the difficulties are related only to work
with repetition patterns.

Finally, only 6.7% of the answers given for item 6b, which involves the description of
qualitative change, were correct. The arguments given in these answers posit that the possible
difficulties are related to the understanding of the logical operator and the representation of
qualitative changes. 36.7% of the answers stated, at a very general level, that the difficulties
are related to an understanding of change. The remaining 56.6% failed to identify possible
difficulties for the object of study.

Knowledge of content and teaching

To evaluate the knowledge of content and teaching, we focused on the use of different
methods and procedures that can be used to provide instruction.

The questions asked that allow us to analyze this knowledge were: What teaching strategies
would you use to help children who had problems solving the task? What resource would
you use to help children solve this type of task? Explain how you would use it and justify
your choice. These questions are asked in items 2c, 3¢, 4d, 5c and 6¢ of the questionnaire.
Figure 6 shows the degree of correctness of the answers provided for these items.

244



Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza
del &lgebra en edades tempranas

43,3% 20%

e i

35% 25%

30% 53,3%

Item 6c  Item S5c Item4d Item 3c  Item 2c

m Correct answer Partially correct answer Incorrect answer

Fig. 6 Composition of the different types of answers for the knowledge of content and teaching by degree of
correctness

The results show that the pre-service teachers have a low level of knowledge of content and
teaching, since the percentage of correct answers was below 40% for all the items. We did,
however, see a high percentage of partially correct answers in which the teachers mention
teaching strategies to address the instruction that are not entirely conclusive, as well as
teaching resources; however, they do not go into detail as to how and why they would
implement them in the classroom.

The arguments given in the answers to item 2c, involving the recognition of attributes to
establish relationships, reveal that teachers have problems establishing strategies that allow
children to respond correctly to the task. 36.7% managed to describe possible teaching
strategies as per the instructions in the task. Most of them suggested approaching the task
experientially through manipulatives (fruits and toys) and asking questions of the type, What
can we do with these objects? What characteristics do they have? in order to establish
similarities and differences between the elements in each set of objects. A high percentage
(43.3%) mentioned strategies on a very general level, but these are inconclusive; specifically,
they mention working with concrete materials, providing examples through different objects,
without specifying. The remaining 20% provided inadequate or meaningless strategies and
resources.

Regarding item 3¢, an analysis of the answers revealed that only 28.3% of the participants
proposed another teaching resource to address the recognition of atiributes to establish
relationships, explaining and justifying their choice. They mainly proposed working with
manipulatives, such as Dienes blocks, attribute blocks and others, undertaking the task
initially without considering the negation of attributes. As in the previous item, a considerable
percentage of responses (31.7%) were limited to mentioning only one resource, but did not
detail how to use it. The remaining 40% did not mention any alternative resources.
Continuing on, an analysis of the arguments given in item 4d made it possible to show that
40% of the participants proposed and justified appropriate teaching strategies to correct the
error presented in the AB series with repetition patterns. They included comparison with
another term-to-term series, followed by orally expressing the terms of the sequence
according to the established pattern. 35% mentioned possible strategies, such as asking
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leading questions and using manipulatives to continue the sequence, without giving more
details about their choice, while 25% offered strategies that do not adequately address the
mistake.

In item Sc, the arguments presented showed that only 20% of the participants provided
adequate strategies to help children who had problems extending the series proposed. Notable
among them was proposing series in increasing order of difficulty, using other manipulatives
such as Multilink cubes or colored cards, and expressing the series orally. By contrast, a large
percentage (43.3%) gave meaningless strategies to deal with the task and 36.7% offered
inconclusive strategies.

Finally, item 6c¢, which focused on proposing teaching strategies to address the ideas of
change, returned a low percentage of right answers (16.7%). They proposed the use of
concrete materials, mainly mentioning the machine for changing qualities, followed by
describing changes using everyday situations (night and day — a tree in autumn and spring).
30% proposed strategies like the ones mentioned above in a very general way, as well as
others such as posing direct questions, using examples to describe qualitative changes,
without detailing what specific materials, questions and examples would be appropriate.
Finally, a high percentage of answers (53.3%) proposed inadequate strategies to address the
study of change.

Knowledge of the curriculum

The set of items focused on evaluating the knowledge of the curriculum delved into central
aspects of the early childhood education curriculum that pertain to a certain teaching
situation.

To analyze their knowledge of the curriculum, they were asked questions of the type:
considering the preschool curriculum, what could be the goal of the task? These questions
are set out in items 1d, 3d, 5d and 6d. To answer the question, the teachers were expected to
bring to bear their knowledge of the contents proposed in the curriculum and its intended
purpose.

The degree of correctness of the answers given for these items is shown in Figure 7.
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Fig. 7 Composition of the dilTerent types ol answers for the knowledge ol curriculum by degree of
correctness
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The results reveal that the teachers have poor knowledge of the curriculum, since they
exhibited difficulties interpreting the intentionality of teaching situations and linking them
clearly with the guidelines set out in the curriculum. The percentage of correct answers to the
proposed items was below 38.3%.

An analysis of the responses to item 1d shows that only 38.3% of the participants were able
to recognize that the purpose of the task was to establish different relationships
(classification, ordering) based on recognizing two or more attributes at once (shape, color,
size, and others). 25% of the participants stated very generically that the goal of the task
involved establishing relationships, while a large percentage (36.7%) failed to determine the
goal of the task.

Regarding item 3d, an analysis of the answers showed that a small percentage (16.6%)
correctly identified the goal of the task, which was to positively or negatively recognize
attributes based on working with cards. A high percentage (41.7%) was able to identify the
recognition of attributes as the goal of the task. Similarly, 41.7% set a goal that does not
correspond to the description of the task.

An analysis of the arguments given for item 5d showed that a low percentage of pre-service
teachers (10%) correctly recognized that the goal of the task was to expand sequences with
AB, ABC and ABB repetition patterns. A considerable percentage (58.3%) mentioned, very
generally, that the goal involved working with patterns, while 31.7% [ailed to identify a goal.
Finally, the arguments presented for item 6d showed that only 8.3% responded correctly, by
stating that the goal of the task had to do with introducing logical operators and expressing
qualitative changes. Conversely, a high percentage (61.7%) failed to propose a goal for the
task, while 30% only recognized that the goal of the task was related to establishing changes.

Final considerations

In this study, we analyzed partial aspects of the mathematical knowledge of 60 pre-service
early childhood education teachers to teach early algebra, from the perspective of the MK'T
model (Ball et al., 2008). We did so by administering the MK T-early algebra questionnaire
(3-6) proposed by Pincheira and Alsina (2022a) and analyzing the answers given by the pre-
service teachers to the different questions that comprise it.

As Mosvold et al. (2011) suggest, analyzing the mathematical knowledge for teaching of
early childhood education teachers requires formulating teaching situations specific to this
stage of schooling. By adhering to these guidelines through the questionnaire, the pre-service
teachers were given tasks and situations involving manipulation and games typical of early
childhood education that allow children to experience early algebraic ideas.

The study delved into the domains and subdomains of the MKT model, showing that the
mathematical knowledge of early algebra of pre-service early childhood education teachers
is insufficient, since the average percentage of correct answers does not exceed 26.6%.

As concerns the domain of knowledge of the subject, the interpretation of the results indicates
that the subdomain of common knowledge that is required to be implemented to solve
serialization tasks with repetition patterns obtained better scores compared to the other
subdomains evaluated. As in the study by Cabral et al. (2020), most of the participants
successfully identified the structure of the sequences; however, certain problems are
observed when the sequence does not end in a complete repeat unit. This last finding agrees
with the results obtained by Noviyanti and Suryadi (2019), who showed that early childhood
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education teachers exhibit some limitations in understanding the basic knowledge associated
with working with series.

Regarding the subdomain of specialized content knowledge, we identified a lack of ability in
pre-service teachers to adequately identify the mathematical content that is involved in an
early algebra task, especially in tasks with repetition patterns and the study of change. Similar
studies in this same area of knowledge (e.g., Bair & Rich, 2011; Pincheira & Alsina, 2022b)
have concluded that early childhood education teachers have problems establishing
connections between different representations of a sequence and identifying theoretical
concepts in pattern tasks. Likewise, the knowledge of the mathematical horizon is one of the
most complex subdomains for pre-service early childhood education teachers, given their
problems establishing links between different types of mathematical relationships, such as
classification and grouping, in addition to other topics in the curriculum.

We also identified considerable limitations in the domain of pedagogical knowledge of the
content. In the case of the subdomain of knowledge of content and students, the pre-service
teachers have problems anticipating children’s thinking in relation to errors or difficulties
they might have when doing a certain algebraic task. This coincides, for example, with the
results obtained by Cabral et al. (2020), who stated that teachers exhibit limitations
interpreting and perceiving the algebraic thinking of early childhood education children,
especially in tasks involving repetitive sequences.

Regarding the subdomain of knowledge of content and teaching, teachers have insufficient
knowledge to propose teaching strategies and resources that allow children to overcome their
difficulties with algebraic tasks. Pincheira and Alsina (2022b) reached a similar conclusion
regarding knowledge of content and teaching, noting that pre-service early childhood
education teachers exhibit difficulties selecting sequences of tasks that can be used to acquire
or reinforce algebraic knowledge, as well as game-based teaching strategies to motivate the
development of early algebra tasks.

Finally, their knowledge of the curriculum is also insufficient, since most of the teachers
could not identify the purpose of the tasks proposed in the questionnaire and relate them to
the purpose pursued by the early childhood education curriculum. Perhaps the answer to this
complexity is that the preschool curriculum in use in Spain explicitly considers guidance
related to the representation of attributes of elements and collections, establishing grouping,
classification, order and quantification relationships, and omitting work with patterns and the
description of qualitative and quantitative changes (Alsina, 2022).

According to Branco and Ponte (2014), teachers must know algebra and what is required to
teach it in the early years of schooling in order to mobilize their didactic knowledge and their
professional identity in their future practice. Against this backdrop, the situation regarding
the mathematical knowledge of pre-service early childhood education teachers for teaching
early algebra is worrisome and calls for reflection on what aspects to consider when training
teachers to promote the development of the mathematical knowledge needed to teach early
algebra in early childhood education.

We need to offer training programs to early childhood education teachers that allow them to
develop this mathematical knowledge based on the following areas of action: a) subjects
focused on the study of early algebra as a mathematical object, to analyze the specific aspects
of this content block and how to teach it; and b) provide tools that allow teachers to reflect
on their own teaching practice and their discursive interaction in the early childhood
education classroom. Consequently, the effective incorporation of early algebra in early
childhood education requires transforming teacher training to ensure it can respond to the
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new challenges involved in teaching this content standard. Considering the general
pedagogical guidelines for training mathematics teachers (Lewis, 2016), and specifically for
teaching early algebra in early childhood education (Alsina, 2022), it would be advisable to
focus the training, for example, on the analysis and discussion of real classroom situations,
to provide insights to pre-service teachers and thereby strengthen the development of the
mathematical knowledge they can employ. It would also be advisable to further analyze the
design, implementation and redesign of early algebra tasks focused on the ability to make
and express generalizations (Kaput, 2008), in order to determine in depth, the mathematical
activity that children must bring to bear in their early childhood education in order to identify
the solution process for an early algebra task.
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Mathematical knowledge of primary school teachers for teaching early algebra
Abstract

The mathematical knowledge of pre-service primary school teachers to teach early algebra
is analyzed from the perspective of the Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) model.
The data were obtained using the MKT-Early Algebra Questionnaire (6-12), consisting of
six open-ended items that place pre-service teachers in various teaching situations involving
the knowledge that characterizes early algebra at this stage of schooling. Our analysis of the
answers of 76 pre-service teachers shows: a) in general, insufficient mathematical knowledge
for the different subdomains of knowledge; b) more specifically, common content knowledge
exhibits the highest scores, and knowledge at the mathematical horizon the lowest. We
conclude that it is necessary to provide teacher training programs that analyze the didactics
of'algebra and offer tools to further the effective teaching of this content standard in primary
education.

Keywords: mathematical knowledge for teaching, early algebra, pre-service teacher,
primary education.

1. Introduction

Promoting algebraic activity and the development of algebraic thinking in the early stages of
schooling is one of the purposes pursued by early algebra, as a proposal for curricular change.
The challenge of teaching algebra in primary school arises from the urgent need to foster
learning experiences that prepare students for the more formal study of algebra in higher
grades (Cai et al., 2011).

Algebraic thinking is conceived as a way of thinking (Blanton and Kaput, 2011 Cafiadas et
al,, 2019) and is not restricted to working with algebraic symbolism, that is, it does not focus
on the use of letters and their manipulation (Radford, 2011). From a broad perspective,
guaranteeing the development of algebraic thinking involves the study of structures and the
analysis of numerical relationships that result from arithmetic, the study of functions and
joint relationships, change and modeling as a mastery of expression and formalization of
generalizations (Kaput, 2008; Kieran, 2004).

Curriculum guidelines in various countries (e.g., Australian Curriculum, Assessment And
Reporting Authority |ACARA], 2015; Ministry of Education [MINEDUC], 2012; Ministry
of Education, Republic of Singapore, 2012; National Council of Teachers of Mathematics
[NCTM], 2000) have explicitly established the progressive knowledge of algebra in primary
education curricula (Pincheira and Alsina, 2021). Ensuring the success of new curricular
proposals that promote the study of algebra from a very early age requires teachers who are
capable of providing students with opportunities to develop age-appropriate algebraic
thinking in their daily experiences (Stephens et al., 2017).

According to Santagata and Lee (2021), the effects on student learning and the quality of
instruction are closely related to the mathematical knowledge of the teachers. Therefore,
promoting the development of algebraic thinking in students directly challenges the teaching
staff, since they require broad knowledge of the subject; that is, a solid understanding of
various elements and concepts associated with early algebra, as well as pedagogical
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knowledge that lets them present effective learning experiences to achieve this kind of
thinking.

Updating both the mathematical and pedagogical knowledge associated with teaching
algebra poses a challenge during the initial training of primary school teachers, who need
instruction that reflects the transformation demanded by early algebra (Kim and Kim, 2022).
Few studies have explored the mathematical knowledge of teachers in the field of early
algebra (Hohensee, 2017). Consequently, studies are needed that can be used Lo evaluate and
track key aspects of mathematical knowledge in order to carry out the instructional process
involving this content block in the primary school classroom.

Malara and Navarra (2009) assert that teachers play a fundamental role in the early teaching
of algebra, since they are responsible for making decisions about its instruction. Based on
this, we ask ourselves: what mathematical knowledge do pre-service primary school teachers
mobilize to teach early algebra?

To answer this question, we consider the perspective of Ball et al. (2008) and use the
Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) model as an analytical tool.

When seen in this light, the goal of our study is to analyze the mathematical knowledge for
teaching carly algebra of pre-service primary education teachers, and subsequently to report
on those aspects that must be considered in the initial training of primary education teachers
to teach early algebra.

2. Framework
2.1 Mathematical Knowledge for Teaching model

The MKT model emerges from the notions proposed by Shulman (1986, 1987) in relation to
knowledge of the subject and pedagogical knowledge. Ball et al. (2008), in an effort to deliver
analysis tools specific to the teaching of mathematics, define mathematical knowledge for
teaching as “the mathematical knowledge that teachers use in classrooms to produce
instruction and student growth™ (Hill et al., 2008, p.374).

MKT considers two major domains of mathematical knowledge for teaching: content
knowledge and pedagogical knowledge of the content.

Content knowledge includes three subdomains: common content knowledge (CCK), which
refers to “the mathematical knowledge and skill used in settings other than teaching™ (Ball et
al., 2008, p.399), meaning it corresponds to the knowledge that can be achieved over the
course of one’s education, and that is possessed by anyone when doing a mathematical task;
specialized content knowledge (SCK), which refers to “mathematical knowledge and skill
unique to teaching” (Ball et al., 2008, p.400), knowledge that is specific to the teacher and
that is used to perform teaching tasks alluding to: “the mathematical knowledge that allows
teachers to engage in particular teaching tasks, including how to accurately represent
mathematical ideas, provide mathematical explanations for common rules and procedures,
and examine and understand unusual solution methods to problems™ (Hill et al., 2008, p.377-
378); and knowledge at the mathematical horizon, which is described as “awareness of how
mathematical topics are related over the span of mathematics included in the curriculum”™
(Ball et al., 2008, p.403), which allows establishing the way in which mathematical content
relates to other content in the curriculum throughout the various educational stages, and
offers a vision to understand the connections between the various notions ol mathematics
with other sciences.
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The pedagogical knowledge of content also consists of three subdomains: knowledge of
content and students (KCS), which is defined as “content knowledge intertwined with
knowledge of how students think about, know, or learn this particular content.”(Hill et al.,
2008, p.375), is the knowledge that teachers have about the knowledge of students, allowing
them to predict situations and anticipate the concerns, attitudes or difficulties of the students;
the knowledge of content and teaching (KCT), defined as that which “combines knowing
about teaching and knowing about mathematics”(Ball et al., 2008, p.401), which integrates
specific mathematical knowledge, and pedagogical and didactic aspects of the teaching
processes involved in student learning: and, finally, knowledge of the curriculum, is
“represented by the full range of programs designed for the teaching of particular subjects
and topics at a given level” (Ball et al., 2008), is related to the methods and approaches
corresponding to the programs designed for each educational level in the area of mathematics
and the materials available in relation to them.

According to Blomeke et al. (2015), the teachers’ MKT could predict perceptual
interpretation as well as the ability to make decisions and teach mathematics. The description
given by the subdomains of the MK'T model lets us categorize the knowledge that a teacher
must exhibit over the course of their practice to teach mathematics, from different teaching
approaches, whether in a class-wide discussion, a written task or a questionnaire (Ball et al.,
2008).

2.2 Knowledge of early algebra of primary school teachers

In recent years, several studies have shown that the knowledge of primary school teachers is
not sufficient to ensure the adequate teaching of early algebra. The different theoretical
approaches in which these studies are framed have yielded a holistic look at the knowledge
that pre-service and in-service teachers have at their disposal to deal with algebraic tasks and
promote the development of algebraic thinking.

Castro (2011), for example, based on the onto-semiotic approach to cognition and
mathematical instruction (Godino et al., 2007), evaluates the skills of 28 pre-service teachers
to didactically analyze algebraic reasoning tasks by having them design a teaching unit. The
results reveal that pre-service teachers are not ready to assume the curricular inclusion of
early algebra in primary school, since they prioritize a procedural and numerical approach in
the units designed. Likewise, Aké (2013) evaluates the algebraic reasoning of 40 pre-service
primary school teachers through a questionnaire, finding that they exhibit problems
developing algebraic ideas, since they associate the use of algebraic knowledge primarily
with symbolic manipulation.

Elsewhere, from the perspective of the didactic-mathematical knowledge model (Godino et
al., 2009), Mejias (2019) evaluates the didactic-mathematical knowledge for teaching algebra
in 121 in-service primary education teachers, revealing deficiencies in the processing of
algebraic content and limitations in justifying and interpreting mathematical ideas of an
algebraic nature.

Different arcas of knowledge specific to the teaching of early algebra have been addressed
within the framework of the MKT model proposed by Ball et al. (2008). McAuliffe and
Lubben (2013), for example, analyze the performance of a pre-service primary school teacher
when designing and teaching an early algebra lesson on patterns. These authors note
limitations involving the specialized content knowledge, given the teacher’s difficulties
guiding the students through a numerical pattern while simultaneously focusing on the
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function. Likewise, Wilkie (2014) analyzes the mathematical knowledge of 105 in-service
primary school teachers for teaching functional thinking. The results reveal adequate content
knowledge for pattern generalization tasks; however, the pedagogical knowledge of teachers
is limited, since they fail to provide adequate learning experiences involving functions,
relationships and variables.

Trivilin and Ribeiro (2015) analyze the knowledge stated and exhibited by ten in-service
teachers on the different meanings of the equal sign. Certain limitations are noted in
recognizing the notions of operation and equivalence. Difficulties are also evident in
determining the implications of teaching the different meanings of the equals sign in the
curriculum.

Ferreira et al. (2017) identify the mathematical knowledge of 14 in-service teachers when
discussing tasks with algebraic potential. The results show little familiarity with core
questions of algebraic thought related to the generalization of arithmetic, such as number
relationships, the properties of operations and the meanings of the equal sign. However,
deficiencies are noted in identifying errors and recognizing the nature of a mathematical
CIror.

Bernardo et al. (2017) administer a questionnaire to determine the mathematical knowledge
that 60 pre-service teachers have to interpret student output in the context of an algebraic
task. The results show the difliculties in assigning the semantic meaning involved in the
students’ solution to an equitable distribution task. Likewise, Zapatera and Callejo (2017)
analyze the mathematical knowledge of 40 pre-service teachers in the context of pattern
generalization, obtaining as a result a low level of knowledge, since they exhibit difficulties
identifying the mathematical elements used by students, and in abstracting observed
regularities to interpret the characteristics of understanding generalization.

More recently, Barboza et al. (2020) and Barboza et al. (2021) probe the mathematical
knowledge of six in-service primary school teachers in relation to the meanings of the equal
sign. These studies report remarkable advances in the development of the mathematical
knowledge of teachers, since they begin to consider relational thinking from the
resignification of the equal sign, by transiting between the operational and equivalence
meanings, and subsequently to the relational meaning.

Oliveira et al. (2021) analyze the knowledge involving functional thinking of 164 teachers at
the start of their training program. The results reveal a lack of successful strategies to
generalize functional relationships, and problems understanding and connecting the different
representations of functions (Cafiadas et al., 2019; Pinto and Caiiadas, 2021).

Taking into account the research that has been carried out in the field, there are significant
shortcomings regarding the knowledge of pre- and in-service teachers for dealing with and
teaching algebraic tasks.

3. Methodology

In accordance with our study objective, we have adopted a mixed methodological approach
of the descriptive exploratory type, since it considers the systematic integration of qualitative
and quantitative variables to interpret a phenomenon (Creswell, 2014); in our case, an
analysis of the mathematical knowledge of pre-service primary education teachers for
teaching early algebra.

3.1 Participants and context
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The study participants were 76 students majoring in Primary Education in a Spanish public
university who were selected through a non-probabilistic sampling of an accidental or causal
nature (Fernandez et al., 2014), since the selection criterion was determined by the ability to
access this group.

Of the participants, 77.6% were women and 22.4% were men, and their ages ranged between
20 and 28. In relation to the participants’ previous training, 75 (98.7%) graduated from high
school, 6 (7.9%) completed vocational training and 5 (6.6%) completed both.

The research was conducted in 2022 during the third academic year of the five-year degree
as part of the “Mathematics 11" course. In this course, pre-service teachers analyze the
teaching contents and strategies of the thematic blocks on measurement, space and form,
relationships and change.

It should be noted that in the previous year, the participants had taken the “Mathematics [
course, where they received instruction on teaching numbers and calculation, statistics and
probability.

3.2 Design and procedure

The data were obtained after administering the questionnaire called MKT-early algebra (6-
12), described in Pincheira and Alsina (under review). An analysis of the reliability of the
internal consistency of the instrument yielded a Cronbach’s alpha of 0.73.

The instrument, proposed by Pincheira and Alsina (2021), consists of six open-answer items
that consider various teaching situations that showcase the knowledge that characterizes
algebra in primary education, as shown in Table 1:

Table 1.
Categories of knowledge mobilized by the items in the MKT-Early Algebra Questionnaire
(6-12)

Characterization of early algebra for primary education Questionnaire items
1 2 3 4 5 6
Understanding different types of relationships and patterns XX XX
Using algebraic symbols and mathematical models to represent X X
mathematical situations
Understanding change X
Use of variables X

The items in the questionnaire were taken and adapted from previous research that delves
into core aspects of knowledge for teaching carly algebra in primary education (Barboza et
al., 2020; Demonty et al., 2018; Bernardo et al., 2017; Tanisli and Kose, 2013; Ferreiraet al.,
2017). Table 2 shows the questionnaire items.

Table 2.
Items on the MKT-Early Algebra questionnaire (6-12)

ltem 1: ltem 4:
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These items let us investigate the mathematical knowledge involved in teaching early algebra
in primary education, giving rise to a total of twenty-two questions that are based on the
MKT model (Ball et al., 2008), allowing us to research the domains and subdomains that
comprise it (Table 3).

Table 3.
Domains and subdomains of the MKT model evaluated by the items that comprise the
questionnaire

Pedagogical
Content knowledge knowledge of the

estionnaire it
Questio e items content

CCK  SCK HCK KCS KCT KCC

a. What answer(s) should the teacher accept as correct?

Why? X

b. What difficulties do the students in the course exhibit
when solving the problem?

¢. What teaching strategies would you use to help those
students who were unable to solve the task?

d. What advanced concepts from the school curriculum
are relevant to the content addressed in the task?

a. What answer(s) should the teacher accept as correct?
Why?

b. What mathematical content and/or properties should
students use to answer the task correctly?

¢. What difficulties might affect the students who
responded incorrectly?

d. What teaching strategies would you use to help those
students who were unable to solve the task?

a. Solve the problem presented by the teacher. Explain
your answer.

b. Explain whether or not you consider the pupils’ work

3 product to be mathematically correct. Justify the
appropriateness or insufficiency of the mathematical
rationale shown by the students.

¢. Considering the primary school curriculum, what
might be the goal of the task proposed to the students?

a. Determine Pedro’s height. Explain your answer. x

b. Describe the potential difficulties that led the students
to answer incorrectly.

¢. What teaching strategies would you use to help those
4 students who were unable to solve the problem X
correctly?

d. Judging by the primary education school curriculum,
what grade do you think this problem is appropriate for? X
LExplain your answer.

a. What mathematical content and/or properties should
students use to answer the task correctly?

b. Describe the potential difficulties that led the students
5 to answer incorrectly.

¢. What teaching strategics would you usc as a teacher
to guide those students who answered the task .4
incorrectly?
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d. Judging by the primary education school curriculum,
what grade do you think this problem is appropriate for? X
Explain your answer.

a. What mathematical content and/or properties should
students use to answer the task correctly?

b. Describe the potential difficulties that led the students
6 to answer incorrectly.

c. What teaching strategies would you use to help the
student realize and correct her mistake? Explain your X
answer.

CCK: Common Content Knowledge; SCK: Specialized Content Knowledge; HCK: Horizon Content
Knowledge: KCS: Knowledge of Content and Students; KCT: Knowledge of Content and Teaching; KCC:
Knowledge of Content and Curriculum.

The questionnaire was administered during a 90-minute session of the participants’ training
process. The application relied on the permission and collaboration of the professor in charge
of the “Mathematics II” course. To answer the questionnaire, the pre-service primary
education teachers voluntarily agreed after signing an informed consent that guaranteed the
confidentiality of the answers given and ensured that their answers would not affect their
grade in the course.

3.3 Analysis of the data

Qut study focuses on analyzing the answers of the pre-service primary school teachers on the
MKT-Early Algebra Questionnaire (6-12). The analysis of the data considered quantitative
and qualitative aspects. From a quantitative perspective, the variable “degree of correctness
of the answers” was utilized by assigning a score of 2 if the answer is correct, | ifit is partially
correct and 0 if the answer is incorrect. These scores were assigned based on a protocol that
was submitted to the judgment of experts in didactics of mathematics and carly algebra,
which agreed on criteria based on the relevance of the answers. As a result, the maximum
score possible on the questionnaire was 44 points, and the minimum was 0.

Then, from a qualitative perspective, the answers were categorized using the content analysis
technique (Krippendorff, 2013). This made it possible to draw comparisons between the data
using different categories, such as “types of errors in the answers”, “justifications or
arguments presented by the pre-service teachers”, “problems finding the right answer”, and
more,

To ensure the reliability of the coding process, the answers to the questionnaire were
successively reviewed in a cyclical and deductive manner (Bisquerra, 2009). Then, a
triangulation was carried out based on continuous reviews of the responses, ending with a
discussion by the authors of the disagreements involving the coding process until a consensus
was reached.

4. Results
In keeping with the purposes of the study, we now describe the data obtained from a general

analysis of the total scores on the questionnaire. We will then present an analysis of the results
in relation to the domains and subdomains of mathematical knowledge for teaching.
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4.1 Total questionnaire score

To analyze the total scores on the questionnaire, the answers of the 76 pre-service primary
education teachers were categorized by the degree of correctness. The scores ranged from 9
to 35 points, with no maximum scores, meaning no pre-service teacher answered all the
questions on the questionnaire correctly.

The average score was 24 points, slightly above the theoretical average of 22 points, yielding
a success rate of 54.5%, with a standard deviation of 5.6 points.

Figure 1 shows that the median score is the same as the average score (24 points), meaning
the data distribution is symmetrical. The total scores received by the pre-service primary
school teachers on the questionnaire were were between 20 and 28 points.

The whiskers are slightly different, with a longer lower whisker than upper whisker. The ends
of the distribution are thus slightly different, meaning there are low scores that deviate from
the bulk of the data. Finally, we note there are no outliers; that is, there are no extreme scores.

= _

TOTAL

Figure 1. Distribution of total scores and median score on the questionnaire

4.2 Comparison of the domains and subdomain of mathematical knowledge for teaching
early algebra

To establish a comparison between the subdomains of mathematical knowledge to teach early
algebra, the total scores for the questionnaire were recoded based on the type of knowledge
as per a normalized scale of 0 to 100, since the number of items differs for each subdomain.
Figure 2 shows the scores of the pre-service primary school teachers in the different
subdomains of knowledge. In general, we see that the subdomain of common content
knowledge received a higher score compared to the other subdomains of knowledge, with
over 50% of the participants exceeding a normalized score of 87.5%. The subdomain of
knowledge at the mathematical horizon received the lowest score on the questionnaire.
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Comman Speciahzed Horzon cortent  Knowledge of  Knowledge of  Knowladge of
content conkent knowledge content and content and content and
knowledge knowledge students (KCS) teaching (KCT) curmiculum
(CCK) (SCK)

Figure 2. Distribution of normalized scores by subdomains of mathematical knowledge

If we consider more specifically the domain of subject knowledge, we notice that the
subdomain of common knowledge achieves a maximum normalized score of 100%, while
the high normalized scores exhibited by the knowledge at the mathematical horizon and
specialized knowledge are further removed from the bulk of the data. In the case of the latter,
the median is closer to the first quartile, and therefore the normalized scores are concentrated
in the lower part of the box, between 37.5% and 51.2%.

Elsewhere, regarding the pedagogical knowledge of the content, the normalized scores of the
subdomain of the knowledge of content and students show a symmetric distribution of the
normalized scores. In addition, there are two outliers, at the upper and lower ends ol the box,
with minimum normalized scores that reach the minimum and maximum score, respectively.
Finally, for the subdomains of knowledge of content, teaching and curriculum, the maximum
normalized scores achieved by the pre-service teachers do not exceed 90% and 83.3%,
respectively. However, knowledge of content and teaching exhibits normalized scores that
are slightly clustered at the top of the box, while the normalized scores for knowledge of the
curriculum are concentrated in the center of the box, at around 50%.

As seen in Figure 2, there are differences between the scores obtained for the different
subdomains of mathematical knowledge. To delve into these differences and determine if
they are statistically significant, pairs of subdomains were compared by applying a non-
parametric sign statistic for paired samples with a 95% confidence level, as shown in Table
4.

Table 4.
Wilcoxon Signed-Rank test of the scores obtained in relation to the different subdomains of

the MKT model

Common Specialized Mathematical Knowledge of  Knowledge of
content content horizon content and content and
knowledge knowledge knowledge students teaching
Specialized
content 0.000 - - - -

knowledge
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Knowledge at

e 0.000 0.000 : : :
mathematical

horizon

Knowledge of

content  and 0.000 0.720 0.000 - -
students

Knowledge of

content and 0.000 0.160 0.000 0.45 -
teaching

Enowicige of 0.000 0.812 0.000 0.724 I

the curriculum

The results of the Wilcoxon rank tests applied to the different subdomains of knowledge are
mostly <0.05. Therefore, the different subdomains of knowledge that were compared to one
another obtain significant differences in their scores.

However, the comparison between specialized content knowledge and the subdomains of
knowledge of content and students, knowledge of content and teaching, and knowledge of
the curriculum, show similar values. The same thing is reflected between the knowledge of
content and students and the subdomains of knowledge of content and teaching, and
knowledge of the curriculum, as well as knowledge of the curriculum and knowledge of
content and teaching.

4.2.1 Knowledge of content

Common content knowledge

To evaluate the common content knowledge, we focus on the answers that the pre-service
teachers gave when solving algebraic tasks that require understanding different types of
arithmetic relationships, figurative patterns, change and the use of symbols and variables to
represent mathematical situations.

To analyze this knowledge, four situations were presented with potential answers from
primary education students and questions of the type: a) What answers should the teacher
accept as correct? Why? and, b) Solve the problem posed by the teacher. Explain your
answer. These questions are posed in items la, 2a, 3a and 4a. Figure 3 shows the degree of
correctness of the answers provided for these items.
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Item 1a

Item 2a

22.4% 5,2%

17,1% 14,5%

Item 3a

15,8%

Item 4a

u Correct answer Partially correct answer Incorrect answer

Figure 3. Distribution of answers for the common content knowledge by degree of correctness

The percentage of correct answers in the common content knowledge block exceeds 61.8%.
An analysis of the answers to item la shows that over 50% of the teachers understood the
meaning of the equal sign as an operator and expression of equivalence, when they
recognized the answers by Carlos, Joaquin and Cristina, and Paula, Mateo and Mauricio as
correct. The incorrect answers (31.6%) were attributed to those teachers who did not provide
adequate justification as to why they accepted these answers as correct.

Regarding item 2a, 72.4% of the pre-service teachers identified as correct the answers of
students 1 and 2, since they were able to determine a general rule to represent the problem
based on the dependent variable “number of chairs” and the independent variable “number
of tables™; while 22.4% did not justify their response or gave an inadequate justification.

In item 3a, more than 60% of the pre-service teachers solved the problem correctly, stating
that on the first, second and third day, the results were 4, 8 and 16 candies, respectively. An
analysis of the arguments reveals the different strategies used by the pre-service teachers to
solve the situation correctly, most notably trial and error, the use of a first-degree equation
and the representation of the situation in a graphic form, such as boxes, that adhere to a certain
structure to distribute the candies. The pre-service teachers who gave a partial answer
determined the number of candies, but did not provide any justification for solving the
problem, or their argument was inadequate.

In item 4a, 84.2% of the pre-service teachers correctly identified Pedro’s height as “n +47,
showing that “n”™ represents Clara’s height, while 15.8% failed to identify the indicated
height.

Specialized content knowledge

The set of items focused on evaluating the specialized content knowledge consider how the
pre-service teachers reflect on the contents and properties that must be mobilized to solve an
algebraic task, as well as the analysis and justification of mathematical situations.

To analyze this knowledge, the questionnaire proposes four items (2b, 3b, 5d and 6a) that
delve into questions of the type: What content and/or mathematical properties should students
use to correctly answer the task? Explain if you think the output of the students is
mathematically correct or not. Justify the appropriateness or insufficiency of the
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mathematical rationale shown by the students. Figure 4 shows the degree of correctness of
the answers provided for these items.

o

~

o

™

S _ s i

2

L]

wi

E _ 5e% =

3

E 47,4% 31,5%
m Correct answer Partially correct answer Incorrect answer

Figure 4. Distribution of answers for the specialized content knowledge by degree of correctness

The percentage of right answers linked to specialized content knowledge was below 46.1%.
Note that items 2b and 5a involving the mathematical contents or properties associated with
generalizing relationships through algebraic notation and understanding different types of
relationships between numbers, and the construction of generalizations about their properties,
respectively, exhibit a higher percentage of correct answers. They are followed by item 3b,
which involves assessing the mathematical rationale expressed in a mathematical situation.
Meanwhile, item 6a, related to the mathematical content on the meanings of the equal sign,
exhibits greater limitations since the percentage of right answers was less than 21.1.

An analysis of the arguments presented in item 2b shows that the majority of teachers
recognized that the content involved in the teaching situation is related to discovering the
rule of succession or expressing the generalization of succession. However, a high percentage
of the pre-service teachers (30.2%) failed to identify the mathematical content associated
with the teaching situation, and 23.7% very generically identified expressions with letters
and mathematical sequences as content.

In item 3b, the arguments presented show that the majority of pre-service teachers (48.7%)
failed to determine the student outputs that were mathematically correct. Only 44.7%
considered Teresa’s output as mathematically correct, stating that she distributed the candies
according to the stipulated conditions and with help from a pictorial representation, while
Lucas’s output considers an intuitive resolution, without justifying the answer. 6.6% of the
pre-service teachers explained which outputs they considered mathematically correct;
however, they did not justify the adequacy or insufficiency of the mathematical rationale
shown.

In item 5a, 46.1% of the pre-service teachers pointed out that the mathematical contents are
related to the properties of the operations; more specifically, they mention the commutative
property, associative property, the identity element of multiplication and the identity element
of addition. 15.8% were only able to identify one of these properties, while 38.1% failed to
identify the mathematical content or properties present in the task.
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Finally, an analysis of the arguments in item 6a shows that a low percentage of the pre-service
teachers (21.1%) identified the equality relationship, equivalence relationship and associative
property contents. The majority of the pre-service teachers (47.4%) identified only one
content, while a high percentage (31.5%) failed to identify the contents or properties present
in the task.

Knowledge at the mathematical horizon

Item 1d enabled us to evaluate the knowledge at the mathematical horizon. To analyze this
knowledge, we focused on the links that teachers establish between the mathematical
contents involved in the teaching situation and others proposed in the extension of the
curriculum, through the question: What advanced concepts from the school curriculum are
relevant to the content addressed in the task?

The teaching situation requires exploring the different meanings of the equal sign, such as its
operational meaning, equivalence meaning, and relational meaning. Therefore, the
participants were expected to relate the content presented in the task with the notion of first-
degree equations and functions.

The results show that item 1d was one of the most difficult on the questionnaire, since only
9 pre-service teachers (11.8%) answered it correctly; 56 of them (73.7%) answered
incorrectly, offering nonsensical arguments; and only 11(14.5%) gave a partially correct
answer, stating that the content presented in the task is related to working with equations and
problem-solving.

4.2.2 Pedagogical knowledge of the content

Knowledge of content and students

To assess the knowledge of content and students, the pre-service teachers were asked to
anticipate students’ thinking in relation to errors or difficulties they might have in dealing
with a given algebraic task.

The questions asked that allow us to analyze this knowledge are: What difficulties do the
students in the course exhibit when solving the problem? What difficulties could the students
who answered it incorrectly be facing? Describe the possible difficulties that led the students
to answer incorrectly. These questions are raised in items 1b, 2c, 4b and 5b of the
questionnaire. Figure 5 shows the degree of correctness of the answers provided for these
items.
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Figure 5. Distribution of answers for the knowledge of content and students by degree of correctness

The results show a low mastery of knowledge of content and students, since the percentage
of right answers was below 55.3% for all the items.

Item 1b addresses the possible difficulties that fourth-graders experience when solving a
problem involving the meanings of the equal sign. This item shows a high percentage of
incorrect answers (61.8%), most of which mention that the difficulties presented by the
students are not having enough data to solve the problem, the difficulty represented by the
problem statement, and understanding the statement. Only 27.7% of the pre-service teachers
responded correctly, stating that Santiago, Raquel and Carolina’s answer shows a lack of
understanding the equal sign as equivalence, making it difficult for the students to realize
that the problem has several possible solutions. The remaining 10.5% mentioned in a very
general way that the possible difficulties have to do with the understanding of the equal sign.
The arguments presented in item 2¢ show that 42.1% of the pre-service teachers identified
that the difficulty faced by the student who answered incorrectly has to do with the
representation of generalization through an algebraic expression. The arguments presented
in the partially correct answers (27.6%) mention that the difficulties are centered around
finding an algebraic expression or understanding the series. A high percentage of the pre-
service teachers (30.3%) failed to identify the difficulties.

In item 4b, 55.3% of the pre-service teachers stated that the difficulties exhibited by the
students were related to the use and interpretation of variables to represent an unknown
amount, such as Pedro’s height; more specifically, in the case of Luis, he interpreted the
expression “4 cm higher than Clara™ as 4 times higher than Clara”, Pilar assumed a height
that was not given, and Maria used another variable to represent Pedro’s height. 22.4% of the
participants mentioned in passing that the difficulties of the students have to do with creating
an algebraic expression based on a problem, while 22.3% failed to identify the difficulties
the students experienced solving the task.

The arguments presented in item 5b show that 48.7% of the participants failed to describe
the possible difficulties that led students to answer incorrectly, while only 31.6% of the pre-
service teachers identified as a problem the lack of knowledge of equivalence expressions
and the properties of operations.
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Finally, item 6b had a high percentage of right answers (59.2%) that show that the possible
difficulties that led students to answer incorrectly are related to the interpretation of the equal
sign; while 7.9% of the pre-service teachers only mentioned the difficulty of the addition
operation, and 32.9% failed to identify any difficulties.

Knowledge of content and teaching

To respond to the set of items focused on evaluating the knowledge of content and teaching,
the pre-service teachers were tested on the use of different methods and procedures that are
involved in the teaching practice.

This knowledge is reflected in five items on the questionnaire (1c, 2d, 4c¢, 5S¢ and 6¢), which
consider questions such as: What teaching strategies would you use to help the students who
were unable to solve the task? or, What teaching strategies would you use as a teacher to
guide those students who answered the task incorrectly?

The degree of correctness of the answers given for these items is shown in Figure 6.
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Figure 6. Distribution of answers for the knowledge of content and teaching by degree of correctness

In general, the results show that the percentage of correct answers is low, since they are below
44.8% in all the items proposed. There is a high percentage of partially correct answers,
where the pre-service teachers mention teaching strategies and resources that are not entirely
conclusive, such as the use of manipulatives, since they do not explain how they would
implement them in the classroom and why they are appropriate.

For the arguments given in the answers to item 1¢, which involves understanding the meaning
of the equal sign as an operator and as an expression of equivalence, 39.5% of the pre-service
teachers were able to describe possible teaching strategies relevant to the task, including the
use ol manipulatives, such as coins, o analyze dilTerent cases where equality applies. A high
percentage (32.9%) mentioned strategics on a very general level, but they were inconclusive;
more specifically, they mentioned working with manipulatives, using a diagram to represent
the problem presented in the task and analyzing the concept of equivalence in depth, without
specifying the elements and concepts proposed. The remaining 27.6% suggested meaningless
strategies for dealing with the task.

Regarding item 2d, an analysis of the correct answers revealed that 44.8% of the participants
proposed adequate teaching strategies to help the students who were unable to solve the
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problem, which involves determining a general rule from a given sequence. The main idea
proposed was the use of a table of values to describe the relationship between the “number
of chairs and “number of tables” variables, representing the situation live in the classroom
with chairs and tables, making predictions and establishing conjectures, and checking
random values for different cases once the general rule is established. As with the previous
item, a considerable percentage of responses (35.5%) referred to strategies that are not
entirely conclusive, mentioning, for example, the use of manipulatives to understand the
sequence without detailing what materials to use. The remaining 19.7% did not mention any
adequate teaching strategies.

Moving on, an analysis of the arguments presented in item 4c revealed that 35.4% of the pre-
service teachers proposed appropriate teaching strategies to help those students who did not
understand the notion of variable to represent an unknown constant. They included observing
the difference between the heights of the students and proposing conjectures, as well as
asking guided questions that prompt reflection, such as, what does it mean for Pedro to be 4
cm taller than Clara? How can we represent this idea? Does “4cm taller” mean the same as
“4n™? What does the letter “n” represent in the expression provided? By contrast, 34.2% of
the pre-service teachers suggested inadequate strategies to help those students who were
unable to solve the task, while 30.4% offered inconclusive strategies, such as giving other
examples, helping them visually by using diagrams and manipulatives, without specifying
the types of examples or diagrams, or what the most appropriate manipulative would be for
this situation.

For item 5c, the task that deals with the development of generalized arithmetic, 50% of the
participants did not provide adequate strategies to guide those students who responded
incorrectly, being the item that posed the greatest difficulty in relation to knowledge of
content and teaching. Only 18.4% of the pre-service teachers gave adequate strategies,
including analyzing the content of the properties of the operations using manipulatives, such
as scales, for example. The partially correct answers (31.6%) gave inconclusive strategies,
such as providing simpler examples, analyzing numerical sentences with the whole class, and
the use of manipulatives was again proposed, without specifying what kind.

Finally, as in item 5c, item 6c, which focused on proposing strategies to shift from the
operational meaning of the equal sign to its equivalence meaning, resulted in a high
percentage of incorrect answers (46%) and a low percentage of correct answers (23.7%). The
latter are directly linked to the use of manipulatives, such as Cuisenaire strips and Multilink
cubes, to explain number decompositions and analyze the associative property. The
remaining 30.3% of the arguments were partially correct, since they proposed generic
strategies such as practicing numerical equality through meaningful activities.

Knowledge of the curriculum

The set of items focused on evaluating the knowledge of the curriculum delves into central
aspects of the primary school curriculum that pertain to a certain teaching situation.

To analyze the knowledge of the curriculum, questions were posed of the type: Judging by
the current primary school education curriculum, what grade do you think this problem is
appropriate for? Considering the primary school curriculum, what might be the goal of the
task proposed to the students? These questions are presented in items 3¢, 4d and 5d. To
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answer the question, the teachers were expected to bring to bear their knowledge of the
contents proposed in the curriculum and its intended purpose.
The degree of correctness of the answers given for these items is shown in Figure 7.
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Figure 7. Distribution of answers for knowledge of the curriculum by degree of correctness

The results show certain limitations in the knowledge of the curriculum, with the pre-service
teachers exhibiting difficulties in item 3c¢ to interpret the intentionality of the teaching
situation. Only 10.5% said that the purpose of the task has to do with establishing
relationships of equality by determining unknown variables; 39.5% stated very generically
that the purpose of the task is problem solving; and 50% failed to establish the objective of
the teaching situation.

Regarding item 4d, a high percentage of the pre-service teachers (67.1%) stated that the
teaching situation is relevant for Sth and 6th grades, adequately justifying the relevance of
the variables; 11.8% gave a partially correct answer, since they adequately identified the
school level, but did not justify their response; and 21.1% failed to identify the school level
to which the teaching situation is relevant.

Finally, the answers given for item 5d show that 30.3% of the pre-service teachers considered
the problem appropriate for 3rd and 4th grades, justifying the adequate introduction of the
properties of the operations at this level, while 36.8% identified the level, but did not justify
their response. Likewise, a high percentage of the pre-service teachers (32.9%) failed to
identify the appropriate school level at which this teaching situation may be presented.

5. Final considerations

In this study, we analyzed partial aspects of the mathematical knowledge of 76 pre-service
primary education teachers to teach early algebra, from the perspective of the MKT model
(Ball et al., 2008). We did this by administering the MKT-Early Algebra questionnaire (6-
12), designed and previously validated (Pincheira and Alsina, in review), and reviewing the
answers of the pre-service teachers to the different questions that comprise it.

The study delved into the domains and subdomains of the MK'T model, revealing that the
mathematical knowledge of the pre-service primary school teachers to teach algebra is
insufficient, given the average percentage of correct answers (42.8%).

In relation to the domain of knowledge of the subject, the interpretation of the results shows
that the subdomain of common content knowledge (CCK) is better situated in comparison to
the other subdomains of knowledge. For example, the pre-service teachers identified the
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general rule to establish a relationship between variables, established relationships with
numerical expressions, solved problems involving the meanings of the equal sign, and so on.
This agrees with other studies (e.g., Ferreira et al., 2017; Barboza et al., 2020, 2021; Trivilin
and Ribeiro, 2015; Zapatera and Callejo, 2017) where teachers successfully answered tasks
involving the different meanings of the equal sign, pattern generalization and the use of
variables.

The specialized content knowledge (SCK) reveals limitations, since the pre-service primary
school teachers did not correctly identify mathematical contents and properties in tasks
involving relationships between numbers and the construction of generalizations about their
properties, the use of variables and relationships between covariant quantities. Along these
lines, other studies identify similar results regarding specialized knowledge, where the
selection of examples presented by the teachers to describe relationships that lead to
generalization are not always successful (McAuliffe and Lubben, 2013), difficulties
assigning the semantic meaning of division required in the solution of an algebraic task that
involves an equitable distribution (Bernardo et al., 2018), the operational, equivalence and
relational meaning of the equal sign in a mathematical expression (Ferreira et al., 2017,
Barboza et al., 2020; 2021; Trivilin and Ribeiro, 2015), and the identification of recursive
and explicit generalization strategies in the development of functional thinking (Wilkie,
2014, 2016).

As for the knowledge at the mathematical horizon, it exhibits major limitations since the pre-
service teachers did not establish connections between the contents of a task based on the
generalization of arithmetic that explores the different meanings of the equal sign -
operational, relational and as an expression of equivalence - with other contents in the school
curriculum. The study by Barboza et al. (2021) analyzes this same area through the
relationships established by teachers in tasks that involve relational thinking, finding little
connection with the work required in subsequent years.

Limitations are also evident in the mastery of pedagogical knowledge of the content. In the
case of knowledge of content and students (KCS), we found that the teachers had problems
anticipating student errors in arithmetic generalization tasks, finding similarities with the
studies of Demonty et al. (2018) and Barboza et al. (2020) and other studies that delve into
possible student errors related to functional relationships (Wilkie, 2014, 2016). Likewise, in
the knowledge of content and teaching (KCT), we found that the strategies proposed by the
educators to teach an algebraic task were not entirely conclusive, since they exhibited
difficulties determining implications for learning number relationships and the properties of
operations involving the generalization of arithmetic, as well as generalization tasks that
employ covariable relationships focused on the development of functional thinking. This last
point shows similarities with the results of Wilkie’s (2014) study with in-service primary
education teachers, which reveals the difficulties of helping students generalize the
relationship between the input and output numbers of a function machine.

Regarding the knowledge of the curriculum, we observed that the pre-service primary
education teachers were sometimes limited in their ability to interpret the intentionality of a
teaching situation and link it with the guidelines proposed in the curriculum, as in the studies
by Trivilin and Ribeiro (2015) and Wilkie (2014).

Notably, the study relies on the MKT-early algebra questionnaire (6-12) to analyze all the
subdomains of the MK'T model for teaching early algebra, offering a broader overview than
previous studies.
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According to Strand and Mills (2014), teachers who introduce early algebra teaching, such
as primary school teachers, are responsible for facilitating their students” ability to build their
algebraic understanding. From this perspective, on the one hand, the results of the research
favor a global reflection on the set of mathematical and pedagogical knowledge that pre-
service primary school teachers must develop to teach early algebra; and, on the other hand,
it encourages a discussion of what characteristics teacher training should consider to promote
the mathematical knowledge that is demanded to teach early algebra in primary education.
We accept that the teaching of early algebra in primary education represents a restructuring
of teaching practice (Hohensee, 2017), which thus implies changes in teacher training. Given
this, it is necessary to offer training programs to primary education teachers that focus on the
following areas of action: a) subjects designed to analyze algebra in depth as a mathematical
object, as well as its didactics. To achieve this, we believe it necessary to incorporate
Blanton’s (2008) guidelines on how to structure the instruction of early algebra in the primary
education classroom through four elements: represent (teachers must provide multiple ways
for students to systematically represent algebraic situations); ask (pose questions that
encourage students to think algebraically); listen (this involves catering to and developing
student thinking); and generalize (that is, help students to develop and justify their own
generalizations). Moreover, professional training tasks are needed based on teaching practice
in relation to the different algebraic contents that are required to be taught in primary
education, considering the general guidelines on the training of primary education teachers
(Lui and Bonner, 2016), and those specific to the teaching of this content block (Alsina,
2019). These professional tasks should consider the design and implementation of early
algebraic tasks focused on the ability to make and express generalizations (Kaput, 2008), as
well as on presenting algebraic ideas, determining an example to express a specific algebraic
approach, evaluating explanations of an algebraic nature, and asking productive
mathematical questions that promote the development of algebraic thinking.

In conclusion, the analysis of our results has made it possible to identify the mathematical
knowledge that must be urgently addressed in the initial training of teachers. In this regard,
one limitation of the study was our evaluation of partial and initial aspects of the different
subdomains of the MK'T model, focusing only on the essential aspects that characterize each
subdomain for the different items that comprise the questionnaire.

In the future, therefore, we will endeavor to design further inquiries to analyze the actions
that pre-service teachers employ in the primary education classroom to teach early algebra
through their pedagogical practices, and to craft interviews that allow us to determine their
mathematical and pedagogical knowledge for teaching algebra to young schoolchildren.
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Resumen En este articulo se presenta una actualizacion de la didactica del algebra en Educacion
Infantil. En la primera parte, se analizan los principales conocimientos de algebra en
edades tempranas a partir de una revision de los curriculos de educacion infantil de
diversos paises; se definen los distintos modos de pensamiento algebraico propios de esta
etapa, considerando estudios recientes de la investigacién en educaciéon matemética
infantil; y se vinculan tales conocimientos con los modos de pensamiento algebraico. En
la segunda parte, se describen prototipos de tareas para abordar los conocimientos que
caracterizan la introduccion del algebra en educacién infantil. Se concluye que estos
vinculos permiten evitar desajustes entre las aportaciones de la investigacién en
educacion matemdtica infantil en torno al pensamiento algebraico y las directrices
curriculares que guian la practica del profesorado.

Palabras clave algebra temprana, pensamicnto algebraico, pensamiento relacional, pensamiento
recursivo, pensamiento funcional, educacion infantil

Abstract This article presents an update on the teaching of early algebra in Early Childhood
Education. In the first part, we analyse the main early knowledge at ages based on a
review of early childhood education curricula in different countries: we define the
different modes of algebraic thinking characteristic of this stage, considering recent
research studies in early mathematics education; and we link such knowledge with the
modes of algebraic thinking. In the second part, prototype tasks are described to address
the knowledge that characterises the introduction of algebra in Early Childhood
Education. It is concluded that these links help to avoid mismatches between the
contributions of research in early childhood mathematics education on algebraic thinking
and the curricular guidelines that guide teachers' practice.

Keywords early algebra, algebraic thinking, relational thinking, recursive thinking, functional
thinking, early childhood education
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1. Introduccion

En las ultimas décadas, los curriculos han ido integrando nuevos conocimientos para tratar de dar
respuesta a las demandas sociales contemporaneas, que requieren una ciudadania con un conjunto de
conocimientos y habilidades que les permitan desarrollarse con la méxima plenitud en un mundo
complejo (Morin, 1999, 2019; Rocard et al., 2007). Fruto de ello, los curriculos de matematicas de
diversos paises han incorporado nuevos estandares de contenido desde los 3 afios, como la estadistica y
la probabilidad o el algebra (e.g., National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2003;
Australian Curriculum, Assessment and Reporting Authority [ACARA], 2020).

En este articulo nos focalizamos en ¢l dlgebra y, mas concretamente, en el dlgebra temprana que
aqui se refiere a una propuesta de cambio curricular cuya meta es introducir modos de pensamiento
algebraico en el proceso de aprendizaje-ensefianza de las matematicas desde las primeras edades de
escolarizacion (Carraher y Schliemann, 2019; Kaput, 2008; Zapatera, 2018). El pensamiento algebraico
es definido por Blanton (2008) como "una forma de pensar que impregna todas las dimensiones de las
matematicas y es el nicleo de lo que los nifios deberian hacer habitualmente en las matematicas
escolares" (p. xii). En el contexto de la educacion infantil, el desarrollo del pensamiento algebraico se
lleva a cabo principalmente a partir de conexiones intradisciplinares, es decir, integrando el algebra
temprana en otros bloques de contenido como puede ser la aritmética o la geometria (Autor, xxxx), a
través de los procesos que moviliza, como notar, generalizar, justificar y representar (Chimoni et al.,
2021).

A pesar de que la explicitacion del dlgebra temprana en los curriculos de las primeras etapas es
reciente (Autores, xxxx), como se acaba de indicar, cabe sefialar que existe una larga tradicion de
desarrollar conocimientos de naturaleza algebraica previos a la generalizacion y el simbolismo ya desde
la etapa de educacion infantil, como por e¢jemplo diversos tipos de relaciones de equivalencia, de orden,
etc. Diversos autores clasicos de reconocido prestigio, como Montessori (1914), Piaget (1941), Dienes
(1971a, 1971b) y Dienes y Golding (1976), entre otros, jugaron un papel esencial en la construccion
progresiva de un cuerpo de conocimientos asociados al dlgebra en los primeros niveles escolares, aunque
bajo otras nomenclaturas como la educacion sensorial, el razonamiento logico-matemadtico y la logica,
respectivamente, al no existir todavia el término “dlgebra temprana™ que se usa en la actualidad. Este
fenomeno dio lugar a la génesis de una didactica asociada al pensamiento algebraico que, ademas de ir
organizando ¢l contenido a enseiiar, fue definiendo también una forma de enseniarlo cercana a las ninas
y los nifios v respetuosa con sus necesidades y posibilidades de aprendizaje: la manipulacion, la
experimentacion y el juego, principalmente. En Canals (1989), por ejemplo, se puede encontrar una
interpretacion de las aportaciones de estos autores clasicos: dentro de los capitulos de *logica”, por un
lado, se definen los conocimientos asociados al pensamiento algebraico que el alumnado de 3 a 5 afios
puede ir aprendiendo; y, por otro lado, se describen algunos materiales manipulativos para promover el
aprendizaje de estos conocimientos. Posteriormente, Autor (XXxxX, XxxX, xxxx), Chamorro (2005) v,
Castro y Castro (2016), entre otros, sin referirse explicitamente al algebra por las razones que se acaban
de sefialar, han ido aportando datos tanto referentes a la organizacion de conocimientos vinculados al
pensamiento algebraico de 3 a 6 afios como las formas de ensefarlos, a través de recursos diversos como
la exploracion del entorno, la manipulacion de materiales, el juego, los recursos literarios, tecnolégicos
y graficos. Otros autores que si se han referido explicitamente al algebra, incluso han ampliado el rango
de edad: Clements y Sarama (2009) han definido trayectorias de aprendizaje para “patrones y estructuras
(incluyendo el pensamiento algebraico)” desde los 2 afios; Geist (2014) ha concretado conceptos
emergentes de “patrones, razonamiento y dlgebra™ que los nifios y las nifias van desarrollando desde los
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0 anos; Autor (xxxx) ha documentado las matematicas intuitivas e informales sobre “cualidades

sensoriales”, “cantidades”, “posiciones y formas™ y “atributos mensurables™ vinculadas al pensamiento
algebraico, de los 0 hasta los 3 afos; etc.

A raiz de estas distintas aportaciones, junto con el analisis de diversos curriculos contemporaneos
de educacion infantil que han incorporado explicitamente el dlgebra temprana, Autores (xxxx) han
caracterizado este enfoque como:

La capacidad de desarrollar modos de pensamiento algebraico durante las
primeras edades en situaciones vinculadas tanto al dlgebra propiamente como
a otras areas del curriculo de matemadticas, tales como nimeros, geometria,
medida, elc. Para empoderar estos modos de pensamiento algebraico, se
deberia capacitar a todos los nifios y nifias de Educacion Infantil para
experimentar con elementos u objetos a partir del reconocimiento de atributos
con el proposito de establecer relaciones (clasificaciones, ordenaciones,
correspondencia, etc.), realizar seriaciones a partir de patrones de repeticion
(identificacion, construccion y representacion del patron) y describir cambios
cualitativos y cuantitativos (p. 175-176).

Paralelamente a todo este esfuerzo para caracterizar y organizar los conocimientos asociados al
desarrollo del pensamiento algebraico en educacion infantil, otros autores se han focalizado en indagar
acerca de las caracteristicas especificas de este modo de pensamiento (e.g., Kaput, 2008; Radford, 2011).
Estas aportaciones han dado lugar a la concrecion de modos distintos de pensamiento algebraico en
educacion infantil: relacional, recursivo y funcional (Lenz, 2022; Luken y Sauzet, 2020; Wijns, et al.,
2019a).

Con el proposito de avanzar en la comprension del pensamiento algebraico en educacion infantil
¥y, en consecuencia, promover una didactica que fomente de manera eficaz el desarrollo de los distintos
modos de pensamiento algebraico, el objetivo de este trabajo es cruzar la caracterizacion y organizacion
del conocimiento algebraico en educacion infantil con los modos de pensamiento algebraico. En otras
palabras, se pretende definir qué conocimientos de algebra temprana se vinculan con cada modo de
pensamiento algebraico y, posteriormente, ofrecer orientaciones didicticas para trabajar dichos
conocimientos y poder desarrollar los distintos modos de pensamiento algebraico en el aula.

2. Marco conceptual

En esta seccion, se revisan los principales conocimientos de algebra en edades tempranas a partir
de una revision de los curriculos de diversos paises que explicitan este bloque de contenidos desde la
etapa de educacion infantil. Seguidamente, se define el pensamiento algebraico y los distintos modos de
pensamiento que se movilizan en esta etapa escolar.

2.1 El dlgebra temprana en el curriculo de educacion infantil

Diversas investigaciones informan que los nifios y las nifias pueden desarrollar conocimientos
vinculados con el algebra en edades tempranas -principalmente, a través de la indagacion y exploracion
del entorno, la manipulacion, la experimentacion y el juego-, adquiriendo nociones algebraicas
elementales, tales como la agrupacion y clasificacion de objetos, el reconocimiento y anélisis de patrones
de repeticion, entre otras (e.g., Autor, xxxx; Rittle-Johnson et al., 2015). Asimismo, los curriculos
contemporaneos de educacion infantil han asumido la importancia de los contenidos vinculados con el
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algebra temprana, incorporado de manera progresiva conocimientos de naturaleza algebraica a partir de

esta etapa escolar (Autores, XXxx).

La Tabla 1, muestra los contenidos que promueven las orientaciones curriculares de educacion

infantil para abordar el estudio del algebra en edades tempranas.

Curriculo

Contenido

NCTM
(2003):
algebra (Pre-
K-2): 3-8
afios

Comprender patronges,
relaciones y funciones

Seleccionar, clasificar y ordenar objetos por el
tamaiio, la cantidad y otras propiedades.
Reconocer, describir y ampliar patrones tales como
sccuencias de sonidos y formas o sencillos patrones
numéricos, y pasar de una representacion a otra.
Analizar como se generan patrones de repeticion y
de crecimiento.

Representar y  analizar
situaciones y estructuras
matematicas  utilizando
simbolos algebraicos

llustrar los principios generales y las propiedades
de las operaciones, como la conmutatividad,
usando nimeros.

Usar representaciones concretas, pictoricas y
verbales para desarrollar la comprension de
notaciones simbolicas inventadas y
convencionales.

Utilizar modelos
matematicos para
representar v comprender
las relaciones
cuantitativas

Modelizar situaciones relativas a la adicion vy
sustraccion  de numeros naturales, utilizando
objetos, dibujos y simbolos.

Analizar el cambio en
diversos contextos

Describir cambios cualitativos, como “ser mas
alto”.

Describir cambios cuantitativos, como ¢l aumento
de estatura de un alumno en dos pulgadas en un afio.

ACARA | Ordenary clasificar objetos familiares y explicar la base de estas clasificaciones.
(2020): Copiar, continuar y crear patrones con objetos y dibujos.
patrones y
algebra: 4-6
afios
NEL (2013): | Emparejar, clasificar y comparar cosas por un atributo (por ¢jemplo

Relaciones y
patrones: 4-6

segan el color, la forma o tamafio)
Poner las cosas en orden segiin el tamafo o la longitud y eventos de secuencia

afios Reconocer, extender y crear patrones simples (por ejemplo: patréon AB)
MINED .
201 S)I‘_J C Crear patrones sonoros, visuales, gestuales, corporales u otros, de dos o tres
Nflclcc: clementos
R ————— Experimentar con diversos objetos estableciendo relaciones al clasificar por dos
?natcméticv o tres atributos a la vez (forma, color, tamaiio, funcion, masa, materialidad, entre
4-6 afios " | otros) y seriar por altura, ancho, longitud o capacidad para contener.
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Emplear cuantificadores, tales como: “mas que”, “menos que”, “igual que”, al
comparar cantidades de objetos en situaciones cotidianas.

MEFP
(2022): Area
conocimiento
del entorno:

3-6 anos

Establecer distintas relaciones entre los objetos a partir de sus cualidades o
atributos, mostrando curiosidad o interés.

Cualidades o atributos de objetos y materiales.

Relaciones de orden, correspondencia, clasificacion y comparacion.

Tabla 1. Contenidos propuestos en los curriculos de educacion infantil para abordar la enseiianza del algebra
temprana

A partir de los contenidos expuestos en la Tabla 1, es posible observar que las aportaciones
preliminares de autores como Piaget, Montessori y Dienes, vinculadas con las relaciones de equivalencia
y de orden a través del reconocimiento de atributos, asi como la introduccién de operadores, son
reconocidas por los curriculos contemporaneos de educacion infantil e incorporados de manera explicita
en ¢l bloque de contenidos que aborda el estudio del algebra en edades tempranas.

Los principios y estandares del NCTM (2003) de Estados Unidos, por ejemplo, plantean abordar
conocimientos algebraicos a partir de los 3 afios a través de la clasificacion de objetos, reconocimiento
de patrones, representacion de situaciones numéricas, exploracion de funciones y el andlisis del cambio.
Por otra parte, el curriculo australiano (ACARA, 2020) promueve que los nifios y nifias de 4 a 6 afios,
ordenen y clasifiquen objetos con base en distintos criterios y profundicen en el trabajo con patrones de
repeticion, copiando, extendiendo y creando patrones con objetos y dibujos. El curriculo de Singapur
(Nurturing Early Learners [NEL], 2013), manifiesta que a partir de los 4 afos los nifios y nifias
reconozean relaciones de orden, clasificacion y comparacion de objetos por atributos, y exploren
patrones simples. El curriculo chileno de educacién infantil (Ministerio de educacién [MINEDUC],
2018) propone que los nifios y nifias (4 a 6 afios) establezcan relaciones entre objetos al clasificar por
dos o tres atributos a la vez, indaguen en el estudio de los patrones, por medio de la creacion de patrones
sonoros, visuales, gestuales y corporales de dos o tres elementos y, empleen cuantificadores, tales como:
“mas que”, “menos que”, “igual que”, al comparar cantidades de objetos en situaciones cotidianas. Por
ultimo, en Espaiia, el Real Decreto 95/2022, de | de febrero, por el que se establece la ordenacion v las
ensefianzas minimas de la educacion infantil (MEFP, 2022) sefiala algunos saberes asociados con el
algebra temprana, como el reconocimiento de cualidades y atributos de los objetos para comparar
semejanzas y diferencias y establecer relaciones (clasificaciones, ordenaciones y correspondencias)
junto con el uso de cuantificadores y la funcionalidad de los niimeros en la vida cotidiana, mientras que
los patrones se omiten y las referencias al cambio son minimas.

De acuerdo con Kilpatrick (2011), la obtencion de buenos resultados en la implementacion de los
contenidos que promueven las directrices curriculares para introducir la ensefianza del dlgebra desde
edades tempranas, depende de como se considere el curriculo: no se producen cambios si se concibe
como un listado de contenidos, mientras que conlleva cambios profundos si se aprecia como un conjunto
de experiencias para los estudiantes.

2.2 Modos de pensamiento algebraico temprano en educacion infantil

El pensamiento algebraico se puede definir desde multiples perspectivas (Carraher y Schliemann,
2019): por ejemplo, para Godino y Font (2003) es concebido como la ciencia de los patrones y el orden,
cs una forma de razonar que supone establecer generalizaciones y regularidades en diversas situaciones
matematicas. No obstante, hay un consenso en la literatura para afirmar que el pensamiento algebraico
se inicia mediante una conciencia estructural que se desarrolla en los nifios y las nifias, de manera
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temprana, a traveés de los patrones (Clements y Sarama, 2015; McGarvey, 2012; Luken y Sauzet, 2020;
Papic et al., 2011; Rittle-Johnson et al., 2015; Wijns et al., 2019a; entre otros). Para autores como Kieran
(2022), el pensamiento algebraico es un tipo de razonamiento en el que participan los nifios y las nifias
de 5 a 12 afios a medida que construyen el significado de los objetos y las formas de pensar que se
encontraran en el estudio posterior del algebra de la escuela secundaria.

Sin embargo, es importante destacar que el pensamiento algebraico implica el desarrollo de
distintos modos o formas particulares de pensamiento (Kieran, 2004) que permiten avanzar hacia el
aspecto central del algebra temprana, la generalizacion (Kaput, 2008): el pensamiento relacional, el
pensamiento recursivo y el pensamiento funcional.

2.2.1. El pensamiento relacional en educacion infantil

El pensamiento relacional o pensamiento centrado en las relaciones se define ampliamente como
el proceso de hacer comparaciones y reconocer similitudes y diferencias para discernir estructuras y
patrones significativos que subyacen a la informacién (Dumas et al., 2013). Este modo de pensamiento
es importante para el desarrollo del algebra temprana, puesto que presta atencion a las relaciones y
propiedades fundamentales de las operaciones aritméticas, en lugar de centrarse exclusivamente en los
procedimientos de calculo (Carpenter et al., 2005). Molina y Ambrose (2008) afirman que el
pensamiento relacional posee una vision estructural mas que operativa de los elementos matematicos,
estableciendo relaciones entre ellos y utilizdndolos para encontrar una soluciéon a una tarea. En
consecuencia, se caracteriza por utilizar relaciones entre elementos matematicos y se refiere a la relacion
entre igualdad y desigualdad (Lenz, 2022).

En este contexto, el pensamiento relacional se ha asociado a la relacion entre los nimeros, el uso
de las propiedades basicas de las operaciones y la comprension de los significados del signo igual
(Carpenter et al., 2005; Castro y Molina, 2017). Adicionalmente, el pensamiento relacional se encuentra
estrechamente relacionado con las representaciones simbolicas y el uso de notacion algebraica. Sin
embargo, los nifios y niflas en educacion infantil no tienen suficiente experiencia con las
representaciones simbolicas. Segun Lenz (2022), en educacion infantil es posible estimular el
pensamiento relacional utilizando representaciones sin notacién algebraica, con la ayuda de objetos
reales y manipulables, a través de la comprension de la igualdad, las comparaciones de mas-menos y las
relaciones parte-todo, introduciendo poco a poco la nocion de variable al profundizar en las cualidades
y los cuantificadores.

Desde la perspectiva de Piaget (1941), las experiencias obtenidas en la manipulacion de los
objetos, permiten al nifio construir el conocimiento ldgico-matematico. En esta linea, Dienes (1971a)
senala que:

Para facilitar al nifio la adquisicion de la abstraccion que supone la teoria de
los estados y los operadores, sugerimos el empleo lo mas temprano posible de
muchos operadores distintos de diferente naturaleza. Si el nifio no adquiere
mds que experiencia de operadores de cardcter aritmético, llegara a creer que
no existe otra clase de operadores. Es evidente que no es asi. (p. 9)

En concreto, cuando Dienes hace mencion a “operadores distintos de diferente naturaleza”, se
esta refiriendo a situaciones de transformacion y juegos de diferencias a partir de los Bloques Logicos,
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en los que se comparan semejanzas y diferencias de los objetos a partir de cualidades como el color, la
forma, el grosor o el tamafio. Desde este punto de vista, mds adelante, Autor (xxxx) afirma que:

... relacionar cualidades sensoriales implica comparar los elementos de una o
diversas agrupaciones entre si a partir de un criterio de tipo cualitativo
preestablecido (por ejemplo: tener la misma forma, tener el mismo color, etc.),
pero nuevamente este trabajo sensorial permite desarrollar el razonamiento
logico-matematico de manera que poco a poco se pueden extrapolar e inferir
estos  conocimientos cualitativos hacia otros cuantitativos, a partir de
actividades que implican clasificar, ordenar, hacer parejas, etc., por criterios
cuantitativos, utilizando comparativos como mas que, menos que, igual que,
tanto como, etc. (p. 80)

Si consideramos, pues, que tal como se ha sefialado en la introduccion, diversos autores clasicos
como Montessori, Piaget y Dienes promovieron una diddctica asociada al pensamiento algebraico que
se iniciaba desde lo cualitativo (educacion sensorial, cualidades sensoriales, atributos, etc.) para avanzar
scguidamente hacia lo cuantitativo (cuantificadores, nimeros y relaciones entre ntimeros, etc.),
asumimos que en educacion infantil es recomendable iniciar el desarrollo del pensamiento relacional a
través de tareas de experimentacion con elementos u objetos a partir del reconocimiento de atributos
con ¢l proposito de establecer relaciones cualitativas y cuantitativas (Autores, XxXxx).

2.2.2. El pensamiento recursivo y el pensamiento funcional en educacién infantil

El pensamiento recursivo permite predecir un elemento desconocido en una secuencia de valores
haciendo uso de la relacion entre elementos consecutivos (Luken y Sauzet, 2020). De acuerdo con Wijns
et al. (2019a), pensar recursivamente implica anticipar solo el elemento sucesor (el +1) de una secuencia.
En cambio, el pensamiento funcional implica identificar y abstracr la regla subyacente de una secuencia
(Luken y Sauzet, 2020; Wijns et al., 2019a). Papic y Mulligan (2007) enfatizan la necesidad de una
intervencion docente especifica para desarrollar desde una edad temprana la capacidad de concentrarse
en la estructura. En este sentido, la exploracion, reconocimiento y analisis de patrones son aclividades
apoyadas por investigadores, disefiadores de curriculos y matematicos, como una base para el desarrollo
del pensamiento algebraico (Tirosh, et al., 2019; Clements y Sarama 2007).

Cuando hablamos de patron, si bien en la literatura sus definiciones varian, en la revision de Wijns
et al. (2019a) se aprecia un acuerdo general que considera dos aspectos clave: la regularidad y la
previsibilidad. Sarama y Clements (2009) destacan que, para que un patréon muestre regularidad debe
presentar una estructura debidamente ordenada que siga un curso iterativo o cambiante, seglin una regla
subyacente que facilita la previsibilidad. La percepcion de dicha previsibilidad permite avanzar del
pensamiento recursivo al pensamiento funcional. Estos modos de pensamiento son posibles de
desarrollar en una escolarizacion no formal, a través de tareas de enseianza vinculadas a la seriacion
con patrones de repeticion (Papic, 2007; Autores, xxxx). Desde este contexto de la educacion infantil,
se ha constatado que la exploracion de patrones de repeticion puede contribuir a la concienciacion de la
estructura subyacente (Bjérklund y Pramling, 2014; Mcgarvey, 2012; Papic, 2007, Papic et al., 2011;
Rittle-Johnson et al., 2015; Starkey et al. 2004; Tirosh et al., 2019: Zipper et al., 2020) para asi avanzar
hacia una manera mas sofisticada de pensamiento algebraico. Por este motivo, la estructura, entendida
como unidad de repeticion, a veces se separa del patrén en las definiciones para enfatizar su importancia
(Gripton, 2022).

Desde esta perspectiva, autores como Clements y Sarama (2015); Liiken v Sauzet (2020), Rittle-
Johnson et al. (2013); Wijns et al. (2019a), entre otros, determinan una serie de tareas para hacer patrones
estrechamente vinculadas con la capacidad para identificar o no la unidad de repeticion, con la finalidad
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de dejar de entender el patréon como una alternancia ritmica y regular de atributos, para focalizar la
atencion en los niicleos que lo conforman (Papic et al., 2011). Bajo esta mirada, el reconocimiento de
dicha estructura, regla o unidad de repeticion otorga un orden de dificultad creciente en consonancia con
¢l pensamiento recursivo y funcional (Autor et al., en prensa; Autor et al., xxxx). A partir de las
aportaciones de los autores anteriormente seiialados, Autor et al. (en prensa) y Autor et al. (xxxx)
otorgan un orden de dificultad creciente a las habilidades para hacer patrones con la finalidad de analizar
tareas matematicas en libros de texto de educacion infantil. Dichas habilidades son: 1) copiar, 2)
interpolar, 3) extender, 4) abstraer o traducir, 5) reconocer la unidad de repeticion; y 6) inventar un
patron. Las tareas que movilizan las habilidades mencionadas se detallan a continuacion: 1) duplicar el
mismo patrén; 2) encontrar elementos faltantes de una secuencia; 3) ampliar la secuencia; 4) construir
el mismo patron con diferentes elementos; 5) identificar la unidad de repeticion; e 6) inventar un patron,
respectivamente. En la Figura | se muestran las habilidades para hacer patrones y las tareas matematicas
que las movilizan.

[ Habilidad ] l Tarea ] I Habilidad I [ Tarea ]
R ] f ' |
. 4. Abstraer o Construir el mismo patrén
1. Copiar Duplicar el patrén = traducir con diferentes elementos
£

ABABABAB -
£ £ (" aBcacasc &
B | e— N - = 123123123 B

- ] N S
: c | [ g
Encontrar elementos £ 9 2L 5
£ < 2 Interpolar ol e L A cearia [ launidadde  [dentificarlaunidadde [ &
E g repeticién repeticién ]
E g _— 5
o ABA_AB BB 5 | AEBABEBABE \ E
ABB 5
8 = N T B

3, Extender . 6. Crear
Ampliar la secuencia Inventar un patrén
L . <
[ | aBaBap____ ) S— | — )
a partir de 3 _ a partir de 4 e
afios anos

Figura 1. Habilidades para hacer patrones y tareas matemdticas. Fuente: Autor et al. (en revisidn)

Cabe destacar que, por un lado, las tareas 1, 2 y 3 “enfatizan la organizacion recursiva de
elementos en lugar de repetir unidades™ (Mcgarvey, 2012, p.334), pudiendo resolverse de manera
exitosa haciendo uso de la estrategia de emparejamiento de apariencia uno a uno (Collins y Laski, 2015);
por otro lado, las tareas 4, 5 y 6 fomentan un enfoque mas directo en la estructura (Tirosh et al., 2019),
requiriendo que los nifios y nifias usen estrategias de similitud relacional (Rittle-Johnson et al., 2013).
Por este motivo, se considera que una experiencia temprana con patrones permite también promover el
pensamiento relacional. No obstante, pese a que en la tarea 4 (construir ¢l mismo patron con diferentes
elementos) se precisa un pensamiento mas abstracto (Rittle-Johnson et al., 2015; Sarama y Clements,
2009), existen autores como Liiken (2018) y Wijns et al. (2019b) que difieren. Liiken (2018} alega que,
para este tipo de tareas, los nifios pueden recurrir a una estrategia de alternancia, ya que perciben el
palron como una secuencia de colores sin captar la estructura de repelicion; y Wijns et al. (2019b)
explica que los alumnos también pueden establecer una correspondencia término a término si no existe
un espacio prudencial entre el patrén modelo y el patron a construir con diferentes elementos. En
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cualquier caso, en este articulo se asume la tarea 4 como la frontera entre el pensamiento recursivo y
funcional.

Por otra parte, el desarrollo del pensamiento funcional también se vincula con la nocion de cambio
(Warren y Cooper, 2005). La incorporacion de ideas vinculadas con el cambio en educacion infantil,
permite a los nifios “comprender que la mayoria de las cosas cambia con el tiempo, que muchos cambios
pueden describirse matemdticamente y son predecibles, ayuda a tener una base para aplicar las
matemdticas a otros campos y para entender el mundo™ (NCTM, 2003, p. 99). Por ejemplo, “describir
cambios cualitativos, como ser mas alto o describir cambios cuantitativos, como ¢l aumento de estatura
de un alumno en dos pulgadas en un afio” (NCTM, 2003, p. 94), es fundamental para entender el
desarrollo de las funciones en las etapas escolares posteriores.

El cambio, entendido como la variacion o transformacion que experimenta un determinado objeto
matematico, de un estado inicial a otro final, a partir de un operador (Autores, en revision) se puede
abordar desde distintos enfoques. De acuerdo con autores como Dienes (1971a) y Autor (xxxx), entre
otros, en educacion infantil se promueven diversos tipos de cambios, ya sean: a) aritméticos, por
ejemplo, al afiadir una cantidad determinada a una cantidad inicial; b) geométricos, por ejemplo, un giro
es un operador que actia en la posicion y; ¢) de atributos fisicos, por ¢jemplo, cuando se pintan las
paredes blancas de una casa de color rojo, se usa un operador que convierte en rojo lo que era blanco.
Castro et al. (2017) afirman que los nifios y nifias de educacién infantil pueden realizar analisis de
situaciones estudiando el cambio. En consecuencia, el pensamiento funcional se puede estimular a partir
de la descripcion de cambios cualitativos y cuantitativos (Autores, XXxx).

A partir de los conocimientos que caracterizan el dlgebra temprana, la Figura 2 muestra una
panoramica general de los distintos modos de pensamiento algebraico que se movilizan en educacion
infantil,

I Algebra temprana l

:

I[ Per iento algebraico en educacion infantil l—l

Establecer relaciones a partir del
reconocimiento de atributos al
experimentar con elementos u

objetos

B

Seriaciones a partir de patrones de
repeticion

Descripcion de cambios
cualitativos y cuantitativos

ooreigable ojusiuesuad ap SOPoW

Caracterizacion del algebra temprana
(Autores, xxxx)

Figura 2. Panoramica general de los modos de pensamiento algebraico que se movilizan en educacion
infantil. Fuente: elaboracién propia
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2.2.3 Vinculando los conocimientos algebraicos con los modos de pensamiento algebraico en
educacion infantil

Como se ha indicado en los apartados anteriores, en la educacion infantil es posible iniciar el
desarrollo del pensamiento algebraico y promover distintos modos de pensamiento a través de una serie
de tareas matematicas de acuerdo con los distintos conocimientos algebraicos que se introducen en esta
etapa escolar.

A modo de sintesis, la Tabla 2 muestra de manera mas especifica la vinculacion de los distintos
conocimientos que se deben abordar para la ensefianza del dlgebra en educacion infantil y los modos de
pensamiento algebraico que movilizan.

Establecer relaciones a partir Seriaciones a partir de patrones de Descripcion
del reconocimiento de repeticion: identificacion, construccion | de cambios
atributos al experimentar y representacion del patron cualitativos-
con elementos u objetos cuantitativos
. b b=}
Modos de e El_2| 2|88 (3| €| £ | &
pensamiento o 2| =g 5 7 B =2 = = = 2
= < = 5] o & = 5w 50| @ ] =)
algebraico 5 g & - g 2| = 2 Eg g 25| =& = =
£ | & = 2 g | - | EE 2 |g85 g 2= g o =
S| | 8| 5| &% 22| =|228%x8 5| 5| 3
| 2| 85| §| 2518|888 |88 g2 & g 3
(@] £ o = Z £ = E =9 E o = =] =
& S|®s5| &|g¢g E=| 2 o4 )
o [} B E O ‘g ] = o~
Pensamiento
. X X X X X X X X
Relacional
Pensamiento
. X X X
Recursivo
Pensamiento :
. X X X X X
Funcional

Tabla 2. Vinculacion de conocimientos v modos de pensamiento algebraico. Fuente: elaboracion propia

En la Tabla 2 se pone de manifiesto que, para poder ayudar a las nifias y a los nifios de 3 a 6 afios
a desarrollar los distintos modos de pensamiento algebraico, es imprescindible disefiar e implementar
tareas que permitan establecer relaciones, tareas de seriaciones a partir de patrones de repeticion y tareas
que impliquen la descripcion de cambios, con todas sus variantes. Este es un dato relevante que deberia
ser considerado para evitar desajustes entre las aportaciones de la investigacion en educacion
matemdtica infantil en torno al pensamiento algebraico y las directrices curriculares que guian la practica
del profesorado.

3. Tareas para trabajar el dlgebra temprana en educacion infantil

A partir de las aportaciones recientes que se han descrito en la seccién anterior, resulta evidente
que la ensefianza del dlgebra temprana en educacion infantil requiere una actualizacion que pasa por
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implementar tareas que contribuyan al desarrollo de los distintos modos de pensamiento algebraico que
se movilizan en esta etapa escolar, a saber: pensamiento relacional, pensamiento recursivo y
pensamiento funcional.

Con base en ello, a continuacion, se presentan prototipos de tareas y recursos a partir de los
conocimientos que promueve la caracterizacion del algebra en educacion infantil (Autores, xxxx). Cabe
destacar que, en la préctica, estos prototipos de tareas requieren de una planificacion y una gestion que
promueva el desarrollo de las formas particulares de pensar algebraicamente de los nifios y nifias de
educacion infantil, a través del plantcamiento de retos y de preguntas que inviten a razonar y argumentar;
la comunicacién y la representacidon o bien las conexiones tanto intradisciplinares como
interdisciplinares (NCTM, 2003).

3.1 Establecer relaciones a partir del reconocimiento de atributos al experimentar con elementos
u objetos

Una relacion implica comparar elementos por medio de semejanzas o diferencias a partir de un
criterio. El trabajo desarrollado en educacion infantil permite establecer distintos tipos de relaciones: a)
relaciones de equivalencia o clasificaciones en una agrupacion de elementos por semejanzas; b)
relaciones de orden u ordenaciones en una organizacion de clementos por diferencias y, c)
correspondencias donde determinados elementos de una agrupacion A se asocian con uno o mas
elementos de una agrupacion B (Autor, xxxx).

Las Tablas 3 y 4 presentan, a modo de ejemplo, dos prototipos de tarcas para trabajar relaciones
a partir del reconocimiento de atributos.

Titulo: “La bandeja sorpresa™
Contenidos matematicos:

Objetivo: Reconocimiento de atributos de diversos elementos u
Establecer clasificaciones | objetos a partir de sus cualidades (color, forma, tamario).
al reconocer atributos de Clasificaciones de diferentes elementos u objetos.
material no estructurado. Iniciacion al conteo.

Empleo de cuantificadores para establecer comparaciones.

Tabla 3. Tarea para establecer clasificaciones a partir del reconocimiento de atributos

Material necesario (Figura 3):
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Figura 3. (a) Bandeja con diversos elementos: pifias de pino, piedrecillas y castaiias; (b) Clasificacion de
los elementos. Fuente: elaboracion propia.

Experiencia:

» Presentar a los nifios y nifias diversos elementos, como se aprecia en la Figura 3a y ponerlos a
su alcance para que jueguen libremente.

* Iniciar el didlogo sobre las caracteristicas observadas en los materiales manipulados.

e Invitar a los nifios vy nifias a describir, tales caracteristicas: color, forma, tamafo, peso, etc.

* Proponer a los nifios y nifias formar grupos los elementos a partir de un criterio establecido,
como se muestra en la Figura 3b.

* Fomentar, a través del didlogo conjunto, el conteo y uso de cuantificadores para comparar los
distintos grupos de elementos.

Preguntas intencionadas:

e ,Como son los clementos que observamos?, ;qué caracteristicas tienen en comun?, jen qué sc
diferencian?

e ;Qué grupos podriamos formar?, ;qué criterios establecieron para formar los grupos?, ;los
elementos se podrian organizar de otra manera? ;coémo seria?

» Cuantos grupos de elementos formaron?, ;Cuantos elementos tiene cada grupo? ;qué grupo
tiene mas elementos?, jqué grupo tiene menos elementos?

* Hay més o menos pifias que castaias?, ;hay mas o menos castafias que piedrecillas?, jhay
igual cantidad de pifias que de piedrecillas? ;por qué?

Titulo: “La cesta de frutas: buscando la otra mitad”

Objetivo: i 3
) Contenidos matematicos:
Establecer o . by :
: Reconocimiento de atributos de diversos elementos u objetos
relaciones de . . -
: a partir de sus cualidades (color, forma, tamarfio).
correspondencia

Comparaciones de elementos u objetos a partir de un criterio.
Correspondencia entre elementos u objetos.
Nocion de cantidad: entero y mitad.

al reconocer
atributos de
frutas.

Tabla 4. Tarea para establecer relaciones de correspondencia a partir del reconocimiento de atributos

Material necesario (Figura 4):
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Figura 4. (a) Cesta con [rutas; (b) correspondencia establecida entre las mitades de cada fruta, Fuente:
elaboracion propia.

Experiencia:

* Reunir a los nifios y nifias en pequeiios grupos de trabajo.

* Presentar a cada grupo una cesta con distintas frutas partidas por la mitad, por ejemplo:
manzana, limoén, naranja, pomelo, mandarina, como se observa en la Figura 4a.

* Iniciar el didlogo sobre las caracteristicas de las frutas estableciendo semejanzas y diferencias
a partir de la observacion y manipulacion.

» Invitar a los nifios y nifias a describir, tales caracteristicas: color, forma, tamafio, etc.

* Proponer a los nifios y nifias encontrar las mitades, luego juntar cada parte hasta completar la
fruta entera, como se muestra en la Figura 4b.

* Fomentar, a través del didlogo conjunto, las acciones que han desarrollado.

Preguntas intencionadas:

e ;Como son las frutas que observamos?, ;qué caracteristicas tienen en comin?, jen qué se
diferencian?

» Como podemos encontrar la otra mitad (parcja) de cada fruta?, ;qué estrategia haz utilizado?

* Sijuntamos las mitades (parejas), ;qué tenemos?

Pensamicnto algebraico que promuceven las tarcas:

Las tareas de las Tablas 3 y 4 permiten iniciar el desarrollo del pensamiento relacional, puesto
que a partir de objetos reales y manipulables se establecen relaciones cualitativas y cuantitativas por
medio del reconocimiento de atributos. Mas especificamente, en la Tabla 3 se presenta un prototipo de
tarea de clasificacion que introduce una relacion de equivalencia a través de una agrupacion de
elementos, mientras que en la Tabla 4 se muestra una relacion de correspondencia, a través de la
asociacion de elementos segin sus atributos.

3.2 Seriaciones a partir de patrones de repeticion: identificacion, construccién y representacion
del patrén

La identificacién de patrones de repeticion implica la observaciéon y el reconocimiento de
regularidades en secuencias iterativas de objetos o datos (Autor, xxxx). En las Tablas 5 y 6, se muestran
propuestas de prototipos de tareas para abordar el trabajo con patrones.
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Titulo: “En busca del que falta™

Objetivo:
Completar los elementos Contenidos matemiticos:
faltantes en la seriacion Observacion de patrones de repeticion.
presentada siguiendo la Identificacion del elemento que falta del patron (AB).
secuencia propuesta.

Tabla 5. Tarea de encontrar el elemento faltante de una seriacion

Material necesario (Figura 5):

Figura 5. Cajas con frutas de juguetes y cartulina. Fuente: elaboracion propia.
Experiencia:

* Poner el material al alcance de los nifios y las nifias y proponerles colocar en el espacio en
blanco de la cartulina, el elemento que corresponderia para seguir la seriacion, como se aprecia
en la Figura 5.

* Observar y documentar si los escolares son capaces de interpolar el patron (AB).

® Invitar a los nifios y nifias a describir la seriacion completada.

Preguntas intencionadas:

¢ ;Como has descubierto cudl era la fruta o verdura que tocaba colocar en los espacios en blanco
de la primera seriacién?

» Sidespués de un platano, viene una zanahoria y después otro platano y otra zanahoria. Después
del platano: ;cual tocaria? ;por qué?, ;notas algo que siempre sucede?
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Titulo: “Espirales de repeticion”

Objetivo:
Inventar un patrén y
extenderlo a partir de la
manipulacion de material
no estructurado.

Contenidos matematicos:
Identificacion de patrones.
Creacion de seriaciones atendiendo a la combinacion de
criterios cualitativos y/o cuantitativos.

Tabla 6. Tarea de inventar un patron de repeticion

Material necesario (Figura 6):

Figura 6. Piedras, argollas de colores, pompones de lana y cartulina con dibujo de espiral. Fuente:
elaboracion propia

Experiencia:

* Presentar el material (Figura 6) a los nifios y las nifias y dejar un espacio de tiempo para que
lo manipulen libremente.

» Proponerles en parejas crear patrones con los elementos proporcionados, para posteriormente
extenderlos siguiendo la espiral.

* Documentar y registrar las interacciones que se producen durante la toma de decisiones.

Preguntas intencionadas:

® ;Qué piezas utilizaremos para definir ¢l patrén central?

e Enun patron ABC, ;como son las 3 primeras piezas?

e Enun patrén ABB hay una pieza diferente v dos iguales, y en un patron AAB ;jcomo son las
piezas?, ;jnotas algo que siempre sucede?

* ;Qué te parece mas facil, extender un patrén ABC o un patrén AB? ;por qué?

» ,Puedes construir otra seriacion con los mismos elementos? ;como seria?

* ;Puedes describir tu nueva seriacion con palabras?, ;puedes describir la seriacion utilizando
simbolos en lugar de palabras?

Pensamiento algebraico que promueven las tareas:

La primera tarea de seriacion propuesta (Tabla 5) corresponde a encontrar elementos faltantes de
una secuencia. Dicha tarea promueve el pensamiento recursivo, ya que permite anticipar solo el
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elemento sucesor de la secuencia. En cambio, la segunda tarea de inventar patrones (Tabla 6), permite
avanzar hacia la consciencia de la estructura subyacente, como es la unidad de repeticion, promoviendo
el pensamiento relacional y el funcional.

3.3 Descripcion de cambios cualitativos y cuantitativos
El estudio del cambio considera tres etapas: el estado inicial, el cambio o transformacion a partir

de un operador, vy el estado final, que es distinto al inicial, salvo cuando el operador es neutro (Autor,
xxxx). En las Tablas 7 y 8 se muestran algunas posibles tareas para abordar el cambio.

Titulo: “Proyectando mi personaje en la oscuridad”

Objetivo: Contenidos matem:ticos:
Aplicar cambios Observacion de cambios.
cualitativos. Introduccion de operadores directos para realizar cambios
(forma, color, tamafio, grosor).

Tabla 7. Tarca para describir cambios cualitativos

Material necesario (Figura 7):

Figura 7. (a) Bandeja con vasos de plastico, papel transparente, rotulador y linternas; (b) Proyeccion con
el uso de la linterna. Fuente: elaboracion propia.

Experiencia:

* Invitar a los nifios y nifias a formar un circulo y sentarse en el suelo para escuchar atentamente
la lectura de un cuento.

e Presentar una bandeja con linternas y vasos de plastico cubiertos con papel transparente, como
se aprecia en la Figura 7a. Cada vaso tiene dibujado un personaje del cuento sobre el papel
transparente, por ejemplo, un animal, una persona, un objeto, etc.

* Invitar a cada uno de los nifios y nifias a escoger un vaso y una linterna, y descubrir un
personaje.

Para logotipo en pie de pagina par, a cumplimentar por el editor

294



Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza
del &lgebra en edades tempranas

Titulo del articulo, negrita, tamaiio 11
Inicial del nombre. Apellidos (tamafio 10, color RGB 0,92,90)

* Los nifios y nifias manipulan el material y juegan libremente.

* A partir de preguntas guiadas se invita a descubrir qué ocurre con el personaje al ser
proyectado en la pared, como se observa en la Figura 7b.

+ Finalmente, el profesor o profesora relata nuevamente el cuento. Los nifios y nifias participan
del relato e interactiian proyectando el personaje asignado.

Preguntas intencionadas:

(Cudles son los personajes del cuento?

(Como es tu personaje?, ;qué caracteristicas tiene?

Qué le ocurre al personaje si lo proyectamos en la pared con la ayuda de la linterna?

(Qué sucede si acercamos el vaso a la pared?, ;y si lo alejamos?, ;notas algo que siempre
sucede?, ;como se transforma el personaje?, ;qué caracteristicas tienen ahora?

Titulo: “Observando el crecimiento del ajo”

Objetivo: Contenidos matemiticos:
Reconocer cambios Observacion de cambios en el entorno cercano.
cuantitativos. Empleo de cuantificadores para describir cambios.
Uso de tablas para registrar datos.

Tabla 8. Tarea para describir cambios cuantitativos

Material necesario (Figura 8):

Figura 8. Ajos, envases de cristal, tierra y agua. Fuente: elaboracion propia.
Experiencia:

* Poner ¢l material al alcance de los nifios y las nifias, como se observa en la Figura 8.

e Proponer a cada uno de los nifios y nifas plantar un ajo en un envase de cristal.

» Mientras ejecutan la accion, realizar preguntas que permitan generar hipdtesis sobre lo que
sucedera con el ajo en los dias préximos.

e Observar dia tras dia los cambios en el crecimiento del ajo.

» Medir el crecimiento del ajo y registrar los datos en una tabla de valores.
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» Comprobar o refutar las hipotesis planteadas.
Preguntas intencionadas:

» Cuanto tiempo pensais que demorard en crecer cada ajo plantado?, ;todos los ajos creceran
en igual tamafio al mismo tiempo?

e Como podemos saber cuanto crecen?, jqué herramienta podemos utilizar para medir el
crecimiento del ajo?, ;como podemos organizar la informacion del crecimiento del ajo?

* Si conocemos la medida del tallo de un ajo, jpodremos predecir la longitud que tendra
marfiana?, ;como podemos representar esa cantidad desconocida?

e ,;Cuanto mds crecio hoy el ajo en comparacion con ayer? jy si comparamos su crecimiento
con tres dias atrds?

Pensamiento algebraico que promueven las tareas:

Las tareas de las Tablas 7 y 8, plantean situaciones de cambios a partir de un operador. Para su
desarrollo, requicren de la aplicacion de cambios cualitativos y reconocimiento de cambios
cuantitativos, respectivamente. Por tanto, promueven el desarrollo del pensamiento funcional,
permitiendo a futuro introducir la nocién de funcién.

4. Consideraciones finales

La ensefianza del algebra desde la educacion infantil permite que “los profesores puedan ayudar
a los alumnos a construir una solida base de comprension y experiencia, como preparacion para un
trabajo mas complejo en dlgebra en los niveles medios y en la escuela secundaria™ (NCTM, 2003, p.39).
Por tanto, promover el desarrollo del pensamiento algebraico en educacion infantil implica atender a
una variedad de conocimientos algebraicos tempranos: 1) establecer relaciones a partir del
reconocimiento de atributos al experimentar con elementos u objetos; 2) seriaciones a partir de patrones
de repeticion; 3) descripcion de cambios cualitativos y cuantitativos (Autores, xxxx; NCTM; 2000;
ACARA, 2020; NEL, 2013; MINEDUC, 2018}, lo que representa un desafio para el profesorado. Sin
embargo, la adquisicién de tales conocimientos no supone una dificultad para los nifios y nifias de esta
elapa escolar, puesto que se ha evidenciado que desde temprana edad son capaces de desarrollar
competencias matematicas amplias y sofisticadas (Clements y Sarama, 2015).

En términos generales, el pensamiento algebraico se fundamenta en la comprension tanto de
conceplos algebraicos, como una concienciacion de la estructura y las relaciones matematicas (Chimoni
et al., 2021), danto lugar a otros modos de pensamiento. En educacion infantil, los modos de
pensamiento algebraico que se movilizan son: el pensamiento relacional, pensamiento recursivo y
pensamiento funcional (Lenz, 2022; Luken y Sauzet, 2020; Wijns, et al., 2019a).

Diversos autores (e.g., Lenz, 2022; Carpenter et al., 2005) informan que es posible iniciar el
desarrollo del pensamiento relacional mediante la comprension de la igualdad, las comparaciones de
mds-menos y las relaciones parte-todo, con la ayuda de objetos reales y manipulables, puesto que
permiten profundizar en el uso de cuantificadores y descripcion de cualidades a partir del
reconocimiento de atributos. Por otro lado, el reconocimiento y andlisis de patrones de repeticion
conforman una base importante en el desarrollo del pensamiento algebraico. En este contexto, las
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distintas tareas para hacer patrones (Clements y Sarama, 2015; Liiken y Sauzet, 2020; Rittle-JTohnson et
al. 2013; Wijns et al., 2019a) ofrecen la oportunidad de movilizar modos de pensamiento algebraico
especificos de acuerdo al nivel de sofisticacién de la tarea, es decir, segiin requieran o no de la
identificacion de la unidad de repeticion para su desarrollo (Autor et al., en prensa; Autor et al., Xxxx).
En tal caso, las tareas de duplicar un patron, encontrar clementos faltantes de una secuencia y ampliar
una secuencia, movilizan el pensamiento recursivo, puesto que requieren de la prediccion de un
elemento desconocido en una secuencia de valores haciendo uso de la relacion entre elementos
consecutivos (Luken y Sauzet, 2020). Mientras que, las tareas de construir el mismo patron con
diferentes elementos, identificar la unidad de repeticion e inventar un patron, se [ocalizan en el uso de
estrategias de similitud relacional para su desarrollo (Rittle-Johnson et al., 2013), movilizando el
pensamiento relacional. Asimismo, dichas tareas requieren del reconocimiento de la estructura o niicleo
para su desarrollo, movilizando el pensamiento funcional (Wijns et al., 2019a).

Este Gltimo modo de pensamiento, también se moviliza a partir de la transformacion de
situaciones matemdticas que estan relacionadas y cambian (Warren y Cooper, 2005), asentando las bases
para el posterior estudio de las funciones y variables (NCTM, 2003).

Para iniciar el desarrollo del pensamiento algebraico en educacion infantil, es necesario contar
con profesores capaces de implementar en sus practicas pedagdgicas tareas que incorporen los distintos
modos de pensamiento propios de esta etapa escolar. Sin embargo, las tareas de pensamiento algebraico
por si solas no les otorgaran a los nifios y nifias las habilidades necesarias para pensar algebraicamente.
La forma en que se utilizan estas tareas en la instruccion es igualmente importante.

Asi pues, a partir de los conocimientos que promueve la caracterizacion del dlgebra en edades
tempranas propuesta por Autores (xxxx), en este articulo se han descrito algunos ejemplos de tareas que
ofrecen orientaciones didacticas para fomentar el pensamiento relacional, recursivo y funcional. Con
ello, se espera proporcionar las herramientas necesarias para que progresivamente las nifias y los nifios
de las primeras edades desarrollen conocimientos y habilidades que les permitan analizar relaciones
matematicas cualitativas y cuantitativas, ser consientes de la estructura, comprender el cambio, resolver
problemas que permeen en distintos ambitos del conocimiento matematico y avanzar hacia el proceso
de generalizacion.
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5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

EN ESTE CAPITULO SE DISCUTEN LOS RESULTADOS Y SE EXPONEN
LAS CONCLUSIONES GENERALES DE LA INVESTIGACION, CONSIDERANDO
LOS PRINCIPALES RESULTADOS Y LAS CONCLUSIONES DE LOS ESTUDIOS
EXPUESTOS EN EL CAPITULO ANTERIOR. EL CAPITULO SE ENCUENTRA
CONFORMADO POR TRES SECCIONES. EN PRIMER LUGAR, SE RESPONDE LA
PREGUNTA DE INVESTIGACION Y SE DISCUTE LA CONSECUCION DE LOS
CORRESPONDIENTES OBJETIVOS PROPUESTOS EN LA TESIS DOCTORAL.
EN SEGUNDO LUGAR, SE DESCRIBEN LAS IMPLICACIONES PARA LA
FORMACION INICIAL DOCENTE. FINALMENTE, SE PRESENTAN LAS
LIMITACIONES Y PERSPECTIVAS FUTURAS QUE SURGEN DEL PROCESO DE

LA TESIS DOCTORAL.

5.1 Pregunta de investigacion y objetivos de la investigacion

Con base en la pregunta planteada, el objetivo general de la Tesis Doctoral es
caracterizar el conocimiento matematico que movilizan los futuros profesores de
educacion infantil y primaria para la ensefianza del algebra en edades tempranas. Para
ello, se ha asumido el modelo de Conocimiento Matemaético para la Ensefianza (MKT)
propuesto Ball et al. (2008), puesto que brinda herramientas tedricas a partir de los
distintos subdominios que lo componen, para caracterizar los conocimientos que el

profesorado requiere para la ensefianza idonea del algebra en edades tempranas.

Considerando los objetivos especificos que contribuyen a la caracterizacion del
conocimiento del profesorado, en la Tabla 5-6 se describe la conexion de estos y los

estudios que conforman los resultados de la Tesis Doctoral.
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Tabla 5-1
Relacion entre los objetivos y estudios desarrollados en la Tesis Doctoral

304

Estudios

Objetivos especificos de la Tesis

[Al [B] [C] [D] [E] [F] [G] [H] [I]

[J]

[K]

OE1. Recopilar y sintetizar los  x
antecedentes  aportados  en
investigaciones previas sobre el
conocimiento matematico del
profesorado de educacién infantil

y primaria para ensefiar algebra

en edades tempranas, incluyendo

una revision sistematica de los
estudios realizados bajo el
enfoque del MKT.

OE>: ldentificar el tratamiento X X X
otorgado al algebra en los

curriculos y en los libros de texto

de educacion infantil y primaria.

OEs: Describir  las  tareas X X
matematicas disefiadas por los

futuros profesores para promover

los inicios del pensamiento

algebraico en educacién infantil y

primaria, y analizar el

conocimiento matematico que

moviliza el profesorado a partir

de su disefio.

OE.: Construir instrumentos para X X
evaluar el conocimiento

matematico para la ensefianza del

algebra en edades tempranas en

futuros profesores de educacion

infantil y primaria.

OEs: Evaluar el conocimiento X
matematico para la ensefianza del

algebra en edades tempranas de

los futuros profesores de

educacién infantil y primaria.

OEs: Proponer orientaciones
didacticas para abordar la
ensefianza del algebra en edades
tempranas.

Fuente: Elaboracion propia
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5.1.1 Objetivo especifico 1

OEL. Recopilar y sintetizar los antecedentes aportados en investigaciones
previas sobre el conocimiento matematico del profesorado de educacion
infantil y primaria para ensefiar algebra en edades tempranas, incluyendo

una revision sistematica de los estudios realizados bajo el enfoque del MKT.

Este objetivo ha sido abordado en el estudio [A], a través de una revision
sistematica que ha proporcionado evidencias sobre la forma en que se ha
conceptualizacion y estudiado empiricamente el Conocimiento Matematico para la

Ensefianza-MKT en la produccion cientifica.

Se ha identificado que los estudios empiricos que se han llevado a cabo en relacion
con la ensefianza del algebra en las primeras edades se centran principalmente en el
conocimiento matematico del profesorado de educacion primaria. Las investigaciones
sobre el conocimiento matematico del profesorado de educacion infantil son minimas,
abordando la ensefianza del algebra de manera tangencial, puesto que se centran en la

ensefianza de las matematicas a nivel general.

Por otra parte, el conocimiento especializado, seguido del conocimiento comdn y
el conocimiento del contenido y los estudiantes, son los que se profundizan
mayoritariamente en la produccion cientifica, mientras que una menor proporcion de
estudios indagan en el conocimiento del contenido y la ensefianza, el conocimiento del

curriculo y el conocimiento del horizonte matematico.

Se observa que el profesorado presenta limitaciones en el conocimiento del
contenido, mas especificamente el conocimiento comin (CCK), al enfrentarse
directamente a la resolucion de tareas algebraicas, por ejemplo, la generalizacién de
patrones (e.g., Noviyanti y Suryadi, 2019; Zapatera y Callejo, 2018) la representacion de
la igualdad en expresiones matematicas (e.g., Barboza et al., 2020) y la resolucion de
ecuaciones de primer grado (e.g., Bernardo et al., 2018). Respecto del conocimiento
especializado (SCK), se observan limitaciones para justificar ideas matematicas donde
interviene el pensamiento algebraico (e.g., Bair y Rich, 2011), seleccionar ejemplos y
representaciones adecuadas para abordar tareas de patrones y funciones (e.g., McAuliffe
y Lubben, 2013), e identificar estrategias para generalizar relaciones funcionales (e.g.,
Wilkie y Clarke, 2015).
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Por otra parte, al profundizar en el conocimiento pedagdgico del contenido del
profesorado, mas especificamente en el conocimiento del contenido y los estudiantes
(KCS), la produccién cientifica se centra en como los profesores entienden los posibles
errores y dificultades de los alumnos al resolver una tarea algebraica desde el enfoque de
la aritmética generalizada y el pensamiento funcional (e.g., Barboza et al., 2020, 2021,
Oliveira et al., 2021; Wilkie, 2014). Para abordar el conocimiento del contenido y la
ensefianza (KCT), la produccion cientifica progresa en las estrategias de ensefianza
adecuadas para explorar las relaciones funcionales y en las experiencias de aprendizaje
que moviliza el profesorado para el desarrollo del pensamiento algebraico (Barboza et al.,
2020, 2021; Wilkie, 2016). Por ultimo, respecto del conocimiento del curriculo, las
investigaciones indagan en la comprension que tiene el profesorado sobre el plan de
estudios y su impacto en las decisiones que involucran experiencias de aprendizaje en
torno al pensamiento algebraico, por ejemplo, la inclusion de los significados del signo

igual en los planes de estudio (Trivilin y Ribeiro, 2015).

Otro aspecto importante a destacar es que los estudios empiricos desarrollados
profundizan en diversas areas de contenido esenciales del Early Algebra, tales como la
aritmética generalizada y el pensamiento relacional, a través del signo igual y sus
significados, asi como los patrones o la nocion de funcion a través del pensamiento

funcional. Siendo este ultimo, el que alcanza la mayor predominancia.

5.1.2 Objetivo especifico 2

OE2: Identificar el tratamiento otorgado al algebra en los curriculosy en los

libros de texto de educacion infantil y primaria.

Este objetivo ha sido abordado en los estudios [B], [C] y [D]. El estudio [B] se ha
centrado en analizar la incorporacion de los contenidos algebraicos tempranos en los
curriculos de educacion infantil y primaria. Mientras que los estudios [C] y [D],
profundizan en las tareas matematicas que promueven los libros de texto para abordar el

pensamiento algebraico en estas etapas escolares.

De acuerdo con Chopping et al. (2018), la interpretacion que realiza el profesorado
sobre el curriculo impacta en sus préacticas de ensefianza y en su desarrollo profesional.

Por tanto, el tratamiento y evolucién que reciben los contenidos en el curriculo,
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vinculados con la ensefianza el algebra en las etapas de educacién infantil y primaria,
sientan las bases para el profesorado en cuanto a la forma en que suscitara el desarrollo

del pensamiento algebraico en sus estudiantes.

Se ha observado que el tratamiento del 4lgebra en educacion infantil se ve marcada
por las relaciones a partir del reconocimiento de atributos al experimentar con elementos
u objetos, seguido de las seriaciones con patrones de repeticion. Mientras que el estudio
del cambio es otro elemento que se encuentra presente en los curriculos, no obstante,

alcanza una presencia menor en comparacion con los anteriores.

En educacién primaria, los curriculos profundizan mayoritariamente en la
comprension de distintos tipos de relaciones matematicas y el trabajo con patrones.
Asimismo, se evidencia la incorporacion al trabajo con variables, modelos matematicos

para representar situaciones matematicas y el cambio.

Se ha evidenciado que todos los curriculos analizados enfatizan en la importancia
del trabajo con patrones y relaciones matematicas como base para construir un itinerario

algebraico desde la educacidn infantil a la educacion primaria.

Por otra parte, se ha focalizado la mirada en el libro de texto como un elemento
donde se formaliza el aprendizaje, puesto que es un recurso de ensefianza que influye
considerablemente en el proceso de instruccion en el aula, conformando un elemento de
apoyo para el profesorado en la preparacion de la clase (Even y Olsher, 2014; Porter,
2002).

En relacion con las tareas matematicas presentes en los libros de texto de
educacion infantil que promueven el pensamiento algebraico, se aprecia una
predominancia de tareas que requieren establecer relaciones a partir del reconocimiento
de atributos, por medio de la comparacion de elementos a partir de criterios cualitativos
y cuantitativos. De acuerdo con Lenz (2022) las tareas que profundizan en las cualidades
y los cuantificadores, por medio de comparaciones y otras relaciones, permite introducir

poco a poco la nocidn de cuasi variable e iniciar el desarrollo del pensamiento relacional.

Se observa una menor presencia de tareas que implican seriaciones con patrones
de repeticion, mientras que las tareas de cambio son minimas, lo que es preocupante,
puesto que ambos contenidos son esenciales para impulsan el pensamiento funcional
(Castro et al., 2017; NCTM, 2000; Warren y Cooper, 2005). Las tareas con patrones de
repeticion que se movilizan principalmente son ampliar una secuencia, cuya resolucion

requiere de la organizacion recursiva de elementos en lugar de identificar la estructura
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(McGarvey, 2012). Le siguen las tareas que implican construir el mismo patron con
diferentes elementos e identificar la unidad de repeticidn. La resolucion de estas tareas
precisa un pensamiento mas abstracto, es decir, para ser resuelta requiere el uso de
estrategias de similitud relacional de los elementos al enfocarse en su estructura (Rittle-
Johnson et al., 2013; Tirosh et al., 2019), promoviendo la transicién al pensamiento
funcional (Wijns et al., 2019).

En relacion con las tareas matematicas presentes en los libros de texto de
educacion primaria que promueven el pensamiento algebraico, predominan las tareas de
relaciones basadas en reglas (Demosthenous y Stylianides, 2014), que promueven
principalmente el reconocimiento de patrones en sucesiones, asi como el cambio y las
relaciones de un conjunto de datos que requieren de la generalizacion de reglas para ser
resueltas, fomentando el pensamiento funcional (Kaput, 2008). Seguidas de tareas de
relaciones conocidas-desconocidas (Demosthenous y Stylianides, 2014) vinculada con
las relaciones entre cantidades, que se fundamenta en la resolucion de problemas para la
introduccidn al algebra y la descripcion de lenguajes de modelizacién (Kaput, 2008). La
resolucion de estas tareas implica el tratamiento de las variables, simbolos y modelos
matematicos para representar situaciones. Por ultimo, se observa una menor presencia de
tareas de relaciones aritméticas situadas (Demosthenous y Stylianides, 2014), centradas
en la estructura de la aritmética, atendiendo al comportamiento de las operaciones
aritméticas y propiedades como objetos matematicos, lo que se destaca en la literatura

como aritmética generalizada (Carpenter et al., 2003b; Kaput, 2008).

Finalmente, consideramos que el tratamiento que se realiza al algebra en los libros
de texto de educacion infantil y primaria, no se encuentra totalmente alineado con lo

establecido en las orientaciones curriculares.

5.1.3 Objetivo especifico 3

OE3: Describir las tareas matematicas disefiadas por los futuros profesores
para promover los inicios del pensamiento algebraico en educacion infantil
y primaria, y analizar el conocimiento matematico que moviliza el

profesorado a partir de su disefio.
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Este objetivo ha sido abordado a partir de los estudios [E] y [F], en los que se ha

tomado como objeto central las tareas que disefia el futuro profesorado.

El disefio de tareas matematicas forma parte del desarrollo de la practica docente
para organizar la ensefianza, puesto que desempefian un rol importante en las experiencias
de aula tanto para los estudiantes como profesores (Wake, 2018). No obstante, el disefio
de tareas se ve influenciado por los conocimientos matematicos que posee el profesorado
para la ensefianza (Chamoso y Céceres, 2019; Sullivan et al., 2015). Por tanto, en el
disefio de una tarea, el profesorado deja evidencia de su conocimiento matematico y

percepcidn sobre el aprendizaje y ensefianza de la matematica (Thanheiser, 2015).

Se ha observado que las tareas que disefia el futuro profesorado para abordar los
inicios del pensamiento algebraico a traves de los patrones de repeticion en educacion
infantil, predomina el contexto informal, es decir, se abordan a través de experiencias
reales, recursos ludicos y material manipulativo (Alsina, 2020). Mientras que, las tareas
disefiadas por el profesorado de educacién primaria se plantean en un contexto formal a

través de recursos graficos y simbdlicos (Alsina, 2020).

Por otra parte, las tareas disefiadas por los futuros profesores para abordar los
patrones de repeticion, responden a un bajo nivel de demanda cognitiva, centrandose
principalmente en tareas de memorizacion (Smith y Stein, 1998), al proponer
mayoritariamente tareas que impliquen ampliar una secuencia, seguidas de tareas que
requieren copiar el patron. Tales tareas no requieren de la identificacion de su estructura,

es decir, del reconocimiento de la unidad de repeticion (Rittle-Johnson et al., 2013).

Sullivan et al. (2015) asegura que el disefio de tareas, permite aproximarnos al
conocimiento especializado (SCK) y el conocimiento del contenido y la ensefianza
(KCT). En este contexto, las tareas disefiadas por el profesorado exponen dificultades en
el conocimiento especializado, tanto en el manejo de la complejidad y profundidad de la
tarea sobre patrones para comprender su potencialidad, como en la precision del lenguaje
formal asociado al trabajo con patrones. Asimismo, se evidencian deficiencias en el
conocimiento del contenido y la ensefianza en relacién con la seleccidn de secuencias de

tareas que permitan profundizar en la comprension de los patrones.
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5.1.4 Objetivo especifico 4

OE4: Construir instrumentos para evaluar el conocimiento matematico para
la ensefianza del algebra en edades tempranas en futuros profesores de

educacion infantil y primaria.

Este objetivo se ha abordado en los estudios [G] y [H], dando lugar a dos
instrumentos que permiten evaluar el conocimiento matematico para ensefiar lgebra en
edades tempranas durante la formacion inicial del profesorado de educacion infantil y

primaria, respectivamente.

Para el disefio de ambos instrumentos se han considerado las experiencias de los
estudios previos que profundizan en el conocimiento matematico del profesorado para la
ensefianza del algebra en las etapas de educacion infantil y primaria, asi como el analisis
de las orientaciones curriculares y libros de texto. Estos datos permitieron dar inicio a la
construccion de la version piloto de los instrumentos: Cuestionario MKT - &lgebra
temprana (3-6) y Cuestionario MKT-algebra temprana (6-12).

En la construccion de los cuestionarios intervienen dos aspectos centrales, como
es la seleccion de tareas y los aspectos a evaluar de los dominios y subdominios del
modelo de Conocimiento Matematico para la Ensefianza (Ball et al., 2008). Asi pues, se
construye la version piloto de ambos cuestionarios, conformados por seis items de
respuesta abierta cada uno, algunos provenientes de investigaciones previas, tareas de

libros de texto y otros de elaboracion propia.

Posteriormente, los cuestionarios se han sometido a un proceso de validacion que
considera el juicio de 12 expertos en didactica de la matematica y la aplicacion piloto de
los cuestionarios a un grupo de 10 futuros profesores de educacién infantil y primaria,
respectivamente. A partir del analisis de los resultados, observaciones y comentarios
recibidos en dicho proceso se han modificado los items, quedando conformado ambos
cuestionarios por seis items y un total de veintidds preguntas cada uno, garantizando la
consistencia interna y fiabilidad de los cuestionarios, asi como validez del contenido
(Muhiz, 2017).



Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza 311
del algebra en edades tempranas

5.1.5 Objetivo especifico 5

OES5: Evaluar el conocimiento matematico para la ensefianza del algebra en

edades tempranas de los futuros profesores de educacion infantil y primaria.

Este objetivo ha sido abordado en los estudios [1] y [J], donde el primero de ellos
responde a la evaluacion del conocimiento matematico del profesorado de educacion
infantil y el segundo, da respuesta a la evaluacion del conocimiento matematico del

profesorado de educacion primaria.

Se ha aplicado el Cuestionario MKT - &lgebra temprana (3-6) a 60 futuros
profesores de educacion infantil, evidenciando el conocimiento matematico que
movilizan para la ensefianza temprana del algebra. Se observa que el subdominio del
conocimiento comun del contenido (CCK) se encuentra mejor evaluado en comparacion
con los otros subdominios de conocimiento. Por ejemplo, los futuros profesores
identifican con éxito la estructura de una secuencia, sin embargo, presentan algunas
dificultades cuando la secuencia no acaba en una unidad completa de repeticion. Esto
concuerda con otros estudios que aseguran que el profesorado de educacion infantil
presenta algunas limitaciones para comprender conceptos basicos asociado con las
seriaciones (e.g., Cabral et al., 2021; Noviyanti y Suryadi, 2019). Respecto del
conocimiento especializado del contenido (SCK), al igual que en el estudio de Bair y Rich
(2011), se observan limitaciones en la identificacion de contenidos matematicos
involucrados en una tarea algebraica, mas especificamente en tareas donde intervienen

patrones de repeticion y el cambio.

En cuanto al conocimiento del horizonte matematico, recibe las puntuaciones mas
bajas en relacion con los otros subdominios de conocimiento, puesto que el profesorado
de educacion infantil no logra establecer conexiones entre los distintos tipos de relaciones

matematicas que se abordan en esta etapa escolar, con otros temas del curriculo escolar.

Por otra parte, los futuros profesores mantienen dificultades para anticiparse a los
errores o dificultades que enfrentan los estudiantes frente a una tarea de secuencias
repetitivas, demostrando un bajo dominio del conocimiento del contenido y los
estudiantes (KCS). En esta misma linea, Cabral et al. (2021) exponen las debilidades del
profesorado en formacion de educacion infantil para interpretar y percibir el pensamiento

algebraico de los estudiantes, en relacién con este contenido. Asimismo, se observa un
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conocimiento insuficiente para establecer estrategias de ensefianza y recursos apropiados
para abordar tareas de indole algebraico, dejando entrever un conocimiento del contenido

y la ensefianza (KCT) limitado.

Por altimo, en relacién con el conocimiento del curriculo, la finalidad de las tareas
propuestas en el cuestionario no logra ser percibida por el profesorado en formacion,
puesto que no logra vincularlas con lo propuesto en el plan de estudios. Creemos que la
respuesta a esta complicacion radica en el curriculo espafiol de educacion infantil, puesto
que so6lo considera orientaciones vinculadas con la representacion de atributos, omitiendo
el trabajo con patrones y descripcion de cambios (Alsina, 2022b; Alsina y Pincheira,
2022).

Por otra parte, el Cuestionario MKT-algebra temprana (6-12) ha sido aplicado a
76 futuros profesores de educacion primaria. Al igual que en el caso de los futuros
profesores de educacion infantil, se observa que el conocimiento comin del contenido
(CCK) se encuentra mejor evaluado en comparacion con los otros subdominios de
conocimiento. Por ejemplo, identifican una regla general para establecer una relacion
entre variables, identifican relaciones en expresiones numéricas, entre otras. Esto
concuerda con otros estudios (e.g., Barboza et al., 2020, 2021; Trivilin y Ribeiro, 2015;
Zapatera y Callejo, 2018) donde el profesorado enfrenta de manera exitosa tareas

vinculadas con los diferentes significados del signo igual o generalizacién de patrones.

En relacion con el conocimiento especializado del contenido (SCK) presenta
limitaciones, puesto que el profesorado de primaria no identifica correctamente los
contenidos, propiedades o bien no entrega justificaciones ideas matematicas frente a
tareas donde intervienen relaciones entre los numeros y la construccion de
generalizaciones sobre sus propiedades, uso de variables o relaciones entre cantidades
covariables. En esta misma linea, otros estudios identifican resultados similares respecto
del conocimiento especializado, donde la seleccion de ejemplos que presenta el
profesorado para describir relaciones que conducen a la generalizacion no siempre son
exitosas (McAuliffe y Lubben, 2013), dificultades para asignar el significado semantico
involucrado en la resolucion de una tarea de reparto equitativo (Bernardo et al., 2018), el
significado de equivalencias del signo igual en una expresion matematica (Barboza et al.,
2020; Trivilin y Ribeiro, 2015) o la identificacion de estrategias de generalizacion

recursiva y explicitas en el desarrollo del pensamiento funcional (Wilkie, 2014, 2016).
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En cuanto al conocimiento del horizonte matematico, presenta grandes
limitaciones, puesto que los futuros profesores no establecen conexiones entre los
contenidos de una tarea fundamentada en la generalizacion de la aritmética, donde se
exploran los diferentes significados del signo igual, con otros contenidos del curriculo
escolar. El estudio de Barboza et al. (2021), profundiza en esta misma linea a traves de
las relaciones que establecen los docentes en tareas que involucran el pensamiento
relacional, determinando una escasa conexion con el trabajo requerido de los afios

posteriores.

Respecto del conocimiento del contenido y los estudiantes (SCK) se observa que
el profesorado presenta dificultades para anticiparse a los errores de los estudiantes en
tareas de generalizacion aritmética, encontrando similitudes con los estudios de Demonty
et al. (2018) y Barbosa et al. (2020) y otros estudios que profundizan en los posibles
errores de los estudiantes vinculados con las relaciones funcionales (Wilkie, 2014, 2016).
Asimismo, en el conocimiento del contenido y la ensefianza (KCT) se observa que las
estrategias de ensefianza que propone el profesorado para abordar la instruccion de una

tarea algebraica no son del todo concluyentes.

En relacion al conocimiento del curriculo, se observa que en ocasiones el futuro
profesorado de educacién primaria presenta limitaciones para interpretar la
intencionalidad de una situacion de ensefianza y vincularla con las orientaciones
propuestas en el plan de estudio, al igual que en el estudio de Trivilin y Robeiro (2015),
y Wilkie (2014).

Finalmente, se concluye que el conocimiento matematico para la ensefianza del
algebra en las primeras edades del futuro profesorado tanto de infantil como primaria, se
caracteriza por presentar menores limitaciones respecto del conocimiento comun del

contenido y mayores dificultades en el conocimiento del horizonte matematico.
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5.1.6 Objetivo especifico 6

OE®6: Proponer orientaciones didacticas para abordar la ensefianza del

algebra en edades tempranas.

Este objetivo ha sido abordado en el estudio [K], que ha dado lugar al disefio de
diversas tareas que permiten promover modos de pensamiento algebraico en educacién
infantil, a partir de los contenidos propios de la ensefianza del algebra en esta etapa
escolar. Las tareas que se movilizan en el estudio son: tareas de establecer relaciones a
partir del reconocimiento de atributos, tareas de seriacion con patrones de repeticion y

tareas que impliquen la descripcién de cambios cualitativos y cuantitativos.

Es importante sefialar que, tales tareas requieren de una planificacion y gestion
que promueva el pensamiento algebraico a través del planteamiento de retos y preguntas

que inviten a razonar y argumentar (Blanton, 2008; Pinto et al., 2023).

Por otra parte, en educacion primaria, consideramos seguir avanzando en la linea
que lo han hecho otros autores (e.g., Cafiadas y Pinto, 2021; Pinto y Ayala-Altamirano,
2021) que han profundizado en orientaciones para abordar la aritmética generalizada y el
pensamiento funcional, considerando los procesos de generalizacion, representacion y

justificacion.

5.2 Contribuciones de la investigacion e implicaciones para la formacion inicial

docente

Las ideas presentadas en esta Tesis Doctoral buscan aportar, desde diferentes
perspectivas, al progreso y transferencia del conocimiento matemaético del profesorado
sobre la ensefianza del algebra en edades tempranas, de manera que puedan permear en

la formacion inicial del profesorado de educacion infantil y primaria.

La investigacion se centra en el objeto matematico algebra desde la perspectiva

del Early Algebra, destacando seis contribuciones principales:

a) La revision sistematica de la literatura sobre los conocimientos del profesorado
de educacién infantil y primaria aportados en las investigaciones previas acerca de la

ensefianza del algebra en edades tempranas (desde el modelo MKT), constituye un



Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza 315
del algebra en edades tempranas

referente tedrico que puede ser de gran utilidad para el desarrollo de investigaciones

futuras en esta tematica.

b) La contrastacion curricular realizada sobre el tratamiento otorgado al algebra
en las etapas de educacion infantil y primaria entre los curriculos de Estados Unidos,
Australia, Singapur y Chile, deja en evidencia los vinculos que se requieren establecer
entre ambas etapas educativas para asegurar la ensefianza efectiva de este bloque de

contenidos.

A partir de la revision curricular se ha caracterizado el algebra, considerando
categorias de conocimiento propias de cada etapa escolar para abordar su ensefianza en
edades tempranas. Esta caracterizacion puede contribuir al disefio e implementacion de
practicas de ensefianza mas alineadas con los propositos que persigue el Early Algebra

para la educacion infantil y primaria.

c) El analisis de las tareas algebraicas en los libros de texto chilenos de educacion
infantil y primaria, podria resultar de interés y ser utilizada para sugerir propuestas de
mejora en los libros de texto, en relacién con el tratamiento otorgado a la actividad
algebraica temprana en ambas etapas escolares. A su vez, los hallazgos encontrados
ofrecen la oportunidad al profesorado de adaptar, complementar y profundizar en las
tareas que no han sido abordadas por los libros de texto, de modo que sea posible integrar
la totalidad de los conocimientos necesarios para promover el desarrollo del pensamiento

algebraico en las aulas de educacion infantil y primaria.

d) El analisis de las tareas matematicas que disefia el profesorado en formacién de
educacion infantil y primaria, permite explorar el desempefio instruccional de dichas
tareas y conocer qué conocimientos matematicos pone en juego el profesorado cuando
disefia una tarea algebraica temprana de patrones. A su vez, los hallazgos encontrados
ofrecen la oportunidad de identificar los saberes mateméticos deben abordarse con mayor

urgencia en la formacién inicial del profesorado.

e) La construccion de los Cuestionarios MKT-algebra temprana (3-6) y MKT-
algebra temprana (6-12) para evaluar el conocimiento del contenido y el conocimiento
pedagdgico del contenido sobre algebra en edades tempranas. Tales instrumentos, pueden
ser una herramienta (til para apoyar el proceso de formacién del profesorado, puesto que
su aplicacion permite detectar aquellos conocimientos matematicos que requieren de una
mayor profundizacion para lograr promover el desarrollo del pensamiento algebraico en

las etapas de educacion infantil y primaria.
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f) Las orientaciones didacticas propuestas para abordar los conocimientos que
caracterizan la ensefianza del algebra en edades tempranas y su vinculacién con los
distintos modos de pensamiento que promueven. Tales orientaciones, pueden ser
discutidas y analizadas durante la formacion del profesorado y servir de guia para el

trabajo que deben desarrollar estos profesores en su préactica futura.

Esta ampliamente aceptado que estudiantes piensen algebraicamente desde los
primeros niveles de escolarizacion, la verdadera cuestién es como podemos preparar al
profesorado para suscitar y guiar dicho pensamiento algebraico. De acuerdo con Carraher
et al. (2008) el profesorado es el encargado de ayudar a llevar el caracter algebraico a las
matematicas elementales. Sin embargo, para alcanzar tales propdsitos el profesorado debe
conocer el algebra y lo que implica su ensefianza en los primeros afios para poder
movilizar sus conocimientos didacticos y su identidad profesional en su practica futura
(Branco y Ponte, 2014).

De acuerdo con Blanton (2008):

Las tareas matematicas que promueven el pensamiento algebraico por
si solas no les daran a los estudiantes las habilidades que necesitan para
razonar algebraicamente. La forma en que se utilizan estas tareas en la

instruccion es igualmente importante. (p. 93)

Asumimos que la ensefianza del algebra en edades tempranas representa una
reestructuracion en la practica docente, por tanto, implica cambios en la formacion del

profesorado de las etapas escolares iniciales.

Los resultados que se han presentado en esta memoria se centran en caracterizar
el conocimiento matematico del profesorado para la ensefianza del algebra en edades
tempranas. En este contexto, la situacion respecto de los conocimientos matematicos del
profesorado en formacion de educacion infantil y primaria para la ensefianza del algebra
temprana es preocupante e incentiva la reflexion en relacion con ¢qué aspectos debe
considerar la formacion del profesorado para propiciar el desarrollo de los conocimientos
matematicos que demanda la ensefianza del algebra temprana en educacion infantil y

primaria? ;coOmo se deberian orientar las practicas de este bloque de contenido?

En este sentido, es necesario ofrecer programas de formacion al profesorado de

educacion infantil y primaria que permitan el desarrollo de los conocimientos
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matematicos necesarios para desarrollar con éxito la ensefianza del algebra en edades

tempranas, a partir de las siguientes lineas de accion:

a) asignaturas centradas en el estudio del algebra como objeto matematico, para
profundizar en los contenidos especificos de este blogue de contenido y su didactica de
acuerdo a los requerimientos que demanda su ensefianza en los primeros niveles de
escolarizacion. Para ello consideramos necesario incorporar las ideas de Blanton (2008),
sobre como guiar la instruccion del algebra en el aula. La autora propone cuatro elementos
de instruccién importantes, que se deben tener en cuenta para guiar el pensamiento

algebraico en las aulas de clase:

e Representar: el profesorado debe proporcionar multiples formas para
que los estudiantes representen sistematicamente situaciones
algebraicas.

e Preguntar: realizar preguntas que alienten a los estudiantes a pensar
algebraicamente

e Escuchar: escuchar y desarrollar el pensamiento de los estudiantes

e Generalizar: ayudar a los estudiantes a desarrollar y justificar sus

propias generalizaciones.

b) proporcionar herramientas que permitan al profesorado reflexionar sobre su
propia practica docente y su interaccion discursiva en el aula de educacion infantil y
primaria. En consecuencia, incorporar el algebra y movilizar el desarrollo del
pensamiento algebraico de manera efectiva desde los primeros niveles educativos,
requiere transformar la formacion del profesorado para ponerla al servicio de los nuevos

desafios que implica la ensefianza de este estandar de contenido.

Considerando las orientaciones pedagogicas generales para la formacion del
profesorado de matematicas (Lewis, 2016) y especificas para la ensefianza del algebra en
educacion infantil y primaria (Alsina, 2019b, 2022a), seria recomendable centrar la

formacion a partir de:

e el andlisis y discusion de situaciones reales de aula, ya que permiten situar
al profesorado en formacion y con ello fortalecer el desarrollo del

conocimiento matematico que moviliza.
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e Asimismo, es recomendable también profundizar en el disefio de tareas
como una accién que promueve el desarrollo del conocimiento matematico
del profesorado para ensefianza del algebra en edades tempranas. Como
formadores, se debe guiar el disefio, implementacion y redisefio de tareas
algebraicas tempranas focalizadas en la capacidad de hacer y expresar
generalizaciones (Kaput, 2008), permitiendo determinar en profundidad la
actividad matematica que deben poner en juego los estudiantes en
educacion infantil y primaria para enfrentar el desarrollo de una tarea

algebraica temprana.

Cabe destacar que, es necesario establecer una estrecha coordinacion entre la
formacion del profesorado de educacion infantil y primaria para garantizar la continuidad
de los objetivos establecidos en las orientaciones curriculares, lograr una ensefianza eficaz
y el desarrollo del pensamiento algebraico del algebra desde las primeras edades, que

asegure las bases para su posterior profundizacion en la educacion secundaria.

5.3 Limitaciones y perspectivas futuras

Una vez finalizada la investigacion, es posible ver en perspectiva algunas

limitaciones que presenta el estudio:

En cuanto a los cuestionarios que se han construido para evaluar el conocimiento
matematico para ensefiar algebra en futuros maestros de educacion infantil y primaria, si
bien han considerado todas los dominios y subdominios del Modelo de Conocimiento
Matematico para la Ensefianza (Ball et al., 2008), lo hace de manera inicial o parcial,
centrandose sOlo en algunos aspectos. Puesto que realizar un estudio en mayor
profundidad hubiese requerido, por ejemplo, la observacion de la instruccion que llevan
a cabo los participantes durante el desarrollo de sus practicas pedagogicas; el analisis de
las interacciones que se dan al interior del aula; asi como la revision de planificaciones y
desarrollo de entrevistas, condiciones a las que durante el transcurso de la investigacion
no fue posible acceder. Por tanto, se decidio evaluar aspectos parciales o iniciales de los
distintos subdominios que componen el Modelo de Conocimiento Matematico para la

Ensefianza.
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Como linea futura de investigacion, seria apropiado disefiar un programa de
intervencion a partir de los resultados obtenidos que permitan mejorar y desarrollar el
conocimiento matematico del profesorado de educacién infantil y primaria sobre algebra

y, posteriormente, medir su efecto.

Por otra parte, respecto del disefio de tareas que realizan los participantes, se ha
profundizado sélo desde la perspectiva de los patrones, como objeto matematico que
promueve los inicios del pensamiento algebraico y contenido articulador del algebra en
las etapas de educacion infantil y primaria. Seria conveniente analizar en futuras
investigaciones las tareas que disefian los futuros profesores para promover la ensefianza
de otros contenidos algebraicos tempranos en los niveles de educacion infantil y primaria,
al tratarse de un aspecto clave en la formacion universitaria que reciben los futuros

profesores.

Otra linea de indagacién, posible de abordar en futuras investigaciones, son el
conocimiento algebraico del profesorado de educacién infantil y primaria, puesto que de
este depende la instruccion que llevara a cabo para movilizar la ensefianza el algebra en

edades tempranas.

Asimismo, consideramos importante abordar el Professional Noticing del
profesorado en formacion y activo, como constructo que permite el reconocimiento del
pensamiento algebraico que muestran los nifios en las aulas de educacion infantil y
primaria, a través de acciones tales como: el prestar atencion a las estrategias que utilizan
los estudiantes, interpretar su comprension y la tomar decisiones que realiza el

profesorado acerca de como responder a los estudiantes.

Finalizamos esta Tesis Doctoral, con el anhelo de haber aportado y entregado
pistas que contribuyan a la mejora de la formacién inicial y continua del profesorado de
educacidn infantil y primaria en relacion con la ensefianza del algebra en las primeras
edades. Esperamos que las investigaciones en esta tematica sigan en aumento y
contribuyan cada vez mas a desarrollar una comprension profunda de como guiar el

desarrollo del pensamiento algebraico en los primeros niveles de escolarizacion.
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ANEXOS
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Cuestionario algebra temprana para el profesorado en formacion de
Educacion Infantil

Datos de identificacion:

1. Género (marque con una X): (_) Femenino  (__) Masculino (_) Otro
2.Edad: _ afos
3. Estudios previos realizados (marque con una X):
(_) Bachillerato: (__) Artes
(_) Ciencia y tecnologia
(__) Humanidades y ciencias sociales

(_) Ciclo formativo de grado superior (indicar nombre del ciclo):

Instrucciones para responder el cuestionario:

4 N

- Encada uno de los items debe considerar un tiempo maximo de 10 minutos para
responder.

- Imagine que usted se enfrenta a situaciones reales de aula, responda de acuerdo a
lo que usted haria o diria en aquel momento.

- Sus respuestas son confidenciales y voluntarias.

- Agradecemos que responda la mayor cantidad de preguntas que le sea posible.

\_ /
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item 1:

Una maestra propone a los nifios de 4 afios el juego “Somos detectives”. A continuacion,
se presenta un extracto de la planificacion de la actividad:

Los nifios se organizan en grupos Yy observan como estan dispuestos algunos materiales
de la sala. Responden preguntas como: ¢Para que sirven estos materiales?, ;qué tienen en
comun?, ¢en qué se diferencian con los materiales del otro mueble?, ;por qué creen que
estan juntos?, ¢en qué se parecen? Luego, cada grupo comparte sus ideas y, en conjunto,
descubren cuales son los criterios que se utilizaron al colocarlos. Finalmente, establecen
acuerdos para proponer nuevos criterios para colocar los materiales y, en la medida de lo
posible, los implementan para reorganizar el aula.

Preguntas:

a) ¢Que contenido(s) matematico(s) deben poner en practica los nifios para
participar en la tarea propuesta por la maestra?

b) Considerando el curriculo escolar de Educacion Infantil, ¢cual podria ser el
objetivo de la tarea?

c) ¢Con qué conceptos mas avanzados del curriculo escolar se relaciona el
contenido abordado en la tarea?
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Item 2:

Una maestra propone a los nifios de 4 afos la siguiente tarea:

“Une con una linea los elementos de la fila que pertenecen a cada grupo™

@
I

% ) &

Preguntas:

a) ¢Qué contenido(s) matematico(s) deben utilizar los nifios para dar una solucion
correcta al problema planteado?
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b) Describa las posibles dificultades que enfrentarian los nifios para resolver de
manera correcta la tarea.

c) ¢Que estrategias de ensefianza utilizaria para ayudar a los nifios que han tenido
dificultades para resolver la tarea?
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item 3:

Un maestro muestra a los nifios de 5 afios las siguientes bandas de atributos y les indica
que lean los atributos de cada banda y las relacionen con la pieza que corresponde de la

parte inferior:

Preguntas:

a) ¢Qué contenido(s) matematico(s) deben utilizar los nifios para dar una solucion
correcta a la tarea?
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b) Describa las posibles dificultades que enfrentarian los nifios para resolver de
manera correcta la tarea.

c) ¢Qué otro recurso utilizaria para que los nifios desarrollen este tipo de tarea?
Explique cémo lo utilizaria y justifique su eleccion.

d) Considerando el curriculo escolar de Educacion Infantil, ;cual podria ser el
objetivo de la tarea?
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item 4:

Una maestra muestra a los nifios de 3 afios un set de cubos encajables Multilink. El
objetivo de la actividad es: “Construir una serie sencilla a partir de la manipulacion libre

del material propuesto”.
A continuacion, se describe la situacién que ocurre con una nifia:

Nifia: jUna torre! Ahora toca la verde

Maestra: ¢Por queé toca la verde?

Nifia: Porgue es verde, naranja, verde, naranja

Maestra: ¢Qué ha ocurrido en la mitad de la torre? (La maestra sefiala el error)

Preguntas:

a) Siguiendo la serie descrita verbalmente por la nifia, ¢qué cubo deberia ubicarse
en el lugar 21? Explique como ha obtenido su respuesta.

b) ¢Qué contenido(s) matematico(s) ha utilizado la nifia para construir la seriacion?
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c) Describa las posibles dificultades que han llevado a la nifia a responder de
manera erronea.

d) ¢Que estrategias de ensefianza utilizaria para ayudar a la nifia a que se de cuenta
de su error y lo supere? Justifique su respuesta.
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Una maestra lleva a cabo con los nifios de 5 afios la siguiente tarea: en primer lugar,
prepara cajitas con recortes de triangulos, cuadrados y circulos; luego presenta la primera
serie (P1), escoge a un nifio y coloca dos cajitas delante de él, una con cuadrados azules
y otra con tridngulos rojos; seguidamente, pregunta: “;qué sigue después?”

Con las series siguientes continda interactuando de la misma manera con los nifios de su

clase.

n o OAOALA

» AQODOAOOAOO

n OAAOAAOAA

. AOADOAC

= AOOAOOAOOA

v JAAOAAOAAOA
Preguntas:

a) Determine la unidad de repeticion (el patrén) de cada serie. Justifique su

respuesta.
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b) Describa las posibles dificultades que enfrentarian los nifios para resolver de
manera correcta la tarea.

c) ¢Que estrategias de ensefianza utilizaria para ayudar a aquellos nifios que han
tenido dificultades para resolver la tarea?

d) Considerando el curriculo escolar de Educacion Infantil, ;cual podria ser el
objetivo de la tarea?
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item 6:

Un libro de texto de Educaciéon Infantil propone la siguiente tarea a los nifios de 5 afios:
“Dibuja la figura que sale de la maquina de cambiar cualidades”

Para responder la tarea los nifios deben mirar los ejemplos del recuadro superior, donde
se ejemplifica el cambio que hace cada operador -color, tamafio y forma respectivamente-
y, seguidamente, en el recuadro de la parte inferior dibujar una solucién posible.

Preguntas:

a) ¢Qué contenido(s) matematico(s) deben utilizar los nifios para responder de
manera correcta?
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b) Describa las posibles dificultades que enfrentarian los nifios para resolver de
manera correcta la tarea.

c) ¢Que estrategias de ensefianza utilizaria para ayudar aquellos nifios que han
tenido dificultades para resolver la tarea?

d) Considerando el curriculo escolar de Educacion Infantil, ;cual podria ser el
objetivo de la tarea?
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Cuestionario algebra temprana
para el profesorado en formacién de Educacion Primaria

Datos de identificacion:

1. Género (marque con una X): (__) Femenino (__) Masculino  (__) Otro

2. Edad: anos

3. Estudios previos realizados (marque con una X):

(_) Bachillerato: (__) Artes

(_) Ciclo formativo de grado superior (indicar nombre del ciclo):

(_) Ciencia y tecnologia

(_) Humanidades y ciencias sociales

Instrucciones para responder el cuestionario:

~

En cada uno de los items debe considerar un tiempo maximo de 10 minutos para
responder.

Imagine que usted se enfrenta a situaciones reales de aula, responda de acuerdo a
lo que usted haria o diria en aquel momento.

Sus respuestas son confidenciales y voluntarias.

Agradecemos que responda la mayor cantidad de preguntas que le sea posible.

J
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item 1:

Una maestra estaba analizando las respuestas de los alumnos de su clase de 4° grado,
luego de plantear el siguiente problema:

Los hermanos Arturo y Cecilia recibieron de su tia la misma cantidad de dinero. Arturo
decidié guardar 20 euros en su hucha y guardar una cantidad de dinero para llevar a la
escuela. Cecilia guardd en su hucha 16 euros y cogio lo restante para comprar algunos
adhesivos.
Como ambos nifios recibieron la misma cantidad de dinero, podemos establecer la
igualdad:
20+ =16+ __
Determine el valor que cada nifio cogié para sus gastos. Explique cémo lleg6 al
resultado.

Carlos, Joaquin y Cristina:

“Arturo llevd a la escuela 10 euros y Cecilia separ6 14 para comprar sus adhesivos.

Nosotros pensamos que, si recibieron la misma cantidad, entonces Cecilia se gastd 4 euros mas que su
hermano y creemos que se llevé 10 euros, porque en la escuela solo se puede llevar un maximo de 10 euros.
Asi que tenemos 20 + 10 =30y 16 + 14 = 30”

Santiago, Raquel y Carolina:

“Arturo llevd a la escuela 36 euros y Cecilia gastd los mismos 36 euros en adhesivos, porque tenian la
misma cantidad.

Llegamos a esta respuesta, juntando los valores que aparecen en la cuenta: 20+16”

Paula, Mateo y Mauricio:

“Arturo llevo a la escuela 5 euros y su hermana gastd 9 euros en adhesivos. Nosotros pensamos que, Si
ambos recibian la misma cantidad y él guardaba 4 euros mas en su hucha, entonces Cecilia tenia 5 euros
mas 4 euros para gastar en adhesivos. Obtenemos esta respuesta haciendo 20 + 5 = 16 + 9, porque Arturo
ahorro 4 euros mas que su hermana”

Preguntas:
a) ¢Qué respuesta(s) deberia aceptar la maestra como correcta(s)? ¢Por qué?
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b) ¢Qué dificultades evidencian los alumnos del curso para resolver el problema?

c) ¢Que estrategias de ensefianza utilizaria para ayudar a aquellos alumnos que no
han sabido resolver la tarea?

d) ¢Con qué conceptos mas avanzados del curriculo escolar se relaciona el
contenido abordado en la tarea?
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item 2:

Una maestra expone el siguiente problema a sus alumnos de 6° grado:

Los padres de Esteban estdn organizando una fiesta de cumpleafios para él. Se ponen en
contacto con el Sr. Gomez, encargado del catering, quien solo tiene unas pequefias mesas
cuadradas. El propone ponerlas una al lado de la otra para formar una mesa larga en la
que se sentaran todos los invitados, como se muestra a continuacion:

Determine una regla que sirva para encontrar el nimero de sillas para cualquier nUmero
de mesas que se tenga. Algunos ejemplos de la regla elaborada por los alumnos son las
siguientes:

Alumnos Representacion visual Regla sugerida por los alumnos
Alumno 1 N [ el Numero de sillas = (nimero de mesas x 2) + 2
— Numero de sillas = (nUmero de mesas - 2) X 2 + 6
Alumno 2 | |- = |
] K Cada vez que afiades una mesa, tienes 2 sillas mas:

= e Numero de sillas = Nimero de mesas + 2

Alumno 3 0
]
Preguntas:

a) ¢Que respuesta(s) deberia aceptar la maestra como correcta(s)? ¢Por qué?
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b) ¢Qué contenido(s) y/o propiedad(es) matematica(s) deben utilizar los alumnos
para responder de manera correcta la tarea?

c) ¢Qué dificultades podrian estar enfrentando el o los alumnos que respondieron
de manera erronea?

d) ¢Qué estrategias de ensefianza utilizaria para ayudar a aquellos alumnos que no
han sabido resolver la tarea?
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item 3:

Un maestro plantea a sus alumnos de 5° grado la siguiente situacion:

Carlitos es un nifio y le gustan los dulces. Tiene una caja con 28 caramelos dentro.
Todos los dias él come el doble de caramelos que el dia anterior. En tres dias Carlitos
se ha comido todos los dulces.

Luego, pregunta a sus alumnos: ¢ Cuantos caramelos ha comido Carlitos cada dia?
Dos alumnos sefialan codmo han resuelto el problema.

Teresa:

“El primer dia Carlitos se come una porcién de caramelo y no sabemos cuanto vale... [Teresa dibuja un
cuadrado], el segundo dia come el doble que el primero, asi que dos porciones [dibuja dos cuadrados] ... el
tercer dia el doble que el segundo, es decir, cuatro raciones [dibuja cuatro cuadrados]. Ahora los veintiocho
caramelos hacen las divisiones entre las siete porciones que he identificado, y sé el valor de cada porcion...”

Lucas:

“Tomé los caramelos que tenia la caja y los dividi por siete. El resultado es 4, que se corresponde con los
caramelos que come cada dia. Entonces, el primer dia se come 4, el segundo dia se come 8 y el tercer dia
se como 16.”

Preguntas:
a) Resuelva el problema planteado por el maestro. Justifique su respuesta.
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b) Explique si considera matematicamente correctas o no las producciones de los
alumnos. Justifique la idoneidad o insuficiencia de la racionalidad matematica
mostrada por los alumnos.

c) Considerando el curriculo escolar de Educacion Primaria, ¢cual podria ser el
objetivo de la tarea propuesta a los alumnos?
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item 4:

Durante el desarrollo de una clase se discute la siguiente situacion:
Pedro es 4 cm mas alto que Clara. Si Clara mide “n” cm, ¢cuanto mide Pedro?
A continuacion, se muestra el dialogo entre tres alumnos:
Luis: La altura de Pedro es 4n

Pilar: No. La altura de Pedro es de 104 cm.
Maria: Creo que la altura de Pedro es x+4

Preguntas:
a) Determine la estatura de Pedro. Justifique su respuesta.

b) Describa las posibles dificultades que han llevado al alumnado a responder de
manera erronea.
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c) ¢Que estrategias de ensefianza utilizaria para ayudar a aquellos alumnos que no
han sabido resolver el problema correctamente?

d) De acuerdo al curriculo escolar de Educacion Primaria, ¢para qué nivel escolar
considera pertinente este problema? Justifique su respuesta.
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item 5:

Un maestro solicita a sus alumnos completar la siguiente tabla, entregando la siguiente
instruccion:
“Marca las siguientes expresiones numéricas de acuerdo a su veracidad o falsedad,
justificando su eleccion”

V | F Justifica

24 +37=37+24
46 + 27 -27 =27
O0x1=9
+0=0

Algunas respuestas de los alumnos fueron las siguientes:

V |F Justifica
24 +37=37+24 | X Porque es el mismo resultado, sélo ha
cambiado el orden

V|F Justifica
46 + 27 - 27 =27 X | Porque 46+27=da 79 y 79 menos 27 da
46
V|F Justifica
24+37=37+24 X | Los calculos no son hechos, el resultado

nunca tiene multiplicacion. Por lo tanto
esta incorrecto!

V| F Justifica
46 + 27 - 27 =27 X | Esta incorrecto porque 27-27 da 0y
sobra el 46
V| F Justifica
| Ox1=9 X Todo x 1 es igual al primer nimero
V|F Justifica
0+0=0 X El cuadradito es cero, por eso el

resultado es el cuadradito.
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Preguntas:
a) ¢Qué contenido(s) y/o propiedad(es) matematica(s) deben utilizar los alumnos

para responder de manera correcta la tarea?

b) Describa las posibles dificultades que han llevado al alumnado a responder de
manera erronea.

c) ¢Qué estrategias de ensefianza utilizaria usted, como profesor, para orientar a
aquellos alumnos que han dado una respuesta erronea a la tarea?



Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza 366
del algebra en edades tempranas

d) ¢Para qué nivel escolar considera pertinente este problema, de acuerdo al
curriculo escolar actual de Educacion Primaria?
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item 6:

Un maestro escribe en la pizarra 3+2+2=5+2=7 y solicita a sus alumnos de 3° grado
analizar si es correcta o incorrecta la expresion numerica.

Dos alumnos sefialaron lo siguiente:

“Carla explicd que la expresion era incorrecta, ya que no se habian sumado todos los
numeros, por lo que el resultado final daria 21, leyendo "3+2+2+5+2+7=21.

Rodrigo dijo que la expresion era correcta y que el siete era la respuesta”.

Preguntas:
a) ¢Qué contenido(s) y/o propiedad(es) matematica(s) deben utilizar los alumnos

para responder de manera correcta la tarea?

b) Describa las posibles dificultades que han llevado al alumnado a responder de
manera erronea.




Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza 368
del algebra en edades tempranas

c) ¢Que estrategias de ensefianza utilizaria para ayudar a la alumna a que se dé
cuenta de su error y lo supere? Justifique su respuesta.
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RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION INFANTIL

Respuesta correcta
(2 puntos)

Respuesta parcialmente correcta
(1 punto)

Respuesta incorrecta
(0 puntos)

item

Identifica dos 0 méas contenidos matematicos que
deben poner en préctica los nifios para participar
de la tarea.

Los contenidos matematicos presentes en la tarea
son: a) describir atributos de objetos, tales como,
forma, color, tamafio, funcién, entre otros; b)
describir semejanzas y diferencias al comparar
objetos, considerando dos o tres atributos a la vez;
c) agrupar elementos por dos o tres atributos que
tienen en comun (forma, color, tamafio, funcion,
entre otros); d) nombrar criterios utilizados para
clasificar elementos.

Identifica sdlo uno de los contenidos matematico
que deben poner en practica los nifios para
participar de la tarea.

No logra identificar contenidos matematicos
presentes en la tarea o los que identifican no
corresponden con la tarea.

b)

Reconoce que el objetivo de la tarea es
experimentar con diversos objetos estableciendo
relaciones al clasificar por dos o tres atributos a la
vez (forma, color, tamafio, funcién, materialidad,
entre otros)

Reconoce que el objetivo se encuentra vinculado
con la experimentacion de objetos, pero no

identifica la relacidn de clasificacién por atributos.

No logra identificar el objetivo o el objetivo que
plantea no responde a la descripcion de la tarea.

c)

Identifica la teoria de conjuntos y el sentido de
pertenencia 0 no pertenencia de este.

Sélo identifica la teoria de conjuntos, pero no
reconoce el sentido de pertenencia o no
pertenencia.

No logra realizar conexiones con otros contenidos
mas avanzados del curriculo escolar
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RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION INFANTIL

Respuesta correcta

Respuesta parcialmente correcta

Respuesta incorrecta

item

(2 puntos) (1 punto) (0 puntos)

a) | ldentifica dos 0 mas contenidos matematicos que Identifica sélo uno de los contenidos matematico No logra identificar contenidos matematicos
deben utilizar los nifios para dar una solucion que deben utilizar los nifios para dar una solucién | presentes en la tarea o los que identifican no
correcta al problema. correcta al problema. corresponden con la tarea.

Los contenidos matematicos presentes en la tarea
son: clasificacidn, relacion de pertenencia,
reconocimiento de elementos que forman parte de
una agrupacion.

b) | Identifica las posibles dificultades que enfrentarian | Menciona a nivel muy general que las posibles No logra identificar posibles dificultades.
los nifios para resolver el problema, que tienen dificultades que enfrentan los nifios para resolver
relacion con identificar la categoria de cada el problema se pueden relacionar con la
conjunto v, establecer la relacién entre el conjunto | experimentacion con objetos.

y los elementos.
¢) | Menciona estrategias de ensefianza para ayudar a Menciona algunas nociones que implican Menciona estrategias poco adecuadas para ayudar

los nifios que tienen dificultades en resolver la
tarea, entre ellas destaca, el uso de material
manipulativo para establecer clasificaciones y
relaciones de pertenencia de objetos, y establecer
preguntas que orienten a una respuesta correcta,
por ejemplo: ;para qué sirve un juguete?, ¢para
qué sirve una fruta?

estrategias para ayudar a los nifios que tienen
dificultades para resolver la tarea, pero estas no
son concluyentes.

a los nifios que tienen dificultades para resolver la
tarea.
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RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION INFANTIL

Respuesta correcta

Respuesta parcialmente correcta

Respuesta incorrecta

item

(2 puntos) (1 punto) (0 puntos)

a) | ldentifica dos 0 mas contenidos matematicos que Identifica sélo uno de los contenidos matematico No logra identificar contenidos matematicos
deben utilizar los nifios para dar una solucion que deben utilizar los nifios para dar una solucién | presentes en la tarea o los que identifican no
correcta a la tarea. correcta a la tarea. corresponden con la tarea.

Los contenidos matematicos presentes en la tarea
son: reconocimiento de atributos a partir de
bandas, reconocimiento de elementos que no
forman parte de una agrupacion, lectura de
etiquetas afirmativas y negativas.

b) | Identifica las posibles dificultades que enfrentarian | Menciona a nivel muy general que las posibles No logra identificar posibles dificultades.
los nifios para resolver de manera correcta la tarea, | dificultades que enfrentan los nifios para resolver
que tienen relacion con reconocer la negacion del | el problema se pueden relacionar con la
atributo, discriminacion de forma, color y tamafio | experimentacion con objetos.
de objetos.

¢) | Menciona un recurso apropiado para que los nifios | Menciona un recurso, pero no explica como lo No menciona ningun recurso alternativo o
desarrollen este tipo de tarea, por ejemplo, bloques | utilizaria y no justifica su eleccion. menciona uno que no es apropiado para abordar la
I6gicos de Dienes, bichitos. tarea.

d) | Reconoce que el objetivo de la tarea es reconocer | Reconoce que el objetivo se encuentra vinculado No logra identificar el objetivo o el objetivo que

atributos a partir de bandas.

con el reconocimiento de atributos, pero no
especifica el trabajo con bandas.

plantea no responde a la descripcion de la tarea.
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RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION INFANTIL

Respuesta correcta

Respuesta parcialmente correcta

Respuesta incorrecta

item

(2 puntos) (1 punto) (0 puntos)
a) | Especifica que el cubo que deberia ubicarse en el Especifica que el cubo que deberia ubicarse en el Entrega otra respuesta.
lugar 21 es verde y explica como ha obtenido la lugar 21 es verde, pero no explica como ha
respuesta. obtenido la respuesta.
b) | Identifica dos 0 mas contenidos matematicos Identifica sélo uno de los contenidos matematico No logra identificar contenidos matematicos.
utilizados para construir la seriacion. utilizados por la nifia para construir la seriacién.
Los contenidos matematicos utilizados son: patron
de repeticién, ndcleo o unidad del patron,
construccién de un patrén de repeticion.
¢) | ldentifica las posibles dificultades que han llevado | Menciona a nivel muy general que las posibles No logra identificar posibles dificultades.
a la nifia a responder de manera errénea, estas dificultades que han llevado a la nifia a responder
tienen relacion con la reproduccion sistematica del | de manera errénea tienen relacion con el trabajo
nlcleo del patrén e identificar la unidad de con patrones de repeticion.
repeticion.
d) | Menciona estrategias de ensefianza adecuadas y Menciona estrategias de ensefianza adecuadas, Menciona estrategias poco adecuadas para ayudar

justifica su respuesta. Entre ellas destaca, el
realizar la serie con otros recursos siguiendo el
mismo patrén.

pero no las justifica.

a la nifia a que se dé cuenta del error y lo supere.
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RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION INFANTIL

Respuesta correcta

Respuesta parcialmente correcta

Respuesta incorrecta

item

(2 puntos) (1 punto) (0 puntos)
a) | Determina la unidad de repeticion de cada seriey | Determina la unidad de repeticién, pero no No logra identificar las unidades de repeticion de
justifica su respuesta. Estas son: justifica su respuesta. las seriaciones.
P1-P4: Patrén AB
P2-P5: Patrén ABC
P3-P6: Patrén ABB
b) | Describe posibles dificultades que enfrentarian los | Menciona a nivel muy general que las posibles No logra identificar posibles dificultades.
nifios para resolver de manera correcta la tarea, dificultades que enfrentarian los nifios para
estas tienen relacion con extender el patrén resolver de manera correcta la tarea tiene relacion
especialmente en aquellas seriaciones que no con extender el patrén, pero no especifica las
terminan en una unidad completa de repeticion P4, | seriaciones que no terminan en una unidad
P5y P6. completa de repeticion.
¢) | Menciona como estrategias de ensefianza realizar Menciona algunas nociones que implican Menciona estrategias poco adecuadas para ayudar
series con otros recursos siguiendo el mismo estrategias para ayudar a los nifios que tienen a los nifios que tienen dificultades para resolver la
patrén. dificultades para resolver la tarea, pero estas no tarea.
son concluyentes.
d) | Reconoce que el objetivo de la tarea es ampliar Reconoce que el objetivo se encuentra vinculado No logra identificar el objetivo o el objetivo que

una secuencia con patrones de repeticion.

al trabajo con patrones, pero no especifica que se
requiere ampliar una secuencia.

plantea no responde a la descripcion de la tarea.
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RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION INFANTIL

Respuesta correcta

Respuesta parcialmente correcta

Respuesta incorrecta

item

(2 puntos) (1 punto) (0 puntos)

a) | ldentifica dos 0 mas contenidos matematicos que Identifica sélo uno de los contenidos matematico No logra identificar contenidos matematicos
utilizar los nifios para responder de manera que deben utilizar los nifios para responder de presentes en la tarea o los que identifican no
correcta. manera correcta a la tarea. corresponden con la descripcion de la tarea.

Los contenidos matematicos presentes en la tarea
son: a) operadores légicos; b) operadores l6gicos
directos; ¢) cambios cualitativos; d) representacion
de cambios cualitativos.

b) | Describe posibles dificultades que enfrentarian los | Menciona a nivel muy general que las dificultades | No logra identificar posibles dificultades.
nifios para resolver de manera correcta la tarea, tienen relacion con la comprension del cambio.
estas tienen relacidn con la comprension del
operador légico y la representacidn del cambio
cualitativo.

¢) | Menciona como estrategia de ensefianza el Menciona algunas nociones que implican Menciona estrategias poco adecuadas para ayudar
observar cambios en situaciones de la vida estrategias para ayudar a los nifios que tienen a los nifios que tienen dificultades para resolver la
cotidiana. dificultades para resolver la tarea, pero estas no tarea.

son concluyentes.
d) | Reconoce que el objetivo de la tarea es introducir | Reconoce que el objetivo se encuentra vinculado No logra identificar el objetivo o el objetivo que

los operadores ldgicos a través de la maquina de
cambiar cualidades o bien expresar adecuadamente
cambios cualitativos.

con descripcion de cambios, pero no identifica la
relacién con los operadores ldgicos o cambios
cualitativos.

plantea no responde a la descripcion de la tarea.
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RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION PRIMARIA

Respuesta correcta

Respuesta parcialmente correcta

Respuesta incorrecta

item

(2 puntos) (1 punto) (0 puntos)
a) | El grupo de Carlos, Joaquin y Cristina y, la del Reconoce los grupos que han dado una respuesta Reconoce como correcta la respuesta de Santiago,
grupo de Paula, Mateo y Mauricio han dado una correcta, pero no justifica. O bien, otorga una Raquel y Carolina.
respuesta correcta, puesto que los estudiantes para | justificacion inadecuada.
responder comprenden el significado del signo
igual como operador y como expresion de una
equivalencia.
b) | Identifica posibles dificultades presentes en la Menciona a nivel muy general que las posibles No logra identificar posibles dificultades.
respuesta de Santiago, Raquel y Carolina, que dificultades que evidencian los alumnos del curso
tienen relacion con: la comprension del signo de para resolver el problema tienen relacion con la
igualdad como un operador equivalente y entender | comprension del sigo de igualdad.
que el problema tiene varias posibles soluciones.
¢) | Menciona estrategias de ensefianza para ayudar a Menciona algunas nociones que implican Menciona estrategias de ensefianza poco
aquellos alumnos que no han sabido responder la estrategias para ayudar a los alumnos que no han adecuadas para ayudar a aquellos alumnos que no
tarea, entre ellas destaca, el uso de material sabido responder la tarea, pero estas no son han sabido responder la tarea.
manipulativo (por ejemplo: monedas de plastico) concluyentes.
para simular el problema con preguntas que
orienten a la solucion, asi como registrar los
posibles resultados en una tabla de valores.
d) | Identifica las ecuaciones de primer grado y las Sélo identifica las ecuaciones, pero no reconoce No logra identificar conexiones con otros

funciones.

las funciones.

contenidos mas avanzados del curriculo escolar.
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RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION PRIMARIA

Respuesta correcta

Respuesta parcialmente correcta

Respuesta incorrecta

item

(2 puntos) (1 punto) (0 puntos)

a) | Losalumnos 1y 2 han dado una respuesta Reconoce que los alumnos 1y 2 han dado una Reconoce como correcta la respuesta del alumno
correcta, pues son capaces de determinar una regla | respuesta correcta, pero no justifica. O bien, otorga | 3.
general para representar la variable dependiente, una justificacién inadecuada.

N° de sillas, e independiente, N° de mesas.

b) | Identifica dos o mas contenidos y/o propiedades Identifica sélo uno de los contenidos y/o No logra identificar contenidos y/o propiedades
matematicas que deben utilizar los alumnos para propiedades matematicas que deben utilizar los matematicas presentes en la tarea. O bien, los que
responder de manera correcta la tarea. alumnos para responder de manera correcta la identifica no corresponden con la tarea.

Estos son: a) descubrir una regla que explique una | tarea.
sucesion dada; b) representar generalizaciones
usando expresiones con letras y ecuaciones.

c) | Identifica que las dificultades del alumnado que Menciona a nivel muy general que las dificultades | No logra identificar dificultades.
respondieron de manera erronea tienen relacion del alumnado tienen relacion con plantear una
con la representacion de la generalizacion a través | expresion algebraica a partir de un problema.
de una expresion algebraica.

d) | Como estrategia de ensefianza se podrian: a) Menciona algunas nociones que implican Menciona estrategias de ensefianza poco

ubicar los valores de la relacion existente entre el
namero de sillas y nimero de mesas en una tabla
de valores; b) representar la situacion con las
mesas V sillas haciendo predicciones, hasta
deducir la regla general.

estrategias para ayudar al alumno que no han
sabido responder la tarea, pero estas no son
concluyentes.

adecuadas para ayudar al alumno que no han
sabido responder la tarea.
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RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION PRIMARIA

Respuesta correcta

Respuesta parcialmente correcta

Respuesta incorrecta

item

(2 puntos) (1 punto) (0 puntos)

a) | Paradeterminar cudntos caramelos se han comido | Determina la cantidad de caramelos que se comen | Plantea una respuesta o argumentaciones erréneas.
diariamente se debe plantear una ecuacion de diarios, pero no argumenta su respuesta u otorga
primer grado con una incognita: un argumento inadecuado.

X+ 2x+4x =28
7x = 28
x =4
El primer dia se comen 4 caramelos, el segundo
dia se comen 8 caramelos y el tercer dia se comen
16 caramelos.

b) | La produccion de Teresa se considera Explica cuales de las producciones de los alumnos | No logra determinar las producciones de los
matematicamente correcta, puesto que para son matematicamente correctas, pero no justifica alumnos que son matematicamente correctas.
responder el problema ha realizado un reparto de la idoneidad o insuficiencia de la racionalidad
los caramelos de acuerdo a las condiciones matematica mostrada por los alumnos.
establecidas en la tarea. Mientras que la
produccidn de Lucas considera una resolucion de
manera intuitiva sin justificar su respuesta.

¢) | Reconoce que el objetivo de la tarea es resolver Reconoce que el objetivo se encuentra vinculado No logra identificar el objetivo o el objetivo que

problemas estableciendo relaciones de igualdad
para determinar datos desconocidos.

con la resolucion de problemas, pero no especifica
el uso de igualdades o ecuaciones.

plantea no corresponde a la descripcion de la tarea.
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RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION PRIMARIA

Respuesta correcta

Respuesta parcialmente correcta

Respuesta incorrecta

item

(2 puntos) (1 punto) (0 puntos)

a) | Laestatura de Pedro es n + 4, donde “n” Determina la estatura de Pedro, pero no justifica No logra identificar la estatura de Pedro.
representa la estatura de Clara. Su respuesta.

b) | Identifica las dificultades que han llevado al Menciona a nivel muy general que las dificultades | No logra identificar dificultades.
alumnado a responder de manera errénea, que del alumnado tienen relacidn con el uso de letras
tienen relacién con el uso e interpretacién de para representar una cantidad desconocida.
variables para representar un nimero desconocido.

c) | Como estrategias de ensefianza se podrian utilizar | Menciona algunas nociones que implican Menciona estrategias de ensefianza poco
preguntas guiadas, tales como: ¢Qué significa 4 estrategias para ayudar al alumno que no han adecuadas para ayudar a aquellos alumnos que no
cm mas?, ;Qué significa 4 veces mas?, ;Significa | sabido resolver el problema correctamente, pero han sabido responder la tarea.

4 mas que la altura de Clara?, ;equivale a decir 4 estas no son concluyentes.
veces la altura de Pedro?, ;Por qué 104 cm?
¢Coémo se te ha ocurrido esta respuesta?, ;Sabes
cuanto mide Clara? Entonces, ;como puedes
afirmar esto?
d) | El problema es pertinente para el tercer ciclo de Identifica el nivel para el que es pertinente el No logra identificar el nivel escolar que es

Educacién Primaria, justificando la adecuada
introduccién del concepto de variables.

problema, pero no justifica su respuesta.

pertinente para abordar el problema o el nivel que
identifica no es correcto
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RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION PRIMARIA

Respuesta correcta

Respuesta parcialmente correcta

Respuesta incorrecta

item

(2 puntos) (1 punto) (0 puntos)

a) | ldentifica dos 0 mas contenidos y/o propiedades Identifica sélo uno de los contenidos y/o No logra identificar contenidos y/o propiedades
matematicas que deben utilizar los alumnos para propiedades matematicas que deben utilizar los matematicas presentes en la tarea. O bien, los que
responder de manera correcta la tarea. Estos son: alumnos para responder de manera correcta la identifica no corresponden con la tarea.
las propiedades de las operaciones, propiedad tarea.
conmutativa, propiedad asociativa, elemento
neutro de la multiplicacion y elemento neutro de la
adicion.

b) | Identifica que las dificultades que han Ilevado al Menciona a nivel muy general que las dificultades | No logra identificar dificultades.
alumnado a responder de manera erronea tienen del alumnado tienen relacion con las propiedades
relacion con comprension de las propiedades de de las operaciones.
las operaciones y significado del signo igual.

¢) | Menciona estrategias de ensefianza para orientar a | Menciona algunas nociones que implican Menciona estrategias de ensefianza poco
los alumnos que han dado una respuesta errénea, estrategias para ayudar al alumno que no han adecuadas para ayudar al alumno que no han
entre ellas destaca, el uso de material manipulativo | sabido responder la tarea, pero estas no son sabido responder la tarea.
como balanzas y preguntas guiadas. concluyentes.

d) | El problema es pertinente para segundo ciclo de Identifica el nivel para el que es pertinente el No logra identificar el nivel escolar que es

educacidn primaria, justificando la adecuada
introduccién de las propiedades de las operaciones
en este nivel de acuerdo a las orientaciones
curriculares.

problema, pero no justifica su respuesta.

pertinente para abordar el problema o el nivel que
identifica no es correcto.




Caracterizacion del conocimiento matematico para la ensefianza del &lgebra en edades tempranas

380

RUBRICA DEL GRADO DE CORRECCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO SOBRE ALGEBRA TEMPRANA PARA

EDUCACION PRIMARIA

Respuesta correcta

Respuesta parcialmente correcta

Respuesta incorrecta

item

(2 puntos) (1 punto) (0 puntos)

a) | ldentifica dos 0 mas contenidos y/o propiedades Identifica sélo uno de los contenidos y/o No logra identificar contenidos y/o propiedades
matematicas que deben utilizar los alumnos para propiedades matematicas que deben utilizar los matematicas presentes en la tarea. O bien, los que
responder de manera correcta la tarea. alumnos para responder de manera correcta la identifica no corresponden con la tarea.

Estos son: a) relacion de igualdad, b) relacion de | tarea.
equivalencia, c) significado del signo igual y d)
propiedad asociativa de la adicién.

b) | Identifica que las dificultades que han llevado al Menciona a nivel muy general que las dificultades | No logra identificar dificultades.
alumnado a responder de manera erronea tienen del alumnado tienen relacion con la adicion de
relacion con la comprension del signo igual. ndmeros naturales

c) | Menciona estrategias de ensefianza para ayudar a Menciona algunas nociones que implican Menciona estrategias de ensefianza poco

la alumna a superar el error, entre ellas destaca el
material concreto, como por ejemplo, el uso de
regletas para presentar las distintas
descomposiciones de un ndmero.

estrategias para ayudar al alumno que no han
sabido resolver el problema correctamente, pero
estas no son concluyentes.

adecuadas para ayudar a aquellos alumnos que no
han sabido responder la tarea.
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