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Estudi del model del Pont de Tacoma Resum

L’enfonsament del pont de Tacoma el dia 7 de novembre de 1940 ha estat estudiat per enginyers,
matematics i fisics d’arreu del mén. Tot i aix0d, mai s’ha arribat a trobar una explicacié acceptada
universalment. No obstant aixo, tots arriben al mateix principi fisic evident: ’aparicié inesperada d’os-
cil-lacions de torsié. Algunes explicacions atribueixen el fracas a un problema estructural, mentre que
altres ho fan a la ressonancia entre la freqiiencia del vent i els modes oscil-lants del pont. Recentment,
larticle [G. Arioli, F. Gazzola. A new mathematical explanation of what triggered the catastrophic torsi-
onal mode of the Tacoma Narrows Bridge. Applied Mathemalical Modelling 39 (2015) 901-912] proposa
un nou model matematic que modelitza I'estructura del pont en suspensié i n’analitza el comportament

dinamic.

L’objectiu principal de 'estudi és el d’analitzar el model proposat per Arioli i Gazzola i obtenir

resultats matematics i numerics que permetran analitzar el creixement sobtat d’oscil-lacions de torsio.

Les tasques es centraran en analitzar de manera matematica i numerica totes les equacions que
descriuen el model i les oscil-lacions a partir de I'estudi dinamic del sistema. Per fer-ho, s’aplicara el

metode de Runge-Kutta a MATLAB a partir de la funcié ode45 per resoldre les equacions diferencials.

A continuacid, es mostra el model de desertitzacié utilitzat per Arioli i Gazzola 1, aixi com la seccid

transversal d’una barra del pont i les variables per les quals queda definida 2.
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Figura 1: Model de discretitzacié Figura 2: Representacié de la seccié perpendicular

al pont

A partir de les equacions d’Euler-Lagrange, es defineixen les energies potencials i cinetiques, de manera

que,
V(y,0) = [F(y — £sinf) + F(y + ¢sin6)], (1)
. 2 .
7(5,0) = g + ", )

i seguidament, a partir d’aquestes energies, es descriuen els moviments verticals i angulars del sistema,

miy = f(y — £sinf) + f(y+ £sin6), (3)

%ﬁézﬁcose(f(y—%inﬂ)—f(y+€sin0)), (4)

on f sera una funcié avaluada, com es pot veure, als extrems de la barra. Cal destacar que la funcié f

haura de ser una funcioé no lineal ja que, en cas de ser lineal, el sistema quedaria completament desacoblat.
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En el cas del model per un nombre finit de barres n, ’energia potencial V' del sistema canviara la
seva expressié afegint el terme de la forga d’atraccié entre barres adjacents a partir de la llei de Hooke i

les seves constants K, i Ky, obtenint doncs,

n n

. . 1
V(Y,0) =) [F(y; +sin6;) + F(y; — sin6;)] + 3 D 1Ky (4 — yig1)” + Ko(0: — 0i11)%). (5)
i=1 i=0
i energia total del sistema quedara representada com
Y|, e
+ +

-+ e Ve, (6

E(Y,Y,0,0) =

de manera que cada una de les variables Y,Y O, © sera un vector que contindra les caracteristiques de

totes les barres del pont a cada instant de temps ¢.

El tractament numeric de les dades es separa en tres grans blocs: la representacié de les variables

en una sola barra, la representacié de les variables de la barra amb connexié al terra i finalment, la

representacié del model del pont amb un nombre finit de barres n = 16.

En els resultats de la figura 3a referent al model d’una sola barra, el sistema es desestabilitza de tal
manera que el pont arriba a trobar punts d’estabilitat a 7, tal com podem veure a la primera figura, és
a dir, 180° respecte la seva posicié d’equilibri. Per altra banda, observant la representacié de la variacié
angular en el cas de la barra a ’encastament a la figura 3b, observem la importancia de les dues barres

inicial i final per aportar estabilitat al sistema, ja que, com podem veure, I'angle de gir és minim i segueix

:1 1 ﬂ w I 1

un comportament totalment estable i acotat.

25

o
~

e
o

o

15

o
&

0(1)
15
0(t)

M

o
@

| AH\!\HHJ’\H/’
] LR

y

Fr WA A W«V»’LWW\/W\/

o

| TTYSViNiE:
(‘U‘ HVL’\/\,’\\‘\/UUJ\ [
02

t

(a) Model d’una sola barra (b) Model de la barra amb connexié al terra

Figura 3: Variacié de 'angle respecte el temps per 2 models diferents

Finalment, estudiem el pont en tota la seva longitud. Prenem uns valors inicials tals que, la posicié
angular sigui nul-la, la velocitat angular prengui un valor aleatori entre una distribucié uniforme de
Iinterval [—5 x 10765 x 1076],0.1,0,10) i pel que fa a les variables de posicié, prenem inicialment

y(0) = 0.1 i g(0) = 10. Com podem veure a la figura 4, aproximadament al temps 50, apareixen
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Figura 4: Representacié de la solucié del pont en tota la seva totalitat per unes condicions inicials

(0(0),4,0,y) = ([-5 x 1075,5 x 1076],0.1,0,10) on es mostra el desplacament vertical (blau) i les os-

cil-lacions de torsié (negre).

sobtadament les oscil-lacions de torsié tot i tenir termes angulars practicament nuls. També podem
observar un comportament totalment simetric del pont, on la barra central n = 8 és la que es veu més

perjudicada.

Després de diferents proves, podem adonar-nos que el que realment fa apareixer les oscil-lacions de
torsié és Iincrement de la velocitat vertical ¢(0) i per tant, com hem vist anteriorment a l’equacié (6),
considerant les altres variables inicials practicament nul-les, una variacié de §(0) suposa una variacié de
I’energia total del sistema. Aquest augment de l’energia suposa un augment encara més pronunciat de

les oscil-lacions de torsié com podem veure a les figures ba i 5b.
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Figura 5: Representacié de les barres centrals

Per 1ltim, s’estudiara ’estabilitat de I'orbita periodica existent a la barra amb connexié al terra.
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Fixant-nos en 'equaci6 (4), per condicions inicials #(0) = 6(0) = 0, el sistema es mant al pla § = § = 0

indefinidament amb un moviment oscil-latori vertical.

El sistema és conservatiu segons el model proposat i per tant, sabent que ’energia total del sistema es
conserva, podem fixar un valor d’energia Eg > 0 tal que ’energia (6) satisfa E(y, v, 6, 9) = Fy. Aquesta
energia sera la que fixara 1'orbita periodica que volem estudiar. Amb aquest valor d’energia fixat, ens
trobem davant d’un sistema amb 4 variables i una equacié que les relaciona, per tant, es defineix un

sistema tridimensional.

L’aplicacié de Poincaré analitza aquest sistema 3-dimensional amb una seccié bidimensional de la
superficie. Per tant, com que 'objectiu és coneixer I'estabilitat del I’orbita periodica, tindrem en compte
totes les variables que afecten a aquesta estabilitat total i definirem la velocitat vertical inicial com a funcié
dels termes angulars, sempre tenint en compte la conservacié de I'energia. Partint d’una energia fixada
Ey, es defineix Ug, = {(0, 9) eR?:£(0,0,0,0) < Ep} i, per a cada condicié inicial (6(0), 9(0)) € Ug,, es

calcula la velocitat inicial §(0) que satisfa precisament el valor d’aquesta energia,

§(0) = §(Eo,0(0), 6(0)) = y/2(Eo — £(0,0,0(0), 6(0)) > 0. (7)

L’orbita periddica al punt (8(0),6(0)) = (0,0) és la que s’utilitzara com a drbita de referéncia per
generar el mapa de Poincaré. A partir d’aquest mapa, es generara un punt (6, 9) cada vegada que el

sistema torni a passar per y = 0 en qualsevol velocitat ¢ > 0.

Aixi doncs, mostrem els mapes de Poincaré per els valors d’energia fixats Fy = 3.5 1 Fy = 3.6 i veiem
la representacié del pla y = 0 a la figura 6. Cada un d’aquests mapes estudia punts propers a 1’orbita

periodica que només canvien en el seu valor de 9 que pren valors de (—0.8,0.8).
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(a) Mapa de Poincaré per una energia Fy = 3.5 (b) Mapa de Poincaré per una energia Ey = 3.6

Figura 6: Mapa de Poincaré per Ey = 3.51 Ey = 3.6

Per ultim, fixant-nos en la figura 7, si aquest valor d’energia encara augmenta més i ens situem a

Ey = 5, per condicions inicials properes a (0,0) el sistema es desestabilitza en dues bifurcacions als punts
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aproximats de (6,0) = (0,1) i (,6) = (0,—1). Tot i aix0, quan els valors de § comencen a allunyar-se de
I’origen, podem veure la formacié de petites illes que evidencien la presencia de solucions subharmoniques.
Es a dir, solucions periodiques que travessen diverses vegades el pla abans de tornar a tancar. Per valors

més allunyats, podem veure la generacié de punts completament caotics.
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Figura 7: Mapa de Poincaré ampliat per Ey =5

Després d’analitzar tots els models per diferents condicions inicials i energies, es pot concloure que,
s’ha demostrat de manera numerica la importancia de les dues connexions al terra per l'estabilitat del
sistema. També s’han vist les sobtades oscil-lacions de torsié que pateix el pont i quina relacié té aquest
fenomen amb ’energia total del sistema. Primerament, hem vist que fixant diferents velocitats verticals,
el pont tarda més o menys en patir aquestes oscil-lacions i a part d’aixo, augmenten la seva amplitud si
augmenta aquesta condicié inicial. A més, amb els retrats de Poincaré, hem pogut observar I'estabilitat
de lorbita periodica a partir de diferents valors d’energia. I, a partir de la figura 6 podem veure que
existeix un punt d’energia entre Ey = 3.5 1 Ey = 3.6 en el que el sistema passa de ser estable a I’orbita
periodica (6, 9) = (0,0) a ser inestable i formar punts d’estabilitat aliens. Finalment, hem pogut veure
que quan el valor d’energia augmenta encara més i ens situem a Fy = 5, com era de suposar, el sistema
tampoc té un comportament estable. Pero, a diferencia dels anteriors, pels valors més llunyans a 0,
algunes de les solucions sén completament caotiques, mentre que d’altres es comporten formant petits

punts d’estabilitat de manera que formen solucions subharmoniques.



