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Capitol 1

Introduccio

El dramatic enfonsament del pont de Tacoma (Washington, Estats Units d’America) el dia 7 de novembre
de 1940 és considerat, sens dubte, un dels majors fracassos estructurals de la historia i, per aquest motiu
ha estat estudiat des d’aleshores per diversos enginyers, matematics i fisics d’arreu del mén. Tot i haver-
hi hagut molts intents per part d’aquestes comunitats per estudiar aquest fet, mai s’ha arribat a trobar
una explicacié acceptada universalment. No obstant aix0, tots arriben al mateix principi fisic evident:
I’aparicié inesperada d’oscil-lacions de torsié. Pero, en definitiva, la pregunta que porta controversia és
la segiient: Per quin motiu van apareixer aquestes oscil-lacions de torsié? Aqui és on els diversos estudis

difereixen.

1.1 Antecedents

Algunes explicacions atribueixen el fracas a un problema estructural, mentre que d’altres ho fan a la
ressonancia entre la freqiiencia del vent i els modes oscil-lants del pont. Un exemple de 'estudi d’aquesta
ressonancia es situa al 1941 amb lestudi de O.H. Amman, F. von Kdrmén i B.Woodruff [1] on atribueixen
el col-lapse de la ressonancia basant-se en ’experimentacié del fenomen dins de tinels de vent. Un altre
exemple és Uarticle publicat el 2006 per D. Green i W. Unruh [6] on es comparen els modes oscil-lants

del pont amb les ressonancies dels instruments musicals.

Recentment, Particle [G. Arioli, F. Gazzola. A new mathematical explanation of what triggered the
catastrophic torsional mode of the Tacoma Narrows Bridge. Applied Mathemalical Modelling 39 (2015)
901-912] proposa un nou model matematic que modelitza 'estructura del pont en suspensié i n’analitza
el comportament dinamic. En aquest model, s’analitza el fenomen de ressonancia que apareix quan es

comparen les freqiiencies d’oscil-lacié de torsié i vertical del pont. Aquest estudi destaca pel fet que

7
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el model no considera cap forca externa i per tant, arriba a desmentir les teories que expliquen aquest

enfonsament a partir de la ressonancia generada pel vent.

1.2 Objecte

L’objectiu principal de l'estudi, doncs, és el d’analitzar el model proposat per Arioli i Gazzola i les
variables que el conformen, aixi com obtenir resultats matematics i numerics que permetran analitzar el

creixement sobtat d’oscil-lacions de torsio.

1.3 Abast i Especificacions

Les tasques a realitzar per fer front a I'objecte de I’estudi es centraran en analitzar de manera matematica
i numerica totes les equacions que descriuen el model i les oscil-lacions a partir de I’estudi dinamic del
sistema. Es podra observar la representacié de diferents models i I’aparicié sobtada d’oscil-lacions de
torsié per a cada un d’ells. Tanmateix, s’estudiara ’estabilitat de I’orbita periodica que conté el sistema

a partir dels mapes de Poincaré.

Per front a ’abast, s’utilitzaran les equacions d’Euler-Lagrange a I’hora d’estudiar el model, I'aplicacié
del metode de Runge-Kutta d’ordre 4 1 5 a MATLAB per resoldre les equacions diferencials i I’aplicacié

de Poincaré per estudiar I'estabilitat de I’orbita periodica.



Capitol 2

Descripcioé del model

El model proposat per G. Arioli i F. Gazzola [2], considera un pont en suspensié amb un nombre finit
de barres paral-leles unides mitjangant forces lineals d’atraccié. Aquesta discretitzacié del sistema es pot
observar a la figura 2.1, de manera que les seccions transversals vermelles sén les propies barres unides
als tensors i les arees transversals grises representen les membranes per les quals una barra i les seves

adjacents queden unides.

Figura 2.1: Representacié esquematica del model de discratitzacié proposat amb un nombre finit de

barres.

En aquest capitol estudiarem la descripcié del model amb 2 seccions esglaonades que ens permetran
arribar a la descripcid del pont en la seva totalitat. A la primera seccid, s’estudiara el model per una sola
barra lliure i a continuacid, el pont com un conjunt de n barres i les forces d’atraccié que hi haura entre

elles.

2.1 Model per una sola barra

Per trobar les equacions que descriuen el moviment d’una sola barra lliure ens centrem amb la barra
representada a la figura 2.2. Aquesta barra es caracteritza per tenir una massa m i una longitud 2/ i es

defineix totalment a partir de dues variables, el desplagament vertical y(t) i la rotacié 6(¢) respecte la seva

9
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b

Posicio d’equilibri

y —¢sint

y+ €sinl

Figura 2.2: Representacié esquematica de la seccié perpendicular al pont on s’hi veuen representades
totes les seves variables: la longitud 2¢, el desplagament vertical y(t), la rotacié 0(t) i les distancies dels

extrems de la barra en funci6 de y i 6.

posicié d’equilibri. Ambdues variables tindran associades les seves respectives velocitats que denotarem
per §(t) i O(t). Als extrems de la barra hi ha exercides dues forces de traccié denominades C; i Cy que
seran, en definitiva, una funcié f avaluada a cada un dels extrems de la barra i per tant, f(y — £sin#@) i

f(y+ £sin@). Cal destacar que aquesta funcié f inclou implicitament el terme de la gravetat.

A partir de les equacions d’Euler-Lagrange [7], es poden definir les equacions del moviment d’oscil-lacié

vertical i1 de torsié. Primerament, es defineix ’energia potencial (V') i I’energia cinetica (1') del sistema.

L’energia potencial només tindra en compte les forces als extrems de la barra i dependra de F', I’energia
associada a la funcié de forgca f avaluada a aquests dos punts, tal que F’ = —f. Aix{ doncs, I’energia

potencial té ’expressio,

V(y,0) = F(y — {sinf) + F(y + £sin6). (2.1)

Per altra banda, I’energia cinetica constara de dos termes: el que prové del moviment lineal i per tant,
sorgeix de la férmula classica d’energia cinetica %mQQ, i, el de l’energia cinetica de torsié que té com a

, obtenint, doncs,

L 2 4
expressi6 =62

. 1 . me?
T'(y,0) = Emy2 T

Coneixent, les dues energies que conformen el sistema, definim el Lagrangia com la diferéncia entre

I’energia cinetica i la potencial,

L(y,9,0,0) = T(3,0) — V(y,0). (2.3)

10
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2.1.1 Equacions d’Euler-Lagrange

oL oL 0

Partint del Lagrangia, i sabent que 5(81/) = 5, ique E(’%) = oL

5a) = 960 €S poden definir les equacions del

moviment vertical i de torsi6 respectivament fent servir les equacions (2.1) i (2.2),

8y °)%
—_— 2.4
o = oy (2.4)
1,00 9V

Equacié del moviment vertical

A partir de I'equacié d’Euler-Lagrange (2.4), trobem l’equacié que descriu el moviment vertical del sistema
sabent que f = —F’. Per tant, m% =miyi—-% = f(y—{sinf) + f(y + ¢sinf) i ens permet trobar

I’equacié que descriu el moviment vertical:

my = f(y —£sinf) + f(y + £sind). (2.6)

Equacié del moviment de torsié

Partint un altre cop de les equacions d’Euler-Lagrange, podem trobar I’equacié del moviment del terme
. . : ) ;2 196 2
angular del sistema, en aquest cas a partir de 'expressi6 (2.5). On mﬁ%a = "= 6i—2Y = fcos 0(f(y—

lsin®) — f(y + ¢sind)) i ens permet trobar 'equaci6é que descriu el moviment de torsié:

méQG—Kco&@(f(y—&—Ksinﬁ) — f(y — £sind)). (2.7)

Un cop definides les equacions del moviment d’Euler-Lagrange, podem definir l'energia total del

sistema sabent que I’energia associada al moviment es pot descriure a partir de la relacié

E=1 @w@ﬂ: my? + me292+v T, (2.8)
Yag g
de la qual obtenim
. y2 92
E(y,y,0,0) = m + mEQE + V(y,0). (2.9)

2.1.2 Desacoblament del sistema

Cal destacar la importancia de la funcid f que s’avaluara als extrems de la barra, ja que si aquesta

és lineal, provoca un desacoblament al sistema format per les dues equacions anteriors. Es a dir, ens

11
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trobariem davant d’una funcié de lestil f(x) = ax + b, que quedaria implementada a les equacions de la

segiient manera. De I’equacié del moviment vertical,
my=a(y —¥€sinf) + b+ a(y + £sinf) + b = my = 2ay + 2b, (2.10)
mentre que de ’equacié del moviment angular,

m%e = Lcosf((a(y + £sinh) +b) — (a(y — ¢sinfh) + b)) = %69 = 2al?sinf cos f. (2.11)

Podem veure, doncs, que si la funcié f és lineal, 'equacié del moviment vertical (2.10) deixa de
dependre de 6 i Pangular (2.11) deixa de dependre de y. Les dues equacions que descriuen el moviment
deixen d’estar relacionades i descriuen dos oscil-ladors independents. Per tant, aixo implica la inexistencia
de ressonancia a causa de les oscil-lacions verticals. En cap moment les oscil-lacions de torsié podran

apareixer com a conseqiiencia de les verticals, fenomen el qual estem estudiant.

2.2 Model per diverses barres

Per a poder modelar el pont en tota la seva longitud, suposarem que hi ha n barres indexades de
1=1,...,n. A més, cada barra interacciona amb les seves dues adjacents a partir de forces d’atraccié.
Tal i com hem vist anteriorment, cadascuna d’aquestes barres es caracteritzara per un moviment vertical
y 1 de torsié 6. Cal remarcar que existeixen dues barres que es suposen subjectes al terra (i = 0 i
i =n+ 1) i es caracteritzen per tenir unes condicions de moviment vertical i torsié nul-les i per tant, es
pot considerar que yo(t) = yYn+1(t) = 0o(t) = Or11(t) = 0 per tot temps ¢. Per a fer una simplificacié dels

calculs, es suposara que cada barra té una massa m = 1 i una longitud ¢ = 1.

La nova energia potencial del sistema V' tindra la mateixa expressié que anteriorment pero, en aquest
cas, també es tindra en compte la forca d’atraccié entre barres adjacents. Aquesta atraccié es tindra en
compte tant verticalment, com a nivell angular, a partir de la Llei de Hooke i les seves constants elastiques

K, i Ky, que descriuen la deformacié que patira la barra generada per les propies forces internes.

En el cas del model per a diverses barres, la notacié de les variables ha canviat i s’utilitzen en majuiscula
(Y, Y.0, @) ja que cadascuna d’elles representa un vector que conté la variable associada a cada una de
les barres, des de ¢ = 0,...,n 4+ 1 per a cada instant de temps . De manera que, per exemple, Y és el

vector Y = [yo(t), y1 (), - -, Yn(t), yns1(¢)]. Aix{ doncs, obtenim,

n n

. . 1
V(Y,0) =Y [F(y; +sin;) + F(y; — sin6;)] + 3 SO (i — yie1)® + Ko (0 — 0:41)). (2.12)
i=1 i=0
Per tant, podem redefinir les equacions del moviment (2.6) i (2.7) per ¢ = 1,...,n com un sistema tal

12
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que,
.oV
92' 7}/3 =Y,
+855(Y.0) =0

ov
Yi + 8yi( ,0)=0

(2.13)

Per altra banda, I'energia cinetica del sistema (T') per a tot el conjunt de n barres s’expressara com a
n n n n
oo 1, me? .2 1 o mib? .2
i=1 i=1 i=1 i=1
i el Lagrangia prendra l'expressi6

L(Y,Y,0,0)=T(Y,0) - V(Y,0). (2.15)

Un cop definides les equacions del moviment d’Euler-Lagrange i I’energia cinetica i potencial, podem
trobar I’energia total del sistema, assumint m = [ = 1, a partir de la relacié

P P ST R PN S ok T 2
_Zyzdiyz_kz i —Zyi +§Z , +V -T. (2.16)
i=1 i=1 i i=1 i=1

Observem que els sumatoris de ’expressié anterior corresponen als quadrats dels elements dels vectors
Y i O, respectivament. Donat que aquests sumatoris corresponen a la norma euclidiana dels vectors,
obtenim
.92 .92
oo Y 18l
E(Y,)Y,0,0) = 5 + G +V(Y,0). (2.17)

13
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Tractament numeric

Aquest capitol es centrara en la visualitzacié dels models definits anteriorment. Primer, es mostrara la
representacié del moviment per una barra lliure. Seguidament, s’estudiara I’anclatge d’aquesta barra al
terra i, per ultim, la visualitzacié de la totalitat del pont a partir de diferents condicions inicials que
ens faran canviar l'estabilitat del sistema. Ens permetra observar ’0bvia necessitat d’un anclatge per
assegurar que el sistema sigui acotat i veure la ressonancia que existeix entre els moviments verticals i de

torsio de les barres.

3.1 Representacié del model d’una barra lliure

En aquesta seccid, doncs, es representara la solucié del moviment d’una barra lliure, sense cap mena de
connexi6 al terra. Seguint I'article [2] s’escull com a f, la funcié no lineal f(s) = —(s+s2+s3), f = —F'

i per tant, F(S):§+§+%'

Partint del sistema format per les equacions vertical i de torsié (2.6) i (2.7) que descriuen el moviment
de la barra, en fem una representacié grafica de les variables que hi tenen lloc. En aquest cas, la barra
estard totalment descrita per les variables [y, v, 6, 9] De les equacions del model, suposant que ¢ = 1 i

m = 1, obtenim les acceleracions del sistema:

J=f(y—sinb) + f(y + sinf),

0 =3cosf(f(y+sinf) — f(y —sinb)).

(3.1)

Si denotem per v = y i ¢ = 6, podem escriure cada equacié diferencial de segon ordre com un sistema
d’equacions diferencials de primer ordre, obtenint,

Y=
0= f(y —sinb) + f(y + sind),

(3.2)
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0=¢

(3.3)
® =3cosO(f(y+sinf) — f(y —sinh)).

Resolent els sistemes d’equacions plantejats anteriorment a partir d’un vector que descriu les condi-

cions inicials (y(0),%(0),0(0),6(0)) = (1,0,0.1,0), en podem veure els resultats per una tnica barra.
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Figura 3.1: Representacié de les solucions del sistema en el cas d’una tnica barra lliure amb una condicié
de temps final de t = 50. A la figura (a) es representa la variable de la posicid, y, en funcié del temps i a
(b), el retrat de fase on es mostra la derivada d’aquesta posicié, és a dir, la velocitat vertical, en funcié

de la propia posicio.
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Figura 3.2: Representacid de les solucions del sistema en el cas d’una tnica barra lliure amb una condicié
de temps final de ¢ = 50. A la figura (a) es representa la variable de gir angular, 6, en funcié del temps i
a (b), el retrat de fase on es mostra la derivada d’aquest gir, és a dir, la velocitat angular, en funcié de

la propia posicié angular.

A les figures 3.1a, 3.1b, 3.2a, 3.2b podem veure la primera representacié del moviment de la barra
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a partir d’unes condicions inicials que contemplen un desplacament vertical de y(0) = 1 i una petita
pertorbacié a nivell d’angle inicial de 6(0) = 0.1. Podem veure que el moviment vertical és practicament
periodic i per tant, el seu retrat de fase mostra una figura propera a la d’una el-lipse. Per altra banda,
el retrat de fase a nivell de torsid, veiem una forma molt menys definida pero continua sent relativament
centrada al punt (0,0). També podem veure que la tendencia en el moviment vertical és constant i
que oscil-la entre 1 i —1.5 i 'angle va augmentant i disminuint el seu valor perod que, igualment, té una
tendencia constant al llarg del temps. Per tant, en definitiva, podriem concloure que, amb un angle inicial
de 6(0) = 0.1 i un desplacament vertical de y(0) = 1, el sistema manté una trajectoria acotada i forga

estable fins t = 50.

NNt 1
‘ | '”{‘rr
li H

0.5 ‘

3(t)

y(t)

-0.5

‘u \H
\\
il

‘M\
!

15 I I 25 I I I I

t y(t)

(a) (b)

Figura 3.3: Representacié de les solucions del sistema en el cas d’una tnica barra lliure amb una condicié
de temps final de t = 150. A la figura (a) es representa la variable de la posicié, y, en funcié del temps i
a (b) , el retrat de fase on es mostra la derivada d’aquesta posicié, és a dir, la velocitat vertical, en funcié

de la propia posicié.

Tot i aixi, si augmentem el temps de mostreig fins a ¢ = 150 observem canvis significatius a les figures
3.313.4. Quan l'interval de temps de mostreig augmenta, veiem un canvi sobtat pel que fa a I'estabilitat
del sistema. Tot i que el moviment vertical continua estable inicialment, en un instant determinat les
oscil-lacions redueixen la seva amplada. No obstant aixo, el retrat de fase es manté centrat i acotat.
Per altra banda, pero, les oscil-lacions de torsid, que inicialment semblaven estables, es descontrolen
augmentant de manera molt sobtada el seu valor. També ho podem apreciar al retrat de fase angular
a la figura 3.4b, que deixa d’estar centrat en un punt i va oscil-lant entre diferents centres estables.
Aquests centres es troben a valors miltiples de 7, la qual cosa representa que la barra oscil-la tenint
una tendéncia a estabilitzar-se cada cop que fa mitja volta. Aixi doncs, podem veure que, com resulta
evident, el moviment d’una sola barra es descontrola completament fent necessaria una subjeccio al terra.
En definitiva, doncs, ens n’adonem de la importancia del temps en aquesta solucié. Allo que inicialment
semblava una soluci6 estable sense cap indici de ressonancia, finalment el sistema ha acabat completament

descontrolat.
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Figura 3.4: Representacié de les solucions del sistema en el cas d’una tnica barra lliure amb una condicié
de temps final de ¢ = 150. A la figura (a) es representa la variable de gir angular, 6, en funcié del temps
ia (b), el retrat de fase on es mostra la derivada d’aquest gir, és a dir, la velocitat angular, en funci6 de

la propia posicié angular.
3.1.1 Integracié numerica dels resultats d’una sola barra

Per a poder resoldre el sistema d’equacions diferencials de primer ordre (3.2) i (3.3) es defineix un camp
que constara de les 4 equacions del sistema i les quatre variables. La variable X del camp sera aquella
que representard cada una de les variables del sistema X (1) = 6, X(2) = 6, X(3) =y, X(4) = ¢ i
s’especifiquen les condicions inicials a un vector tal que X0 = [6(0),8(0),y(0),7(0)]. Tal i com es mostra

al’Annex A, s’utilitza el model de Runge-Kutta d’odre 4 i 5 per a poder resoldre les equacions diferencials.

3.2 Representacié del model d’una barra amb connexié al terra

En aquest cas, també estudiarem el cas d’una tnica barra, pero ara, tenint en compte una connexié amb
el terra i per aquest motiu, entrara en joc ’equaci6 actualitzada de 1’energia potencial (2.12) i, per tant,
les constants K, i K. Considerant doncs, I'equacié de l’energia potencial V' i que només tractem la
barra n = 1, ’equacié queda simplificada de manera que, com que els seus extrems estan fixats, totes les

variables de i = 0 i i = 2 seran nul-les, obtenint
1 1
V(0,Y) = F(y+sinf) + F(y —sin ) + 5Ky(—y)2 + Kp(—0)* + 5Kny + Ky6?, (3.4)
que es simplifica com

V(0,Y) = F(y+sinf) + F(y — sin ) + K,y + Kp0>. (3.5)
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Figura 3.5: Representacié de les solucions del sistema en el cas de la barra amb connexié al terra amb
una condicié de temps final t = 150. A la figura (a) es representa la variable de la posicid, y, en funcié del
temps i a (b), el retrat de fase on es mostra la derivada d’aquesta posicid, és a dir, la velocitat vertical,

en funcié de la propia posicié.
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Figura 3.6: Representacié de les solucions del sistema en el cas de la barra amb connexié al terra amb
una condicié de temps final ¢ = 150. A la figura (a) es representa la variable de gir angular, 6, en funcié
del temps i a (b), el retrat de fase on es mostra la derivada d’aquest gir, és a dir, la velocitat angular, en

funcié de la propia posicié angular.

Actualitzem els sistemes d’equacions (3.2) i (3.3) per completar-ho amb les constants K, i Ky de

subjeccié al terra obtenint,

Y=
ov (3.6)

b= —a—y(yﬁ) = f(y +sinb) + f(y —sinf) — 2Ky,
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0=¢
oV (3.7)

» = 73%(% 0) =3cosO(f(y +sind) — f(y —sinb)) — 6Kyb.

Amb un angle inicial 6(0) = 0.01 , les constants K, = Ky = 1 i totes les altres condicions inicial

nul-les, n’obtenim els resultats mostrats a les figures 3.5a, 3.5b, 3.6a, 3.6b.

Aquests resultats de les figures 3.5a, 3.5b, 3.6a, 3.6b, ens mostren una estabilitat, tant en el moviment
vertical, com de torsi6 de la barra, molt més evident que en el cas de la barra lliure. La subjeccio al terra
provoca oscil-lacions practicament periodiques i, per tant, retrats de fase centrats en un tnic punt. Aqui

es destaca, doncs, la importancia de les dues barres inicial i final per aportar estabilitat al sistema.

3.2.1 Integracié numerica dels resultats d’una sola barra amb connexié al

terra

Per integrar la barra amb connexi6 al terra, les equacions del camp seran, en aquest cas, les referents als
sistemes (3.6) 1 (3.7), per tant, entraran en joc les constants K, i Ky. També es definird un vector amb
les condicions inicials del sistema X0 = [8(0), 6(0),(0),%(0)]. Finalment, per a resoldre les equacions

diferencials s’utilitzara el model de Runge-Kutta d’ordre 4 i 5, tal i com es pot veure a I’Annex B.

3.3 Representacié del model per n barres

Assumint el sistema d’equacions (2.13) i energia potencial V', trobem les noves equacions diferencials

que descriuran el sistema per a multiples barres i = 1,...,n,
—c . . .
i + a—y(Y, 0) =0= i = f(y +sinb) + f(y —sinb) — Ky(2y; — yi—1 — yi+1)
alv (3.8)
b; + 355 (1:0) =0= 0; = 3cosO(f(y +sinf) — f(y —sinb)) — 3Ks(20; — 0;_1 — 0i11)
Considerem, doncs, 'equacié (3.8) seguint larticle [2], amb n = 16 (on la primera n = 0 i la

ultima n = 17 seran d’encastament al terra) i K, = Ky = 320. Pel que fa a les condicions inicials
aleatoriament a partir d’una distribucié uniforme entre [—5 x 10765 x 1075]. Per a les variables de
posicié, prenem inicialment y;(0) = 0.1 1 ¢;(0) = 10 per tot ¢ = 1,...,n. Amb aquestes condicions, cal
destacar que el terme angular només apareix en la seva velocitat i amb un valor gairebé nul en comparacié

als termes verticals.

A la representacié de la figura 3.7, es mostren els moviments verticals i de torsi6, en blau i negre

respectivament, de totes les barres amb les condicions inicials descrites anteriorment. Tot i tenir condici-
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Figura 3.7: Representacié de la solucié del pont en tota la seva totalitat per unes condicions inicials
y(0) = 0.1, §(0) = 10, 6(0) = 01 6(0) € [=5 x 1076,5 x 1076]. Es mostra el desplagament vertical (blau)

i les oscil-lacions de torsié (negre).

ons angulars inicials practicament nul-les, com s’ha comentat anteriorment, veiem que, a partir d’un cert
instant, comencen a apareixer oscil-lacions de torsié a totes les barres. Per a poder veure el resultat en
més detall, a la figura 3.8 es mostren només les barres i = 1,...,8 ja que el sistema té un comportament

tal que (6;,y;) = (017, y17—4) 1, per tant, les barres es mouen de manera simetrica.

Com podem veure, doncs, aproximadament en el temps t = 50, apareixen les oscil-lacions de torsié.
b b b
Observem, també com a la barra amb connexié al terra, efecte d’aquestes oscil-lacions és molt petit
) )
pero, a mesura que s’avanca a les barres segiients, les torsions comencen a créixer més fins arribar a la
barra ¢ = 8, que arriben a assolir un valor d’amplitud de practicament 1. A més, el desplacament vertical
) b)

també es fa més notori a mesura ens situem a barres properes al centre del pont.

Fixant-nos en la primera barra a la figura 3.9, podem veure més detalladament ’efecte vist a la figura
3.7. Les oscil-lacions de torsié apareixen aproximadament al temps t = 50 i assoleixen un valor maxim
d’amplitud aproximat de 0.3. Pel que fa als moviments verticals, existeix una oscil-lacié des del principi

degut a la velocitat i posicié inicial del pont.

Si observem detalladament la barra central i = 8 a la figura 3.10, veiem que les oscil-lacions de torsio
apareixen al mateix moment que la barra inicial perd amb una amplitud molt més elevada. En aquest
punt del pont, les oscil-lacions ja arriben a un valor d’amplitud aproximat de 0.8. També podem veure

que el moviment vertical ha augmentat d’amplitud respecte la primera barra, en aquest cas arriba a 3.
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Figura 3.8: Representacié de la solucié de les 8 primeres barres per unes condicions inicials y(0) = 0.1,
7(0) = 10, 0(0) = 01 0(0) € [-5 x 107%,5 x 107%]. Es mostra el desplacament vertical (blau) i les

oscil-lacions de torsié (negre).
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Figura 3.9: Representacié del desplagament vertical (blau) i les sobtades oscil-lacions de torsié de la
primera barra per unes condicions inicials y(0) = 0.1, %(0) = 10, 8(0) = 01 8(0) € [-5 x 1076,5 x 1079).

Es mostra el desplagament vertical (blau) i les oscil-lacions de torsié (negre).
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Figura 3.10: Representacié de la barra central ¢ = 8 per unes condicions inicials y(0) = 0.1, y(0) = 10,
0(0) = 01 6(0) € [-5 x 1075,5 x 1076]. Es mostra el desplacament vertical (blau) i les oscil-lacions de

torsié (negre).

Fent diferents proves al model, podem adonar-nos que allo que realment fa apareixer les oscil-lacions
de torsid, és I'increment de la velocitat vertical ¢(0) i, per tant, com hem vist anteriorment a I’equacié
(2.17), considerant les altres variables inicials practicament nul-les, una variacié de y suposa una variacié
de 'energia total del sistema. Aquest augment de l’energia suposa un augment encara més pronunciat

de les oscil-lacions de torsié.

Per a veure aquest fenomen més clarament, suposem les mateixes condicions inicials que anteriorment
perd, en aquest cas amb una ¢(0) = 14. Com podem veure a la figura 3.11, hi ha un clar augment en els
valors que s’assoleixen a cada una de les variables. Per una banda, I'increment de velocitat lineal com
era d’esperar, suposa un augment en les oscil-lacions verticals del sistema i per altra banda, les de torsié

apareixen abans i amb molta més amplitud i inestabilitat.

Fent un zoom a la barra central del pont a la i, per tant, la més perjudicial, podem veure a la figura

3.12 que les amplituds de les oscil-lacions verticals al centre del pont arriben a 4 i les de torsié a 1.

A partir d’aquest punt, cada augment de la velocitat lineal inicial implica oscil-lacions de torsié cada

vegada més grans. Per una y(0) = 15, veiem el resultat a la figura 3.13.

Com podem veure a la figura 3.13, les oscil-lacions prenen valors tan elevats que fins i tot superen el
valor de 7/2 (marcat amb una linia horitzontal vermella), cosa que suposa que el pont hauria girat més
de 90° i per tant, superaria el pla perpendicular. Aixi doncs, les petites pertorbacions que es produeixen

als primers instants acaben descontrolant completament el sistema.

A la imatge representada a la figura 3.14 podem veure més clarament el que passa a la barra més
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Figura 3.11: Representacié del desplagament vertical (blau) i les sobtades oscil-lacions de torsié per

unes condicions inicials y(0) = 0.1, 5(0) = 14, 8(0) = 0 i 6(0) €

[=5 x 107¢,5 x 107%]. Es mostra el

desplacament vertical (blau) i les oscil-lacions de torsié (negre).
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Figura 3.12: Representacié de la barra central i=8 per unes condicions inicials y(0) = 0.1, y(0) = 14,

0(0) = 01 6(0) €

torsié (negre).

24

[-5 x 1075,5 x 10~

6]. Es mostra el desplacament vertical (blau) i les oscil-lacions de



Estudi del model del Pont de Tacoma

Memoria i Annexos

» WM

o
n

2f ‘ [
i
|
‘ \
.

| M *v

\l

Figura 3.13: Representacié del desplagament vertical (blau) i les sobtades oscil-lacions de torsié per

unes condicions inicials y(0) = 0.1, §(0) =

15, 6(0) = 01 (0) € [-5 x 1075,5 x 1076]. Es mostra el

desplagament vertical (blau) i les oscil-lacions de torsié (negre) i la referéncia a 7/2 (vermell).

Figura 3.14: Representacié de la barra central ¢ = 8 per unes condicions inicials y(0) = 0.1, ¢(0) =

0(0) = 01 6(0) €
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15,

6]. Es mostra el desplacament vertical (blau) i les oscil-lacions de

torsié (negre) i la referéncia a 7/2 (vermell).
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Figura 3.15: Representacié del desplagament vertical (blau) i les sobtades oscil-lacions de torsié per unes
condicions inicials (0) = 0.1, §(0) = 9, 6(0) = 01 6(0) € [-5x1075,5x 1076]. Es mostra el desplagament

vertical (blau) i les oscil-lacions de torsié (negre) i la referéncia a m/2 (vermell).

perjudicial del pont igual que anteriorment. En aquest cas, les oscil-lacions superen el valor de 7/2 des

de l'instant ¢ = 45 aproximadament.

Per acabar de veure la relacié que té la velocitat inicial §(0) i per tant, l'energia, amb aparicié
d’oscil-lacions de torsid, tornem a mostrar la solucié perd, en aquest cas, per una velocitat de ¢(0) = 9,

inferior a la inicial.

Per aquest valor de velocitat inicial podem observar, a la figura 3.15, que les oscil-lacions de torsié
no apareixen i el sistema només es veu afectat per el moviment vertical de les barres. Per tant, podriem
concloure que, per valors inicials angulars practicament nuls, la velocitat lineal és el que afecta a ’aparicié
d’oscil-lacions de torsi6. A més a més, existeix un punt entre y = 91 ¢ = 10 pel qual comencen a apareixer

les oscil-lacions de torsié

3.3.1 Integraciéo numerica dels resultats del model per n barres

Per a resoldre aquest sistema més complex haurem de tenir en compte el nombre de barres total i que
cada una de les barres té un total de 4 variables. Tanmateix, s’haura de considerar que existeixen dues
barres més (inicial i final) amb condicions nul-les. Aix{ doncs, es comengara per definir un vector que

contindra les condicions inicials de cada una de les barres. Per a fer-ho, definim un vector d’una fila per
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4(n + 2) columnes de manera que guardarem les variables en agrupacions de 4 de manera que,

X0 = [06(0),00(0),50(0), #0(0), 01.(0), 01(0), y1(0),51.(0), - - -, 0r41(0), 041 (0), Y 1(0), 1 (0)].

Un bucle for ens permetra crear aquest vector de condicions inicials, que definirem una mateixa variable

cada 4 posicions. Per exemple, la variable 6 es trobara dins la llista cada 4 posicions.

Haurem de tenir en compte que la variable de velocitat angular és un valor aleatori entre [—5 X

107%,5 x 107°] que s’ha generat a partir d’una distribucié uniforme, fent servir la funcié rand.

Generem un vector on es guardaran les solucions de la integracié numerica. Aquest vector tindra la
mateixa forma que el vector X0 i es forgaran a les 4 primeres variables (referents a la barra inicial) i les 4
ultimes variables (referents a la barra final) perque prenguin valors nuls. Per a generar el camp, utilitzem

les equacions del sistema (3.8) i les solucions d’aquest sistema es guardaran en el vector solucié comentat.

El codi referent a la integracié numerica dels resultats del model per n barres es pot veure a 1’Annex C.
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Capitol 4

Estabilitat de 1’oscil-lacidé vertical

En aquest capitol, s’estudiara l’estabilitat de 1’orbita periodica existent a la barra amb connexié al
terra. Si observem les equacions del moviment (2.6) i (2.7), si les condicions inicials prenen valors de
0(0) = 0(0) = 0 la solucié roman dins del pla § = § = 0 indefinidament, ja que si la velocitat angular
6(0) = 0, Pacceleracié 6 també sera nul-la i per tant, 8(t) = 6(t) = 0 per qualsevol temps t. Per altra

banda, de l’equacié (2.6) obtenim,

j=—fl)=—(-y-y" -y’

Aquesta equacié diferencial presenta orbites periodiques per qualsevol condicié inicial y(0) i (0), ja
que representa un moviment oscil-latori vertical. Com podem veure a la figura 4.1, per unes condicions

inicials (6(0),6(0)) = (0,0) el sistema contempla una orbita d’oscil-lacié vertical totalment periodica. Per

tal d’analitzar I'estabilitat d’aquesta orbita periodica s’utilitzara el mapa de Poincaré.

El sistema és conservatiu segons el model proposat [2] i, per tant, sabent que l’energia total del sistema
es conserva, podem fixar un valor d’energia Ey > 0 tal que lenergia (2.17) satisfa £(y, 9,0, 9) = Ey.
Aquesta energia sera aquella que fixara I’orbita periodica que volem estudiar. Amb aquest valor d’energia
fixat, ens trobem davant d’un sistema amb 4 variables i una equacié que les relaciona, per tant, es defineix

un sistema tridimensional.

L’aplicacié de Poincaré ens permetra analitzar aquest sistema 3-dimensional amb una seccié bidimen-
sional de la superficie. Per tant, com que l'objectiu és coneixer l'estabilitat del I’orbita periodica, tindrem
en compte totes les variables que afecten a aquesta estabilitat total i definirem la velocitat vertical inicial

com a funcié dels termes angulars, sempre tenint en compte la conservacié de 'energia. Partint d’una

......
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15 3
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(a) Representacié del moviment vertical respecte el (b) Representacié del retrat de fase de la variable po-

temps amb condicions angulars 8(0) = (0) = 0 sici6 y amb condicions angulars 8(0) = 8(0) = 0

Figura 4.1: Orbita periodica vertical per 8(0) = 6(0) = 0

(0(0),6(0)) € Ug,, es calcula la velocitat inicial §(0) que satisfa precisament el valor d’aquesta energia,

§(0) = §(Fo, 0(0), 6(0)) = \/2(Fo — £(0,0,0(0),6(0))) > 0. (4.1)

L’orbita periddica al punt (6(0),6(0)) = (0,0) és la que s’utilitzara com a drbita de referéncia per
generar el mapa de Poincaré. A partir d’aquesta, es prendran condicions inicials properes a aquest punt
i es generard un punt (6, 9) cada vegada que el sistema torni a passar per y = 0 en qualsevol velocitat

i > 0.

Figura 4.2: Representacié grafica de la seccié de Poincaré extreta de [4]

Per entendre graficament el que representa la seccié de Poincaré, fixem-nos en la figura 4.2 de article
[4]. El pla que es mostra és, en el nostre cas, el pla y = 0 on al seu centre xg hi trobarfem ’orbita
periodica (0,0). El que estudiarem és que passa quan, enlloc de sortir de la nostra orbita, que sabem que

és perfecte, sortim d’un punt proper. Per a fer-ho, en aquest cas, variem el valor de la velocitat angular
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(ens trobarfem al punt x representat al pla de la figura) i deixem passar el temps de manera que totes les
variables prenguin nous valors (circulin a través de l’espai) fins que ens trobem en una situacié de y = 0
iy >0 (punt P(z)). El signe de la velocitat sera la variable que ens definira la direccié amb la qual es
talla el pla. Quan es compleixen tots aquests requisits, mesurem els valors que prenen les variables 6 i
6 que quedaran representades al seu pla. Aix0 ho fem per diferents valors de velocitat angular i mirem
si I’orbita periddica és estable o no, és a dir, si només té un centre i és al punt (976) = (0,0), el nostre
sistema orbitara entorn aquest punt. En canvi, si en generen altres punts d’estabilitat i per tant, té un
centre que no és el (0,0), el nostre sistema deixa de ser estable a la nostra orbita i passa a orbitar a altres

centres, que evidentment no sén del nostre interes.

Aixi doncs, mostrem els mapes de Poincaré per diferents valors d’energia fixats Ey = 3.4...3.8 on
veiem la representacié del pla y = 0. Cada un d’aquests mapes estudia punts propers a la orbita periodica

que només canvien en el seu valor de 6 inicial, que pren valors de (—0.8,0.8).
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(a) Eo =34 (b) E() =3.5

Figura 4.3: Mapa de Poincaré per £y = 3.41 Fy = 3.5

L L H L L
02 004 %006 008

(a) E() = 3.6 (b) E() =3.8

Figura 4.4: Mapa de Poincaré per £y = 3.6 1 Fy = 3.8
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Com podem veure al recull de grafiques 4.3a, 4.3b, 4.4a i 4.4b si 'energia fixada Ey no supera el
valor de 3.5, el sistema es manté estable a Porbita periddica (6,0) = (0,0). Quan Penergia pren el valor
de Ey = 3.6, 'orbita periodica es desestabilitza i surt d’aquesta bifurcant-se en dos punts d’estabilitats
diferents al (é,@) = (0,0). Aquest punt d’inestabilitat, doncs, es troba entre les energies 3.5 i 3.6. A
mesura que aquest valor augmenta, el descontrol del sistema és més rellevant. Ho podem veure a la figura
4.5 amb una energia Fy = 5 la qual el sistema ha deixat de ser estable al punt (0, 0) = (0,0) i s’ha bifurcat

en dos punts d’estabilitats diferents prop de (6,6) = (0,1) i (,6) = (0, —1).

Figura 4.5: Mapa de Poincaré per Ey =5

Augmentant el valor d’iteracions i de condicions inicials d’angle 9(0) per l'energia Ey = 5, el resultat

és el de la figura 4.6

R NI XL CLORR
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- . o
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FUERGIL e s m T T
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Figura 4.6: Mapa de Poincaré ampliat per Ey =5

Com podem veure, allo que semblava un comportament igual d’inestable que per energies superiors
a Ey = 3.6, el resultat té molta més riquesa dinamica. Per condicions inicials properes a (0,0) si{ que
és veritat que el sistema es desestabilitza en dues bifurcacions als punts aproximats de (6,0) = (0,1) i

(9,9) = (0,—1) pero quan els valors de 0 comencen a allunyar-se de l'origen, podem veure la formacié
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de petites illes que evidencien la presencia de solucions subharmoniques. Es a dir, solucions periodiques
que travessen diverses vegades el pla abans de tornar a tancar. Per valors més allunyats, podem veure la

generaci6 de punts completament caotics.

Una altra manera de veure aquest canvi en 'estabilitat és mostrant-ne la grafica de la variacié de
l’angle en funcié del temps per una mateixa condicié inicial i diferents valors d’energia. Per valors
d’energia estables dels mapes de Poincaré anterior (Ey = 3.4 i Ey = 3.5) podem veure’n la representacié

grafica a les figures 4.9a i 4.9b

0.04 L L L L L L L L L 0. L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

t t

(a) 6(t) (b) 6(2)

Figura 4.7: Representacié de les varibles 6 i 0 en funcié del temps per una energia de Ey = 3.4

005 e - i ”H\
11 A A" 8

L L L L L L L L L L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t t

(a) 6(¢) (b) 6(2)

Figura 4.8: Representacié de les varibles 6 i 0 en funcié del temps per una energia de Fy = 3.5

Com es pot observar, per valors d’energia inferiors a 3.5, el sistema oscil-la com a maxim a una
amplitud de 0.03 i només podem veure un canvi en el periode de les oscil-lacions, que augmenta amb
laugment d’energia. Quan aquesta energia passa a prendre el valor de 3.6, amplitud de les oscil-lacions

arriba a un valor maxim superior a 0.08. Observant el comportament de la derivada de ’angle en funci6
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Figura 4.9: Representaci6 de les varibles 6 i 0 en funcié del temps per una energia de Ey = 3.6

del temps també podem veure un canvi entre els valors d’energia inferiors a 3.5 i el de 3.6. Les oscil-lacions
passen a tenir un periode més elevat i dupliquen el valor de la seva amplitud. Amb aquestes grafiques
es pot tornar a veure com, un augment d’energia al sistema, provoca un augment de les oscil-lacions de
torsié, de manera que, per valors inferiors a Eg = 3.5, Pamplitud de les oscil-lacions es manté al voltant
del 0. Pero, passat aquest punt d’energia i situant-nos al punt amb Fy = 3.6, les oscil-lacions es fan mot
més notories, i arriben a oscil-lar a valors més llunyans a § = 0. Aquest allunyament de les oscil-lacions

és, basicament, la inestabilitat que observavem als mapes de Poincaré.

4.0.1 Representacio numerica dels Mapes de Poincaré

Per a generar els mapes de Poincaré, s’estudia l’estabilitat de 1’orbita vertical a la barra amb connexi6
al terra. Per tant, el camp el definirem a partir dels sistemes d’equacions (3.6) i (3.7). Primerament,
haurem de definir una energia E;y que tindra un valor fixat i a partir d’aquesta, calcularem el valor de

velocitat §(0) amb lexpressié (4.1) i totes les expressions que hi tenen lloc dins d’aquesta.

Per a poder generar els punts, hem de crear una funcié event, de manera que generi els valors de 6 i

6 cada cop que la variable de posici6 sigui y = 0 i direccié sigui y > 0.

Finalment, generem un bucle que vagi variant la condicié de velocitat angular 6 de —0.8 a 0.8 amb

......

existira un valor kmax que determinara el nombre d’events que s’han de complir per passar a la segiient

condici6 inicial de velocitat angular 6.
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Variaci6 de la funcio f

Com hem vist des d’un bon principi, la funcié f és aquella que s’avalua als extrems de la barra i actua
com a forga recuperadora. L’expressié més senzilla que pot prendre aquesta funcié és la llei de Hooke i
per tant, es descriura com f = —s. Tot i aixi, aquesta funcié és lineal i degut al fet del desacoblament del
sistema comentat a la seccié 2.1.2, s’ha de trobar una nova expressié que aproximi de la millor manera
una equacié lineal. Es per aquest motiu que la funcié proposada consta d’un terme de grau 1, s. El
terme quadratic s2, ens dona concavitat a la funcié i per tltim, el terme ctibic s3 és necessari ja que dona

fa forma de parabola a la funci6 F', amb el corresponent terme s Un cop vista la necessitat de cada

1
un dels termes, s’arriba a la conclusié que la funcié f ha de ser de grau senar ja que F' ha de seguir una

parabola positiva i poder ser acotada al moment de calcular I’energia.

A partir d’aqui, com més gran sigui el grau (parell) de la funcié F, menys energia podra assumir el

sistema abans de desestabilitzar-se.

0

Figura 5.1: Mapa de Poincaré per una funcié F' parell de grau 6 per una energia Fy = 1.5
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A la figura 5.1 veiem el mapa de Poincaré considerant la funcié f(s) = —(s + s% + s + s°) i per tant,
F(s) = %2 + ? + % + %. En aquest cas, per una energia aproximada de Fy = 1.5 I’0rbita periodica ja

és inestable.

Arribada a la conclusié que la funcié F' ha de ser de grau parell per poder tenir valors fixats a certa
energia, tornem a avaluar el sistema pero prescindint del terme senar de F', i per tant tenint ’expressié
fcom f(s) = —(s+s3+s%) i F(s) = % + % + %. Quan estudiem a quin punt el sistema comenca a ser
inestable, veiem que a partir d’una energia Ey = 1.7 el sistema ja no és estable i es bifurca en dos centres

diferents tal com podem veure a la figura 5.2.

Figura 5.2: Mapa de Poincaré per una funcié F' parell de grau 6 sense el terme quadratic per una energia

Eo=1.7

Podem afirmar, doncs, que, a nivell d’estabilitat, suprimir el terme quadratic de F' només ha suposat

que el sistema admeti una energia lleugerament més elevada abans de desestabilitzar-se.
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Capitol 6

Simulacié de la barra central : =8

En aquest capitol, es podran veure fotogrames de la simulacié del moviment de la barra central referent
al model (2.14) per l'energia més alta estudiada Fy = 15 i, per tant, correspon al de la figura 3.14. Per
raons evidents, a la memoria només es veura la simulacié en forma d’imatges, mentre que la part del clip

es mostrara a la presentacio.

- Simulacié Simulacié

5 5 : ! T - r
4 & ‘ ‘
k] 3 ‘ ‘

2 ]
9 Temps= | al Temps=
7.1853 ) 321643
4 4
5 5
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 -4 3 2 1 [i 1 2 3 4
(a) (b)

Figura 6.1: Representacié de la simulacié de la barra als instants aproximats de ¢t = 7 i ¢ = 32 per una

energia inicial Ey = 15.

A la figura 6.1a podem veure la representacié de la barra a un temps aproximat de ¢t = 7. En aquest
moment, té un comportament vertical amb cap simptoma d’oscil-lacions de torsié. A mesura que avanga
el temps, i ens situem aproximadament a t = 32 a la figura 6.1b, veiem com les oscil-lacions de torsié ja
s6n evidents, tal i com també ho podiem apreciar a la figura 3.14. A partir d’aqui, les oscil-lacions cada

cop sén més pronunciades i irregulars. En el temps aproximat ¢ = 46, figura 6.2a, trobem una posici6 de
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aproximadament.

Pangle que gairebé arriba a /2 i finalment, a la figura 6.2b arriba a fer una volta de 7 al temps ¢ = 83

al Temps= \
: 46.61

Simulacié

energia inicial Ey = 15.

Temps=
B3.1008

Figura 6.2: Representacié de la simulacié de la barra als instants aproximats de t = 46 i t = 83 per una

Aquesta simulacié s’ha realitzat per apreciar el creixement sobtat de les oscil-lacions de torsié a la

les oscil-lacions finals.

barra més perjudicada del pont, pero evidentment, en condicions reals, els tensors no arribarien a suportar

6.1 Obtencio de la simulacido

Per a poder veure la representacié de la barra en moviment, s’ha utilitzat el codi de I’Annex E. Com que

la barra escollida per a la simulacié ha sigut la barra central i = 8, s’ha utilitzat el programa per resoldre

el model de n barres. En aquest cas, pero, s’han extret els valors de les variables 8 i y per tot temps ¢

i s’han representat a partir d’una recta que els seus vertexs (z0,y0) i (z1,yl) depenen de les variables

extretes, de tal manera que 0 = —cos6(t), y0 = y(t) +sind(t), 1 = cos(t) i yl = y(t) —sin ().

A partir d’aqui, es guarden tots els fotogrames de cada temps i es projecten per temps de 5 en 5 per

poder-lo comparar amb la figura 3.14.
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Capitol 7

Resum del pressupost

El cost economic d’aquest projecte es troba desglossat a ’annex F i és de 3.267,50 €. Tenint en compte
el 13% en concepte de Despeses Generals, el 6% en concepte de Benefici Industrial i el 21% d’IVA, el cost
final del projecte ascendeix a QUATRE MIL SET-CENTS QUATRE AMB VUITANTA-SET CENTIMS
................................................................................................................................................... 4.704,87 €.
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Capitol 8

Conclusions

Un cop desenvolupat el treball, es pot afirmar que s’ha assolit I'objectiu d’estudiar el model proposat
a larticle [G. Arioli, F. Gazzola. A new mathematical explanation of what triggered the catastrophic
torsional mode of the Tacoma Narrows Bridge. Applied Mathemalical Modelling 39 (2015) 901-912] aix{
com les variables que el conformen. A més, s’han aconseguit els resultats matematics i numerics que han

permes analitzar el creixement sobtat d’oscil-lacions de torsio.

Inicialment, s’ha estudiat la descripcié del model esglaonadament, de manera que a partir de les
equacions d’Euler-Lagrange, s’ha aconseguit extreure les equacions del moviment tan vertical com de

torsié d’una unica barra lliure primer i, finalment, del model que descriu el pont en tota la seva longitud.

Un cop conformades totes les equacions que descriuen els diferents models proposats, s’Tham imple-
mentat les equacions al MATLAB per poder-ne extreure els resultats numerics. Les conclusions principals
d’aquest tractament numeric es centren basicament en el comportament a nivell de moviment vertical i
de torsié del sistema. El model d’una barra lliure ens ha permes observar la importancia del temps, i
que, allo que inicialment semblava un sistema estable amb valors constants de moviment, a partir d’un

. . . . R . . N
punt determinat es converteix en inestable. A més, ens ha permes veure l'evident importancia d’una
subjeccié al terra. Aixi doncs, estudiant posteriorment la barra amb connexid, hem vist com el sistema
es converteix estable amb oscil-lacions verticals i de torsié del tot acotades. Finalment, amb I'estudi del
model per un nombre n barres, hem pogut veure ’aparicié sobtada de les oscil-lacions de torsié a totes i
cadascuna de les barres del pont, tot i tenir condicions inicials de torsié practicament nul-les. A més, s’ha
pogut concloure que, un augment en la velocitat vertical inicial, que suposa un augment en ’energia del

sistema, provoca un creixement encara més sobtat de les oscil-lacions i una major amplitud d’aquestes.

Seguidament, P’estudi es centra en l'estabilitat del sistema en I'drbita periddica (6,6) = (0,0). En

aquest capitol, s’ha pogut acabar d’afirmar el que s’havia vist en el tractament numeric. S’han mostrat
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mapes de Poincaré per diferents valors d’energia fixats els quals ens han permes adonar-nos d’un canvi
en D'estabilitat del sistema. A un valor entre Fy = 3.5 i Ey = 3.6, 'orbita periodica passa de ser estable
a inestable. Aquesta inestabilitat provoca una bifurcacié d’orbites periodiques diferents a (6, 9) = (0,0).
Finalment, també s’ha pogut observar aquest punt de canvi a partir de la representacié de la posicié
angular respecte el temps per valors d’energia critics i s’ha observat que per valors inferiors a Ey = 3.5,
la rotacié es manté periodica a un valor de 0.03, molt proper a 0. En canvi, situant-nos a Ey = 3.6
Iamplitud ja supera el valor 0.08, molt més allunyat del 0 respecte valors inferiors a Ey = 3.5. Un cop
estudiats aquests valors, s’ha estudiat l’orbita per un valor d’energia molt més elevat Ey = 5. En aquest
punt, com era de suposar, el sistema tampoc té un comportament estable pero, a diferéncia dels anteriors,
pels valors més llunyans a 0, algunes de les solucions son completament caotiques, mentre que d’altres,

es comporten formant petits punts d’estabilitat formant solucions subharmoniques.

També s’ha pogut estudiar en més detall la funcié f avaluada al model, el motiu de cada un dels seus

termes i com afecta a la solucié final una variacié de la funcié.

Finalment, amb la simulacié s’ha pogut veure de manera visual el moviment de la barra més perjudi-

cada del pont i = 8 i la sobtada aparicié de les oscil-lacions de torsio.

Per altra banda, aquest projecte també m’ha portat a coneixer 1'is del llenguatge LaTeX per a la

redaccié del treball i a augmentar els meus coneixements en la programacié amb MATLAB.

Per ultim, per a estudis futurs, seria interessant trobar els valors propis de 'aplicacié de Poincaré i
per tant, coneixer el punt d’energia per el qual 'orbita periodica passa de ser estable a inestable. Per
altra banda, estudiar la dinamica caotica i les solucions subharmonques que es formen per valors elevats
d’energia que s’ha mostrat a la figura 4.6. En general, la complexitat dinamica del sistema. Per ultim,
també s’haurien d’estudiar altres models referents al col-lapse del pont de Tacoma Narrows per poder

seguir trobant els motius de ’aparicié de les oscil-lacions de torsié.
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Annexos

Annex A: Codi de la representaciéo del model d’una sola barra

1 close all $tanquem figures anteriors

2 clear all

4 f=Q@(s) [-(s+s"2+s73)]; %$funcio que s'avalua als extrems de la barra
5 camp=0(t,X) [X(2);3*xcos (X (1)) *x(£(X(3)+sin(X(1)))-£(X(3)-sin(X(1))));...

6 X (4); (£(X(3)+sin(X(1)))+£(X(3)-sin(X(1))))]; %model

7 t0=0; S%temps inicial

8 tf=150; S%temps final

9 X0=[0.1,0,1,0]; %condicions inicials [angle, velocitat angular, posicio, velocitat]
10

11 % RK45

12 opcions=odeset ('AbsTol',le-8, 'RelTol', le-8);

13 [t,X]=o0ded5 (camp, [t0,tf],X0,0opcions);

14 %calculem les solucions de l'equacio diferencial amb ODE
15

16 a=figure(l) %nova figura

17 plot(t,X(:,3)) S%Sgrafica de y(t)

18 xlabel ('$t$', "interpreter', 'latex');

19 ylabel('Sy(t)$', "interpreter', "latex');

20 grid on

21 yf=X(end, 1)

22 set(a, 'PaperSize'