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PROLEG

Oferim als estudiants universitaris i als lectors interessats aquesta
guia didactica de la matematica universitaria com a fruit dels nostres
anys de docéncia de les matematiques a la Universitat. El resultat
" final ha esdevingut una col.lecci6 de setze petits volums agrupats en
els dos moéduls d'Algebra Lineal i de Calcul Infinitesimal.

Per raons de contingut el modul d'Algebra Lineal s'ha subdividit en
les tres parts corresponents d'Algebra Moderna (dos volums:
Conjunts i Estructures), Algebra Matricial (tres volums: Matrius,
Determinants i Sistemes d'equacions) i Algebra Vectorial (tres
volums: Vectors, Endomorfismes i Geometria Analitica), mentre que
el modul de Calcul Infinitesimal agrupa les tres parts corresponents a
Calcul Funcional (dos volums: Funcions i Continuitat), Calcul
Diferencial (quatre volums: Derivades, Corbes, Derivades parcials i
Optimitzaci6) i Calcul Integral (dos volums: Integrals i Equacions
Diferencials).

El present volum s'inicia amb un estudi de les nocions de la
topologia de R®, que creiem necessari per analitzar amb un minim de
rigor el concepte de continuitat d'una funcié, que tractem en aquest
mateix volum, i el concepte de derivabilitat que analitzem en el
volum segiient. Aixi mateix, es realitza un estudi de les successions i
séries numériques, nocié que emprarem també per definir el limit
d'una funcié en un punt. Malgrat que incloem les definicions
riguroses d'alguns conceptes, hem volgut fugir deliberadament del
excessiu rigor per donar prioritat a les idees intuitives que ens poden
ajudar a entendre la practica dels conceptes.

Creiem que, en l'estudi de la Matematica, 1'alumne universitari
podra servir-se d'aquesta guia didactica tant per a la confeccidé dels
seus propis apunts com en l'estudi dels diferents temes que
conformen les assignatures corresponents a les matéries tractades.
Per aquest motiu es presenta una breu Bibliografia escollida
classificada en basica i addicional, segons el grau de dificultat que
presenta.

Exposem el Programa i la Simbologia, on indiquem els conceptes
que lintegren, conjuntament amb el simbolisme que farem servir al
llarg de l'obra. Hem procurat fer un programa racional en qué els
conceptes es van deduint els uns dels altres de manera lagica. ‘

En cada volum es destaca especialment el contingut en Conceptes i
Exemples, de gran importancia per a la comprensié de les matéries
tractades, en les quals, sovint, es prescindeix de demostracions
formalistes d'acord amb l'esperit de l'obra, que, com el seu titol
indica, pretén ser una guia didactica.



A continuacié presentem una Formulacié matematica, expressada
en simbols formals dels conceptes estudiats, que ajudaran, sens
dubte, a la rigorositat ‘en la resolucié de qiiestions i problemes.

Seguim el desenvolupament amb la part dedicada a l'estudi de
Problemnes resolts. Es important que l'estudiant comprengui fins a
I'altim detall aquests problemes, que, en realitat, s6n una continuitat
en grau de dificultat dels exemples senzills estudiats anteriorment.

Presentem després una col.leccié de Problemes proposats amb la
intencié que el lector els resolgui de manera natural mltjangant els
coneixements adqulnts als apartats anteriors.

A l'apéndix s'inclou una Prova dautoavaluacié que consta d'una
série de “problemes parametritzats”; és a dir, problemes que
depenen d'un parametre (a=1,2,3,4). Per a cada valor del parametre
la solucié sera diferent i estara inclosa entre alguna de les vuit
possibles. Aquest tipus de problemes es podra resoldre quatre
vegades amb ntimeros diferents.

Finalment, a més de la Bibliografia escollida, un Glossari de tots els
conceptes matematics exposats al llarg de l'obra en facilita la raplda
localitzacio. ,

Girona. mar¢ de 1996

Els autors
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

1.1 L'ESPAI AFf EUCLIDIA

1)

2)

3)

4)

Estructura d'espai vectorial. Vectors (v, H,...), suma de
vectors (+), producte extern (.). Espai vectorial (V),
axiomes de definici6, grup abelia. Espai vectorial real.
L'espai vectorial Rn. Producte d'espais vectorials reals
(Rn), n-uples ordenades, operacions amb vectors de Rn.
Norma euclidiana. Longitud d'un vector del pla o de
I'espai (L). Norma euclidiana d'un vector (|||l), espai
vectorial euclidia (E).

L'espai afi euclidia. Origen de coordenades (O), vector
associat, punt extrem (P). Coordenades d'un punt.
Espai afi euclidia (Rn). Distancia entre dos punts

(d(P.Q)).

1.2 PUNTS I CONJUNTS NOTABLES

1)

2)

3)

4)

Boles obertes. Bola oberta (Br(X0)), centre (Ro), radi (1).
Bola oberta reduida (B'r(®0)). Casos particulars: recta
afi (R), interval obert; pla afi (R2), cercle obert; espai afi
(R3), esfera oberta. - ,

Punts interiors, frontera i exteriors. Conjunt (4),
relacié de definicié. Punt interior, conjunt interior
(In(A)). Punt frontera, conjunt frontera (Fr(A)). Punt
exterior, conjunt exterior (Ex(A)). Propietat de partici6.
Punts adherents, d'acumulacié i aillats. Punt adherent,
conjunt adherent (Ad(A)). Punt d'acumulacid, conjunt
d'acumulacié (Ac(A)). Punt aillat, conjunt aillat (Ai(A)).
Propietat.

Altres conjunts notables. Definicions de conjunt obert,
tancat, acotat i compacte.
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c) CONCEPTES I EXEMPLES
1.1 L'ESPAI AFf EUCLIDIA

1.1.1 ESTRUCTURA D'ESPAI VECTORIAL. Sigui V un conjunt, on
anomenem vectors als seus elements i sigui K un cos commutatiu, on
els seus elements els anomenem. escalars. Considerm a més dues
operacions, la primera definida entre els elements de V, que la
designem per (+) i li diem suma de vectors, i la segona definida
entre els elements de K i els de V, que la designem per (.) i i diem
producte extern.

Amb els dos conjunts de vectors i d'escalars i les dues operacions
esmentades de suma de vectors i de producte extern, vam definir en
el llibre d'Algebra Vectorial l'estructura algebraica d'Espai vectorial.

Recordem, doncs, que la terna (V, +, .) té l'estructura d'espai
vectorial sobre K si i sols si es verifiquen els deu axiomes de definicid
seglients, on cinc sén per a l'operacié de suma i els altres cinc pel
producte.

PER A LA SUMA. El parell (V, +4), €és a dir el conjunt V amb l'operacié de
suma de vectors, ha de tenir I'estructura de grup abelia. Per tant,
s’hauran de complir els axiomes:

(I) Operaci6é interna. La suma de dos vectors ha de ser un altre
vector.

(II) Commutativa. L'ordre dels sumands no altera el resultat de la
suma. ‘

(III) Associativa. Si s'han de sumar tres vectors, és indiferent
l'ordre en que es fan les operacions: la suma dels dos primers
amb l'altim és igual a la suma del primer amb la suma dels dos
ultims.

(IV) Element neutre. Hi ha un vector, el 8, anomenat vector nul, tal
que si el sumem amb qualsevol altre vector déna com a
resultat aquest mateix vector.

(V) Element oposat. Cada vector U té un altre vector -, anomenat
vector oposat, tals que si els sumem donen com a resultat el
vector nul.

PEL PRODUCTE EXTERN. Perqué V=(V, +, .) sigui un espai vectorial sobre
K, s'ha de verificar a més que el producte extern compleixi els cinc
axiomes segiients:

(VI) Operacié externa. El producte d'un escalar per un vector és un
altre vector.

(VII) Associativitat escalar. Si es multiplica un vector per un escalar
i el resultat per un altre escalar, seria igual el multiplicar
primer els dos escalars i després el resultat multiplicar-ho pel
vector.
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(VII) Distributivitat escalar. La suma de dos escalars multiplicada
per un vector és igual a la suma dels productes de cada escalar
pel vector.

(IX) Distributivitat vectorial. El producte d'un escalar per la suma
de dos vectors és igual a la suma dels productes de 1'escalar
per cadascun dels vectors.

(X) Element unitat. En el cos K hi ha un escalar, e, que en diem
escalar unitat, que si el multipliquem per qualsevol vector
déna com a resultat el mateix vector. '

Si no s'especifica res en contra, a partir d'ara prendrem el cos
K=R, i, per tant, la terna V=(V, +, ) es considerara un espai vectorial
sobre R i es dira que és un espai vectorial real.

Exemple 1. Comprovarem amb exemples numérics que els vectors
del pla amb les operacions de suma de vectors i producte d'un namero
real per un vector, (Va, +, .) , compleixen les condicions de la definicié
d'espai vectorial real. Prenem com a exemple els vectors vy=(4, 5),
vo=(6, 7} 1 v3=(8, 9}, on els primers termes representen les respectives
components horitzontals, i els segons, les verticals; i els escalars 0=2

iB=3.

PER A LA SUMA.
Operaci6 interna: (4, 5)+(6, 7) = (10, 12) vector
Commutativa: (4, 5)+6, 7) = (6, 7}+(4,5) =(10, 12)

Associativa: [(4, 5)+(6, 7)]+(8, 9} = (4, 5)+[(6, 7)+(8, 9)] =(18, 21)
Element neutre: (0,0) , (4, 5)+0,0=(4, 5)
Element oposat de (4, 5): (-4, -5) . (4, 5)+(-4, -5) = (0, 0)

PER AL PRODUCTE.
Operaci6 externa: 2.(4, 5)= (8, 10) vector
Associativitat escalar: 2.[3.(4, 5)] =(2.3).(4, 5) =(24, 30)
Distributivitat escalar: (2+3).4, 5) = 2.4, 5)+3.(4, 5)  =(20, 25)
Distributivitat vectorial: - 2.[(4, 5)+(6, 7)] = 2.(4, 5)+2.(6, 7) =(20, 24)
Element unitat: 1 , 1.(4, 5) =4, 5).

Els espais vectorials no s6n tinicament els de tipus geomeétric, com
ara els vectors del pla (R2?) i de l'espai (R3), sin6 que també tenen
I'estructura d'espai vectorial, per exemple, els nombres complexos,
C; el conjunt P, dels polinomis de grau més petit o igual que n; el
conjunt de les matrius de m files i n columnes, Mmxn, €tc.

1.1.2 L'ESPAI VECTORIAL R, Com a generalitzacié de 1'exemple del
conjunt de vectors del pla, que constitueixen l'espai vectorial R? ja
que estan formats per dues components, podem considerar l'espai
vectorial R®, definit per:

on els seus elements s6n vectors que tenen n components i que
poden escriure's com a n-uples ordenades de nombres reals:
H=(x1, X2, <o Xn)
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Per tal de dotar R? d'estructura d'espai vectorial, es defineixen les
operacions de suma de vectors i de producte extern de manera
analoga a com fem amb els vectors del pla: la primera operacio,
sumant les components corresponents, i la segona, multiplicant el
nombre real per cadascuna de les components del vector.

Exemple 2. L'espai vectorial R4 constara del conjunt RXRXRxR i de
les dues operacions de suma de vectors i de producte extern, que
indiquem a partir d'un cas particular:

(1,2,3,4+(6,7.8,9=(7,9, 11, 13)
5.1, 2, 3,4 =(5. 10, 15, 20)

1.1.3 NORMA EUCLIDIANA. Com indiquem a la figura segiient,
podem representar graficament els vectors del pla, fixant un sistema
de coordenades, i el mateix podem fer amb els vectors de l'espai, tot
i que la representaci6 no és tan senzilla, ja que en aquest cas hem de
menester tres dimensions. ,

Y

a X
v=(a, b) v=(a, b, ¢)

A partir de la figura observem que podem determinar la longitud
d'un vector, cosa que podem fer aplicant el teorema de Pitagores.
D'aquesta manera, les longituds dels vectors anteriors seran
expressades respectivament per

L=\a2+b2 i L=Va2+b2+c2
on considerem ¢bviament el signe positiu de l'arrel quadrada.

Exemple 3. La longitud del vector de I'espai que té per components 3,
4112, ésadirv=(3, 4, 12), és .

L=v32+424+122= \9+16+144=169= 13

A partir d'aquesta idea, generalitzem el concepte de longitud per a
un vector qualsevol de l'espai R2. Aixi, anomenem norma euclidiana
d'un vector de R a l'arrel quadrada positiva de la suma dels quadrats

de les seves components; és a dir, si el vector és H=(x1, X2, ..., Xp) i si
la norma euclidea la simbolitzem per |[&||, tenim: '
. [IKll=  (x1)2+(x2)2+...+(xp)2
L'éspai vectorial R?, proveit de la norma euclidiana, l'anomenem
espai vectorial euclidid, i el simbolitzem per E. Per tant, E=(R1, ||K[]).
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1.1.4 L'ESPAI AFi EUCLIDIA. Sabem que els vectors del pla i de
I'espai es poden representar geométricament com a “fletxes” que
tenen un origen i un extrem. Si fem que tots aquests vectors tinguin
com a origen l'origen de coordenades, llavors a cada vector li
correspondra un unic punt, el seu extrem.

Generalitzant aquesta idea, si tenim l'espai vectorial euclidia
E=(Rn, ||#])) i també un vector ¥ de R? que té com a components
H=(x1, X2, ..., Xn), aleshores aquest vector el podem interpretar
geométricament com una “fletxa” de l'espai R?, anomenada vector
associat, que comenca a l'origen de coordenades, O(0, 0,..., 0), i acaba
al que en diem punt extrem, P(xi, X2, ..., Xp). Diem també que #=OP.

Els nimeros reals xi, x2, ..., Xn, 2 més de ser les components del

vector K, diem també que representen les coordenades del punt
extrem P.

Aixi, hem partit d'un espai vectorial euclidia, format només per
vectors, i a cadascun d'ells li hem fet correspondre el seu vector
associat, que té per origen l'origen de coordenades. Després, a cada
vector associat li hem fet correspondre el seu punt extrem, de
manera que ara obtenim un nou espai que esta format només per
punts. Aquest nou espai de punts l'anomenem espai afi euclidid.

Y P Y P
2| | 12| AT
a

o|ax o a X

E. vectorial E. v. associat Espai afi

En el conjunt R, que podem considerar un espai afi euclidia, es
- defineix la distancia euclidiana entre dos reals x i y com el valor
absolut de la seva diferéncia, dx,y)=Ix-yl.

Exemple 4. La distancia entre els dos nameros reals x=-3 i y=+4 és
d(x,y)=1(-3)-(+4) I =1-7 =7, com pots comprovar dibuixant aquests dos
punts en la recta real i observant que la seva separaci6 és 7 unitats.

A causa de la introduccié de la norma euclidiana, podem
generalitzar el concepte de distancia entre dos punts determinats

de l'espai afi euclidia E=(Rn, ||®[), de coordenades P(x}, X2, ..., Xn) i
Q(y1. y2, .-., Yn) , definint-la com la norma del vector diferéncia dels
vectors associats #=0P=(x], X3, ..., Xg) i Y=0@=(y1, y2, ..., ¥n)-
Aixi, la distancia de P a Q, que notem d(P, Q), es determina a
partiride I'expressi6é:
d(P, Q)= lIK-Yll = V (x1-y1)2+(x2-y2)2+...+(xn-yn)2

Exemple 5. La distancia entre els punts P(1, 2, 3, 41 Q(6, 7, 8 ,9) de
I'espai afi euclidia R%, que poden considerar-se com els extrems dels
vectors associats #=(1, 2, 3, 4) i Yy=(6, 7, 8, 9), és

d(P, Q)= [[#-Yll = V(1-6)2+(2-7)2+(3-8)2+(4-9)2= Y 100=10
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1.2 PUNTS I CONJUNTS NOTABLES

1.2.1 BOLES OBERTES. En tot el que continua ens referirem a un
espai afi euclidiA E=R? que, com sabem, és un espai de punts on,
utilitzant la norma euclidiana, es pot determinar la distancia entre
dos punts qualssevol.

Si r és un real positiu i Hp un punt de RD, definim el concepte de
bola oberta, Br(#p), com el conjunt de punts de R que tenen una
distancia inferior a r del punt Ho. Ar se li diu radi i al Hop, centre.

Simbolicament, podem escriure B (Xg)={HeRD / d(#,Ho)<r}.

A vegades ens sera més 1til que no s'anulli aquesta distancia i
parlarem llavors de bola oberta reduida. Si la simbolitzem per B'r(Xo),
tenim:

B't(Hpo)={He R / O<d(H,Hp)<r}

Observem que el centre no pot estar inclés en una bola oberta
reduida. Per tant,

B'r(X0)= Br(Ro) - {Ro}

A la practica, i per comprendre-ho millor, analitzem els casos
particulars de R, R2i R3;
. RECTA AFI (R). Per als punts de la recta real, una bola oberta és un
interval obert. Tenim
Br(xg)={xeR / |x-xql<r}
Quant a la bola oberta reduida, haurem d'excloure el centre de
I'interval, com s'observa a la figura segtient.

< R z i
—(T)—

eIy R =Y
R il X

PLA AFi (R2). Donat el centre ®o=(xp, yo), una bola oberta sera
constituida pels punts de l'interior d'un cercle: cercle obert.

Br(#o)={(x,y)e R2 / (x-x0)2+(y-yo)2<r2}

Espal AFi (R3). Si el centre és Ro=(xp, yo. o), una bola oberta sera
formada pels punts de l'interior d'una esfera: esfera oberta.

Br(Ro)={(x,y,2)e R3 / (x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)2<r2}

Exemple 6. En R3 considerem la bola oberta de centre Xo=(1, 2, 3) i
radi r=13. Vindra determinada per
Br{#o)={(x.y.2)eR3 / (x-1)2+(y-2)2+(z-3)2<132}
Aixi, €ls punts de la bola oberta sén els que verifiquen la
inequacié (x-1)2+(y-2)2+(z-3)2<169.
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Podem veure que el punt ¥1=(3, 5, 14) és un punt de la bola oberta,
ja que compleix la inequaci6:
(3-1)24(5-2)24+(14-3)2 = 4+9+121=134 i 134<169
En canvi, no ho és el punt Xo=(4, 6, 15), encara que estigui ben bé
sobre la circumferéncia, perqué el resultat obtingut és igual a 169 i
hauria de ser inferior a aquest valor
(4-1)2+(6-2)2+(15-3)2 = 9+16+144=169
Tampoc ho sera el punt H3=(5, 7, 16} ja que
(5-1)24(7-2)2+(16-3)2 = 16+25+169=210

1.2.2 PUNTS INTERIORS, FRONTERA I EXTERIORS. En l'espai afi
euclidia Rn, considerem un subconjunt A que, si és finit, el podrem
determinar indicant tots els seus elements; perd que si es tracta d'un
conjunt infinit, haurem de donar una relacié de definici6 que ens
permeti saber si un punt pertany o no al conjunt donat, determinant-
lo aixi per comprensié.

Exemple 7. El conjunt A={(x,y) / x2+y2<1 i x<O}U{(1,0)} és infinit, ja
que hi han infinits punts que compleixen la relacié de definicié.

Per exemple el punt P;(0,0), el Po(1,0), el P3(-0'5,0'5), etc. sén punts
d'aquest conjunt. En canvi, el punt P(-1, 1) no ho é&s, ja que no es
compleix la relacié de definicié: (-1)2+12=212>1.

Sigui Xo un punt de l'espai RB. Direm que Ho és un punt interior
del conjunt A si existeix una bola oberta centrada en el punt que esta
continguda totalment en el conjunt. Simbdélicament, escrivim

Ropi. deA & [3r>0 / Bi(RocA|

Anomenem Conjunt interior, o bé Interior d'un conjunt, i el
simbolitzem per In(A), el conjunt format per tots els punts interiors
d'un conjunt A donat. Ho podem visualitzar amb diagrames de Venn:

[R?]

Punt interior Conjunt interior

Direm que el punt Ho és un punt frontera del conjunt A si tota bola
oberta, centrada en aquest punt, conté punts que pertanyen al
conjunt i punts que no hi pertanyen. Expressat matematicament, on
A’ simbolitza el conjunt complementari, tenim

Ropf. deA & [Vr0 = BiHJNA*D A B RJNA=D)]
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El conjunt frontera, o bé la frontera d'un conjunt, simbolitzada per
Fr(a), és el conjunt format per tots els seus punts frontera.
Graficament, si ho suposem en R2, podem visualitzar-ho en la figura
seglient:

[r?
Al
«—
Fr(A)
Punt frontera Conjunt frontera

Direm que el punt Ko és un punt exterior del conjunt A si existeix
una bola oberta, centrada en aquest punt, que no conté cap punt del
conjunt. Simboélicament

Hope. deA & [3r>0 / Br(HolgA'}
El conjuﬁt de punts‘ exteriors d'un conjunt l'anomenem conjunt

exterior, o bé exterior d'un corjunt, i el simbolitzem per Ex(A). De
manera intuitiva, tenim els diagrames

Punt exterior Conjunt exterior

Es pot veure gréﬁcament que els tres conjtints In(a), Fr(a) i Ex(A)
formen una particié de R2. Es a dir, es compleixen les dues
condicions seglients:

1) La seva uni6 és tot l'espai:

In(A)UFr(A)UEx(A)=Rn

2) Els conjunts s6n muituament disjunts:

In(A)NFr(a)=Jd, In(A)NEx(A)=0 i Fr(A)nEx(A)=2.

Exemple 8. Sigui el conjunt A={(x,y) / x2+y2<1 i x<0)U{(1,0)} donat en

I'exemple anterior. Observem que el conjunt interior és In(A)=((x,y) /

x2+y2<1 i'x<0}, ja que tots els punts que ho compleixen sén punts

interiors del conjunt (es pot construir una bola oberta centrada en el

punt i continguda totalment en el conjunt): ‘
[R>

Conjunt donat Conjunt interior
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Com podem observar en el dibuix segiient, el conjunt frontera és
Fr(A)={(x,y) / x2+y2=1 i x<0}u{(0.y) / -1<y<1}u{(1,0)}, mentre que el
conjunt exterior, degut a la partici6 esmentada anteriorment, el
podrem expressar com Ex{A)=R2-{In(A)UFr{A)}. Graficament,

[R?]

Conjunt frontera Conjunt exterior

1.2.3 PUNTS ADHERENTS, D'ACUMULACIO I AILLATS. Sigui ¥ un
punt de l'espai R i A un conjunt donat. Expliquem a continuacié
diferents tipus de punts i conjunts que posteriorment utilitzarem en
I'estudi i 'analisi de successions i funcions.

Direm que Ko és un punt adherent del conjunt A si tota bola oberta
centrada en el punt conté punts del conjunt. Es complira, doncs,

Hop.ad. deA & [Vr>0 = BRoNA=Q]

El conjunt de punts adherents d'un conjunt donat l'anomenem
Adheréncia de A o Conjunt adherent de A i el simbolitzem per Ad(A).

De manera similar, direm que Xo és un punt d'acumulacié del
conjunt A si tota bola oberta centrada en el punt conté punts del
conjunt que sén diferents del mateix punt. Es a dir, si tota bola
oberta reduida, centrada en el punt, conté punts de A. Aix6 és

Hop-ac.de A & [Vr>0 = B',(Ho)nA;eQ]

Anomenem Corjunt d'acumulacié de A (o bé Conjunt derivat de A) i
el simbolitzem per Ac(A), el conjunt de punts d'acumulacié de A. Es
clar que sera un subconjunt del conjunt adherent.

Finalment, direm que HoeA és un punt aillat del conjunt A si
existeix una bola oberta centrada en el punt Hg que no té cap altre
punt de A tret de . Expressat en forma matematica:

Hop. aill. de A < [3r>0 / B{RoNA={Ko}]
El conjunt de punts ajllats d'un conjunt és el Conjunt aillat de A,

que simbolitzem per Ai(A). Notem que també sera un subconjunt del
conjunt adherent.

A més, observem que es verifica la propietat Ad(A)=Ac(A)UAi(A);
€s a dir, tot punt adherent és d'acumulaci6 o aillat.
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Exemple 9. Amb el conjunt A={(xy) / x2+y2<1 i x<0}uU{(1,0)},
observem que el seu conjunt adherent és Ad(A)={(x,y) / xZ+y2<1 i
x<O}{1,0}, com veiem en la primera de les tres figures segiients,

=2 [R?]

C. adherent C.-acumulaci6 C. aillat

Per trobar el conjunt d'acumulacié fem servir la definicié, tenint
en compte que hem d'emprar boles reduides, amb la qual cosa ens
quedara Ac(A)=((x,y) / x2+y2<1 i x<0}, ja que el punt (1,0) no és un
punt d'acumulacié. Pel que fa al conjunt aillat de A, veiem que en
aquest exemple ens queda reduit a un tnic punt, Ai(A)={(1,0)}.

Observem que es compleix: Ad(A)=Ac(A)UAi(A).

1.2.4 ALTRES CONJUNTS NOTABLES. Per acabar aquest estudi
elemental de topologia, definim els conceptes de conjunts oberts,
tancats, acotats i compactes.

C. obert C. tancat C.acotat  C. compacte

Conjunt obert. Es aquell conjunt on tots els seus punts sén
interiors. Per tant, haura de passar que In(A)=A.

Conjunt tancat. Es diu aixi d'un conjunt on tots els seus punts sé6n
adherents. En conseqiiéncia, Ad(A)=A.

Conjunt acotat. Es un conjunt que pot ser contingut en una bola
oberta de radi finit.

Conjunt compacte. Un conjunt s'anomena compacte si és a la
vegada tancat i acotat.

Exemple 10. Pel conjunt estudiat A={(x,y) / x2+y2<1 i x<0}u{(1,0)}
deduim dels exemples anteriors que no és obert, ja que In(A)zA.
Tampoc no és tancat, perqué Ad(A)#A. Aqui veiem que els conceptes
de conjunt obert i tancat no sén contraris... que no sigui obert no vol
pas dir que sigui tancat!

Si que es tracta d'un conjunt acotat, ja que es pot construir, per
exemple, una bola oberta centrada en l'origen i de radi 2 que
contingui totalment al conjunt A. No és compacte, perqué, a més
d'acotat, hauria de ser tancat, i no ho és.

En canvi, el conjunt B={(x,y) / x2+y2<1 i x<0}U{(1,0)} és compacte,
ja que, amés de ser acotat, com que és ad(B)=B, també és tancat.
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Vectors i escalars
A Conj. vectors: V={U, W), ..}
l' J 1}1 \‘ Op. interna en V: (+)
u:w v >,_-. Kk lﬁ Conjunt escalars: K=k, 1, ...}
” Op. externa en K: (.)
k. Cas particular de treball: K=R
Definicioé d'espai vectorial

| Conjunts i operacions: (V, +, .) i K=cos commutatiu
Axiomes d'un espai vectorial (V,+,.) sobre un cos K:
PER A LA SUMA: (V,+)=grup abelia

(I) Operaci6 interna: VU,,U0,eV = D;+Ug€eV.
(ID Commutativa: YU1,U2eV = Uj+U2=Us+U;
(IIT) Associativa: VU 1,U2,03eV = (V1+D2)+U3=D1+(U2+V3)
(IV) El. neutre: 30eV / VDeV = U+0=D
(V) El. oposat: VeV , 3(-0)eV / p+(-D)=0
PER AL PRODUCTE: VKk,k1,koeK A VD,U;,U2eV es verifica
(VI) Operaci6 externa: k.veV
(VID Associaﬁﬁtat escalar: kj.(kz.D)=(k;.k2).U
(VII) Distributivitat escalar: (k;+kg).U=k;.D + ko.U
(IX) Distributivitat vectorial: k.(U;+U2)=k.D; + k.U
(X) Element unitat: JeeK / VDeV = e.U=D

Espal vectorial real

Definici6: (V,+,.) sobre R Element unitat: e=1
Nota: si no s'especifica és V=(V,+, .) sobre R

Exemple classic: vectors del pla -
Suma: suma vectorial = Producte: prod. escalar per vector
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L'espai euclidia Rn
E. vectorial: RR=RxRx..2..xXR RP=((x,X2,...,Xn) / XieR, i=1,...,n}
Vector: ® Components d'un vector: K=(x;,x2,...,Xn)

Norma euclidiana: ||[X||=+Vx3+X3+... +X3  (Longitud d'un vector)
Espai vectorial euclidia: E=(R™, ||K][])

L'espai afi associat Rn ,
Espai vectorial euclidia: E=(Rn , ||| Vector: ®
Vector associat: K=OP on H=(x1,X2,...,Xn)
Coordenades:
Origen: O(0, O, ..., 0) Extrem: P(x1, X2, +.., Xn)

Distancia entre dos punts:
d(P,Q)=[IX-Yl|l= +V(x1-y1)*+(x2-y2)*+...+(Xn-yn)®
Espai afi euclidia: E=(Rn , d(P,Q))

Boles obertes

Bola oberta: B(Hg)={®cRn / d(&, Hg)<r}
Centre: g (HpeRnD) Radi: r (reRt)

Bola oberta reduida: B'y(¥g)=Br(Xg)-{Xo}

CASOS PARTICULARS:

RECTAAFI (R): Centre: Kg=Xo
Bola oberta: Br(xo)={xeR / d(x,xo)<r}={xcR / Ix-x0l <r}
Representamo grafica: interval obert

PLA AFi (R2:):  Centre: Kg=(%0,Yo)
Bola oberta: Br(Xo,¥0)={(x,y)eR2 / (x-X0)2+(y-yo)2<r2}
Representacio grafica: interior d'un cercle

ESPAI AFi (R3): Centre: Ko=(Xo,Yo0,Z0)
Bola oberta:
Br(X0,¥0,20)={(x,y,2)eR3 / (2-X0)2+(y-y0)2+(2-Z0)2<r2}
Representacio grafica: interior d'una esfera
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Punts interiors, frontera i exteriors

Espai: R® Conjunt: A (AcCR?) Punt: o (HcRD)
Punts interiors:

Definicié: Ro p.i. de A <[ Ir>0 / B(RJcA ]

Interior d'un conjunt: In(A)={HeRn / H=p. i. de A}

Punts frontera: (A'=conj. complementari de A)
Definici6:
Ko p.fdeA < [Vr>0 = B:(HdNA#D A Bi(RoNA'=D |

Frontera d'un conjunt: Fr(A)={#cRn / R=p. f. de A}
Punts exteriors:

Definicié: Ko p.e.de A <[ Ir>0 / B(HJcA' |

Exterior d'un conjunt: Ex(A)={eRn / H=p. e. de A}
Propietat: In(A), Fr(A) i Ex(A) formen una particié de Rn:

(1) In(A)UFr(A)UEx(A)=Rn
(2) In(A)NFr(A)=0 , In(A)NEx(A)=0 i Fr(A)NEx(A)=Z

Punts adherents, d'acumulacié6 i aillats

Punts adherents:
Definici6: Ko p.ad. de A ©[ V>0 = B (KdnA=D ]
Conjunt adherent: Ad(A)={HeRn / R=p. ad. de A}
Punts d'acumulaci6: _
Definici6: Ko p.ac.de A <[ V>0 = B'(HdnAzD |
Conjunt d'acumulacio: Ac(A)={ReR2 / K=p. ac. de A}
Punts aillats: |
Definicio: Ko p.ai.de A [ 3Ir>0 / B(RdNA={Hg} ]
Conjunt aillat: Ai(A)={KeRn / K=p. ai. de A}

Propietat: Ad(A)=Ac(A)UAi(A)

Altres conjunts notables

Conjunt: AcRn C. obert: In(A)=A C. tancat: Ad(A)=A
C. acotat: Ir>0 / AcB.(0) C. compacte: tancat i acotat
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e) PROBLEMES RESOLTS
1.1 L'ESPAI AFf EUCLIDIA
Espai vectorial euclidia, norma euclidiana

1. Dos vectors Uj i Ug de R4 verifiquen les igualtats 5.U01+2.Ug=W i
7.01+3.U2=Wq, on W =(5, -3, -4, 6) i W2=(7, -4, -6, 8). Calcula els
vectors U i U2. Si suposem que comencen en l'origen de
coordenades, quina sera la distancia entre els seus extrems Pj i Po?

Solucié. Calcularem U] i Ug resolent per la regla de Cramer el
sistema format per les seves equacions, on trobarem en primer
lloc el determinant dels coeficients

{ 5.U1+2.U0=1U;
7.U1+3.U=19

Determinants de les incognites:
= wl‘ 2 | = - Do=
D; | w, 3 3.W1-2.1U5 2=

52
D=| | =15-14=1
73

5 l”1|=5u1-7u:
7 Wo i

Com que V1=D;/D i U2=D2/D i com que D=1, obtindrem
U1=3.W1-2.W9 Uo=5.9-7.W1
Substituint per les seves components, ens queda

v1=3.5, -3, -4, 6)-2.(7, -4, -6, 8)  |v1=(1, -1, 0, 2)|

U2=5.(7, -4, -6, 8)-7.55, -3, -4, 6)  |U2=(0, 1, -2, -2)]

A aquests dos vectors de l'espai vectorial els correspondran en
l'espai afi corresponent els seus extrems respectius

Pi(1,-1,0,2) i Pg(0, 1, -2, -2)
La distancia entre Py i Po sera

d(P1,Po)= V(0-1)%+(1+1)%+(-2-0)%+(-2-2)2 = V1+4+4+16 =

2 Una matriu quadrada de tercer ordre, Azx3, pot considerar-se
com un vector de R9. Calcula les normes de les matrius segiients, els
termes de les quals tenen les xifres permutades:

32 33 39 23 33 93
A=| 62 63 69 i B=| 26 36 96
72 73 79 27 37 97
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Troba després la norma de la matriu suma i comprova que es

verifica la relacié ||[Ka+XBll < ||IRall+|I¥B]l. Finalment, calcula els
determinants IAl, |Bl i |A+BI.

Solucié. A les matrius donades els fem correspondre els vectors
Ra=(32, 33, 39, 62, 63, 69, 72, 73, 79)
#p=(23, 33, 93, 26, 36, 96, 27, 37, 97)
Les seves normes sén: ' ‘
I#all= Y32%+33%4+39%4+622+63%4+69%+722+73%+792 =...= 32962
I#sll= Y232%+332+93%4+262+362+962+27%+37%+972 =...= V32062

Hem obtingut el mateix valor, que aproximadament és 181'55, i
aixé que haviem permutat totes les xifres!

Calculem ara la suma dels dos vectors matricials
Ha+8p=(55, 66, 132, 88, 99, 165, 99, 110, 176)
Observem que és maltiple d'11,
Ha+Hp=11.(5, 6, 12, 8, 9, 15, 9, 10, 16)
Com que la norma és una arrel quadrada de sumes de quadrats,
es podra treure també 11 com a factor comu,
IKa+Hpll= 11.Y5246%+12%4+8%4+92+ 152492+ 10%+162 =...= 11.Y1012

Com que aquest resultat és aproximadament igual a 349'93, es
comprova que 349'93<181'55+181'55, és a dir, que «a norma de
la suma és més petita o igual que la suma de les normess:

[1HA+HBI < [[RAll+IXBIl.

Calculem ara els determinants de les matrius A, B i A+B. Primer
els simplificarem, restant columnes ¢o-¢] i ¢3-¢3:

32 33 39 32 16
IAl=162 63 69|=|62 16/|=0
72 73 79 72 16

El determinant anterior €s nul perqué té dues columnes iguals.
Comprova com a exercici que també passa el mateix amb els altres
dos. Per tant, thaura de quedar IBI=0 i [A+BI|=0.

1.2 PUNTS I CONJUNTS NOTABLES

Boles obertes

3. Una esfera oberta és definida per la inequaci6 de segon grau amb
tres incognites, x2+y2+22+2.x-4.y+6.2-2<0. Calcula el centre i el radi.
Donats els punts P;(-2, 1, -1), Pa(1, -1, 2) i P3(-1, 2, 1), quins
pertanyen a aquesta bola oberta de R3?
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Soluci6. Sabem que la inequacié d'una esfera oberta, Br(Ro), és a

dir d'una bola oberta de R3, és expressada per
: (x-x0)2+(y-y0)2+(z-20)% <r2

El seu centre és Ko=(x0. yo. zo), pero, per evitar ambigiiitats,
emprarem una notacié més simplificada, on el seu centre sera ara
C(a, b, ¢). Per tant, tenim

(x-a)2+(y-b)2+(z-c)2<r2
Desenvolupant els quadrats,
(x2-2.a.x+a2)+(y2-2.b.y+b2)+(z2-2.c.z+c2)<r?2

Ordenant termes i passant r2 al primer membre,
x2+y2+72-2.a.x-2.b.y-2.c.z+a2+b2+c2-r2<0

Com que la inequacié donada és x2+y2+z2+2.x-4.y+6.2-2<0, si
identifiquem els seus termes amb l'anterior, tindrem

2.a=2 , 2b=-4 , -2.c=6 i a2+b2+4+c2-r2=-2

De les tres primeres deduim que 7
a=-1, b=2 i c=-3. Si substituim en p Py
lvaltima, (-1)2+22+(-3)2-r2=-2 , 2 Y
1+449-r2=-2 , r2=16 , r=4. Per tant, X
el centre i el radi de la bola oberta {Pl ﬁ r

3
¥

son:

[C(-1,2,-3)] i [r=4] g

La inequaci6é de la bola oberta es
podra escriure com a

[(x+1)2+(y-2)2+(z+3)2< 16|

Estudiem ara si els punts P1(-2, 1, -1), Pa(1, -1, 2) i P3(-1, 2, 1)
pertanyen a aquesta esfera oberta.
- PRIMER PUNT: x=-2, y=1, z=-1. Substituint en la inequacio,
(-2+1)2+(1-2)2+(-1+3)2<16 , 1+1+4<16 , 6<16

Com que el punt comple1x la inequaci6, tenim: (Pje B.(C)

- SEGON PUNT: x=1, y=-1, z=2. Substituint,
(1+1)2+4(-1-2)2+(2+3)2<16 , 4+9+25<16 , 38<16

Com que és fals, resulta que |Pag B+(C)

- TERCER PUNT: X=-1, y=2, z=1. Substituint,
(-1+41)24(2-2)24(1+3)2<16 -, 0+0+16<16 , 16<16

El punt és de la frontera i, per tant, |P3¢ B (C)|, ja que es tracta

d'una bola oberta.

En la figura superior veiem els tres punts, on el P; pertany a la
bola oberta, ja que la seva distancia al centre és inferior al radi, el
P9 pertany a l'exterior de la bola i el P3 pertany a la frontera.
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Punts interiors, frontera i exteriors

4. Considerem el subconjunt A de R definit per A=[0,4)u{5}.
Determina els conjunts de punts interiors, frontera i exteriors, fent
una grafica de cadascun d'ells.

Solucié. Representem graficament el conjunt A donat, tenint en
compte que amb els cercles negres s'indica que el punt pertany al
conjunt, mentre que amb els blancs s'indica que no hi pertany.

Els punts interiors del conjunt A sén aquells pels quals es pot
construir una bola oberta (en aquest cas, interval obert) que tingui
com a centre aquest punt, de manera que la bola estigui
continguda totalment en el conjunt. Evidentment, els punts x=0 i
x=5 no son interiors. Per tant, el conjunt interior és:

In(A)={xeR / 0<x<4} o també |In(A)=(0, 4)

Representem-ho graficament:

A
& o @ o Ina)
0 4 5 0 4 5
° Fr(A) o o ¢=O Ex(A) o S
0 4 5 0 4 5

Un punt és frontera del conjunt A si qualsevol bola, centrada en
aquest punt, conté punts que sén del conjunt i altres que no ho
son. Els tnics punts que compleixen aquesta condicié sén el 0, 4 i
5. Conseglientment, el conjunt frontera és:

|Fr(A)=(0, 4, 5}

Per al conjunt A, un punt exterior és aquell punt pel qual es pot
trobar una bola, centrada en ell, que estigui formada totalment per
punts que no sén del conjunt. Aixi, el conjunt exterior és:

[Ex(A)=(-e, 0)U(4,5)U(5,+)|
Fixem-nos que els tres conjunts anteriors, In(A), Fr(A) i Ex(A),

formen una particié de la recta real, ja que la seva unié és R i, a
- més, son disjunts dos a dos.

5. Calcula l'interior, la frontera i l'exterior dels subconjunts dels
nombres reals segiients: naturals, enters i racionals.

Solucié. Per resoldre el problema, ens ajudara imaginar-nos
graficament els tres conjunts de naturals N={1, 2, 3, ...}, enters
z=(..., -2, -1, 0, 1, 2, ...} i racionals Q={a/b / a i b enters i b0},
situats en la recta real.

NOMBRES NATURALS. Veiem que In(N)=0, ja que qualsevol bola
oberta de centre un natural conté niimeros reals que no sén de N.
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El conjunt frontera és Fr(N)=N, perqué qualsevol bola oberta de
centre un natural conté elements de N (almenys el seu centre) i
elements que no sén naturals (els reals no naturals que estan a
l'entorn del centre).

El conjunt exterior és Ex(N)=N', o sigui el complementari de N,
Ex(N)=R-N, degut a la partici6 entre els conjunts interior, frontera
i exterior, In(N)UFr(N)JUEx(N)=R. Substituint, com l'interior és el
buit i la frontera és N, tindrem el conjunt exterior, Ex(N)=R-N=N'.

NOMBRES ENTERS. A partir d'un raonament similar a l'anterior,
tenim que els conjunts interior, frontera i exterior sén:

In(Z)=J , Fr(Z)=Z i Ex(Z)=R-Z=Z'

NOMBRES RACIONALS. Andlogament, i tenint en compte la propietat
de la recta real de que entre dos nombres racionals s'hi pot trobar
sempre un irracional i entre dos irracionals sempre s'hi pot trobar
un racional, obtenim el segiient resultat:

InQ)=3 . Fr(Q=R i Ex(Q)=2.

6. Pels subconjunts de R, A=[1,3]u{5} i B=[2,4), troba els conjunts

definits per M=In(A)uIn(B) i P=In(AUB). Quina relacié observes?
Passaria el mateix si fos B=[3,4)?

Soluci6é. Després de representar els conjunts donats veiem
immediatament que In(A)=(1, 3), és a dir l'interval obert
d'extrems 1 i 3, i també que In(B)=(2, 4).

A In(A)
1 3 5 1 5
B In(B)
2 _ 4
AUB M In(A) v In(B)
1 4 5 1 4 5
P In! AuB! P=M
1 4 5

Fent la unié dels interiors, trobem que el conjunt M és:
[M=In(a)uIn(B)=(1, 4)|

D'altra banda, si fem primer la unié dels conjunt A i B, tenim

AuB=[1, 4)ui{b}, i si trobem el seu interior, obtenim facilment el
conjunt P que resulta ser igual a M:

[p=m@aup)=0, 9)]
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Si prenem el nou conjunt B=[3, 4) obtindrem In(B)=(3, 4). Fem
una nova representacié grafica de tots els conjunts,

A -In(A)
—— ) ————
1 3 5 1 3 b
B , In(B)
L 0O -OumnlD
3 4 3 4
AUB M _In(a) uIn@B)
— ) @
1 4 5 1 3 4 5
P In(AuB! P<M
1 4 5 .

Ens resulta que M=In(A)uln(B)=(1, 3)u(3, 4), o M=(1, 4)-{3} i
com que la unié dels conjunts donats és AuB=[1, 4)u{5}, el seu

interior és P=In(AuB)=(1, 4). Al verificar-se M=P-{3}, observem
que en aquest cas M és un subconjut de P.

7. Si en els reals R considerem el subconjunt de nombres racionals
A={xeQ / 2<x<4} i el de irracionals B={xel / 3<x<5}, determina els
subconjunts: In(4) , In(B) , In(A)uIn(B) i In(AUB). Seran tots iguals?

Solucié. Ja hem comentat que els nombres racionals i els
irracionals estan intimament barrejats (entre cada dos racionals,
per proxims que siguin, sempre s'hi pot trobar un irracional, i al
revés, entre cada dos irracionals hi ha un racional).

,'Racionals

3 |
Irracionals

Observem que In(A)=@, In(B)=@ i, per tant In(A)uIn(B)=J,
degut a que, per la propietat anterior, una bola oberta centrada en
qualsevol punt conté tant punts racionals com irracionals, i aixi no
hi pot haver cap punt interior.

A més, com que AUB={xeQ / 2<x<4}u{xel / 3<x<5} i al ser els
reals la uni6 dels racionals i dels irracionals, si observem la grafica
veurem que el conjunt unié es pot descomposar en tres conjunts

AUB={xe Q / 2<x<3JU[3, 4]uixel / 4<x<5}

Per tant, el seu interior és In(AuB)=(3, 4). D'aquesta manera, al
no ser buit el conjunt anterior, els quatre conjunts no sén iguals.
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Punts adherents, d'acumulacio6 i aillats

8. Considerem el subconjunt A={xeR / x=(-1)"/n, neN}. Quins
seran els conjunts d'adheréncia i d'acumulaci6é de A?

Solucié. Com que N=(1, 2, 3, ...} és un conjunt format per infinits
termes, també el conjunt A estara format per infinits punts de la
recta reals. Donant valors a la n, podem escriure A per extensio:

A={-1,1/2,-1/3,1/4, -1/5, 1/6, ..., 1/10, -1/11, ..., 1/100, ...}

Els valors es fan (en valor absolut) cada vegada més petits i es
van acostant al zero. Una bola oberta centrada en x=0, per petit
que fos el seu radi, sempre contindria punts del conjunt A.

Recordem que un punt d'adheréncia d'un conjunt és aquell en
qué qualsevol bola oberta, centrada en ell, conté punts del conjunt.

Per tant, el conjunt d'adheréncia és |[Ad(A)=Au{0}|.

Recordem també que un punt d'acumulacié d'un conjunt és
aquell en qué qualsevol bola oberta reduida, centrada en ell, conté
punts del conjunt. Segons aix6, observem que el conjunt

. d’acumulaci6 esta format per un unic punt, l'origen, |[Ac(A)={0}].

9. Sigui €l conjunt de R? definit per A={(x,y) / x2+y2<1 i x+y=1}.
Representa'l graficament i escriu el conjunt d'adheréncia.

Solucié. Aillem la y en les relacions que defineixen el conjunt A,

A1x2<y<+V1-x2 i y=1-x : Y

Si donem valors a la x veurem
que, d'una banda, sén punts -
interiors del cercle unitat, i, de
l'altra, s6n punts d'una recta
com la dibuixada en la figura.

El conjunt A, format pels
punts que compleixen ambdues
relacions, el trobarem buscant
els punts d'intersecci6. Aixi, A
és el segment de recta comprés
entre els punts P(0, 1) i Q(1, 0).

Com que els punts P i Q també sén adhérents, el conjunt

d'adheréncia resulta que és |Ad(A)={(x,y)eR2 / y=1-x , 0<x<1}
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10. Sigui el subconjunt de R2, A={(1/m, 1/n) / m,ne N}. Donant
valors a la m i a la n, fes un dibuix intuitiu d'aquest conjunt i apunta
el conjunt de punts d'acumulacié.

Solucié. Comencem suposant m=1 i donant valors naturals a la n.
Obtenim els punts (1, 1), (1, 1/2), (1, 1/3),..., (1, 1/10),... que és
un conjunt d'infinits punts que es va acostant, sense arribar-hi mai,
al punt de l'eix X, (1, 0). v

Y Anilogament, si m=2, ens
quedara el conjunt

(1/2, 1), (1/2, 1/2),

(1/2, 1/3), ... '

Es un conjunt de punts que

es va aproximant al punt
(1/2, 0) de l'eix X.

Si procedim de manera
similar, anirem obtenint
columnes de punts cada
vegada més proximes a l'eix
Y. El resultat és el que es
mostra a la figura.

Els punts d'acumulacié del conjunt A hauran de ser punts de R2
de manera que totes les boles obertes reduides, centrades en ells,
tinguin punts del conjunt.

Veiem que només ho poden ser els punts assenyalats en blanc a
la figura, que s6n els punts d'aproximacié dels punts dels conjunts
donats. (Al capitol seglient els estudiarem amb detall i direm que
son els limits de les successions de punts). :

En conseqiiéncia, el conjunt d'acumulaci6 el podem expressar
com a uni6 de tres conjunts:

Ac(A)={(1/m, 0) /rﬁe N} v {(0, 1/n) / neN} U {(0, 0)}

Hi ha inclos l'origen de coordenades, ja que també es compleix
que qualsevol bola oberta reduida centrada en l'origen conté punts
del conjunt, perqué, com podem veure en el dibuix, a mesura que
augmenten els valors de m i n, els punts del conjunt es van
“apinyant” cada vegada més cap a l'origen.

11. En R tenim els subconjunts A=(0,2) i B=(0, 1)u(2,3). Determina
els conjunts segiients: M1=An[Ad(B)] , M2=[Ad(A)]NB , M3=Ad(ANB) i
M4=[Ad(A)IN[Ad(B)]. Alguns d'aquests quatre conjunts sén iguals?

Solucié. A la pagina segiient dibuixem els conjunts donats,
conjuntament amb totes les interseccions i adheréncies que hem
de trobar.
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Tenint en compte que els extrems d'un: interval real s6n sempre
punts adherents, directament veiem que les adheréncies son:

v AdA)=[0, 2] i Ad(B)=[0, 1]u[2, 3]
A més, com que AnB=(0, 1), veiem que Ad(AnB)=[0, 1].

A Ad(A)
) 2 0 2
B Ad(B)
—Omm()— Q) —— — g — Pl ——
‘0 1 2 3 0 1 2 3
ANB M4=Ad(A) NAd(B)
— O ——————————— — ) —@—
0 1 0 1 2
Ma=Ad(A ~B) M,;=ANAd(B)
— Oy —~
0 1 0 1 )
Mo=Ad(A) "B
——(c))—?——z‘—— M, =M, #M; =M,

En conseqiiéncia, fent les interseccions adients, obtenim els
conjunts segiients, que, com veiem, tots sén diferents:

M1=An[Ad(B)]=(0, 1] Ma=[Ad(A)]nB=(0, 1)
M3=Ad(AnB)=[0, 1] ‘My=[Ad(A)IN[AA(B)]=[O, 1]u{2}

12. Troba linterior, la frontera, l'adheréncia, I'acumulaci6 i l'aillat
del conjunt A={(x,y)e R2 / x=6/n i 0<y<6(n-1)/n , ne N}. Quins
d'aquests conjunts sén iguals?

Solucis. Donem valors naturals a la n i fem la grafica del conjunt,

que estd formada per '8
segments de recta verticals 6
(amb els extrems inclosos)

de diferents longituds. 5

Veiem que In(A)=d, ja
que qualsevol bola oberta 4
ceggrada en un punt del I
conjunt conté punts de R2 3|
que no sén del conjunt.

Recordem que un punt 2
és de la frontera si tota bola
oberta centrada en ell 1
conté punts del conjunt i - I
punts fora d'ell.

Per tant, evidentment, O 2 3 6
podem assegurar que el conjunt A forma part de la frontera.

>
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Pero també forma part de la frontera’ el segment de recta de
I'eix Y, on s'apropen els segments de recta que formen part del
conjunt donat. Per tant,

Fr(A)=Au{(0, y) / O<y<6}

Si observem la figura, ens adonarem que el conjunt d'adheréncia
(format pels punts on totes les boles obertes, centrades en ells,
tenen punts del conjunt) i el conjunt d'acumulacié (format pels
punts on totes les boles obertes reduides, centrades en ells, tenen
punts del conjunt) sén iguals al conjunt frontera:

Ad(A)=AU{(0, y) / Osy<6} 1 Ac(A)=AU{(0, y) / O<y<6}
Podem escriure en aquest cas particular |Fr(A)=Ad(A)=Ac(A)]. ‘

Altres conjunts notables

13. En R considerem els conjunts A=(1, 3)u(5, +), B=(1, 3)u{5},
C=[1, 3Ju{2.n+1} i D=[1, 3)u{(2.n+3)/n}, on ne N. Estudia si s6n
oberts, tancats, acotats o compactes.

Solucié. Dibuixem els quatre conjunts donats (els dos ultims
donant valors a la n) i fem una analisi de cadascun d'ells.

A : PRIMER CONJUNT. Com

e Om——) O » que In(A)=A, sera un
1 3 5 +o  conjunt obert.

B . o -— Com que l'adheréncia

1 3 5 és Ad(A)=[1, 3]u[5, +),

C €s Ad(A)#A, i aixi no és
_.l_g g ® un conjunt tancat.

D 5 T2 El conjunt A no es pot

PY incloure dins una bola

1 2 «3 35 5 per .gros que sigui el

: radi. Aixi, A no és acotat.

Com que no és ni tancat ni tampoc acotat (hauria de ser les dues
coses a la vegada), no pot ser compacte.

SEGON CONJUNT. El conjunt B no és obert, ja que In(B)=(1, 3)=B.
Tampoc no és tancat, perqué Ad(B)=[1, 3]u{5}. Si que és acotat, ja
que es pot incloure en una bola oberta com per exemple Bg(0), és a
dir, un interval obert de centre l'origen i radi 6. No podra ser
compacte, perqué no és tancat.

TERCER CONJUNT. Com que C=[1, 3]u{3, 5, 7,...} no.és obert, ja que
In(C)=(1, 3)#C, perd és tancat ja que Ad(C)=[1, 3]u{5, 7....)=C. No
€s acotat, ja que el conjunt inclou punts cada vegada més grans i,
per tant, no es pot incloure en una bola oberta de radi finit.
Tampoc no és compacte, ja que no és acotat.
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QUART CONJUNT. Quant a l'altim conjunt D=[1, 3)u{(2.n+3)/n}, el
podem escriure com a D=[1, 3)u{5, 3'5, 3, 2'75,...} o també com a

D=[1, 3]u{3'5, 5}. Aixi D no és obert, perqué In(D)=(1, 3)#D. Si que
és tancat, ja que Ad(D)=D. També és acotat, perqué pot incloure's
en una bola oberta, per exemple la Bg(0). Per tant, com que és a la
vegada tancat i acotat, també és compacte.

En resum,
[Aés Obert| , [BésAcotat] , [Cés Tancat] i [D és Compacte]

14. En R pai‘tim de la familia A d'intervals tancats definida per a
tot ne N com a A={Ap=[(8-4n)/n , (4n-3)/n]}. Per a tots els elements

d'aquesta familia, calcula la seva uni6 i la seva interseccid, dient si es
tracta d'un conjunt obert o tancat.

Solucié. Donant valors a la n, dibuixem alguns intervals de la
familia donada, tot observant que els extrems s'acosten a -4 i a 4.
Aixi ens sera senzill determinar la uni6 i la interseccid:

S A — Gr——
-1 1
A, @ ' o
A -2'5 , 2'5 o
3 ?3 o S
Aq & }
- .3'25 3925
A O . -0O—
-4 4

A partir del dibuix observem que la unié i la intersecci6 son
UAn=(—4, 4) i mAn=["1, 1]
Com que. es tracta d'un interval obert i un altre de tancat,

deduim que la unié és un conjunt obert i la intersecciéo un conjunt
tancat, ja que In(-4, 4)=(-4, 4) i Ad[-1, 1]=[-1, 1].

15. Siguin els tres conjunts del pla donats per A={(x,y) / x=y},
B=((x,y) / -l<x<1 , y2<4} i C={lx,y) / x2+y2<1}u{(1,-2), (-1,2)}.
Estudia si sé6n conjunts oberts, tancats, acotats o compactes.

Solucié. En la plana seglient hem fet la representacié grafica
dels tres conjunts, obtingudes mitjan¢ant una série de punts.
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PRIMER CONJUNT. Es un semipla on la recta frontera, y=x, esta
inclosa en el conjunt. No és obert perqué In{A)={(x, y) / x>y}, és a
dir, el semipla sense la recta frontera, i es té In(A)#A. Si que és
tancat, ja que Ad(A)=A. Com que el semipla és il-limitat, no es
podra incloure en cap bola oberta i, aixi, no és acotat. Per tant,
tampoc no és compacte.

SEGON CONJUNT. El conjunt B té forma de rectangle, on els costats
estan exclosos del conjunt. Es obert, perqué In(B)=B. No és tancat,
ja que AdB)={(x,y) / -1<x<1 , y2<4}, on s'inclouén els costats del
rectangle, i aixi Ad(B)#B. Si que és acotat, perqué es pot incloure,
per exemple, en la bola oberta B3z(0). Com que no és tancat,
tampoc no podra ser compacte.

TERCER CONJUNT. Es un cercle tancat de radi unitat, conjuntament
amb els punts aillats Pj(-1, 2) i Pa(1, -2). Veiem que no és obert, ja
que In(C)={(x, y) / x2+y2<1}#C. Si que és tancat, ja que Ad(C)=C. Si
que és acotat, perqué també es pot incloure en la bola B3(0). En
conseqiiéncia, com que és tancat i acotat, sera compacte.

Resumint, diem que:
[Oberts: (B}] . [Tancats: (A, C}|

|Acotats: (B, C}| i [Cdmpactes: {cl]
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f) PROBLEMES PROPOSATS

1.1 L'ESPAI AFi EUCLIDIA
L'espai vectorial euclidid, norma euclidiana

16. Un polinomi de grau més petit o igual que 4 pot considerar-se
un vector de RS. Escriu com a vectors els polinomis

p1=1'2.x%-3.x3+1'56.x2-1'8.x+1'6 . , p2=-x%+1'4.x3-3'5.x2+0'2.x+1'8
p3=-0'2.x%+1'6.x3+2'2.x2+0'9.x-3'2
Calcula després les seves normes euclidianes. Podem assegurar
que els tres vectors formen un triangle equilater de R5?

Sol. U1=(1'2, -3, 1'5, -1'8, 1'6) ..., |[U1ll=||L2ll= llUs]l= 4'3
No necessariament.

1.2 PUNTS I CONJUNTS NOTABLES
Boles obertes

17. En el pla afi R? tenim tres boles obertes que, respectivament,
tenen per centres Ci(1, -4), C2(-3, -2) i C3(-8, 6) i radis r1=5, ro=9 i
r3=7. Escriu les seves inequacions. Estudia en quins cercles oberts
estan continguts els punts P;(-5, 9) i P2(3, -6). Quina és la distancia
entre aquests dos punts?

Sol. By: (x-1)2+(y+4)2<52 ..., P1e B3, P2e B i Poe By , d=17.

Punts interiors, exteriors i frontera

18. Per al conjunt de R2 definit per A={(x,y)e R2 / 1<x2+y2<9},
troba els conjunts In(A), Fr(A) i Ex(A). Formen aquests tres conjunts
una particié de R2?

Sol. In(A)={(x,y)e R2 / 1<x2+y2<9} , Fr(A)={(x,y)e R2 / x2+y2=1 o
x2+4y2=9) , Ex(A)={(x,y)e R2 / x2+y2<1 o x2+y2>9} , Si
In(A)UFr(A)UEx(A)=R2 | In(A)NFr(A)=0, In(A)NEx(A)=0

 Fr(A)NEx(A)=0.
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19. Sigui A={(x,y) / 0<x<1 , O<y<1} un subconjimt de R2. Escriu el
seu conjunt frontera com a unié de quatre subconjunts, fent primer
la representacié grafica.

Sol. Fr(A)={(0,y) / O<y<1}u{(l,y) / Osy<1ju((x,0) / O<x<1l}u
Uix,1) / 0<x<1}.

20. Partint del subconjunt de R definit per A={1/n / neN}, calcula
el seu interior i la seva frontera.

Sol. In(A)=@ , Fr(A)=Au{0}.

21. Siguin els conjunts de R2, A={(x,y) / y<x2} i B={(x,y) / y<4}.
Dibuixa'ls i determina els conjunts de punts interiors: In(4), In(B),

In(AnB) i In(A)NIn(B). Quina relacié observes entre els dos ultims
conjunts?
Sol. In(A)={x,y) / y<x2} , In(B)={(x,y) / y<4}
In(ANB)=In(A)NIn(B) ={(x,y) / y<x2 i y<4}.

Punts adherents, d'acumulacié6 i aillats

22. Per al conjunt A=[-1,0)u{7} determina, els conjunts
d'adheréncia, acumulacié i aillats.

Sol. Ad(A)=[-1,0]u{7} , Ac(A)=[-1,0] , Ai(A)={7}.

23. Troba els 6 primers punts del conjunt A={an=(-1)1+(1/n)}.
Descompon després el conjunt A en dos subconjunts I i P segons la
paritat del subindex n. Quin sera el conjunt d'acumulacié de A?

Sol. A={0, 3/2, -2/3, 5/4, -4/5, 7/6, ...} , I={-1+ 1/(2n-1)},
P={1+ 1/(2n)} , A=IUP , Ac(A)={-1,1}.

24. Determina el conjunt B=In[Ad(Ex(A)uIn(A))], si A és el conjunt
Q dels racionals. I si A fos l'interval A=[0,1]?

Sol. a) Ex(A)=In(A)=0 , B=J , b) Ex(A)JuIn(A)=R-{0,1} , B=R
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25. Comprova que tots els conjunts de R de la forma A=[a,b)uic},
on a<b<c, es verifica que A, Ad(A), In(A), Ac(A) i Fr(A), s6n tots
diferents.

Sol. Ad(A)=[a,b]uic} , In(A)=(a,b) , Ac(A)=[a,b] , Fr(A)={a,b,c}.

26. Sigui A={(1 -1/n, 1 +1/n) / ne N} un conjunt de R2. Troba els
conjunts d'adheréncia, acumulaci6 i aillats. Quina relaci6 hi veus?

Sol. Ad(A)=Au{(1,1)} , Ac(A)=((1,1)} , Ai(A)=A
Ad(A)=Ac(A)UAI(A).

Altres conjunts notables

27. Sigui el conjunt de R, A=(1/n}u{n2}, on ne N. Comprova que no
és obert, ni tancat, ni acotat, ni compacte. Podries dir un exemple
senzill d'un conjunt B que ho compleixi tot?

Sol. B=J , B és obert, tancat, acotat i compacte.

28. Considerem el con_]unt de R2, A={x,y) / y—x+1 , -1=x<1}.
Estudia si €s tracta o no d'un conjunt compacte.

Sol. A=Tancat , A=Acotat = A=Compacte.

29. Estudia si el conjunt de R2, A={(x, 1/x), xe R*} és tancat i
acotat. Sera compacte? Fes-ne la grafica.

Sol. A="Branca d'hipérbola” , tancat, no écotat, no compacte.

30. Donat. el conjunt de R, A={x / x=(1/m)+(1/n) , m,ne N}u{0},

comprova que tots els punts de la forma x=1/p, on peN, pertanyen a
aquest conjunt. Estudia si sera compacte.

Sol. 1/p=1/(2p) + 1/(2p) , A és tancat, acotat i compacte.
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

2.1 SUCCESSIONS NUMERIQUES

1) Successions de niameros reals. Terme general (an).
Monotonia: suc. creixent, decreixent i constant.
Acotacio: cota inferior (kj), cota superior (ks), suc.
acotades i divergents.
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2) Operacions amb successions. Suma, producte, poténcia
(1), producte extern. Propietats.

3) Progressions aritmétiques i geomeétriques. Prog.
aritmeética (p. a.), diferéncia (d), férmules. Prog.
geométrica (p. g.), rao (r), formules.

2.2 LIMITS DE SUCCESSIONS.

1) Limit d'una successié. Definicions topologica i classica
de limit. Suc. de Cauchy, convergents, infinitesimals.

2) Propietats dels limits. Propietats operacionals i
d'acotacio. El nombre d'Euler (e).

3) Infinitésims. Infinitésims comparables i equivalents.
Limits a més i a menys infinit, infinits. Infinits
comparables i equivalents. Ordre d'infinitésims i
d'infinits. Indeterminacions.

"~ 4) Calcul de limits. Determinacions per divisio, conjugacio,
pel namero e. Criteri de Stolz. Formula de Stirling.

2.3 SERIES NUMERIQUES.

1) Convergéncia de séries. Successio de sumes parcials,
série numeérica, sumatori, suma de la série (Xan). Séries
convergents, divergents i oscil-lants. Séries geomeétrica i
harmonica.

2) Criteris de convergéncia. Séries de termes no negatius i
de termes positius. Criteris de comparacié, Prings-
heim, D'Alembert, Raabe, Cauchy, logaritmic, de
condensacio.

3) Séries alternades. Definici6. Criteri de Leibniz. Séries
absolutament convergents i condic. convergents.

2.4 APLICACIONS DE LES SUCCESSIONS I SERIES.
1) Capitalitzacié composta. Capitalitzacié composta i-
continua. Anualitats de capitalitzaci6é i d'amortitzacio.
2) Equilibris estable i inestable. Punts d'equilibri. Model de
la teranyina. Equilibris estable i inestable.
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c) CONCEPTES I EXEMPLES
2.1 SUCCESSIONS NUMERIQUES

2.1.1 SUCCESSIONS DE NUMEROS REALS. Anomenarem Successio
de numeros reals a qualsevol aplicacié f del conjunt dels nombres
naturals al del reals, f: N»R. Per tant, per a tot natural n existird una
sola imatge real ap=f(n).

També podrem considerar una successié de nuameros reals com un
conjunt infinit i ordenat d'aquestes imatges, anomenades termes de .
la successid. Les successions les simbolitzarem per (ay), on el terme
anp és el terme general de la successio, i les representarem

graficament com a punts de la recta real, (ap)=(a1, a2, as, ..., an,...).
y_l 'f B__
1 »eq;
2 - oD
3 - P~ dg
o 3 B X & G
0. > a_ a @ ag a

Les successions podran ser definides pel seu terme general,
expressat en funcié de l'index n, ap=f(n), o bé mitjan¢ant una relacié
de recurréncia entre els seus termes, que consisteix a determinar el
valor d'un terme a partir dels valors dels termes anteriors.

- Exemple 11. La successi6é de terme general ap=9-2.n, té per termes
a1=9-2.1=7, ag=9-2.2=5, a3=9-2.3=3, etc. La podem escriure com a
(ap)=(7, 5, 3, ..., 9-2n,..). -

D'altra banda, considerem la successi6 (bp) que és definida per la

. relacié de recurréncia bp=1 si n<3 i by=bp-1+bp-2+bp-3 si n>3. Els
seus termes s6n by=bg=b3z=1, bg=1+1+1=3, bs=3+1+1=5, b6-5+3+1—9
etc. 1 aixi podem expressar la successio per (bp)=(1, 1, 1, 3, 5, 9,...)

Analitzem tot seguit el concepte de monotonia d'una successib.
Direm que una successié (ap) és mondtona creixent si cada terme és
més petit o igual que el seglient, és a dir, an<an+1, per a qualsevol
natural n.

De manera similar, una successio (ap) és monodtona decrevcent si
cada terme és més gran o igual que el segiient. Es a dir, per a tot n,
compleix an>an+1.

Direm que (ap) és una successié constant si tots els seus termes
s6n iguals, és a dir, anp=an+1, per a tot natural n. Observem que una
succ((izssm constant és monotona creixent i monotona decreixent a la
vegada
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Exemple 12. La successi6 (ap)=(7, 5, 3, ...) de l'exemple anterior és
mondtona decreixent, perd la (bp)=(1, 1, 1, 3, 5, 9,...) és una successio
monoétona creixent. Una successid constant (cp) pot ser la de terme
general cp=2, que sera (cp)=(2, 2, 2, ..., 2, ...).

Estudiem tot seguit el concepte d'acotacié d'una successié. Direm
que (ap) és una successié acotada inferiorment si existeix un ntimero
real ki, anomenat cota inferior, de manera que cada terme de la

successio és més gran o igual que aquest valor. Es a dir, si ap2k;, Vn.

‘Analogament, direm que (ap) és una successié acotada
superiorment si existeix un namero real ks, anomenat cota superior,
de manera que cada terme de la successié és més petit o 1gual que
aquesta cota. Es a dir, per a tot natural n es verifica ap<ks.

Quan una successié {ap) és a la vegada acotada inferiorment i
superiorment direm simplement que és una successié acotada. Per
tant, existiran cotes inferiors i superiors de manera que cada terme
de la successié estara comprés entre elles, ki<an<ks. Notem que els
termes d'una successio acotada (ap) constitueixen un-conjunt acotat,
ja que pot estar contingut en una bola oberta de radi finit, la,(<k.

Si una successi6é és monotona (creixent o decreixent) a partir d'un
terme determinat i no és acotada, en direm successié divergent, i els
seus termes s'acostaran a més o menys infinit.

Exemple 13. La successié anterior (ap)=(7, 5, 3, ...) esta acotada

superiorment, i les cotes superiors poden ser k=7, ks=7'3, kgs=8.... En.
canvi, l'altra successié (bp)=(1, 1, 1, 3, 5. 9, ...) esta acotada

inferiorment i pot tenir per cotes inferiors ki=1, k=04, kj=-1'2, etc.
Es tracta de dues successions divergents a -~ i a +, respectivament.
La successié constant (cp)=(2, 2, 2, ..., 2....) és, evidentment, una
successid acotada, on, respectivament, kj=1 i ks=3.
Un alire exemple de successié acotada és la de terme general
n=(2.n-1)/(n+1) o bé (dp)=(0'5, 1, 1'25, 1'4, 1'5,...). Veiem que pot tenir
per cotes inferior 1 superior k=0 i kg=2, respectivament.

Com que les successions sén aplicacions f: NoR, les podem
dibuixar en un diagrama cartesia. Aixi veurem el paral-lelisme entre
la monotonia i I'acotacié de les funcions i de les successions:

R o° R

“n @9 a 9,

as -ge %3 ?3 @

2] iﬁ-@

2 -d Ky &
123 n 1 2

La primera successié és monotona creixent i acotada inferiorment,
la segona és monotona decreixent i acotada superiorment. La tercera
no és creixent ni decreixent, perd si que és acotada.
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2.1.2 OPERACIONS AMB SUCCESSIONS. Designarem per S={(ap)} el
conjunt de totes les successions de numeros reals. Si considerem
dues successions qualssevol, (ap) i (bp), podem efectuar amb elles les
operacions internes segtients:

SUMA. La suma de dues successions (ap) i (bp) és també una altra
successio, que té per terme general ap+bp, és a dir, la successié
obtinguda sumant terme a terme els termes d'index igual de les
successions inicials. Es a dir,

(an)+(bn)=(an+bn)=(a1+b1, ag+bg, az+bg, ..., an+bn, ...)

PRODUCTE. El producte de dues successions (ap) i (bp) és també
una altra successi6, que té per terme general ap by, és a dir,

(an)*(bpn)=(an-bn)=(ai.b1, a2.bg, az.bs, ..., an.bp, ...

POTENCIA. La poténcia de dues successions (ap) i (bp) és també una
altra successi6, que té per terme general anTbp, obtinguda prenent
com a base ap i com a exponent by,

(an)T(bn)=(anTbp)=(a1 b1, agThs, azths, ..., anThy, ...)

Donat un real A i una successi6é (an), podem efectuar l'operacié
externa segiient: )

PRODUCTE EXTERN. El producte d'un real per una successié és una
altra successi6, que té per terme general A.ap, és a dir, la successio
obtinguda multiplicant el nimero per cadascun dels termes de la
successio original. Es a dir,

r(ap)=(.an)=0.aj, A.ag, 1.a3, ..., A.ap, ...)

Exemple 14. Siguin les dues successions (ap)=(7, 5, 3, 1, -1, -3, ...} i
(bp)=(1, 1, 1, 3, 5, 9. ...). Les successions suma i producte sén
(ap)+p)=(antbp)=(7+1, 5+1, 3+1, 143, -1+5, -3+9,...)= (8, 6, 4, 4, 4, 12, ..))
(an)*(bp)=(an-bn)=(7.1, 5.1, 3.1, 1.3, -1.5, -3.9,...)=(7, 5, 3, 3, -5, -27, ...)
Amb el real A=2 i la successio (ap), la successié producte extern és
2.(ap)=(2.an)=(2.7, 2.5, 2.3, 2.1, ...)= (14, 10, 6, 2,...)

A partir de les propietats de les operacions amb successions, que
indiquem en l'apartat de formulacié matematica, tenim que la terna
(S, +, ) té l'estructura d'anell commutatiu amb element unitat, on
I'element neutre de la suma és la successié nul-la, (0)=(0, 0, 0,..), i
I'element unitat, o element neutre del producte, és la successio
unitat, (1)=(1, 1, 1, ...).

Els elements simétrics de les operacions anteriors de suma i
producte sén la successidé oposada, -(ap)=(-ap)=(-a, -ag, -as,...) i, si
existeix, la successio inversa, (ap)-1=(1/ap)=(1/a;, 1/a9, 1/as,...).

A partir d'aqui es poden definir dues noves operacions entre
successions, la diferéncia de successions, (an)-(bn)=(an)+(-bn).
definida com la suma de la primera amb l'oposada de la segona, i, si
és possible, el quocient entre successions, (an/bn)=(an)*(bn)-1, definit
com el producte de la primera per la inversa de la segona.
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Exemple 15. Per a les successions (apn)=(7, 5. 3, 1, -1, -3, ...) i (bp)=(1, 1,
1, 3,5, 9, ..., la successi6 diferéncia i la successié quocient sén:
(ap)-(bp)=(7-1, 5-1, 3-1, 1-3, -1-5, -3-9,.. )= (6, 4, 2, -2, -6, -12, ...)
(ap)/bp=(7/1,5/1,3/1,1/3,-1/5,-3/9,..)= (7,5, 3, 1/3, -1/5, -1/3, ..).

Amb les operacions de suma i de producte extern, també es pot
comprovar que la terna (S, +, .) compleix els axiomes necessaris
perqué tingui l'estructura d'un espai vectorial real.

2.1.3 PROGRESSIONS ARITMETIQUES I GEOMETRIQUES. Son dos
casos particulars de successions que tenen molt d'interés en l'estudi
de la matemitica financera. Direm que una successié (ap) és una
progressi6é aritmética si la diferéncia d entre dos termes consecutius
és sempre la mateixa. Es a dir, d=ap+1-an €s constant i, per tant,
tindrem ag-aj=d, az-ag=d, as-az=d, etc.

De l'expressié anterior podem deduir que el terme general, an, pot
expressar-se en funcié del primer terme, aj, per ap=aj;+(n-1).d.

Si tenim un nombre finit de termes d'una progressi6 aritmética,
ai, as, as, ..., an-2, an-1, an, veiem que entre ells es verifica la propietat
d'equidistancia, on la suma del primer amb l'altim és igual a la del
segon ‘amb la del penaltim, igual a la del tercer amb la de
I'antepeniltim, etc. En la relacié, aj+ap=ags+an-1=ag+an-2=...,
observem que la suma d'indexs és sempre igual a n+1.

Si tenim en compte aquesta propietat, podem deduir el valor de la
suma dels n primers termes d'una progressi6é aritmética. Obtindrem
Sn=[(aij+an)/2]l.n. Notem que, en el cas que el nombre de termes
sigui imparell, l'expressioé del claudator sera el terme central de la
progressio aritmética, ac=(a;+apn)/2.

Exemple 16. La successié (ap)=(7, 5, 3, 1, -1, -3, ...) és una progressio
aritmética (p. a.), ja que la diferéncia entre dos termes consecutius s
sempre la mateixa, 5-7=-2, 3-5=-2, 1-3=-2, etc. Per tant, d=-2.

El terme general és ap=aj+(n-1).d=7+(n-1).(-2)=7-2.n+2=9-2.n.
Aixi, per exemple, el terme a)3 és a13=9-2.13=9-26=-17. Ho podem
comprovar trobant els 13 primers termes:

7531-135 -7 9 -1 -13 -15 -17

Comprovem la propietat de l'equidistancia, aj+an=7+(-17)=-10,
ag+an-1=5+(-15)=-10, ag+an-2=3+(-13)=-10, etc.

Si volem sumar aquests 13 termes, aplicarem la férmula
corresponent, Sy3=[{aj+aj3)/2].13=[(7-17)/2].13=-5.13=-65.

Podem comprovar que, efectivament, la suma déna aquest valor i
també que el terme central és ac=(aj+a3)/2=-5.

De manera similar, direm que una successié (ap) és una progressio
geométrica si el quocient o rad r entre dos termes consecutius és
~sempre el mateix valor. Es a dir, r=ap,]/an €s constant i, per tant,
tindrem ag/a)=r, az/as=r, ag/as=r, etc.
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El terme general, ap, pot expressar-se en funcié del primer terme,
aj, per ap=a).ri-l. Si tenim un nombre finit de termes d'una
progressié geométrica, aj, a2, as, ..., an-2, an-1, an, veiem que es
compleix també la propietat d'equidistancia, on el producte del
primer terme amb l'ultim és igual al producte del segon amb el
penultim, etc. Obtindrem aixi la relacio, aj.an=az.an-1=a3.an-2=.. . Igual
que en les progressions aritmétiques, en aquesta progressi6é la suma
d'indexs de cada membre és sempre igual a n+1.-

A partir d'aqui podem deduir el valor del producte dels n primers

termes d'una progressi6 geomeétrica. Obtindrem Pn=[V a.an™
Novament, en el cas que el nombre de termes sigui imparell,
I'expressié del claudator sera el terme central de la progressio

geométrica, ac=\] aj.an. .

Es pot deduir també la formula de la suma dels n primers termes
d'una progressié geométricd, Sp=(an.r-aj)/(r-1). Si la ra6 és, en valor
absolut, més petita que la unitat (Irl<1), la progressié geométrica €s
una successio- on el terme general tendeix a zero. Aixi, la suma dels
infinits termes d'una progressié geométrica amb- iri<1 és S=a;/(1-r).

Exemple 17. La successi6 (ap)=(32, 16, 8, 4, 2, 1,...) és una pfogressié
geométrica de rad r=16/32=1/2. Veiem que 8/16=1/2, 4/8=1/2, etc.-

El terme general és ap=aj.r""1=32,(1/2)1"1=95/20-1226-n_ Aixj,
per exemple, el terme ag és ag=26-9=2-3=1/23=1/8. En efecte, els 9
primerstermessén32 16 8 4 2 1 1/2 1/4 1/8.

Comprovem la propietat de l'equidistancia, aj.ap=32.1/8=4,
ag+ap-1=16.1/4=4, ag+ap-2=8.1/2=4, etc. El producte d'aquests 9
termes és Po=[va1.agl9=[V32.1/8]9=29=512.

Veiem que el terme central és ac=\la1.a13=2. La suma d'aquests 9
primers termes val Sg=(ag.r-aj)/(r-1), operant, Sg=[(1/8).(1/2)-

32]/[(1/2)-1]=...=63'875. La suma de tots els termes d'aquesta
progressié geomeétrica decreixent és , Sw=ay/(1-1)=32/(1- 1/2)=64

2.2 LIMITS DE SUCCESSIONS

2.2.1 LIMIT D'UNA SUCCESSIO. Si (ap) és una successié de nameros
reals, direm que a és el limit de la successié si per qualsevol bola
oberta de radi € centrada en a, Bg(a), existeix un natural ng de
manera que per a tots els naturals més grans que ell, n2ng, es verifica
que ap pertany a aquesta bola oberta. Escriurem
a= Lim ap ‘
n—oo

També, per simplificar, posarem a=Lim(ay), Se sobreentén que la
n tendeix a- infinit. D'aquesta manera, l'anterior definicié topoldgica
de limit es pot escriure com a

a=Lim a, (aeR) & [VBE(a) dneeN / Vn2n, = aneBs(a)]
n—oo
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Podem comprendre millor la definicié anterior si considerem la
successio com a punts de la recta real, on observem que, prescindint
de les successions constants, el limit a és un punt d’acurmulacié del
conjunt format pels infinits termes de la successio, ja que tota bola
oberta reduida de centre a conté termes de la successi6,

q ) ag

La definicié anterior pot ser més comprensible si utilitzem la noci6
de distancia en R. Recordem que d(ap, a)=lag-al. D'aquesta manera,
la definicié classica de limit vindra donada per

a=Lim a, (acR) & [Ve>0,3noeN / Vnz2n, = lan—a|<£]
n—oo

En la representacié grafica observem també que, a mesura que
avanca n, dos termes consecutius s'acosten cada vegada més (les
successions que tenen aquesta propietat s'anomenen successions de”
Cauchy):

—_—— © ©
q =) ag

Exemple 18. La successi6 (ap) de terme general an=(2.n-1)/(n+1) té
per termes (ap)=(0'5, 1, 1'25, 1'4, 1'5,...). Com veiem, és mondtona
creixent i es va acostant cada vegada més a 2 ja que, per exemple, per
n=99 hem vist en I'exemple 13 que agg=1'98. Si volem comprovar
que 2 és el limit de la successi6 anterior, haurem de deduir n en

|anal<e, IM-2|<3 . |i<e , 3 <e .3+l , 31
n+l n+l n+l € €

En el cas que €=0'01, ens quedara n>299. Per tant, ng=300.
Comprovem que la desigualtat lap-al< ¢ es verificara, ja per n=300,

-a=12.300-1 o|_.|600-1-600-2|__3 =0'0099667 < 001
lasoo-2| !300+1 301 ’ 301

Anomenarem successié convergent una successio (an) que tingui
limit, a=Limf(an). El conjunt de totes les successions convergents
definides en el conjunt dels nombres reals el designarem per S¢.

En particular, anomenaremsuccessio infinitesimal una successi6
convergent que té per limit zero. Evidentment, la successié nul-la,
(0)=(0, 0, 0, 0,...), és una successi6 infinitesimal.

Exemple 19. La successi6 (ap) de I'exemple anterior és convergent
perqué té limit (a=2}), per6 no és infinitesimal, ja que aquest limit és
diferent de zero.

Si que és infinitesimal la successié (bp) de terme general
bn=3/(n+1). Com podem veure (bn)=(1'5, 1, 0'75, 0'6, 0'5,...}, es va
acostant cada vegada més a zero.
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2.2.2 PROPIETATS DELS LIMITS. A partir de la utilitzacié de la
definicié classica de limit i amb les dues successions convergents
(an) i (bp), de limits respectius a i b, es pot demostrar que es
compleixen les segiients propietats operacionals dels limits:

(1) ]Lim(an+bn)=a+b|. El limit de la successi6 suma és igual a la
suma dels limits de les successions inicials.

2) |Lim(an-bn)=a-b|. El limit de la successi6é diferéncia és igual a la
diferéncia dels limits de les successions inicials.

(3) |Lim(an-bn)=a.b|. El limit de la successi6 producte és igual al
producte dels limits de les successions inicials.

(4) . El limit de la successi6 producte extern és igual
al producte del niimero pel limit de la successié inicial.

(5) |Lim(an/bn)=a/b|. El limit de la successié quocient és igual al

quocient dels limits de les successions inicials, sempre i quan
tots els termes de (bp) i el limit b siguin no nuls.

(6) ILim(anTbn)=aTb|. El limit de la successi6 poténcia és igual al
limit de la successi6 base elevat al limit de la suc. exponent.

Exemple 20. Per a les successions (ap)=(0'5, 1, 1'25, 1'4, 1'5,...) de
l'exemple 18 i (by)=(1'5, 1, 0'75, 0'6, 0'5,...) de I'exemple 19, que tenen
respectivament com a limits a=2 i b=0, el limit de la successi6é suma
sera a+b=2+0=2. En efecte,

{an+bp)=(0'5+1'5, 1+1, 1'25+0'75, 1'4+0'6, 1'5+0'5,...)=(2, 2, 2, ...) 5 2

Comprova com a exercici que la successio producte (an-bn) és
també convergent de limit a.b=2.0=0. Es a dir, és una successio
infinitesimal.

La successio quocient veiem que (ap/bp) té per termes (0'5/1'5, 1/1,
1'25/0'75, 1'4/0'6, 1'5/0'5,...), és a dir, (0'33, 1, 1'66, 2'33, 3....) . Com que
no esta acotada, no és convergent. En aquest cas és divergent.

Finalment, apuntem la successi6é poténcia (apTbp)=(0'51'5, 11,
1'259'75, 1'40°6, 1'50'S, . )=(0'35, 1, 1'18, 1'22, 1'22,...). Encara que
nomeés prenent uns quants termes no ho sembla, el limit ha de ser
20=1. Comprovem-ho per n=99. Tindrem ago=(2.99-1)/(99+1)=1'97 i
bgg=3/(99+1)=0'03, i aixi observem que aggTbgg=1'97003=1'02=1.

Apuntem també les propietats d'acotacié dels limits que ens poden
ser ttils per a calcular limits de successions:
(7) El producte d'una successié infinitesimal per una acotada és
també infinitesimal.
(8) Tota successi6 monodtona creixent i acotada superiorment és
convergent. '

(9) Tota successié monoétona decreixent i acotada inferiorment és
convergent.

(10) Tota successié convergent és acotada, perd0 no totes les
successions acotades s6n convergents.
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(11) Si tots els termes d'una successié (by) estan compresos entre
els respectius termes corresponents de dues successions (ap)
i (cn) convergents i del mateix limit, llavors la successié
donada (bp) €s convergent i té el mateix limit que (an) i (cp).
(Propietat dels termes acotats).
Per comprendre millor aquesta ultima propietat ens podem fixar
en l'esquema segtlient:

O ©
Q) =
© O
by b
O ©
C 2

Hi veiem dues successions convergents (ap) i (cn) que tenen el
mateix limit a=c. Si suposem ara una nova successi6 (bp), on els seus
termes estan compresos entre els termes corresponents de les dues
successions anteriors, aj<bj<cj], ag<ba<csy, etc., llavors la successi6
(bn) és convergent amb el mateix limit b=a=c.

Exemple 21. Les propietats anteriors sén forga intuitives. Aixi, per
exemple, la 9a propietat ens diu que qualsevol successié convergent
és acotada, com veiem en la successio (ap)=(0'5, 1, 1'25, 1'4, 1'5,...) de
I'exemple 18, que té per limit a=2. Una cota inferior pot ser ki=0 i una
superior kg=3.

Perd de qualsevol successié acotada no podem deduir que sigui
convergent, com es pot veure amb la successié (by) de terme general
bp=(-1)1, és a dir (bp)=(-1, +1, -1, +1,...). Veiem que és oscil-lant i
acotada, ja que -2<bp<2, perd que, al no tenir limit , no és convergent.

Un cas particular molt important de successié poténcia (anTbp) és
la que té per limit el nombre e d’Euler, on les successions base i
exponent sén, respectivament, (ap)=(1+ 1/n) i (bp)=(n). Calculem els
primers termes d'aquesta successio (ep)=(1+ 1/n)n,

(en)=(2, 2'25, 2'37, 2'44, 2'48, 2'52, ...)

Es pot observar que és monodtona creixent i es pot comprovar aixi
mateix que és acotada superiorment, on una cota superior és kg=3.
Per tant, per la propietat (8), la successié (en) és convergent. El seu
limit és el nombre e d'Euler, un nombre irracional de valor:

e=2'71828182...

2.2.3 INFINITESIMS. Anomenarem infinitésim una successié (ap)
infinitesimal i no nul'la, és a dir, una successié convergent de limit
zero i diferent de la (0)=(0, O, O, ..). Per tant, fixem-nos que un
infinitésim no és un namero molt petit, sind una successié de
nuameros que s'acosten cap a zero.
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Exemple 22. La successi6 (ap)=(1/n) és un infinitésim, ja que tenim
(ap)=(1, 0'5, 0'33, 0'25, 0'2, ...}, és a dir, una successio infinitesimal.
També son infinitésims les successions (bp), (cp) 1 (dp) de termes
generals bp=3/(n+2), cp=(n+1)/ n? i d,=8/(n+1)3, on els seus cinc
primers termes son:
(bn)=(1, 0'75, 06, 0’5, 042, ...} , (cp=(2, 075, 044, 031,024, ...)
i (dp)=(1, 029, 0'12, 006, 003, ...).

En aquest exemple podem veure que les tres primeres successions
tendeixen a:zero amb la mateixa rapidesa, mentre que l'altima ho fa
molt més de pressa. Seguint aquesta idea, direm que (ap) i (bn) son
infinitésims comparables si el limit del seu quocient és un namero
real no nul, Lim(an/bpn)=k, k0.

En el cas particular que aquest quocient sigui la unitat, és a dir,
Lim(an/bn)=1, direm que (ap) i (by) son infinitésims equivalents, i
escriurem (ap)=(bp).

Si e=(ay) és un infinitésim, una taula d'infinitésims equivalents és:

sin(g) = € 1-cos(g) =€2/2 tan(e) = €
be-1 =e.Ln(b) (b>0) e€-l=¢g Ln(e+l) = €

que ens sera util a I'hora de calcular limits de successions, ja que
podrem substituir un infinitésim pel seu equivalent.

Exemple 23. Veurem que els infinitésims de I'exemple anterior (an) i
(bp) s6n comparables. Formarem la successi6é quocient i trobarem els
tres primers termes i també el dese i el centésim,
(B2)= _ALH&) =(1,066,055, ..., 04, ....034,..) >1/3
bn/ \3/(n+2)] \3.n
Com que Lim(ap/bp)=1/3 és un numero real diferent de zero,
podem assegurar que (ap) i (bp) sén dos infinitésims comparables i,
per un abus de llenguatge, direm que “el segon és el triple del primer”.
Veiem que també sén comparables (ap) i (cp).
(Br)= (-—1L) =(-2) = (05,066,075, ..,09. ..., 099, ..) > 1
Cn (n+1)/n2 n+1l
Observem que (ap) i (cp) s6n també infinitésims equivalents i
podem escriure (ap) = (cp).
En canvi, no sén comparables els infinitésims (ap) i (dp), ja que el
limit del seu quocient no és cap niimero real,

3
(a—n)= 1/n =((n+” \=(1. 1'68, 266, ..., 15129, ..., 128787, ...) = 4o
dn/ \8/(n+1)3] \ 8n / .

En l'exemple anterior hem trobat una successié de limit a més
infinit, ja que es tracta d'una successié creixent no acotada
superiorment. De la mateixa manera, una successié sera de limit a
menys infinit si és decreixent i no esta acotada inferiorment.

De manera similar als infinitésims, també els infinits, o més ben
dit, les successions divergents a més o menys infinit, poden ser
comparables i equivalents.
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Direm que (an) i (bp) sén dos infinits comparables si Lim(an/bn)=k,
on k és un numero real no nul. En el cas particular que k=1, en
direm infinits equivalents.

Exemple 24. Siguin les successions de termes generals ap=n+4,
bn=(02+1)/(2.n), cn=n2/(n+3} i dp=(2.03)/(n+1). Trobem els tres
primers termes i també el desé i centésim de cada successio:
(@n=65.6.,7,....14,....104,..)  (byk=(1, 125, 1'66, ..., 505, ..., 50, ...)
(cn)=(025, 0'8, 15, ..., 7'69, ...97, ...} (dp)=(1, 533, 135, ..., 181,...19801, ..)
Com que totes elles tendeixen a infinit, direm que les successions
(an), (bp), (cn) i (dp) son infinits.

Comparem les tres ultimes amb la primera, fent les respectives
successions quocient i trobant els seus termes dividint terme a
terme:

(an/bn)=(5, 4'8, 421, ..., 2'77, ..., 2'079,...) » 2 Comparables
(an/cp)=(20, 7'5, 4'66, ..., 1'82, ..., 1'07, ...) » 1 Equivalents
(an/dn)=(5, 1'12, 0'51, ..., 0077, ..., 00052,...) — 0 No comparables.

Quan dos infinitésims o dos infinits no sén comparables, podem
establir el concepte d'ordre. Aixi, direm que (ap) és un infinitésim
d’ordre superior al (bg) si Lim(an/bp)=0, la qual cosa vol dir que (ap)
s'acosta més rapidament a zero que (by). Si Lim(ap/bp)=e, direm que
(an) és un infinitésim d'ordre inferior al (bn).

En el cas d'infinits, direm que (ay) és un infinit d'ordre superior al
(bn) si Lim(an/bn)=e, cosa que significa que (an) divergeix més dé
pressa que {by). Si es verifica que Lim(an/bp)=0, és clar que (ay) sera
un infinit d'ordre inferior al (bp).

En el calcul de limits de l'apartat segiient sovint operarem amb
infinits (e0), infinitésims (0) i també successions de limit la unitat (1).
Obtindrem expressions “a priori” desconegudes que anomenem
indeterminacions, perqué el seu valor dependra de T'ordre de
I'infinit o infinitésim. Aquestes sén:

[ 0. =/ 0/0 1= <0 00 ]

La técnica del calcul de limits que veurem tot seguit ens servira
per a calcular el valor d'aquestes indeterminacions, encara que també
a vegades és possible utilitzar infinitésims equivalents per arribar a
saber el valor del limit.

Exemple 25. Sigui ara la successio (ap) que té per terme general
an=[sin(6/n)]/[tan(2/n)]. Si per calcular el limit substituim la n per oo,
obtindrem,

a= Lima —L1mM_M=Q

e n== tan{2/n} tan(0) O
Aquesta indeterminacié la podem resoldre substituint els
infinitésims del numerador i del denominador pels seus
infinitésims equivalents. Obtindrem,

a= Lim 306/1) ;. 6/Mm 1 im6-3
n—=e tan(2/n}) no= 2/n noe 2
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2.2.4 CALCUL DE LIMITS. Per calcular el limit d'una successié, el que
podem fer a la practica, tot i no ser formalment correcte, és
substituir la n per «. Pot ser que, amb la substitucié, ens quedi una
de les indeterminacions esmentades anteriorment. Explicarem
alguns meétodes elementals per resoldre aquestes indeterminacions:

DETERMINACIO PER DIVISIO. Si l'expressié indeterminada és oo/eo,
dividirem tant el numerador com el denominador per la maxima
poténcia de n que aparegui en l'expressi6é del terme general.

Exemple 26. Les tres successions segiients son totes indeterminades
de la forma co/ o,

(a)=810%:30+7  (h)=—4D0-9 ()=D*+5.0-6
2.n2-5 n2+3.n+2 4.n+3

Calculem els limits dividint el numerador i el denominador per
n2, que és la maxima poténcia de n en tots els casos:

a= Lim 8.02-3.0+7 _ 1,1y 8-B/M+7/1?) _ 80,0 _8_4
noe  9n25 o= 25/n?) 20 2
be Lim—40-9 __pim_@/0-0/0%) _ 00 _o0.4
n-e 2.3 042 2= 14+(3/n)}+(2/n?2) 1+0+0 1

Cc= Limn2_+&.ll‘_§_= LimM:M:l:m
n—e 4 n+3 == (4/n)+(3/n2?) 0o+0 O

En aquest exemple veiem que si el numerador i el denominador
s6n polinomis del mateix grau, llavors el limit de la successio €s igual
al quocient dels coeficients dels termes de grau maxim. També
observem que, si el grau del numerador és més petit que el del
denominador, el limit és igual a zero, i si el grau del numerador és
més gros que el del denominador, el limit és igual a infinit.

DETERMINACIO PER CONJUGACIO. Quan, en voler calcular un limit, on
hi . ha termes bindmics amb radicals, obtenim una
indeterminaci6 de la forma -, és possible obtenir el valor del
limit multiplicant i dividint per l'expressié radical conjugada de
I'expressié que provoca la indeterminacio.

Exemple 27. Donada la successié (ap)=(V n+2.(Yn+1-Vn)), si volem
calcular el limit, ens trobem amb la indeterminacié -, deguda al
segon factor. Multipliquemn el numerador i el denominador per
I'expressié radical conjugada, que és la mateixa, perd canviant el
signe menys, que separa els dos radicals, pel signe més:

a= LimYn+2 .(Vn+ 1 4/?1) =LimYn+2 .(V_ n+l —VE)M
n—oeo n—ee (mWﬁ)
Com que “suma per diferéncia és igual a diferéncia de quadrats”,
. (n+1)-n . Yn+e2 _°
a=LimYn+2. =Lim-10+& =
n=e Yn+l+vm "= Yn+el+vm o

Dividirem ara numerador i denominador per la maxima poténcia
de n, que en aquest cas és nl/2 i obtindrem el limit buscat,

a= Lim Y1+(2/n) _ Y1+(2/9) _ Y140
e yTHI/M VT Y 1+(1/c9)+1  VI+0+1

1 -1
1+1 2
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DETERMINACIO PEL NUMERO e. Recordant que e=Lim(l1+ 1/n)?, si
obtenim la indeterminacié 1<, farem els passos adients per
aconseguir expressar el limit com una poténcia del numero
d'Euler, e¢. Una manera mecanica de calcular-lo és saber que si
(an) i (bn) s6n les successions base i exponent, respectivament,
llavors I'exponent ¢ ve determinat per

c= Lim (ap-1).by
n—oo

Exemple 28. Sigui (cp) una successio on el seu terme general té com a
base ap=(n+3)/(n+2) i d'exponent bp=4.n-1. Es clar que a=Lim(ap)=1 i
que b=Lim(bp)=ce, obtenint la indeterminacié c=Liml(cp)=1%°. Tenim,

c=Lim mr = le(ﬂ‘*z—*‘l ot Lim(l+ J_r ol

noe \n+2 noe \ n+2 L
. ] |m2.dnl 1 (2Rl
=le(l+ ) =Lim (1+ ) n+2 _
n—ye n+2 n—ye n+2
4a:1
=[Lim(1+ 1 )mz]%l*m nes =¢t
n—e n+2

Fem-ho ara directament. Veiem que el limit és e=e4, ja que:

c=Lim (n+3 ) (4.n-1)=Lim (M&),@,n- 1)=Lim%0-1 -4
n-e \n+ ==\ n+2 n-e 142

Per al calcul d'alguns limits ens pot ser 1til també el criteri de
Stolz, on es parteix d'una successié quocient {cp)=(an/bn) que pren la
forma indeterminada eo/,. Llavors el limit ¢, si existeix, pot ser

. [@p-ap-
c= Lim [Sn—n-1 1)
n—ee (bn'bn—l

Hem d'advertir que el criteri de Stolz també pot aplicar-se en el
cas que la successié numerador no divergeixi, sempre que la del
denominador sigui estrictament creixent i divergent.

n,
Exemple 29. Sigui la successi6 (ap)= =(Vk.n), on k és constant. Tenim

a=Lim Yk.n =Lim (k.n)}/? = (k.e)//~ = o0
N—se n-seo

Per aconseguir un quocient i poder aplicar el criteri de Stolz,
podem aplicar logaritmes al seu terme general,

Ln(ag)= Ln ((k.n)!/7) =w

Com que log(e)=es, en trobar el limit de la successio anterior ens
quedara de la forma indeterminada «~/e, Apliquem Stolz,
Lim Lnag) = Lim Ln (k.n) =Lim Ln (k.n)- Ln(k.(n-1))
n—oo N—oo n N—oo n-(n-1)
Com que la resta de logaritmes és el logaritme del quocient,
Lim Ln(ay) =Lim Ln (_k-n_ =Lim Lo (-0
N—eo noe \K(n-1)) poe ‘n-1
En el proper capitol de les funcions continues veurem que el limit
d'un logaritme és igual al logaritme del limit. Per tant,
Ln(Lim a.,): m(um Ll) ., Ln(a)=Ln(1) , a=1.

N—yco Nn—oeo N-

) n
Esadir, |Lim (Vk.n)=1|, resultat que emprarem més endavant.
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En alguns problemes de limits ens trobem amb successions on
intervé el factorial n!. Eliminarem aquesta dificultat mitjancant la
Jormula de Stirling, que no demostrem

Lim(——nl -1

n—e | nt.enyY2.7.n

L'expressio anterior ens indica que els infinits del numerador i del
"denominador sén equivalents, és a dir,

n!=nt.eny2..n

Exemple 30. Trobem el limit segiient on intervé un factorial,
Yorenvyonn
a= Lim (2.n+12). Yn! =Lim (2.n+1).Yn.em.¥2.r.n

N—oo n nN~yo0 n?

n
Simplificant i tenint en compte que Lim Vk.n=1,
(2.n+1).n.e>Yx.2n < Lim 20+1).1 _

n? n e.n

a=Lim
n—oo

o

Per acabar l'estudi de les successions, hem apuntat en l'apartat de
formulacié unes taules de limits, on indiquem com es poden deduir
els limits d'una suma, diferéncia, producte, quocient i poténcia de
dues successions (ap) i (bn), coneguts els seus limits respectius.

2.3 SERIES NUMERIQUES

2.3.1 CONVERGENCIA DE SERIES. Donada la successié de numeros
reals (ap)=(ai, a2, as, ..., an, ...), anomenarem successié de sumes
parcials la successié (sp) formada pels termes sj=aj, sg=aj+as,
sg=aj+ag+as, ..., €s a dir, la de terme general sp=aj+ag+az+...+ap.
Escriurem (sp)=(aj+ag+ag+...+an).

Exemple 31. Partim de la successi6 (ap)=(21-M) que té com a termes
aj=1, ag=1/2, ag=1/4, ay=1/8,.... an=1/2""1,.. Formem la successié de
sumes parcials (sp), on els seus termes son,
s1=1, sp=1+(1/2)=83/2, s3=1+(1/2}+(1/4)=(4+2+1)/4=7/4,...
Si continuem d'aquesta manera, obtindrem la successi6é de sumes
parcials (sp)=(1, 3/2, 7/4, 15/8, 31/16, 63/32,...).

Formalment, una série numérica és el parell ((ag), (sp)) constituit
per la successié inicial (ap) i la successié de sumes parcials (sp). Per
simplificar, simbolitzarem una série numérica amb el sumatori:

oo

((an), (Sn))=r§1 a, o, abreujadament, per ((a,), (sp))=Zan
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En el cas que la successi6 de sumes parcials (sp) sigui una
successié convergent de limit el real S, Lim(sp)=S, direm que la
'série Yan és una série convergent, i, del seu limit S, en direm suma
de la série. Escriurem S=Yap.

Es pot demostrar que una condicié necessaria de convergéncia
d'una série numérica, Yan, és que la successié inicial (ap) sigui
infinitesimal, és a dir, que Lim{ap)=0.

Exemple 32. La série de l'exemple 31, Tap=Y¥21-0, és convergent.
Nomeés cal veure que la successié de sumes parcials, (sp)=(1, 3/2, 7/4,
15/8, 31/16, 63/32,...) o també (sp)=(1, 1'5, 1'75, 1'87, 1'93, 1'96,...), té
per limit 2.
Per tant, la série Ta,=Y21"0 és convergent de suma S=2. Podem
posar també ¥21-n=2,
=

1/8
1/2

1/4

Es pot comprendre geométricament aquest resultat prenent un
quadrat d'area unitat, després sumant-li un rectangle d'area 1/2, etc.
Observem que la suma d'aquesta série serd un rectangle d'area S=2.

Si la successié de sumes parcials és divergent, Lim({sp)=~, direm
que Yap és una série divergent. També, si no existeix el limit de la
successié de sumes parcials i és divergent, direm que Yap és una
série oscil-lant.

Exemple 33. Sigui la série Yap de successié inicial (ap)=(1/n) de
termes (1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,...). La successi6 de sumes parcials és:
si=1, s9=1+40'5=15, s3=1+0'5+0'33=1'83,
sq=s3+(1/4)=1'83+0'25=2'08, s5=s54+1/5=2'08+0'2=228, ...

Seguint aquest procés, obtindrem la successio (sp)=(1, 1'5, 1'83,
2'08, 2'28, 2'44, 2'58, 2'70, ...), que es pot comprovar que, encara que
molt lentament, és divergent. Es a dir, Xap és una série divergent.

D'altra banda, la série Yap, on la successio inicial és la de terme
general (-1)™*1, és una série oscil-lant, ja que, com que és (ap)=(1, -1, 1,
-1, 1, -1,...), si formem la successi6é de sumes parcials (sp), tindra com
a termes s1=1, sg=1-1=0, s3g=1-1+1=1, ... i aixi (spn)=(1,0, 1,0, 1, 0, ...),
que, evidentment, no té limit.

SERIES IMPORTANTS. En l'estudi de la Matematica financera ens
trobarem amb diferents tipus de séries, com la série geométrica, de
la forma Ya.r?-1 i que equival a la suma de termes d'una progressié
geométrica, S=a+a.r+a.r2+a.r3+...+a.ri+....

Recordem que a és el primer terme i r, la ra6. La suma dels n
primers termes sp=aj+ag+as+...+an, sabem que és sp=(ap.r-a;}/(r-1).
En el nostre cas tenim

sp=(a.r0-1.r-a)/(r-1)=a.(rn-1)/(r-1)
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Si fem un estudi de la convergéncia de les séries a partir del valor
de la raé r, arribarem a les conclusions que esquematitzem en el
diagrama seguient:

divergent| -1 [convergent] 1
O O

I
i

Una altra série d'interés rellevant és la série harmonica, definida

com a Y(1/nP), on l'exponent peR. Fent un estudi de la convergéncia
es pot deduir que per p<l és divergent i que per p>1 és convergent.

divergent

Rao (r)

Exemple 34. Ja hem vist que la série X(1/n) de termes (1, 1/2, 1/3,
1/4, 1/5,...) és divergent. Es tracta de la série harmonica amb p=1.

Uns altres exemples de séries harmoniques poden ser la X(1 /N1,
onp=1/2,ila 2(1 /n2), on p=2. Obtenim,

Z( ) 1+ Ll gl ):(L)= +Le Lyl il
\/_\/‘\/_»I_w/_ i \n? 22 32 42 5
La primera és divergent, ja que p=1/2<1, mentre que la segona €és

convergent. Pots calcular amb els 10 primers termes que el limit
aproximat és 1'54.

2.3.2 CRITERIS DE CONVERGENCIA. Comencarem en primer lloc
fent un estudi de les séries de termes no negatius, que son aquelles
séries Ya, on tots els termes de la successi6 inicial (ap) son positius
o nuls. Per saber si una série d'aquestes caracteristiques és o no
convergent, en determinarem el caracter de convergéncia o
divergéncia a partir d'uns criteris de convergéncia. Indiquem a
continuacié els criteris més utilitzats:

1) PRIMER CRITERI DE COMPARACIO. Per a les séries de termes positius,
Yap i YXbp, si a partir d'un ng els termes de la primera s6n més
petits o iguals que els de la segona, an<bp, es verifica:

la) Si Yby és convergent, també >an és convergent.

Exemple 35. Tenim les séries Yap=2 | sin(n) | /n2 i ¥by=%1/n2, on com
que és, Isin(n)1<1, es verifica que apsbp. Com que Xby €s convergent
per qué és una série harmonica amb p=2>1, a partir del primer
criteri de comparaci6, deduirem que també Yap ha de ser convergent.

La conclusié anterior la podem visualitzar amb el diagrama
segiient, en el que els termes de les successions inicials els
representem per les arees de quadrats,

a
Eanz:. 1 + + D + 0O +...

b b
Sha= ||+ 2] L] O

Observem que els quadrats que representen els termes Xap sén
meés petits que els que representen Ybp. Aixi, si la suma Xbp és finita,
també ho haura de ser la de Yap.
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1b) Si Xap és divergent, també Ybp és divergent.

Exemple 36. Comparem ara les séries Yap=Y1/n i ¥bp=YLn(n)/n.
Sabem que la funcid logaritmica és creixent en el seu domini, i com
que Ln(e)=1, es verifica Ln(n)>1 per a tot n>e.

Es a dir, a partir de n=3 tenim 1<Ln(n), o bé 1/n<Ln(n)/n.
D'aquesta manera es compleix ap<bp, i com que Ya,=Y1/n és
divergent perqué és una série harménica amb p=1, si apliquem
aquest primer criteri de comparacid, deduirem que Ybp=YLn(n)/n és
també una série divergent.

2) SEGON CRITERI DE COMPARACIO. Considerem dues séries de termes
no negatius, Yan i by i formem la successié quocient (ap/bp),
estudiant-ne la convergéncia amb el limit L=Lim(an/by). Poden
passar tres casos:

2a) Si L#0 i L#+eo, llavors les séries Yap i Iby tenen el mateix
caracter. Es a dir, les dues séries s6n simultaniament
convergents o divergents.

Exemple 37. Volem esbrinar el caracter de la série Yan=Yn/(n2+1). La
podem comparar amb la ¥bp=%1/n, de la qual sabem que es tracta
d'una série divergent perqué és harmonica amb p=1.

Formem la successié quocient (ap/bp) que té de terme general,
an/bp=(n/(n2+1))/(1/n)=n2/(n2+1). Com que Lim[n2/(n2+1)]=1, si
apliquem el segon criteri de comparacié, resulta que In/(n2+1)
haura de ser també divergent.

2b) Si L=0i ¥by és convergent, també Ya; és convergent.

Exemple 38. Per esbrinar si la série Yap=3(n+1)/(n2.3M) és o no
convergent, la podem comparar per exemple amb la ¥b,=1/21, que
sabem que és convergent perqué és una série geométrica de rad
r=1/2<1. Calculem el limit de la successié quocient
2 ¢ n
L= Lim O D/0%30 ) (4127 el .(2)“= 0
n—e 1/2“ n-—eo n2‘3n n—eo n2 3

Com que és L=0 i by és convergent, la série donada Ya, també

serd convergent.

2¢) Si L=+ i ¥by és divergent, també Yap és divergent.

3
Exemple 39. Considerem la série Sap=YVn/Vn+1l. La podem
comparar amb la ¥bp=21/n, que és divergent. Trobem el limit de la
successio quocient,

1= LimE@=Limn- In =LimJd0! « 4o
5= 1/nEmynel wynrl
En resum, com que L=+ i ¥bp és divergent, podem aplicar el
criteri anterior i deduirem que també Yay, és divergent.
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3) CRITERI DE PRINGSHEIM. Volem estudiar si la série Xan €s o no
convergent. Aquest criteri ens diu que si Lim(nP.ap)=L, on L#0 i
L+#oo, llavors :

3a) Si p>1, la série Xa, és convergent,
3b) Si p<1, la série Yan €s divergent.

Exemple 40. Suposem que volem saber el caracter de la série
Yan=rn/(2.n2+1)2. Calculem el limit, multiplicant el terme general
de la successio6 inicial an per n3,
L=Limn3—10 _-Lim—™0n% -1
noe  (2.n2+1)2 noe4nt+4.n2+1 4

Com que L#0 i L#~ i com que p=3>1, la série Yap és convergent.

Sigui ara la série Tbp=Yn/(2.n2+1). Trobem el limit multiplicant
el terme general per nl,

L=Limn!.— 1 _=Lim_Dp2 =1
noee 20241 poee2.n2+1 2

Com que L#0, L#= i p=1, la série by és divergent.

4) CRITERI DE D'ALEMBERT (O DEL QUOCIENT). Sigui Yap una série de
termes positius. Per saber-ne el caracter (convergent o
divergent), calcularem el limit L=Lim(an+1/an). Llavors,

4a) Si L>1, la série Yan és divergent.
4b) Si L<1, la série Yan és convergent.

Exemple 41. Estudiem el caracter de la série Yan=331/(n.20+1),
calculant el limit

. n+1 n+2
L= Lim 3 /@HV2T) iy 3 _3
noe 3%/(n.2°*!) n—ee 2.(n+1) 2
Com que L=3/2>1, la série Yap, és convergent.

Per a la nova série $bp=X(n!)2/(2.n)! calculem el limit

L= Lim [(n+1)12/12.(n+ 1] - Lim (n+1)%.(mNH2.(2.0)

noe  (l2/2.0) noe (2.042).(2.0+1).(2.0)L (N2

=Lim (n+1)? =Lim-D%2n+l _1
no(2.042).(2.n+1) pye4.n2+6.n+2 4

Com que L=1/4<1, la série Yby, és convergent.

5) CRITERI DE RAABE. Sigui també Ya, una série de termes positius.
Per aplicar aquest criteri, que se sol fer servir quan amb el
criteri de D'Alembert obtenim L=Lim(an+1/an)=1, i per tant no
podem decidir el caracter de convergéncia de la série, haurem
de trobar préviament el limit L=Lim n.(1- ap+1/an). Llavors,

5a) Si L>1, la série Yap és convergent.

5b) Si L<1, la série Yay és divergent.
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Exemple 42. Partim de la série Yap=X1/[n.(n+1)], que amb el criteri
de D'Alembert no es decideix, ja que el limit del quocient déna L=1. Si
apliquem el criteri de Raabe, trobant el limit,

L=Limn. (1-M =Limn. (1_ —-rl—)=L1m 2n _o
N—300 1/[n.(n+1)] N n+2/ pjen+2

Com que L=2>1, la série Yap, és convergent.

Sigui ara la série Ybp=X[1.3.5.7....(2.n-1)}/(2.4.6.8....2.n) que per
D'Alembert no se'n pot determinar el caracter. Apliquem el criteri de
Raabe, calculant el limit,

L= Lim n. (1_ [1.3.5...(2.n-1).2.0+1)]/[2.4.6...2.0.(2.0+2)]} _

n—oeo [1.3.5...(2.1’]—1)]/[2.4.6...2.1’1]

=Limn.(l-2-r1+1 =Lim 0 __=1
N—oo 2.n+2) 4. 2.0+2 2

Com que L=1/2<1, la série Xbp, és divergent.

6) CRITER! DE CAUCHY (O DE L'ARREL). Aquest criteri parteix de la
successié Yap de termes positius i consisteix a trobar el limit de

n
l'arrel enésima del seu terme general, L=Lim +/ap. Llavors,
6a) Si L>1, la série Yap és divergent.
6b) Si L<1, la série Yap és convergent.

Exemple 43. Donada la série Yap=Y9".e"2-1, trobem el limit:
L=Lim Y9"eZn =Lim 2=9

n—oo n—eo €2 62
Com que L=9/e2>1, la série Say, és divergent.

Sigui ara la série Ybp=Yn"/(2.n+1)1. Calculem tot seguit el limit

L=Lim /—0% _-Lim_0 =1
noe’V (2.0n+1)" n-—e2.n+l 2

Com que L=1/2<1, la série Xby és convergent.

7) CRITERI LOGARITMIC. Per a la série de termes positius Yap, trobarem
el limit L=Lim[Ln(1/ap)]/[Ln(n)]. Llavors,

7a) Si L>1, la série Yap és convergent.
7b) Si L<1, la série Yap és divergent.
Exemple 44. Sigui la série Yap=Y1/n", Trobem el limit

I=Lim Ln(n?) =Lim n.Ln(n) =Limn= 40
n—oo Ln(n) Nn—eo Ln(n) n—eo

Com que L=+c<>1, la série Yay, és convergent.

Tenim ara aquesta altra série Tbp=Xn"!/1, Trobem el limit,
-1/ 1/
L= Lim 22/070 ) Il /) Lnl) i1
n—eo Ln(n) Nn—yo0 Ln(n) N—o Ln(n) n—eo
Com que L=0<1, la série 3bp és divergent.
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8) CRITERI DE CONDENSACIO DE CAUCHY. Partim de la série Yap de
termes positius, en la qual (ay) és una successié decreixent, i
formem la nova successié (bp) de terme general bp=m.am, on
m=20, peré que convergeix o divergeix més rapidament. Llavors
les dues séries Yap i Xbp, on la segona es “condensa” més de
pressa, tenen el mateix caracter, és a dir,

8a) Si Ybn és convergent, Yan és convergent.

8b) Si Xbp és divergent, Yap és divergent.

Exemple 45. Per a la série Yap=31/[n.Ln2(n)], formem la nova série
Ybp=Ym.ay on m=2",
Thn= Y2 a0 = 327, 1 =—1 31
2°.n2Ln%2) Ln%2) n?
Ara bé, la série Xby és convergent perqué és una séries harmonica
amb p=2>1. Per tant, la série donada Yap és també convergent.

Sigui la nova série Yap=23/(n+2). Formem la nova série
zbn= 22“.32“ = z2n.._.3_ = E_L
27+2 1+(1/29)
Si calculem el limit veurem que, com que Lim(bp)=3+0, la série
Zbp és divergent i, pel criteri de condensacid, també Yay, és divergent.

2.3.3 SERIES ALTERNADES. Anomenarem série alternada una série
lasuccessié de definici6 de la qual pren alternativament valors
positius i negatius. Per tant, les séries alternades seran de la forma
Y(-1)m.ap 0 bé X(-1)n+1 g,

Per a l'estudi de la seva convergéncia, farem servir el criteri de
Leibniz que ens diu que una série alternada, on la successio de
definicié (ap) és decreixent, és convergent si i només si aquesta
successié és també infinitesimal, és a dir, Lim(ap)=0.

Exemple 46. Donada la série X(-1)"/(2.n)!, veiem que el terme general
de la successié inicial decreixent és ap=1/(2.n)!. Com que
Lim(ap)=Lim[1/(2.n)!]=0, la successio (ap) és infinitesimal i, per tant,
la série donada és convergent.

Podriem comprovar-ho calculant els primers termes de (ap):
a1=1/(2.1)1=1/21=1/2, ag=1/(2.2)=1/41=1/24, az=1/(2.3)!=1/6!=1/720,
a4=1/(2.4)!=1/8!=1/40320,...

Com que és una série alternada, la successié de sumes parcials és '
expressada per sy=(-1)1.a)=-1/2=-0'5, sp=s]+ag=-0'5+(1/24)=-0'4583,
s3=52-a3=-0'4591, s4=s3+aq=-0'4596, etc. Observe, doncs, que podem
aproximar la suma de la série per Yap=-0'459.

Diem que Yan €s una série absolutament convergent si i només si
Ylanl és convergent. Com a propietat podem dir que, si una série és
absolutament convergent, també és convergent.

Exemple 47. La série X(-1)"/n2 és absolutament convergent jaquela
série dels valors absoluts, X 1(-1)1/n21=X1/n2, és convergent ja que és
una harménica amb p=2>1.
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D'altra banda, i per acabar el capitol de successions i séries, direm
que Xap €s una série condicionalment convergent si i només si Yan
és convergent i Y lay! és divergent.

Exemple 48. La série X(-1)"/n és condicionalment convergent, ja que
la série 2(-1)"/n és convergent i la £1(-1)"/nl=X1/n és divergent.

Observem que ¥(-1)"/n és convergent perqué (ap) €s una successio
decreixent i Lim(an)=0, per la qual cosa és convergent en virtut del
criteri de Leibniz.

En canvi, la série £1(-1)"/nl=X1/n és divergent perqué és una
harménica amb p=1.

2.4 APLICACIONS DE LES SUCCESSIONS I SERIES

2.4.1 CAPITALITZACIO COMPOSTA. Com a aplicaci6 de les
successions i séries al calcul financer, destaquem el calcul del capital
obtingut en sotmetre un capital inicial a interés compost. Partim d'un
capital inicial Cp, que es diposita en una entitat financera a
capitalitzaci6 composta, on i és el tant per uit el temps de
capitalitzacié mesurat en anys. Recordem que el tant per u és la
centésima part del rédit o tant per cent, i=r/100.

.
© G & &

Per obtenir el capital final C sabem que, al cap d'un any,
C1=Cp+Cp.i=Co.(1+). Al comencament del segon any, el capital inicial
sera Cj, que ens produira al final d'any un capital

Co=C1+C1.i1=C1.(1+1)=Cq.(1+i).(1+i)=Cpq.(1+i)2

Raonant d'aquesta manera, deduim que el capital final C al'cap de t

anys €s expressat per C=Cq.(1+i)t.

Qe

Si es fan m capitalitzacions anuals, és a dir, si s'afegeixen els
interessos al capital m vegades l'any, llavors es prova que el capital
final C ve donat per

C=Co(1 + IL—)““

Com a cas extrem tenim la capitalitzacioé continua, on m—ee, per la
qual cosa es faria una capitalitzacié a cada instant. Si fem el limit en
I'expressi6 anterior obtindrem C=Cg.eit.

Exemple 49. Suposem que, a partir d'un capital inicial Co=312.500
PTA, s'obté un capital final C=485.269 PTA al cap de t=3 anys i amb
capitalitzacions mensuals (m=12). Calculem el rédit r.

Apliquem la férmula: 485.269=312.500.(1 + i/12)12.3 |
1'5528608=(1 + i/12)36. Fem servir ara els logaritmes,

Log(1'5528608)=Log(1+ i/12)36 , 0'1911325=36.Log(1 + i/12) ,
0'0053092=Log(1 +i/12) , 100'0053092_1 4 j/12 , 1'0123=1 +i/12,
0'0123=i/12 , i=0'1476. Per tant, el rédit és r=14'76%.
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En el cas:que es vulgui formar un capital C al cap de t anys, pagant
cada any una anualitat de capitalitzaci6é de valor a, es pot deduir que:
a.(1+i).[(1+)%1]

i
Un cas similar és el d'amortitzacié6 d'un deute D, on cada any i

durant un nombre d'anys t, s’ha de pagar una anualitat d'amortitzacidé
de valor a. Tindrem

C=

_af(1+)t1]
i.(1+)t
Exemple 50. Suposem que hem de pagar un deute de 15 milions de
PTA i que el banc, que ofereix un rédit del 6'8%, ens permet pagar amb
anualitats de 11469.735 PTA anuals. Trobem el nombre d'anualitats
que haurem de pagar.
Aillem la t en la formula anterior d'amortitzacio:
D.i.(1+)=a.(1+)t-a , a=a.(1+)L-D.L(1+)t, a=(a-D.i).(1+)t,
‘(1+)t=a/(a-D.i) , t.Log(1+i)=Logla/(a-D.i)].
Per tant, t=Logla/(a-D.i)]/Log(1+i). Substituint,
Log[1469735/(1469735 - 15000000.0'068)] _ 05142823 _
Log(1+0'068) T 00285712
En conseqiiéncia, s’haura de pagar I'anualitat durant 18 anys

t 18

2.4.2 EQUILIBRIS ESTABLE I INESTABLE. Donades dues funcions
yv1=f(x) i yo=g(x) de tipus econdmic, la situacié d'equilibri és aquella
en qué yj=y2. Geométricament, equival a trobar els punts de tall
entre les dues corbes, per la qual cosa haurem de resoldre el sistema
format per ambdues equacions. Les solucions seran els corresponents
punts d'equilibri.

El tipus d'equilibri (estable o inestable) es pot estudiar construint
una teranyina a l'entorn del punt, com es mostra a la grafica segtient,

y=fx) v
Y \ y:f(x)
Yo Yo 4
=g(x)
X X
Xl XBK X X4 %9 1%y
- X0 « « X >
Equilibri estable Equilibri inestable

Donat el punt d'equilibri Po(xg, yo), partirem d'una abscissa x)
proxima a aquest punt. Trobarem una nova abscissa xg per l'equacio
f(x1)=g(x2). Després trobarem una nova abscissa x3 fent f(xg)=g(x3), i
aixi successivament.
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D'aquesta manera, a partir de l'expressi6 f(xp)=g(xn+1) obtindrem
la successié (xp)=(x], X2, X3, ..., Xn:...). Si convergeix a l'abscissa
d'equilibri xg, direm que es tracta d'un equilibri estable.

Exemple 51. Tenim les funcions f{x)=2.x-4 i g(x)=11-3.x. El punt
d'equilibri es troba igualant f(x)=g(x), ‘
2x4=11-83x , 5x=15, x=3 , y=2.3-4=2 , Po(3, 2)

Prenem una abscissa proxima a xo=3, per exemple x1=4 i de

flx1)=g(x2) calculem xs.
2.4-4=11-3.x9 , 3.x9=7 , x9=2'33
Ara fem flxg)=g(x3) i trobem x3,
2.2'33-4=11-3x3 , 3.x3=10'34 , x3=3'44
Si procedim aixi obtindrem la successio
(xn)=(4, 2'33, 3'44, 2'70, 3'19, 2'86, 3'08, 2'94,...)

Veiem que €s una successid oscil-lant que convergeix al limit xo=3.

En conseqtiéncia, I'equilibri és estable. )

També podiem haver trobat la férmula de recurréncia, és a dir,
fIxn)=gxn+1), 2.xn-4=11-3.Xn+1 . 3.Xn+1=15-2.Xn , Xn+1=(15-2.x5)/3.

Si la successio (xp)=(x]. X2, X3, ...; Xn....) €s divergent, direm que es
tracta d'un equilibri inestable.

Exemple 52. Siguin ara les funcions exponencials f(x)=5.e2-X+3 {
g(x)=8.e7-X. Trobem el punt d'equilibri fent flx)=g(x),
5.e2.X+3_8 e7-X- | (e2-%+3) /(67-)()=8 /5 . e3x4_16 ,
3x-4=Ln(1'6) , 3.x-4=0'47 , x=1'49 , Pp(1'49, 1977'2)
Prenem una abscissa proxima a xp=1'49, per exemple x1=2, i de
fix1)=g(x2) calculem xs.
5.exp(2.2+3)=8.exp(7-x2) , exp(7)/exp(7-x2)=8/5 ,
explxo)=1'6 , x0=047
Per tant, donat un xp, podem trobar xp4+1 igualant f(xp) amb
g(xn+1). Ens quedara: ]
5.exp(2.xn+3)=8.exp(7-xn+1) . exp(2.xn+3)/exp(7-xn4+1)=8/5 .
exp(2.xXn+xXn+1-4)=1'6 . 2.Xn+xXn+1-4=0'47 -, Xp4+1=4'47-2.xp,
que és la férmula de recurréncia. ’
Obtindrem la successio (xp)=(2, 0'47, 3'53, -2'59, 9'65....).

Com que €s una successié oscil-lant divergent, podem assegurar
que es tracta d'un equilibri inestable.
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Successions de nombres reals

Definicio:
(ap)=(aj,as.as,...,aq,...) successio < If:N-R / VneN = f(n)=a,
Monotonia:
- S. monotones creixents: VneN , ap<anp4
S. monotones decreixents: VneN , an > an+1
S. constants: VneN , ap = an+1 (=Kk)
Acotacio: '
S. acotades inferiorment: 3kieR / VneN , ag>k;
S. acotades superiorment: JkseR / VneN , a,<kg
S. acotades: dk;,kseR / VneN , ki<a,<kg
Equivalentment: JkeR / VneN , la,l<k

Operacions amb successions

Successio: (an) - Conjunt de successions: S={(an)}
Suma (+): V(an),(bn)eS , (an)+(bn)=(an+bn)

Producte intern (¢): V(an),(bn)eS , (an)*(bn)=(an. bn)
Poténcia (1): V(an),(bn)eS , (an)t(bn)=(antbn)

Producte extern (.): VAeR A V(an)eS , A.(an)=(A.an)

Propietats de les operacions

(D (S, +, * )= anell commutatiu amb element unitat

Axiomes i operacions derivades:
(1) EL neutre per la suma: (0)=(0,0....,0,...) (suc. nul.la)
(2) El. oposat per la suma: -(an)=(-a;,-az,...,-an,...)
(3) Diferéncia de successions: (an)-(bn)=(an)+[-(bn)l=(an-bn)
(4) EL. neutre pel producte: (1)=(1,1,...,1,...) (suc. unitat) '
(5) Successio inversible: (ap)=Invers. < VieN , a;=0.
(6) Conj. successions inversibles: S'
(7) El. invers pel producte: (ap)eS' = (an)1=(ap-1)=(1/an)=
=(1/a,, 1/ay, ..., 1/ayp,...)
(8) Quocient de successions: (an)eS , (bp)eS' =

(an)/(bn)=(an)‘(bn)'1=(al/b1' a2/b21 soey an/bﬂ"")
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Propietats de les operacions (cont.)

(ID (S, +, . )= espai vectorial real
Axiomes: VA,ueR A V(ap),(bp)eS:
(1) Associativitat escalar: A.[u.(an)l=(A.p). (an)
(2) Distributivitat escalar: (A+p).(an)=A.(an)+u.(an)
(3) Distributivitat vectorial: A.[(an)+(bn)I=A.(an)+A.(bn)
(4) El. unitat del prod. extern: 1.(an)=(an)

Progressions aritmétiques

Progressi0 aritmética: (an)eS / VneN, apsi-an=d , deR

Diferéncia: d Terme general: ap=a;+(n-1).d
Primers n termes duna p. a.: ap , ag, as, ..., an-2, an-1, 4n
Prop. equidistancia: aj+an = az+an-; = as+an-2 = ... = aj+an-i+1

Suma dels n primers termes: Sn=(§%).n

Progressions geométriques

Progressio geométrica: (an)eS' / VneN, apsi/an=r , reR-{0}
Ra6: r Terme general: an=d1.rn'1
Primers n termes d'una p.g.: a;, az, as, ..., @n-2, an-1, an

Prop. equidistancia: aj.an = az.an-1 = as.an-2 = ... = ai.an-i+1
Producte dels n primers termes: Pn=(1/m)n

I _
Suma dels n primers termes: Sp= 3’% obé sn_fLr(r_ll_)

Suma d'infinits termes d'una p. g. decreixent: S=aj/(1-1)

Limits de successions

Successio de nombres reals: (an)e Sn
Definici6 topologica de limit:
a=Li_)xg an (aeR) & [VBi(a), 3n,eN / Vn>n, = a,eBq(a)]

Definici6 classica:
a—Liman (aeR) < [ Ve >0, 3n,eN / vn>n, = lag-al<e]
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Limits de successions (cont.)

Suc. convergents: (ap)=S. conv. & JacR / Lim ap=a
. n—yoo

Conjunt successions convergents: S¢
Suc. de Cauchy: Ve >0, IneeN / Vom>n, = lap-aml<e
Suc. infinitesimals: (an)=S. infinitesimal < (ap)eS¢c A a=0

Propietats operacionals dels limits

VieR , V(an),bleS: , a=Lim a, A b=Lim by
P n—oo

n—oco
(1) Lim (ap+bg)=a+b : (2) Lim (ap-by)=a-b
n—oo n—eo
(3) Lim (az.ba)-ab (4) Lim(ran}-).a
. n—oo . n-—oo
(5) Lim (ap/bp)=a/b siby#0ib=0 (6) Lim (a,Tby)=aTb
n—yoeo n—eo

Propietats d'acotaciéo amb limits

(7) Lim ap=0 A Ibyl<k VneN = Lim (a.bgy)=0
n—)co Nn—oco
“El producte d'un successi6 infinitesimal per una
successi6 acotada és una successi6 infinitesimal”
(8) VneN ap41>an A an<k = (an)eSec
“Qualsevol successi6 creixent i acotada superiorment té limit”

Q) VneN ap41<an A ap>k = (ap)eSec
“Qualsevol successio decreixent i acotada inferiorment té limit”

(10) (apn)eSe = lapl<k VneN

“Qualsevol successié convergent és acotada”

(11) (ag),(bg),(cn)eSe , Lim ap=Lim cp=a A Vn>n, a,<b,<c,
n—oo n—eo
= Lim by=a “Propietat dels termes acotats”
n—oo )

El nombre e d'Euler

. N 1 n
Successio: (ea) {(“n) ) (en)=(2, 2'25, 2'3703, 2'4414, ..)

Tipus: mondét. creixent A acot. superiorm.
Limit: e=2'7182...
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Infinitésims

Infinitésim: (an) / [ (aw)#(0) A Lim an=0] Suc'ni‘;f;llrgltff:imal

Infinitésims comparables: (apn),(bn)=infinit. A bp20 VneN
(ap) comp (b)) < nLim (an /by )=k , k0
—>o0

Infinitésims equivalents:
(an)=(bn) & Lim (an/p,)=1

Taula d'infinitésims equivalents: infinitésim: e=(ap)

sin(e) =¢ 1-cos(c) =(g)2/2
tan(e) =¢ bt-1 =¢e.Ln(b) (b>0) .
e€-l=¢ Ln(l+g) =¢

Limits a l'infinit

Limit a més infinit: (successié no acotada superiorment)
Lim ap=+0 & VK>0 dn,eN / Vien, , a>K
n—oo

Limit a menys infinit: (successié no acotada inferiorment)
Lim ap=~ < VK>0 3n,eN / Vicn, , ap<-K

n—o0
Indeterminacions
1) oo-00 2) 0.0 3) oofc0 4)0/0
5) 1= 6) o0 7) 0o
Calcul de limits
Métodes elementals:
A) Indet.. 00 o0 Métode: divisié maxima poténcia de n
B) Indet.: oo- Métode: per conjugacié (Si hi ha arrels)
C) Indet.: 1= Métode: posar-ho com a poténcia de e

Generalitzacio de limits amb el ntimero e:

Successi6: (a))® on Lim ap=1 A Lim by=co
Nn—oo T1—00

Indeterm.: 1
Limit: Lim (a,)®)=e®¢ on c=Lim (ap-1).b,
Nn—oo n—ooo
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Criteri de Stolz
Successions: (an),(bn) Objectiu: limit del quocient
Hipotesis: :
1) xI(i_To ap=+~ 0 bé (by)=suc. estric. creixent
%) Limby=to 3)3 Lim (éﬂ-@n—l}c
N—eo N \0Dn~-0n-1

Tesi: 3 Lim (an /b,) A Lim (a8n/by)=C
—oo

n—oco

Foérmula de Stirling

Equivaléncia del factorial:
n! )=1 < nl=nte®/2.7.n

nten/2.wt.n

n—o

Possible limit que es pot utilitzar: Lim Yk.n=1 , k=const.

n—oo
Taules de limits
Limit d'una suma:
Lim Lim b,
an+ bn -oo0 b 400
Iif 00 oo 00 Ind.
|m a -0 a+b 400
n | +oo Ind. +o0 400
Limit d'una diferéncia:
Lim L i m bn
an - bn oo b foo
Iil -0 Ind. ~00 =00
m a +oo a-b -o0
a, +o00 +oo +o0 Ind.
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Séries numériques

Successio: (an)=(a;, az,..., an,...) aneR, VneN

Sumes parcials: syj=a; , sg=a;+ag, ..., Sn=aj+ag+...+5q, ...
Successio de sumes parcialsﬁ (sn)=(aj+ag+...+an)

Série: ((an) , (sn)) (parell format per les dues successions)

Notaci6 de les séries: ((an) , (sn))=2 an
n=1

Notaci6 simplificada: ((an) , (sn))=2an

Convergéncia de séries

Série convergent: Ya, convergent < 3IScR / S=Lim s,

N—oo
(S=suma de la série)

Cond. neces. de convergéncia: Ya, convergent = Lim ap,=0
‘ n—oo

Série divergent: Xa,, divergent ¢ Lim Sp=co

n—oo
Série oscil-lant: |
2a, oscillant < [ALim s, A Ta, ni conv. ni diverg]
n—eo .

Séries importants

Série geométrica: X a.r-1 |, a,reR , (r=rad)
Estudi de la convergéncia:
a) Irl<l convergent. Suma: S=a/(1-r)
b) Irl=1 sir=-1oscillant i sir=1 divergent.
c) Iri>1 divergent |
Série harmonica: X 1/nP , peR
Estudi de la convergéncia:
a) p<1 divergent b) p>1 convergent

Criteris de convergéncia

Criteris de comparacio6:
Séries de termes no negatius: 2 ap , 2 by on ap>0, bn>0 Vn.
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Taules de limits (cont.)
Limit d'un producte:
Lim Lim b,
8n.by T [ b<0 | 0 | D50 | +w
—00 00 400 Ind. —oo -00
L| a<0 | *e ab 0 ab -
m| o Ind. 0 0 0 Ind.
a, a>0 Hhad ab 0 ab 400
+o0 -0 -0 Ind. 400 400
Limit d'un quocient:
Lim Lim b,
an/b, oo b<0 0 b>0 | +eo
-00 Ind. 400 +oo oo Ind.
L | a<0 0 a/b too a/b 0
m| 0 0 o | Ind 0
a,| a>0 a/b Foo a/b 0
+00 Ind. -00 oo 400 Ind.
Limit d'una poténcia: (suposem an>0, Vn)
Lim Lim b,
an’® -o0 b<0 0 b>0 +o0
0 +00 400 Ind. 0 0
L | 0<a<l] +e a? 1 aP 0
I; 1 Ind. 1 1 Ind.
a,| a>1 aP 1 a® +00
o0 0 Ind. 400 400
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Criteris de convergéncia (cont.)

1) Primer criteri de comparacié: Si O<a,<b, , Vn>ny; =
1a) Si Xby, convergent = X ap convergent.

1b) Si X ap divergent = Xbn divergent.
2) Segon criteri de comparaci6: Si kim (an / bp)=L =
—>c0
2a) SiL#0 A L# = 2 ap, > bp mateix caracter
2b) SiL=0 A X by convergent = X an convergent
2¢) Si L=+ A X bp divergent = X aj divergent

Altres criteris de convergéncia

3) Criteri de Pringsheim. Si Lim (nP.ap)=L on L#0 A L=

n—o0

' 8a)Sip>1 = Xap convergént
3b) Si p<1 = X ap divergent

4) Criteri de D'Alembert. Si a,>0 VneN A Lim (%):L =
T

Nn—eo

4a) SiL>1 = X ap divergent
4b) SiL<1l = X ah convergent
5) Criteri de Raabe. Si a,>0 VneN A Lim n{1 - %):1, =

n—eo n

5a) SiL>1 = X ap convergent
5b) Si L<1 = X ap divergent

6) Criteri de Cauchy. Si a,>0 VneN A Lim Vap=L =

n—oo -

62) SiL>1 = X apdivergent
6b) Sil<1l = X ah convergent

Ln(1/an) _

7) Criteri logaritmic. $i a,>0 VneN A Lim =L =

n-- Ln(n)
7a) SiL>1 = X ap convergent

7b) SiL<1 = X ap divergent
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Criteris de convergéncia (cont.)

8) Criteri de condensacid de Cauchy.
Si a,>0 VneN, (ap) decreixent A by=m.a, on m=2"=

8a) Si X by convergent = X ap convergent
8b) Si 2 by, divergent = X ap divergent

Séries alternades

Tipusdeles S. A.: X (-1)n.an, X (-1)n+lay on ap>0
Criteri de convergéncia de Leibnitz:

Sigui (an) decreixent, llavors
S.A convergent < Lim ap=0

n—e

Convergéncia absoluta i condicional

Série absolutament convergent:
2 an absol. convergent < Xlagl convergent

Série condicionalment convergent:
2 ap cond. convergent < Xapconverg. A Xlapl diverg.

Aplicacions a la capitalitzacié composta

Capitalitzacié composta: Capital final: C=Co.(1+i)t
Co=capital inicial , i=tant per u (i=r/100), .
r= rédit , t=temps (anys)

Generalitzaci6. Nombre de capitalitzacions anuals: m

i m.t

Capitalitzaci6 continua: (m — o) |

Anualitats de capitalitzacis; C= &:LHMA+H)-1] c=capital
i a=anualitat

-
Anualitats d'amortitzacio: D= al(1+)™-1]  pdeute
i(1+i)t a=anualitat
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Aplicaci6 als tipus d'equilibri
A) Punts de tall de dues corbes:
Corbes: y1=f(x) A y2=g(x) Punts de tall: sistema
B) Tipus d'equilibri: _ :
Punt de tall: Po(xo,y0) Abscissa proxima a xo: X3
Construcci6 de la “teranyina”: f(xn)=g(xn+1)
1) x; 2) f(x1)=g(x2) = x2=?

3) f(x2)=g(x3) = x3=? 4) f(x3)=g(x4) = x4=7?

Successio: (Xn)=(x]1, X2, X3, ..s Xn, «-)
Equilibri estable: (xn) convergent (xn — Xo)
Equilibri inestable: (xn) divergent

y=f(x) Y] ‘
Yo Yo
\l:g(X) \y=g(x)
; X X
Rl %% " Xq X9 1%
X0 « « X >

| Equilibri estable Equilibri inestable
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'e) PROBLEMES RESOLTS

2.1 SUCCESSIONS NUMERIQUES

Successions de niimeros reals

31. Dedueix un possible terme general de les quatre successions
segiients, els cinc primers termes de les quals son:

(an)=(5, 9, 13, 17, 21,...) (bn)=(8/1, 4/4, 5/9, 6/16, 7/25,..)
(cn)=(1, 3, 6, 10, 15,...) (dn)=(-1, 6, 9/5, 4/3, 15/13,...)

Solucié. No hi ha un métode general per a trobar el terme
general d'una successié donada i, per tant, en farem la deducci6,
raonant de la manera que ens sembla més senzilla.

PRIMERA SUCCESSIO. En (ap), tenim aj;=5, a9=9, az=13, etc. Si la
dibuixessim en el pla coordenat veuriem que passa pels punts
Pi(1, 5), P2(2, 9), P3(3, 13), ..., Pn(n, an),... i que seria una recta
d'abscisses naturals. Fixem-nos que tallaria l'eix Y en el punt
d'ordenada 1, Pg(0, 1), i que el pendent és m=(9-5)/(2-1)=4. En -
conseqtiéncia, l'equacié de la recta, que pot considerar-se el terme

general de la successi6é donada, és |anp=4.n+1|.

Ens resultara més facil si veiem que (ap)=(5, 9, 13, 17, 21,...) és
una progressi6 aritmética de diferéncia d=4, perqué la diferéncia
entre cada dos termes consecutius és sempre constant i igual a 4.
Com que el primer terme és a;=5, si apliquem la férmula del
terme enésim en les p. a., ap=a1+(n-1).d, tindrem ap=5+(n-1).4,
d'on apn=4.n+1.

SEGONA SUCCESSIO. Els cinc primers termes son b;=3/1, bo=4/4,
b3=5/9, by=6/16 i bs=7/25. Fixem-nos primer en els numeradors.
N1=3, No=4, N3=5,... i veurem que en general Ny=n+2. Ara mirem
els denominadors Dj=1, Dg=4, D3=9,... i ens adonarem que s6n
quadrats perfectes, d'on Dn—n2

En consequenma el terme general de la successi6 (bn) pot ser

TERCERA SUCCESSIO. Tenim (cp)=(1, 3, 6, 10, 15, ..}, la successi6
dels nombres triangulars, ja estudiada en la part d'Algebra
moderna, i que veiem esquematitzada en la ﬁgura segiient:

Apuntem els' cinc primers termes, c;=1, ¢9=3, c3=6, ‘C4 10i
c5=15, per deduir una relacié entre el terme i el seu index.

Observem que es verifica |ch=n.(n+1)/2
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També podem emprar el métode de les diferéncies successives,
que consisteix a fer les .diferéncies entre cada dos termes
consecutius, fins a aconseguir una successié constant.

1 3 6 10 15
AV VAR VARV

2 .3_.4_.5
AR VA Ve

1 1 1 v
Com que hem necessitat fer dues vegades les diferéncies, el
terme general sera un polinomi de segon grau en n, cp=x.n2+y.n+z,
on els coeficients els haurem de determinar sabent que es verifica
ci1=1, c2=3 i c3=6.
Es complira, per tant, el sistema, on restem successivament les
equacions (1'=(2)-(1), (29=(3)-(2) i (1")=(2-(1", '
x+ y+z=1 (1) _ .
4x+2.y+2=3 (2) . g;:y;g g; :
9.x+3.y+z=6 (3) Y
Per tant, x=1/2. Substituint en (1), 3.(1/2)+y=2, y=2-(3/2),
y=1/2. Substituint en (1), (1/2)+(1/2)+z=1, z=0.

El terme general és cp=(1/2).1n12+(1/2).n+0=(n2+n)/2=n.(n+1)/2.

2.x=1 (1"

QUARTA SUCCESSIO. Tenim (cqp)=(-1, 6, 9/5, 4/3, 15/13,...). En
principi no sembla que hi hagi cap relacié, pero veiem que podem
escriure la successié com a (cn)=(3/(-3), 6/1, 9/5, 12/9, 15/13,...),
on ara els numeradors N1=3, N2=6, N3=9,... son els multiples de 3
i, per tant, Np=3.n. D'altra banda, els denominadors D;=-3, Day=1,
D3=5.... formen una progressié6 aritmética de 1r terme -3 i de
diferéncia 4, per la qual cosa Dp=-3+(n-1).4=-3+4.n-4=4.n-7.

Consegilientment, el terme general de la quarta successio ens
quedara expressat com a {dp=3.n/(4.n-7)|.

32. Si ap=(5.n+3)/(n2+1) és el terme general d'una successié (ap),
prova que és decreixent i acotada. Si un dels seus termes és an=0'76,
Jde quin terme n es tracta?

Solucié. Si trobem els primers termes veurem que la successio
é€s (an)=(4, 2'6, 1'8, 1'35, 1'07, 0'89,...). Sembla clar que és una
successio decreixent i que és acotada, on la cota superior minima
€s kg=4 i la cota inferior maxima és k;=0. :

Demostrem, perd que és decreixent, és a dir, per a tot n s’haura
de venﬁcar an=anp+1, 0 també, ap-ans+ 1=20.
8= 50x3 S0+ D+3 5143 5ns8
n2+1  (n+1)%+1 n%+1 nZ2.n+2
- (5.n43).(n2+2.n+2) - (n%+1).(5.n+8) _
(n2+1).(n2+2.n+2)
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— 5.n3+10.n2+10.n+3.n2+6.n+6-5.n3-8.n2-5.n-8 _
(n2+1).(n%+2.n+2)

=_5n%11.n-2 g
(n2+1).(n2+2.n+2)

Com que l'anterior expressié apn-an+120, perqué neN i tant el
numerador com el denominador sén positius, podem assegurar
que la successié (an) és sempre decreixent.

Calculem ara el valor de n tal que a,=0'76, (5.n+3)/(n2+1)=0'76,
0'76.n2+0'76=5.n+3, 0'76.n2-5.n-2'24=0.

Resolem aquesta equaci6é de segon grau,

n= 5+Y25-4.0'76.(-2'24) _ 5:/31'8096 _5+5'64
o 2.0'76 1'52 1'52
Com que ne N, només considerarem el signe positiu, que ens

déna n=(5+5'64)/1'562=7. En conseqiiéncia, es tracta del seté
terme. Pots comprovar que, efectivament, a7=0'76.

33. Sigui la successi6 (ap)=(1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...}, anomenada de
«Fibonacci». Escriu els tres termes segients indicant la llei de
formaci6. Calcula després el terme general sabent que és de la forma
ap=a.(r;)?+b.(r2)n , on rj i ra sén les solucions de l'equacié r2-r-1=0.

Solucié. Observem que, a partir del tercer, cada terme és igual a
la suma dels dos anteriors. Aixi, es pot definir la successié de
Fibonacci segons la llei de recurréncia segtient:

‘ aj=1, ag=1, ap=ap.ij+an.2 Vn=>3
Per tant, els tres termes que seguiran als donats seran, doncs,
ag=13+8=21, ag=21+13=341i a;9=34+21=55.
Calculem les solucions de l'equaci6 r2-r-1=0,
(-1)+V1- -
e o 1)_\(; ;L.l..( D _ 1J_rzfs" don rp= 1+2vg i o= 1-26

D'aquesta manera, segons es desprén de l'enunciat, el terme
general ap pot quedar expressat per

an= a.(l '*ng)n+ b.(l 'f)n

Calculem els coeficients indeterminats a i b, sabent que aj=as=1,

a= a(l *’2@)1+ b.(l '2‘/3)1=1 i as= a.(liz—ﬁ)2+ b.(l—'zﬁ)2= 1

Reduint a comia denominador, obtindrem el sistema d'equacions
amb coeficients irracionals,

{a.(1+V§)+b.(1-T5‘)=2 [ (+V5).a + (1-V5).b=2
a(1+75)%+b.(1-15)%=4 | (6+2.15).a+(6-2.15).b=4
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Per resoldre'l, aplicarem la regla de Cramer. Trobarem en
primer lloc el determinant D dels coeficients,

145 15 | _ (1+Y5).(6-2.Y5)-(1-Y5).(6+2.Y5) = ... = 8.5
6+2.V5 6-2.15
Trobem també els determinants de les incognites,

2 15 | 1+¥5 2

...=8 i Dp=
4 6-2.Y51 - 6+2.Y5 4
Les incognites son:
a=Da__8 _ 1 ; p=Db__-8 __ 1

D 8Ys5 V5 D 8Ys {5

El terme general de la successi6é de Fibonacci és, doncs,

P LT

Da= = e = '8

Progressions aritmeétiques i geométriques

34. Un triangle rectangle té les longituds dels seus costats en
progressié aritmeética de diferéncia 4 mm. Quina és la longitud
d'aquests costats? Quant val l'area del triangle?

Solucié. Suposem que aj, agz i ag sén els tres costats del triangle,
ordenats per longitud. Com que estan en progressié aritmética de
diferéncia d=4, podem posar aj;=x, ag=x+4 i az=x+8.

Ara bé, com que es tracta d'untriangle
rectangle, complira el teor. de Pitagores,
x2+(x+4)2=(x+8)2

Desenvolupant,
ag =x+4 x2+%2+8.x+16=x2+16.x+64
. x2-8.x-48=0
Si resolem aquesta equacio de segon grau, obtindrem
x= -(-8)£164-4.(-48) _ 8+Y256 _8%16
2.1 2 2

Naturalment, com que la longitud ha de ser positiva, haurem de
considerar només el signe positiu de l'arrel, x=(8+16)/2=12, i les
longituds del triangle sén

a1=x=, éz=x+4= i a3=x+8=

L'area del triangle és immediata si agafem com a base ag=16 mm i
com a altura aj=12 mm,

A=(b.h)/2=(16.12)/2=[96 mm?].

a, %x agz =x+8
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35. Un avi6 vol arribar a un lloc determinat situat a uns 1.335 m de
distancia. En el primer segon recorre 1 m, en el segon segon 4 m,
en el tercer segon 7 m, etc. Quant temps tardara a arribar?

Soluci6é. Fem un esquema per comprendre millor 'enunciat,
1.335 m

o il

Im 4m 7m

Observem que el problema consisteix a trobar la suma dels n
primers termes d'una progressié aritmeética de diferéncia 3,
Sn=[(aj+an)/2].n, on l'ultim terme és ap=aji+(n-1).d, és a dir,
an=1+(n-1).3=3.n-2. '

Com que S;=1.335, si substituim obtindrem,

1335=[(1+3.n-2)/2]l.n , (3.n-1).n=2670 , 3.n2-n-2670=0

Resolem l'equacié de segon grau,

_-(-1)+V1-4.3.(-2670) _ 1+¥32041 _ 1£179
' 2.3 6 6

Com sabem, la n ha de ser natural, per la qual cosa prendrem

com a soluci6é la donada pel signe positiu, n=(1+179)/6=30. Es a

dir, l'avi6 tardaria a arribar 30 seg.].

36. D'un vas ple de vi es treu la meitat del contingut i es reemplaca
per aigua. Es retira la meitat d'aquesta mescla i es torna a omplir
d'aigua. Si aquesta operacio es realitza en total .6 vegades, quins
percentatges de vi i d'aigua contindra el vas al final del procés?

Solucié. Al comencament el vas esta ple de vi. Ho simbolitzem
per ap=1. Després de la la operaci6 la quantitat de vi sera la
meitat, aj=1/2. Després de la 2a operacid, suposant que l'aigua i el
vi s'hauran barrejat completament, cosa no indicada en la figura
seglient, que només mostra les proporcions, sera ag=(1/2).a1=1/4,

La successié (ap)=(1/2, 1/4, 1/8,...) és una p. g. de raé r=1/2, on
el terme enésim és ap=a;.r?-1. Després de la sisena operaci6
tindrem, ag=(1/2).(1/2)5= (1/2)6-1/64
_ D'aquesta manera la quantitat de vi que quedara en el vas és de
1/64~0'0156=[1'56%]| i la d'aigua, 63/64~0'9843=[98'43%).
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37. S'han estudiat els preus d'un producte, en funcié d'un valor de
referéncia x, durant els anys 3r, 4t i 5¢&, i s'ha obtingut a3z=9.x,
a4=7.x+2.x2 i ag=x+8.x2. Si l'estudi teoric fet ens indica que ha de ser
una progressié geométrica creixent, quant val el parametre x? Quina
és la ra6 d'aquesta progressi6? Quins sén els preus del producte
durant els cinc primers anys?

Solucié. Com que es tracta d'una prog. geométrica, es verificara
ag=a3.r i as=a4.r, d'on aillant r i igualant, as/az=as/as , (a4)2=as.as. -

Substituint i operant, ;

(7:%+2.x2)2=(9.%).(x+8.x2) , 49.x2+28.x3+4.x4=9.x2+72.x3 ,
4.x4-44 x3+40.x2=0 , 4.x2.(x2-11.x+10)=0

Deduim directament 4.x2=0, d'on x=0, i també x2-11.x+10=0,
d'on x=1 1 x=10.

Per x=0 obtindriem a3=9.0=0, a4=7.0+2.02=0 i a5=0+8.02=0, que
no és valida perqué no és una progressié geométrica creixent.

Per x=1 ens queda az=9.1=9, as=7.1+2.12=9 i a5=1+8.12=1, que
tampoc no és valida pel mateix motiu anterior.

Per x=10 resulta az=9.10=90, a4=7.10+2.102=70+200=270 i
as=10+8.102=10+800=810, que si que és valida perqué sén termes

d'una progressio geométrica creixent. Per tant, m

Com que a3=90, a4=270 i a5=810, la ra6 clarament és .
Pels dos primers anys tindrem a=90/3=30 i a;=30/3=10. Per
tant, la successio de preus és l(an)=(10, 30, 90, 270, 810,...)].

38. En Joan proposa al seu germa Pere el seglient: «Jo et donaré 1
milid6 PTA el primer dia de marg, 2 milions PTA el segon dia, 3
milions PTA el tercer dia, etc. En canvi tu, Pere, em donaras 1 PTA el
primer dia, 2 PTA el segon dia, 4 PTA el tercer dia, etc.». El tracte
tindra validesa fins a l'altim dia de marg¢. Quant cobrara cadascu si es
fa l'aposta? En Joan pregunta si hi ha tracte, qué contesta en Pere?

Solucié. Sabem que el mes de marg té 31 dies i també que en
Joan doéna al seu germa Pere:

a;=1,000.000PTA, a2=21000.000PTA, a3=31000.000PT4, ...
Observem que és una p. a. de diferéncia d=1;000.000PTA. Per
tant, I'altim dia li pagara ap=aj+(n-1).d,
a31=11000.000+(31-1).1;000.000=31;000.000PTA
La suma de tots aquests termes és Sp=[(aj+ap)/2].n,

S31=[(11000.000+31 1000.000)/2].31=|4961OOO.OOOPTA

D'altra banda, en Pere hauria de donar al seu germa Joan:
aj=1 PTA, a2=2 PTA, a3=4 PTA, a4=8 PTA, ...
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Ara la successi6 és una p. g. de raé r=2. L'altim terme, és a dir,
I'altima paga que en Pere haura de fer a en Joan és ap=a).ro-l,

a31=1.281-1=230 prp
La quantitat total que haura de pagar és S'n=(an.r-aj)/(r-1),
S'a=(230.2-1)/(2-1)=231-1=(2.147,483.647 PTA|

En resum, guanyaria en Joan, qui va proposar l'aposta
Naturalment, en Pere contesta: «<No hi ha tracte!» (En Joan no sabia
que en Pere mai no havia fet campana de classe de matematiques).

2.2. LIMITS DE SUCCESSIONS

39. Sigui la successi6 (an)=(1, 5/6, 7/9, 3/4, 11/15,...). Escriu el
terme general i dedueix quin és el seu limit. Demostra-ho aplicant la
definici6é de limit.

Solucié. Tornem a escriure la successio, posant el seu primer
terme com una fracci6
(357 9 11
an)=( o, = & 2 L)
@=(3 8912 15
Fixem-nos que els numeradors sén els termes d'una p. a. de
primer terme 3 i diferéncia 2. El terme general és N=3+(n-1).2, és

a dir, N=2.n+1.

Els denominadors s6n els multiples de 3, que també es poden
veure com a termes d'una p. a., i on el terme general és D=3.n.

Per tant, el terme general de la successié donada, ap=N/D, és
|an=(2.n+1)/(3.n)].

Per intuir el limit de la successid, podem donar un valor elevat a
la n en el seu terme general, per exemple n=100.000. Obtindrem

el valor a=0'66667=2/3. Sembla que el limit és |a=2/3]|.
Demostrem que a=2/3 a partir de la definicié de limit:
vVe>0 , InpeN / Vn2ng = lap-al<e

Substituint en lap-al<g,

2.n+1 _gl <€ |2.n+1-2.n <€ |L| <€
3n 3 ’ 3.n " 13.n

Com que n és positiu, 1/(3.n)<g, d'on n>1/(3.€).
Aixi, doncs, si prenem ng=E[1/(3.€)]+1, on E és la funcié “part
entera”, s'acompleix la condici6é de la definicié.
Per exemple, si €=0'001 tindrem ng=E[1/0'003]+1=333+1=334.
Si agafem n=335 tindriem agz35=(2.335+1)/(3.335)=671/1005, i
lagss-al=10'6676616-0'66666661=0'0009949<0'001.
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40. Es defineix per recurréncia la successié aj=V2 i an=\] 2+ap-1
per n22. Comprova que aquesta successié és estrictament creixent i
també acotada superiorment. Calcula després el seu limit.

Solucié. Veiem que (ap) és una successié estrictament creixent,

a;=Y2=1'41 , a,=Y2+Y2=1'84 , az=V2+V2+Y2 =1'96 ...

Demostrem-ho, perd, pel métode d'induccié, provant que
sempre ap<ap+1. Per n=1 es verifica, perqué aj<as. Suposem-ho
cert per n=k (hipotesi d'induccié) i demostrem que es complira
per n=k+1. Es a dir, suposem que ag<ag+] i provem que ak4i<ak:2,

ak.1=Y2+ax < V2+ax,1=ak.2

A continuacié veureme que la successiéo (a,) és acotada
superiorment, on una cota superior pot ser per exemple kg=3.
Provem-ho també pel métode d'induccid.

Per n=1 es verifica, ja que aj=1'41<3. Suposem-ho cert per n=k
i provem-ho que també ho sera per n=k+1, és a dir, suposem que
ak<3 i provem que també ay,;<3,

ag=Y2+a, < ¥2+3=2'23<3

Finalment, calculem el limit, a=Lim(apy). Com que és an=\ 2+an-1
per n22, com més ens acostem al limit els termes ap i ap,1 estaran
cada vegada més proxims, perqué qualsevol successié convergent
€s una successio de Cauchy. Per tant, en el limit, podem escriure:

a=\2+a , a2=2+a , a2-a-2=0
. Si resolem aquesta equacié de segon grau obtindrem a=2 i a=-1.
Obviament, la segona possibilitat no és valida perqué (ap) és una

successio de termes positius. Aixi, doncs, el limit és .

Calcul de limits

41. Troba els limits de les dues successions segiients on els seus
termes generals sén expressats per:
_ (2n+1)%-(2n-1)® b.< n%3 _ n2%n
&n= 3n2+1 : " 2n-1 2n+1

Solucié. Trobarem el valor d'aquests limits dividint tant el
numerador com el denominador per la maxima poténcia de n.

PRIMER LIMIT.
3 -(8.n3- -
a= Lim (8.n3+12.n2+6.n+1)-(8.n3-12.n2+6.n-1) < Lim 24.n2¢2 _
N—oco 3n2+ 1 N~Jo0 3n2+ 1
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= Lim 24 +2/n2 _ 24+0 _
ngg 3 +1/n2 3+0

SEGON LIMIT.
b= Lim (023 - n2n) - 1im (n2-3).(2.n+1) - (n%n).(2.n-1) _
noe 2n-1 2n+1l/ noe (2.n-1).(2.n+1)
= Lim (2.n3+n2-6.n-3) - (2.n3-n2+2.n2-n) - Lim -5.0-3 =
N0 4.n2- 1 n—eo 4.n2' 1

- Lim -5/0-3/n2 _ 0-0 _ [g]
no~ 4 "1/I12 4-0

- 42. Siguin les successions (ap)=(3n+1+5n+1) i (by)=(3n+5n). Escriu
els cinc primers termes de la successié quocient (cp)=(an/bp). Quin
sembla que és el seu limit? Justifica-ho.

- Solucié. Donant valors a n trobarem els quatre primers termes,
tindrem a1=31+1451+1=0425=34 , a3=32+1452+1=27+125=152, etc.
Les dues successions s6n
(apn)=(34, 152, 706, 3.368, 16.354, ...)
(bn)=(8, 34, 152, 706, 3.368...)

La successié quocient, {cp), es trobara dividint terme a terme
els termes d'index igual:

(cn)=(34/8, 152/34, 706/152, 3.368/706,16.354/3.368, ...)

O també, (cn)=(4'25, 4'47, 4'64, 4'77, 4'85, ...)

Intuitivament, com que els termes de la successié anterior
s'acosten:cada vegada més a 5, sembla que aquest ha de ser el seu
limit. Trobem-ho, per6, analiticament,

c= Limc¢, = Lim ;i____n+111+5:+1 = Lim 3-3:‘*'5;15“ = Lim 3':?:1/5" +5 o

n—e noe 3 +H noe 3+5 N 3 /5n +1
. 3.38/5)" +5 _ . 306" +5 _ 3.0+5
= L — L - . - = + = 5
now (B/B)T #1  nm 067 41 O+1

43. Calcula els valors que han de tenir els parametres p i q, perqué
valgui zero el limit de la successi6 (ap), on el terme general és: .

(p-1).n%+3.n+4
- q.n+3

ap=Ln

Solucié. Com que ha de ser Lim(ay)=0 i com que Ln(1)=0,-haura-
de verificar-se que: '
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- 2
Lim (p-1).n2+3.n+4

=1
n—e q.n+3

Per tal que aix6 es compleixi, el numerador i el denominador
hauran de ser polinomis del mateix grau en la indeterminada n i
amb coeficient igual pel terme de grau maxim.

Aixi, doncs, p-1=0 i 3=q, d'on obtenim |p=1 i g=3|.

44. Troba pel métode de conjugacié els tres limits segiients i obtén
després el valor de la seva suma, S=a+b+c.

a=Lim(Vn2—5n+6 - n) b=Lim 2r1.(Vn2+ - n)

n—oo n—oo

—L1m(V4n2+6n 4 - Y4n2- 2)

n—eo

Solucié. En aquests exercicis multiplicarem tant el numerador
com el denominador per l'expressié conjugada de la que provoca la
indeterminaci6é. Veiem-ho en cadascun dels tres limits donats.

PRIMER LIMIT. ‘ :
a= Lim (\nZ50%6 - n) = Lim (Yn2-5n+6 - n)(Yn2-5n+6 + n) _
n—eo n—eoe ( n2-5n+6 + n)
- Lim 0%50+6)02 _ .. B5n+6 -5 +6/n -

n—e={n2-5n+6 +n n—-= {n2-5n+6 +n rH°°V1 (5/n)+(6/n%) +1

- __-5+0 :
Y1-0+0 +1 [2

SEGON LIMIT.
. . 2n(VnZ%1 - n){Vn2+1 + n)
b= Lim 2n.(V n2+1 - n) = Lim L =
n—eo n—o Yn2+1 +n
. 2n(n%1 -n?) . 2 . 2 2
=LlimZ— - /- Lim—=<I0  =Lim = =1]
n—~  Yn2+1 +n n—«{n2+1 +n  no=VI+(1/n3 +1 1+1 ol
TERCER LIMIT.
o= Lim \140%+6n-4 - ¥4n2-2)(V4n%6n-4 + {4n2-2) _
n—joo Y4n2+6n-4 + Y4n2-2
_ (4n2+6n-4) - (4n2-2) _ Lim 6n-2 =
n—e~ ¥4n2+6n-4 + Y4n2-2 n-o=Y4n2+6n-4 + Y4n2-2

- 6-2/n 6-0 __6
s Y4+(6/n)-(4/n3 + Y4-(2/n? V4+0 0+Y4-0 2+2

=13
2

La suma dels tres limits és S=a+b+c=(-5/2)+1+(3/2)=@.
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45. Desenvolupa .en primer lloc l'expressié A=(p-q).(p2+p.q+q?2) i
utilitza-la després per calcular els dos limits segtients on, apareixen
arrels cabiques: .

a=Lim (EV n3+1 - n) b=Lim (Vn3+5n2 - ¥n3+4)
n—oo

n—oo

Solucié. Multiplicant, A=p3+p2.q+p.q2-p2.q-p.q2-q3. Per tant,
resulta A=p3-q3. Calculem tot seguit els dos limits donats.

3
PRIMER LIMIT. Si anomenem p=Vn3+1 i g=n, multiplicarem
numerador i denominador per p2+p.q+q2,

a= Lim (Yo% 1 - n) = Lim (Yn3+1 - n)(¥(03+ 12 + n.Yn31 + n?) _

n—yo n—e («/3 (n3+1)% + n.¥n3%+1 + n?)
= Lim n3+1-n3 _1 [0]

N~y («/3 (n3+1)Z + n.Yn3+1 + n2) iad

3 3
SEGON LIMIT. Anomenem p=Vn3+5.n2 i g=Yn3+4 i multipliquem
numerador i denominador per p2+p.q+qZ2,
b= Lim (Yn3+5.02-Yn%+ 4) (V(n3+5.02 2+ Tn3+5.09. 03+ 4)+V/ (n3+4)2) _
N—se " V(n3+5.022+Y(n3+5.09. 3+ 4)+V (n3+4)2
. ' (n%+5.n?) - (n3+4)

= Lim =

n—= Yn6+10.n5+25.n% +Yn6+5.n5+4.n3+20.n2 +Yn6+8.n3+16
= Lim S -4/1—12 =

n-= Y1+10/n+25/n2 +Y1+5/n+4/n3+20/n% +V1+8/n3+16/n°

5 -0 15

T ¥1+0+0 +V1+0+0+0 +Y140+0 |3

Criteri de Stolz

46. Comprova que s6n successions infinitesimals les successions
que tenen per termes generals:
1+3145! -1
Ln(1+n) b= 11+3!+5!+...+(2.n-1)!
= 2144146!+...+(2.n)!

Solucié. Recordem que una successio infinitesimal és aquella que
tendeix a‘zero
PRIMER LIMIT. Veiem que Lim[Ln(l+n)]=e i també Lim(n)=e~. Per
tant, podrem aplicar el criteri de Stolz,

a= Lim Ln(31+n) = Lim Ln(l+n)-Ln(1+(n-1)) = Lim Ln(1+n)-Ln(n) -

Nn—eo n—oo I'l-(l’l'l) N—eo 1

= Lim Ln(1#1) - Lim Lo(1+ 1) = Ln(1) = [0]

Nn—ee
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SEGON LIMIT. Aqui també tant el numerador com el denominador
sOn successions divergents a +e. Apliquem el criteri de Stolz,

. . 1143145+...+(2.n-1)!
b=L b = =
Lim bn = Lim = 461+, +2.0)
_ Lim[1!+3!+5!+”’+(2'n-3)1+(2'n_1)!] - [1143145!+...+(2.n-3)!] _
noes [2144146!+...4+(2.n-2)!1+(2.n)!] - [2!1+4!+6!+...+(2.n-2)!]
. (2.n-1)! : (2.n-1)! |
= Lim 22720 o pim < pim-l =
noe 20! o @0.C0-1)! e 20 o]

Com que les dues successions tenen el limit zero, podem dir
que son dues successions infinitesimals.

47. Calcula el limit de la successié (cy), que és el quocient de les
successions (ap) i (bp) de termes generals:

ap=sin(a}+4.sin{a/2)+...+n2.sin(a0/n) i bp=n2

Solucié. Veiem que (bp) és una successié estrictament creixent
en queé Lim(bp)=+«~. Podem, doncs, aplicar el criteri de Stolz,

3 . 2 s
c= Lim 21 = Lim sin(o)+4.sin(o/2)+...+n2.sin(a/n) _

n—ee Un n—eo n2

_ Lim [sin(a)+...+n2.sin(a/n)] - [sin(e)+...+(n-1)2sin(e/(n-1))) _
N> n2 - (n-1)2

= Lim n2.sin(o/n) 1 n2.sin(o./n) - Lim n2.(o./n) -
noe N2 - (N2-2.n+1) poe  2.n-1 noe 2.1-1

= Lim L& = Ljm & =&

N—yoo 2.n-1 n_>oo2-1/n 2

Fem notar que hem substituiit sin(o/n) per a/n, ja que son dos
infinitésims equivalents.

Limits de poténcies

48. Troba els limits de les poténcies segiients, posant-los, si cal,
en funci6é del nombre d'Euler:
3n 3-4n?
a=Lim [1+02 'ﬂ2+4 b=Lim (3n2—2)2n+1
n—e \2n2-n : neses | 44112
5n 2+n?
c=Lim [30-1 d=Lim (B+1|n+3
n—e \3n+1 n—eo {N-1
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Solucié. Els dos primers limits es troben directament, ja que no
donen cap forma indeterminada:

PRIMER LIMIT. SEGON LIMIT.
3.n
. 2 1\0 3.n oo

a= le(—lin——}?ﬁ 4 = (— =1 b= Lim 2 =3"=

Nn—yoo 2.n2-n ¥ 2) n_,oq( : n+l [_Ql
TERCER LIMIT.
e= Lim (_3_,&)5‘"= 1+

n—oe \3.0+1

Aquest limit el trobarem de manera que quedi una exponencial
de base e i d'exponent k=Lim[(an-1).bn].

k= Lim {(-&u -1).5.n] = Lim[(in-—l-m).s.n] = Limifm1 =-10/3

e \3.n+1 N—seo 3.n+l1 noe 3.0+
Per tant, el limit és c=ek=.
QUART LiMIT.
d= Lim (D135 = 1=
—e0 \T1-1

Podriem trobar el seu limit amb el mateix procediment que el
de l'apartat anterior, perd el determinarem de manera
onstrucﬁva fent aparelxer el numero e=Lim(1l +1/n)n,

2
d= L1m n+1 n+3 = L1m(1+ n+l 5 n+3 = L1m(1+ n+l-n+l nir:la =
n-1 N—yo0 n-1

2+n2 n-1_2 2+n?
= Lim|[1+ -2 'n+3 =Lim(l1+ — L [2 n-1'n+3 =
n—)ee( n-1 n—)oo( (n-1)/2 !

1 n-1 %n22+43 Lim 2.n%2+4
[t dyza) 2 = s =

= Lim
n—oo

49. Troba la relacié6 que hi ha d'haver entre els parametres p i q
perqué tinguin el mateix limit les successions de termes generals:
- n+p)n+q . (n+q n+p
an=|—= i  bp=[—2
n+2 n+1

Solucié. Com que els limits presenten una indeterminaci6 del
tipus 1=, seran de la forma eC, on c=Lim[(ap-1).bpl, (ag) és la
successio de la base i (by) la de l'exponent.

PRIMER LIMIT.

e= Lim[[2# -1} (2+q)] = Lim[2202) (0] - Lim (221000

. [n+q . ' i
= -2 _L = = -2 . = -2Z. =eP 2‘
(p-2) n1m [n+2] (p ).1 = p-2. Per tant, a=e
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SEGON LIMIT.

c= Lim [(n+q 1) (2. n+p)] Lim [(q-—l]n(:-zl—n-‘-_p)] =

= (g-1).Lim 2.n+p = (q-1).2 = 2.q-2.. Per tant, b=e2.9-2
q el q q

n—ee

Per hipotesi ens diuen que els dos limits han de ser iguals. Per
tant, es verificara que a=b , eP-2=e2.4-2 , p-2=2.q-2 , [p=2.q].

50. Siguin les successions (ap), (bn). (cn) i (dn) que tenen per
termes generals:
= = 1 = _n+2 ; = 1
an—2+3n4 , bn— m , Cp= 1 dn— —_— 0
Calcula els limits segiients:
Li=Lim(asP") i Lo=Lim(cydn)
n—oo o0

Solucié. Observem que els limits de les successions donades sén,
- respectivament, a=+e, b=0, ¢=0 i d=0. Calculem ara els limits de
les poténcies donades.

PRIMER LIMIT.

0

o
Li= Lim (2+3.n43:2nin+1) = «=° Indeterminat

N—eo
Apliquem logaritmes neperians,
1
Ln(Ly)= n[le (2+3.n4)3+2. Ln(n+l)} Lim In[(2+3.n4)3+2.Ln(n+l)] =
n—oo

n—eo
- Lim Ln(2+3.n%) _ Lim Ln [n4.(3 +2/n9] _
noe 3+2.Ln(n+1) n5e. 3+2.Ln[n.(1 +1/n)]
Ln(3 +2/n%

4 +
= Lim % Ln(n) + Ln(3 +2/n% Ln(n)
im = Lim =
n—e 3+2. Ln(n)+2 Ln(l +1/n) noe 3 24 2.Ln(1 +1/n)
Ln(n) Ln(n)
ﬁ?% 2. Per tant, Ln(L)=2 , [L,=e2
SEGON LIMIT.

1
Lo= le( n+2 )Ln(n4—3) = 0% Indeterminat
n—es

Ap:hquem logaritmes neperians,

1 1
= ; n+2 = T n+2 -
Ln(Ly)= Ln[%lm (3‘ 3 I)Ln(n“-s)} = Lim Ln{( )Ln(n4-3)] =

N—eo 3.n3-1
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Ln(n+2) - Ln(3.n3-1) Ln[n.(1 +2/n)] - Ln[n3.(3 -1/n3)] -

= Lim Ln(n?-3) = Lim Lan4.(1 -3/n9)]
= Lim Ln(n) + Ln(1 +2/n) - 3.Ln(n) - Ln(3 -1/n3) _
e 4.Ln(n) + Ln(1- 3/n9
9 Ln(l +2/n) Ln(3 -1/n3)
- + -
= Lim Ln(n) Ln(n) _-240-0 __1
N—eo 4+ Ln(l- 3/n4) 440 2
Ln(n)

Per tant, Ln(Lp)=-1/2 i aixi Ly=e-1/2, o també |Lo=1/Ve|.

51. Suposant els parametres p i q positius, calcula el limit:
Yp+¥q |

a=Lim [———
n—oeo

Particularitza-ho després per p=2 i q=8, trobant els tres primers
termes de la successié i el valor del limit. Comprova que aj i a sén

respectivament les mitjanes aritmeética i geométrica de p i q.

Soluci6é. Sabem que, si p és una constant positiva, Lim(pl/n)=1.
En consequéncia,

1/npql/njn ,
a=Lim (m)n = Lim(—p——w) =1 Indeterminat
n—eo 2 n—oo 2

Trobem el seu valor a=eC, on c=Lim[(ap-1).by]. A més, emprarem
l'equivaléncia dels infinitésims pl/m-1 i (1/n).Ln(p).

c= Lim [(W -1).n] = Lim [(M—%I—/—I—Lz)n] =

n—eo L\ | n—eo .

_ Lim[(pl/n-l)+(ql/m U.n} _ Lim[(1/n).Ln(p)+(1/n).Ln(q) ol =
n—yoeo 2 n—soo 2

_ . |Ln(p)+Ln(q) | _,. Ln(p.q) _Ln(p.q) -

B

Per tant, a=ec=elnPd= [yp.q

En el cas particular de p=2 i q=8, els tres primers termes de la
successié de terme general '

o (5

sén a1=5, az=4'b, az=4'33 que tendeix al limit a=\2.8=4.

Observem que la mitjana aritmética (m. a.) és el primer terme
de la successio, a1=(p+q)/2, i que la mitjana geométrica (m. g.) és
el limit d'aquesta successi6 a=\p.q.

Aixi, en aquesta successid, es parteix de la m. a., que es va
modificant fins a convertir-se, en el limit, en la m. g.
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52. Si (ag) és un infinitésim, calcula el limit de la nova successio de

terme general:

bn={cos(ay) + p.sin(ay)]cetan(as)

Solucié. Com que (ap) és un infinitésim, Lim(ay)=0. Calculem el
limit de la nova successio (bp).

b= Lim (cos(an) + p.sin(an))®* (@ = (cos(0)+p.sin(0))!/ 2O =
n—eo

= (1+p.0)}/%= 1° Indeterminat
Posem el limit com a poténcia del namero e, eC, on
p.sin(an) - [1-cos(ap)]

c= Lim[({cos(as) + p.sin(ay) -1).cotan(an)] = Lim
n—ye n—yoo

tan(ap)
= Lim p.sin(an) _1-cos(an) | _ p-sin(an) .. 1-cos(an)
n—oe| tan(ap) tan(a,) noe tan(a,) n-oe~ tan(am)

Emprant infinitésims equivalents, tindrem

2
c= Lim 2 -(@n) _ Lim @n)7/2 Limp - L1m =p-O=p

n—o (an) n—eo (an] n—eo

En conseqtiéncia, el limit és a=..

Formula de Stirling
53. Aplicant la férmula de Stirling, dedueix el valor dels limits,
' 2.n 2
a=Lim¥n! , b=Lim2l i c¢=Lim2 -0
N—eo n-e yn! n—se ¥11.(2.10)!

Solucié. La formula de Stirling ens diu que l'infinit n! és
equivalent a l'infinit nD.e-n.y2.n.n

A més, recordem que Lxm(\]kn =1, on k>0. Amb aquestes
consideracions ja podem resoldre els tres limits donats.

PRIMER LIMIT.

a= Lim Yn! = Lim+/nn.en¥2.xn = Lim([n.e-L.*{2.xn) =
N—oo N—oe

n-oo
= Lim|n.e-L*{x.(Z.n)] = +=.(1/€).1= [+
Lim| {x.(2n). /)
SEGON LIMIT.
b= Lim -1 - le#l—— = Lim
noe ¥nl n—»-s,\/nne-nw n—»onel V21t
= Lim 1-1/n = [E]

noe e 1*Yn.(2.n) e 1 1
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TERCER LIMIT.
2.n 2 2.0{;on o-n
e Lim2on@n? e 2 .(;1 eny2anpf
noe ¥IL.(2.0)! ' noe vi1.(2.n)*"e2-0Y2 x.(2.n)
22:0n2ne-2.n2 T
= Lim . =Lim— = |V
LI

n—e 1.220n2ne2n2 YT M  noe

2.3. SERIES NUMERIQUES

54. Aplicant la condicié necessaria de convergéncia, demostra que
son divergents les séries:
' a) £ n/(n+2) i b) £ 2n/(n+1)

Solucié. Calculem els limits de les successions inicials,

a=Lim-1_=1 i b=Lim-20 =2
n—e N+2 A N N+

Com que els limits son diferents de zero, la successions no sén
infinitesimals i, per tant, les séries no so6n convergents, siné
divergents. La seva suma seria infinita.

Criteris de comparacio6

55. Posa en primer lloc la série en funcié del terme general i
després, emprant el primer criteri de comparacié, demostra que és
divergent. La série és: .

=1,4,9,16,.25 , |
2=y + 5+ 55+ 65 * 126

Solucié. Calculem en primer lloc el terme general (ap). Fixem-
nos que els numeradors sén els quadrats dels nombres naturals i
que els denominadors sén els seus cubs augmentats en una unitat.
Per tant, la série és Yap=Xn2/(n3+1).

Comparem-la, per exemple, amb la série Yby=21/(n+1), que és
divergent perqué és una série harmonica (amb p=1). Veiem que

-n2 5 1
n3+1  n+l

Aquesta desigualtat és certa ja que n3+n2 > n3+1, per tant, n2 >1.
Podem deduir, aixi, que sempre ap2bp, i com que Ybp, és
divergent, també és divergent la série donada Yap.

perqué n2.(n+l) 2 n3+1
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56. Estudia si és convergent o divergent, aplicant el segon criteri
de comparacio, la série segtient:
= IL__ tan(1
Y ap= ¥ g—5—tan(1/n)

Solucié. Aplicarem que l'infinitésim tan(l/n) és equivalent al 1/n
i compararem la série donada amb la Ybp=X(1/n2), que sabem que
és convergent perqué és una série harmonica amb p=2>1.

Com que hem d'emprar el segon criteri de comparacio,
trobarem el limit del quocient entre les dues séries,

] n 1
L= Lim3n%1 W _ .0 3n%1 0 i n2 1
N—3o0 1/n2 Nn—yoo 1 n2 N—oo 3n2+ 1 3

Com que, L#0 i Lz, resulta que les dues séries tindran el mateix
caracter. Com que Ybp és convergent, també Yap és convergent.

Criteri de Pringsheim

57. Estudia la convergéncia o divergéncia de la série segiient,
emprant el criteri de Pringsheim:

= nYn+1
Zan. 2 Yn + 2

Solucié. Calculem el limit L= Lim(nP.ap),

L= Limnp2Yn+1 _ iy nPtiin+l

N—o0 n +2 noe  Yn +2

Si prenem p=-1 ens quedara

L= Lim in+l _ Liszl +1/n ___Vl+0 =1
nse¥n +2 noe 1+ 2/¥n 1+0
Com que L#0 i Lz, i com que hem pres p=-1<1, el criteri de
Pringsheim ens indica que la série Yap €s divergent.
Ho podiem comprovar també aplicant la condicié necessaria de
convergéncia d'una série. En efecte, com que Lim(ap)=e, la
successié (ap) no és infinitesimal i, aixi, la série Yap és divergent.

58. Estudia, segons els diferents valors del parametre positiu m, la
convergéncia o divergéncia de la série:

_ v Vn%+1
Y an= 3, n‘;++3

Solucié. Estudiem el limit L=Lim(nP.ap).
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L= leﬁm AP0 +1/0%) _ . pe+@/m Y1 +1/03
n_"” n2+3 N—eo n2+3

Com que el limit de l'arrel és zero, si volem que el limit L tingui
un limit L#0 i L, haurem de fer que les maximes, poténcies de n
del numerador i del denominador tinguin el mateix grau, és a dir,

p+(3/m)=2, d'on [p=2-(3/m)|.

Prenent aquest valor de p, el limit sera L=1 i podrem aplicar el
criteri de Pringsheim, on recordem que m és positiu:

Si p>1, la série Yap és convergent. Aixd es donara si 2-(3/m)>1,
-(8/m)>-1, (3/m)<1 , 3<m. Per tant, [si m>3, Yap és convergent].

Si p<l, Yap és divergent. Es a dir, si 2-(3/m)<1, -(3/m)<-1 ,
(3/m)=1 , 32m. En conseqtiéncia, [si 0O<m<3, Yap és divergent].

Criteri de D'Alembert

59. Estudia el caracter de la série segiient, trobant en primer lloc
el terme general i utilitzant després el criteri de D'Alembert:
Ta,=420, 38, 4 , 5l
"1 Y4 Y27 7256 13125

Solucié. Descomponent en factors primers els denominadors,
observarem que la série és Yap=Yn!/n". Com que volem aplicar el
criteri de D'Alembert, haurem de trobar el limit segiient,

L= Lim 20¢L = Lim +1)!/ @+ Lim _@+1tnn
n—seo n—e n!/n" n— n!.(n+1)"*1
. (n+1).n!.n“ . nn . n \n . 1\n
= =Li = Lim (2" = Lim (B+1)" =
noe NLM+1)".(M+1)  noe (0+1)" 5w n+1) n_,«.( n )

= Lim (21" = Lim[(1+ L' = e1= 1
Lim (0261 = Lim|(1+ 1] :
Com que, L=(1/e)<1, el criteri de D'Alembert ens diu que la
série donada [Zan és convergent—l.

60. Discuteix la possible convergéncia o divergéncia, en funci6 dels
parametres p i q, on p>0, de la série segiient:
% ap= X (n4/pn)

Solucié. Amb l'objectiu de servir-nos del criteri de D'Alembert,
calcularem en primer lloc el limit segiient:

L= Lim sl oy (O¥DY/p0t g (neD)dpn
nN—oo n—eo I'IQ/pn noe N4, pn+1
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_ i n+1)3pn n+l1l01 _ 1
= Lm e apip © ‘;ji?( nelf PP

Per tant, si L=(1/p)<l, és a dir, |si p>1, Xap és convergentl,
mentre que si L=(1/p)>1, és a dir, [si p<1, Xap és divergent|.

Si:p=1, llavors L=1, i el criteri de D'Alembert no decideix. Ara
bé, si p=1, la série donada ¥n4/p™ ens queda reduida a la ¥nq, que
es pot transformar en la série harménica >X1/n-4. D'aqui deduim

que si -g<1, és a dir, [si p=1liqg=-1, ¥ap és divergent|, perod si -g>1,
és a dir, |si p=11iq>-1, Ya, és convergent]‘

Criteri de Raabe

61. Per mitja del criteri de Raabe, estud1a el caracter convergent o
divergent de la série:
Y an= Y —-2

n.(n+1)

Solucié. Si volem aplicar el criteri de Raabe, haurem de trobar
en primer lloc el limit segtient:

An+1 1/[(n+1).(n+2)]
L_ﬁggn(l ) Ixigﬁn(l 1/[n.(n+1)]

- Limn1- i) =

= LimnD*2-0 _ [j;m 20 _ 9
N—eo n+2 N—oo n+2

Com que L=2>1, el criteri de Raabe ens diu que la série donada

Yan és |convergent|,

62. Discuteix, segons els valors del parametre positiu p, la
convergeéncia o divergéncia de la série:

- n!
2= %, p.(p+1).(p+2)...(p+n-1)

Solucid. Per aplicar el criteri de Raabe haurem de trobar el limit
seguient:
L= len(l an+1) len(l- (n+1)!/[p.(p+1)...(p+n-1).(p+n)]) _
nseo Noseo n!/[p.(p+1)...(p+n-1)] /

ity _n+1)_ 1, n+p-n-1} .. (p-1).n _
- Lima(1- B}) = Lim n (M5 < rim iR <

nN—eo
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Aixi, doncs, si p-1>1, és a dir, [si p>2, Zap és convergent],

mentre que si p-1<1, és a dir, lsi p<2, Xanp és divergent[.

Observem que pel cas L=p~1=1, és a dir, p=2, el criteri de Raabe
no decideix. Estudiem, doncs, aquest cas particular; en el qual
veiem que s'obté una série harmonica:

= n! = nl -y 1l 1,11, -,
lan = Y e D) - CalnrD) - Cnel 2

1.1
3 4

En conclusi6, lsi p=2, Yan és divergent].

Criteri de Cauchy

63. Estudia la convergéncia o divergéncia de la série segiient
aplicant el criteri de Cauchy:

Yap=X 2".sin(§13)

Solucié. Si volem calcular el valor de la série donada pel criteri
de Cauchy, anomenat també criteri de l'arrel, haurem de trobar
abans el limit de l'arrel enésima del terme general

L= Lim ¥ag = Lim ./ 2".si 3L) = Lim,/2"L =2

n n
IN—eo Nn—oo N—eo 3 3

Observem que hem substituit l'infinitésim sin(1/31) pel seu
equivalent 1/3%. Com que hem obtingut L=(2/3)<1, el criteri de
Cauchy ens indica que la série |Zan és cbnvergent|.

64. Pel criteri de Cauchy i pels diferents valors del parametre p,
estudia la convergéncia o divergéncia de la série:
n2?
Sa =2 (n2+p—2n+1
n

Solucié. Calculem el limit de l'arrel enésima del terme general,

n nz
L= Lim v = Lim (nzﬂ)_-n“)
N—o N—oo n2

n
= Lim =1

n—eo n?

Com que ens ha quedat l'expressié indeterminada 1%, posarem
el limit en funcié del namero d'Euler, e, on ¢ vindra donat per
2 2
o= Lim[(n +p.n+1 1) ] le[n +p.n+1-n ] o P+l
s ¢ LSS TR AN 2 ez n—»oﬂ Sal

‘ =P
n—eo © N
Aixi, doncs, el limit de l'arrel enésima és L=eP. En conseqiiéncia,

si eP<1, és a dir, |si p<0, Yay és convergent|.
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Si eP>1, és a dir, |si p>0, Yap, és divergent|. Perd si eP=1, que
equival a dir si p=0, el criteri de Cauchy no decideix. Estudiem
aquest cas particular substituint p=0 en la série donada,

zan=2(n2+1) 2(1*‘ 1)
n2

Observem que la série anterior és divergent, perqué el limit del
seu terme general Lim(ap)=e#0, i aixd significa que la successi6
(an) no és infinitesimal, condicié necessaria per a la convergéncia

de la série. En conclusi6, [si p=0, Xap és divergentl.

Criteri logaritmic

65. Per mitja del criteri logaritmic, estudia el caracter convergent
o divergent de la série seglient, definida Ter:

Y ap= 31+ A"

Soluci6. Trobarem en primer lloc el limit segiient,
Le Lim Ln(1/an) _ Lim Ln(1+ 1/vo@fP - Lim nln(1+ 1/y1@)
noe Ln(n) n—eo Ln(n) N—oe Ln(n)

Substltulm l'infinitésim Ln(1+ 1/\/_ ) pel seu equivalent 1/\/_

L= Lim 2000 iy v

noe LN (n) N—oo Ln(n)

Per calcular aquest limit podem aplicar el criteri de Stolz, ja que
(Ln(n)) és una successié estrictament creixent que divergeix a +e.
En conseqiiéncia, el limit anterior sera igual a:

L= Li Yyii-Y n-1 ‘—L yfi-Yn Lim Yyii-Y n-1

m
n—e Ln(n) - Ln(n-1) nseLn[n/n- 1)] no- Ln[l+ 1/(n-1)]
Tenint en compte que Ln[l+1/(n-1)] i 1/{n-1) sén infinitésims
equivalents, podrem substituir:

L= Lim-Y 01 _ [ (n-1) {ymr - Voo1)

n-se 1/{n-1) n—oo

Fem servir ara el métode de conjugacié i després dividirem
numerador i denominador per la maxima potencia de la n,

(n-l).(m— n-1 .(m+ { n-1) (n-1).[n-(n- 1)] _

L= Lim = Lim
n—ee ma+Yn-1 nse ym+1n
= Lim—~2 = Lim 1- 1/n = 1-0 :l—='+oo

n—»o«/“+V ns~Y1/n +Y1/n-1/n2 Y0 +Y0-0 O

Com que L=+oo>1. el criteri logaritmic ens indica que la série

donada Ya és [convergent).
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66. Pels diferents valors del parametre p, estudia la convergéncia o
divergéncia de la série segtient, aplicant el criteri logaritmic:

Tana (Lo Lol Jra@pe s ..

Solucié. Com que en el calcul d'una poténcia d'una altra poténcia
s'han de multiplicar els exponents, el terme general de la
successio que defineix la série donada podra ser expressat per

anp= ([Ln(n)]Ln(n])P = [Ln(n)]P~L“(n)

Apliquem el criteri logaritmic per saber el caracter convergent
o divergent de la série

- Lim /a0 _ . Lolla@Pto® ! Loln@) P
n-e Ln(n) n—eo Ln(n) n—eo Ln(n)
_ 1:n-P.Ln(n).Ln[Ln(n)] _ ..
Lt e et

Observem que si p>0, llavors L=-~<1, si p=0, L=0<1 i si p<O,
L=+->1. En resum, aplicant el criteri logaritmic, podem deuir que

[si p20, Tan és divergent| i [si p<0, Zan és convergent|.

Criteri de condensacié de Cauchy

67. Segons els valors del parametre p, estudia la convergéncia o
divergéncia de la série segiient, en la qual (ay) és decreixent a partir
d'un cert terme:

Ta= (Ln(1)p . (Ln(2)P . (Ln(3))

1 2 3

p
+ ...

Solucié. Com que en l'enunciat ja se'ns indica que (ap) és
decreixent a partir d'un cert terme, podrem aplicar el criteri de
condensacio de Cauchy prenent:
Ln(2™)P

21’1

bp=2".ax» = 2“.[ = [n.Ln(2)]‘5 =[Ln(2)]P.npP

Estudiem, doncs, la série
Ybn = X [Ln(2)P.nP = [Ln(2)P.3(1/nP)

Com podem veure, es tracta de la série harmonica, per la qual
cosa, si -p>1, Y¥bp és convergent, mentre que si -p<l, aleshores
Ybp és divergent.

Pel criteri de condensaci6, les dues séries Yap i 2bp han de
tenir el mateix caracter, [si p<-1, 2an és convergerﬂ, mentre que

|si p>-1, Tay és divergent|.
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Séries alternades

68. Analitza el caracter de les séries segtlients, definides a partir de
les successions de termes generals:
= inll -1)n
an= - nsinfl] e (13D

n

Solucié. Estudiem en primer lloc el limit dels termes generals
PRIMERA SERIE.
n{l/n) _ 4

a= Lim a, = Lim (—1)“.n.sin(}—l) = Lim (—1)“.Sl T/
N—oo

n—eo N—oo
Com que no existeix el limit, la série Yap no és convergent. Es

tracta d'una série |oscillant].

SEGONA SERIE. ,
- n - n
b= Lim by, = Lim (-1)*1.3+(T” - Limi'(—;)—ﬂ— =0
n—oo N—0o N—oo

Es compleix, per tant, la condicié necessaria de convergéncia,
perd encara no és suficient. Hem de veure si (by) és una successio
decreixent. Calculem els primers termes,

(bn)=(2, 2, 0'66, 1, 0'4, 0'66, 0'28, 0'5,...)
Com que no és una successié decreixent, sind oscil-lant, podem
afirmar que la série Tby, no és convergent, siné [divergent|,

Convergéncia absoluta i condicional

69. Pels diferents valors del parametre p, analitza la convergéncia
absoluta o condicional de la série alternada segiient:

Sa sy (_1)n+1
" 1+nP

Solucié. Estudiem primer la convergéncia de la série alternada, i
observem que és decreixent si p>0. En efecte,

1 1 P p
an>a, ; > , 1+n+1)P >14+nP , (n+1)? > npP ,
R T 1+(n+1)P (n+1) (n+1)
(nnLl)p>l que es verifica per p>0

Quant al limit d'aquesta successié, a=Lim[1/(1+nP)]=0, si p>0,
2(-1)n+1a, és convergent, en virtut del criteri de Leibniz.

Si fos p<O0, la successio (ap)=(1/(1+nP)) seria no decreixent i,
per tant, la série ¥(-1)2+1.a, seria divergent.

Pel cas p=0, ens queda la série Y(-1)0+1.[1/(1+1)]=3(-1)n+1/2,
Com que la successié que defineix la série no és decreixent,
deduim que la série ha de ser .
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Estudiem a continuaci6 la convergéncia absoluta pel cas p>O0.
)"+
lagl= % S 1 L
Zlanl= 2| 1+nP | Zl+nP 24p
Aquesta série I'hem comparada amb l'harmoénica >(1/nP), que és
convergent per p>1. En conseqiiéncia, també Y lap| és convergent
per p>1.
En el cas que O<p<l, per saber el caracter de la série Xlapl,
podem aplicar el criteri de Pringsheim. Trobarem el limit

L= LimnP.a, = LimnP—1— = L= LimnP.a, = Lim-0P_ =1
N—yoo Nn—oo +nP . Noee Nn—oo 1+nP

Com que L#0 i Lz, i com que és p<l1, la série és divergent.

En resum, segons els diferents valors de p, podem dir que la
série Yap és
Divergent: p<O No convergent (oscil-lant): p=0
Condicionalment convergent: O<p<l
Absolutament convergent: p>1.

Suma de les séries

70. Calcula la suma de les séries segiients, en el cas que siguin
convergents:

Yap=1+Ll+ Ll 414 . Xbp=1-L14+1 .14
n € e2 8 " 2 4 8 °

=3 +3+3V3+9+913 +27+2713+...

Solucié. Analitzem cadascuna de les séries donades.
- PRIMERA SERIE. Es tracta d'una série geométrica de raod r=1/e,

San =X Ly=3 ("
Com que Irl<l, és convergent ila seva suma és
-1
s=y (L= - 1 _ e _ 158
Z(e) 1-r 1-1/e e-1

SEGONA SERIE. També és una série geométrica, perd en aquest cas
la ra6 és r=-1/2,

Zbn =2 (VA= (-4"
Com que Irl=(1/2)<1, també és convergent i la seva suma és

=y (-1Pl b _ 1 2 _
s_2(2) 1-r  1- (-1/2) 3/2 =3 0'66.
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TERCERA SERIE. Es tracta d'una série geométrica de raé r=V3,
2Cn =X (@n

En aquest cas, com que Irl=|\/§|>1. la série sera divergent i,
per tant, la suma de la série és Ycp=+.

2.4 APLICACIONS DE LES SUCCESSIONS I SERIES

71. Una fabrica industrial diposita mensualment els seus residus
toxics en un contenidor. Se sap que la quantitat total en tones
d1pos1tada fins al mes n ve determinada per

n+2

QTn=
n+1l

Calcula les quantltats col-locades en el primer, segon i tercer mes.
Es cert que la fabrica realitza un programa per l'eliminacié continua
de productes toxics?

Si el contenidor té una capacitat maxima de 20 tonels, ens podria
servir per sempre? 1 si la fiabrica té prevista la duracié del
contenidor per un periode de 10 anys?

Solucié.  Observem que, inicialment, hi ha dipositada en el
contenidor la segiient quantitat en tones de residus toxics:
QTo=(2/1)0=1 QT1=(3/2)3=3'375
QT2=(4/3)6=5'618 QT3=(5/4)9=7'450
Si Qi és la quantitat en tones de residus col-locats en el

“in

contenidor durant el mes “i”, tenim
Primer mes: Q1=QT1-QTp=3'375-1=2'375
Segon mes: Q2=QT2-QT1=5'618-3'375=2'243
Tercer mes: Q3=QT3-QT2=7'450-5'618=1'832
Veiem que la successié de quantitats dipositades és decreixent,

Q1>Q2>Q3>... i, per tant, podem acceptar el fet que la fabrica
realitza un programa per a l'eliminacié continua de residus toxics.

Determinarem ara si el contenidor pot servir per sempre.
Observem que

3.n
Lim QT, = Lim (n—tl)s'“ = Lim (1+ —1—)(““”'n+1
" N~eo ) n—e \N+1 N—oo n+
= Lim{(1+ 1 )‘"*”]3'“/ (n+)

3 = 20'085 tones.
N n+1

Com que la capacitat maxima és de 20 tones, deduim que el
contenidor no podra afrontar tots els residus, perqué li mancara
capacitat per absorbir uns 85 kg de residus, aproximadament.
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En canvi, si la duracié prevista del contenidor és de 10 anys,
aleshores si que podra afrontar la capacitat de residus generada ja
que, al final dels 10 anys (és a dir, n=120 mesos), la quantitat total
dipositada de residus sera:

QT120=(122/121)360=19'355 tones < Capacitat maxima

72. Des de la data de naixement del seu fill, un pare de familia
imposa cada any una quantitat de 20.000 PTA al 4% d'interés
compost. Apunta la successié dels capitals obtinguts al final de cada
any i durant els cinc primers anys.

Després de fer el servei militar, quan fa 21 anys, el fill vol casar-se
i retira el capital del banc. Quants diners li donaran?

Solucié. Observem que les quantitats lliurades eada any sén
anualitats de capitalitzacié. El capital final al cap de t anys és

_a.(1+).[(A1+)*1]
i

C

En el nostre cas, tindrem
_"10.000.(1+0.04).[(1+0.04)"-1]
0.04

Si donem valors a la t, ens resultara la successié de capitals, que,
mesurats en PTA és aproximadament

(C)=(20.800, 42.432, 64.929, 88.326, 112.659,...)
Després de 21 anys, el capital obtingut és de

C21=520.000.[(1'04)21-1] ={664.959 PTA

C = 520.000.[(1'04)t-1]

73. Si col'loquem 25.000 PTA a interés compost semestral,
obtindrem 32.000 PTA al cap de 3 anys. Quin rédit anual ens ofereix
aquest banc? Comprova-ho després calculant els termes de la
successi6 de capitals obtinguda a cada semestre.

Si haguéssim dipositat el mateix capital a interés continu i amb el
mateix rédit, quant temps expressat en anys, mesos i dies hauria
d'estar-hi per obtenir el mateix capital final?

Solucié. Partirem de la férmula de capitalitzacié composta i
substituirem les variables conegudes pels seus valors

C=Cof1+ ™" . 32.000=25.000(1+ 1* | 1'28:(1; if

Traient l'arrel sisena de cada membre, s'obté
1'042=1+(i/2) , 0'042=i/2 , i=0'084

D'aquesta manera, el rédit és
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El capital que s'obté al final de t anys ve determinat per
C=25.000(1+ OL%B_‘L“ = 25.000.(1'042)2

Si trobem els seus valors en PTA al llarg dels 6 semestres dels
tres anys, és a dir, si t;=0'5, tg=1, tz=1'6, etc., obtindrem
aproximadament la successi6

(C)=(26.050, 27.144, 28.284, 29.472, 30.809, 32.000, ...)

Si.ara el capital Cp=25.000 PTA ha estat posat a capitalitzacié
continua, amb el mateix tipus d'interés, i=0'084, i hem obtingut
també el capital final de C=32.000 PTA, tindrem

C=Cp.eit , 32.000=25.000. ¢0'084.t | 1'28=¢0084.t
Aplicant logaritmes neperians,
Ln(1'28)=0'084.t , 0'24686=0'084.t , t=2'9388 anys
Passem aquesta quantitat a anys, mesos i dies. Tenim
t=2 anys +(0'9388 anys.12 mesos/any) = 2 anys +11'2656 mesos =
= 2 anys + 11 mesos + (0'2656 meso0s.30 dies/mes)

El temps és aproximadament |t=2 anys , 11 mesos , 8 dies].

Punts d'equilibri

74. Una oficina necessita llogar unes fotocopiadores per un
determinat nombre de dies. Se li ofereixen dues possibilitats. A la
primera s'han de pagar 34.000 pPTA per despeses generals i 1.400
PTA per dia. A la segona, 37.000 PTA fixes més 1.250 pTA/dia.
Dedueix l'expressié de les dues funcions de costos fi g i i apunta la
funcié diferéncia d=g-f. Calcula d(1), d(2), d(3) i en general d,=d(n).
De quin tipus de successi6 es tracta? Quin lloc ocupa el terme nul?

Dibuixa les dues funcions i determina graficament el punt
d'equilibri, és a dir, el punt en qué les despeses son iguals. Quina
seria la millor oferta si el temps de lloguer és de dues setmanes? I si
és de tres setmanes?

Solucié. Deduim en primer lloc les funcions de despeses de cada
fotocopiadora.

PRIMERA FOTOCOPIADORA. Com que les despeses inicials s6n de
34.000 PTA i després es paguen 1.400 PTA/dia, si anomenem x els

dies de lloguer de la fotocopiadora, tindrem que la funcié de
despeses és f(x)=34.000+1.400.x

SEGONA FOTOCOPIADORA. Analogament, la funci6 de despeses de la
segona fotocopiadora és gx)=37.000+1.250.x

La funcié diferéncia, que déna la diferéncia de despeses entre la
segona opcio i la primera, en funcié del temps x, és

d(x)=g(x)-f(x)=(37.000+1.250.x)-(34.000+1.400.x)=3.000-150.x
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Calculem ara la diferéncia de despeses pels primers dies:
d(1)=3.000-150.(1)=2.850 pTA , d(2)=3.000-150.(2)=2.700 PTA

Aixi, resulta la successi6 (d)=(2.850, 2.700, 2.550, 2.400, ...)

Veiem que es tracta d'una progressid aritmética decreixent de
diferéncia d=do-d1=-150. El terme enésim és dp=3.000-150.n.

El terme nul, d,=0, és el que 3.000-150.n=0, n=3.000/150=20.
Per tant, el terme nul ocupa el 20é lloc. En aquest punt, la
diferéncia de despeses és nul-la, per la qual cosa, per un periode
de x=20 dies, les despeses de les fotocopiadores seran iguals.

Si x=20 tindrem f(20)=34.000+1.400.(20)=62.000 PTA. Aixi el
punt d'equilibri és el Pe(20, 62.000). La grafica és:

Y (milers PTA)

Peé

18

-t
34

. X (dies)
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24

El pﬁnt d'equilibri es trobara igualant les despeses de les dues
fotocopiadores, f(x)=g(x):
34.000+1.400.x=37.000+1.250.x , 150.x=3.000 -, x=20

Observant la grafica, veiem que per dues setmanes (x=14 dies)
tenim

f(14)=34.000+1.400.(14)=53.600 PTA
g(14)=37.000+1.250.(14)=54.500 PTA

Sera més favorable la primera opci6, ja que f(14)<g(14).

En canvi, per tres setmanes (21 dies), sera més favorable la

segona opcid, perqué f(21)=63.400 PTA i g(21)= 63 250 PTA, i
resulta que g(21)<f(21).

75. En un model econdmic no lineal es tenen les seglients
funcions: f(x)=12-x-x2 i g(x)=-4+3.x+x2. Representa en una grafica
les dues corbes i troba el punt d'equilibri.- A partir de la relacié
g(xn)=f(xn-1) i de xp=1, calcula xi, x2, x3 i x4. Construeix després la
“teranyina” a l'entorn d'aquest punt d'equilibri i comprova que
l'equilibri és estable.

Si la primera funcié canvia a fa(x)=26-x-x2, quin sera el nou punt
d'equilibri?
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Soluci6. Amb una petita taula de valors podem dibuixar les dues
paraboles. Només treballarem en el primer quadrant perqué, com
que les variables s6n econémiques, suposem que tant les abscisses
com les ordenades prenen valors positius. La grafica és:

12Y

10

B

: N\

1 2 3 X
X0 X2 X4 X3X1

El punt d'equilibri Pe és aquell en qué f(x)=g(x). Es trobara
resolent el sistema format per f(x)=12-x-x2 i gx)=-4+3.x+x2.
Igualant,

12-x-x2=-4+43.x+x2 , -2.x2-4.x+16=0 , x2+2.x-8=0

Aquesta equacié de segon grau té com a solucions x=2 i x=-4,
perd la segona no la considerem valida perqué és una variable
negativa. Com que per x=2 l'ordenada és f(2)=12-2-22=6, el punt

d'equilibri és .

A partir de la relacié glxp)=f(xn-1}, substituint tindrem,
-4+3.xn+(xXn)2=12-X.1-(Xn-1)2 , &Xn)2+3.xn+[(Xn-1)2+Xp-1-16]=0

Per n=1 resultara (x1)2+3.x1+[(x0)2+x0-16]=0 i com que xp=1,
(x1)2+3.x1-14=0 de soluci6 positiva x1;=2'53.

Per n=2 resultara (x2)2+3.x2+[(x1)2+x1-16]=0 i com que x;=2'53,
(x2)2+3.x2-7'06=0 de soluci6é positiva x9=1'55.

Procedint d'aquesta manera, obtindrem la successié d'abscisses
(xn)=(1, 2'53, 1'55, 2'28, 1'78,...). Observem que és una successi6
oscil-lant convergent de limit l'abscissa d'equilibri xe=2, i aixi
I'equilibri sera estable. En la grafica hem dibuixat la teranyina a
I'entorn del punt d'equilibri. -

Si la primera funcié varia a f3(x)=26-x-x2 i la segona és la
mateixa, g(x)=-4+3.x+x2, el nou punt d'equilibri es trobara igualant
fo(x)=gx) , 26-x-x2=-4+3.x+x2 , -2.x2-4.x+30=0 , x2+2.x-15=0, que
té per arrel positiva x=3, d'on f2(3)=26-3-32=14. El nou punt

d'equilibri és el |Qe(3, 14)|.
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f) PROBLEMES PROPOSATS

2.1 SUCCESSIONS DE NUMEROS REALS
Definicié i operacions

76. El terme general d'una successié (an) és apn=(n+1)/ (n+2). Prova
que aquesta successié €s sempre creixent. Comprova-ho després
trobant els quatre primers termes.

Sol. Vn, aps12an ... 4>3 ., (an)=(0'66, 0'75, 0'80, 0'83,...).

77. El terme general d'una successié (an) és un polinomi de segon
grau en n. Si els tres primers termes son 4, 7 i 14, jquant valdra el
quart terme?

Sol. ap=x.n2+y.n+z, sistema , apn=2.n2-3.n+5 , a4=25.

Progressions aritmétiques i geométriques

78. Una peca de construccions infantil té la forma d'un ortoedre.
Determina'n les dimensions sabent que estan en progressio
~ aritmética, que sumen 15cm i que el volum de la peca és de 105cm3.

Sol. x, x+d, x+2d , 3cm, 5cm, 7cm.

79. En un tram de carretera s'han dee plantar 7 arbres
equidistants entre dues velles oliveres que estan separades per 40m.
Mitjancant progressions aritmétiques calcula. la distancia de
separaci6 que hi haura d'haver entre cada dos arbres consecutius.

Sol. a1=0, ag=40, d=bm.

80. Un nen es proposa col-locar 45 pedres en linia recta i que
disten del lloc on estan reunides actualment 3m, 6m, 9m, etc. Quina
és la distancia total que haura de caminar el nen per col-locar totes
les pedres, portant-ne una cada vegada?

Sol. a4$=270m , D=6.120m.
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81. De tres numeros que estan en progressié geométrica se sap
que el segon és 32 unitats més gran que el primer i que aquest segon
€s 96 unitats més petit que el tercer. Quins sén els tres niimeros?.

Sol. r=3, 16, 48, 144.

82. Interpola 6 termes entre 1152 i 9, de manera que et resulti
una progressio geometrica decreixent.

Sol. r=0'5 , 576, 288, 144, 72, 36, 18.

83. Sessa, l'inventor de l'escac, va presentar el seu joc al princep
indi Scheran, el qual, i com a recompensa, va oferir-li el que volgués.
Sessa va demanar un gra de blat pel primer quadre del tauler del joc
d'escacs, 2 grans pel 2n, 4 pel 3r, 8 pel 4t... i aixi fins a la darrera
casella del tauler. Quants grans va demanar?

Sol. Sgq=264-1, Sgq=183446.7442073.7091551.615 grans.

2.2 LIMITS DE SUCCESSIONS
Definicié i propietats

84. Apunta el terme general de la successié oscil-lant de termes
a1=-1/2, ag=1/4, ag=-1/8, etc. Quin sembla que és el seu limit?
Prova-ho aplicant la definicié.

Sol. ap=(-1)1/21, a=0, lap-al<e Vn>n, ,n,=E(Log(1/¢e)/Log(2))+1.

85. El primer terme d'una successié és aj=1/2 i els altres sén
definits per recurréncia per mitja de ap;1=(an)2+4/25. Prova que €és
una successié monoétona decreixent i que tots els termes presenten
l'acotacié 1/5<an<4/5. Tindra limit? Calcula'l, en cas afirmatiu.

Sol. aps1<an , per induccié6 , a=1/5

Calcul de limits

86 Comprova que els limits seglients presenten la indeterminaci6
=/ i determina'n el valor. Les successions sén:

n2-5n+1 2n2-n+3 -{2n2-4n+3 6-n3
(an):( 3n2+7) (bn):(n3-8n+5) (Cn)( 5n-8 | (dn) 2n—1)

Sol. a=1/3, b=0, c=+c0 , d=-co.
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87. Aplicant en primer lloc una propietat dels limits, troba el limit
de la successi6 segiient:

(an)= 6n2-3n-4 , _5n+3
Y9n4+1 n+2.sﬁ'17

Sol. Lim (bp+cq)= L1m (bn)+L1m (cn), b=2,c=5, a=7

n—oe

88. Discuteix, pels diferents valors dels parametres positius p iq,
el limit donat per:
) n+lyqgn+l
—Lim [P™1+4 )
a HL)IE( pl’l+qn

Sol. Sip2q = a=p: Sip<q = a=q ; resum: a=max{p.q}.

89. Si ap=n2+3n+2 i by=n3+4n sén els termes generals de dues
successions (ap) i (bp), calcula el limit donat per:

- Log(an)
a=Lim (Log(bn))

Sol. ap=n2.(1 +3/n +2/n2) , by=n3.(1 +4/n2) , aplicar prop. log.
a=2/3. ,

90. Determina els limits de les successions que tenen com a
termes generals:

ap= -12 (
Yn2+4n+1 - Y¥n2+8n+1 ‘bp=Y4n2+5 n—Vn2+7}
Sol. a=6, b=-7 :
Criteri de Stolz

91. Troba en primer lloc els 5 primers termes de les successions
segients. Quin creus que és el seu limit. Comprova-ho després
aplicant el criteri de Stolz:

1+243+...+n
(ag) == 2t

n2

Sol. (ag)=(1, 1'5, 2, 2'5, 3....) , (bp)=(1, 1'75, 2, 2'12, 2'2,...)
a=+c , b=5/2.

(be) ﬁ(1+6+1 1+...4(5n-4)
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92. Determina el valor que hauria de tenir el parametre p perqué
fos igual a la unitat el limit segtients:

a=Lim =) 2 R

n—e 2pN
Sol. Stolz, a=p/6 , p=6.

93. Troba, aplicant el criteri de Stolz, el limit donat per
c=Lim sin{o)+sin(o/2)+...+sin(a/n)
n—eo Ln(1+n)

Particularitza-ho després per a=n/3 radians i comprova el limit
trobant el valor aproximat de cg.

Sol. sin(a/n)=a/n , Ln(l+ 1/n)=1/n, c=ua ; cg=1'2068.

Limits de poténcies

94. Siguin les quatre successions de termes generals ap=n+1,
bn=1/Ln(n2+1), a'n=n/(n2+1) i b'h=1/(n+1). Calcula els limits de les
successions potencials:

; c=Lim(a)™ i c¢'=Lim (a'n)Pr
n—oo n—oo’

Sol. Aplic. log. c=\e , c'=1.

95. Sigui la successié (ap) on els primers termes sén: aj=cos(n),
ag=cos4(n/2), az=cos9(n/3),.... Escriu el terme general i calcula
després el seu limit.

Sol. ap{cos(n/n)]** , 1-cos(n/n)=n2/(2n2 , a=e"*/2

96. Dedueix la igualtat seglient entre limits:

Lim va; = Lim -20
n—yoo n—oo an—l

Aplica-ho després per calcular el limit:

a=Lim +/sin?(1 /+m)

n—oo

Sdl. Aplic. log. , Stolz, sin(ap)=0, , a=1.
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97. Troba la relacié entre p i q perqué es verifiqui la igualtat:

2n+q
Lm(Bag] " - L b -
Sol. p+q=2.

98. Discuteix, pels valors del parametre positiu p, el valor del limit
segient:

Sol. Si 0<p<3 = a=e ; Si ’p=3 = (Ind.) a=e3 ; Si p>3 = a=0.

Férmula de Stirling

99. Aplicant la férmula de Stirling, dedueix el valor dels limits:

a=Lim Ln(nl b= Lim Y(m+1)(n+2)...(n+n)
n—e Ln(nn) N—300

Sol. Apl. log., a=1 , b=+,

2.3 SERIES NUMERIQUES
Criteris de convergéncia:

100. Fent servir el primer criteri de comparacié, prova que és
convergent la série:

_ ¢ sin’*(n)
Z an= Z on

Sol. Compara-la amb X(1/20). Série geométrica r<1, conv.

101. Utilitzant el segon criteri de comparacio, estudia el caracter
de la série expressada per:
inll inll
+ 1 + sin|--
sm(3 1n(4

Y, an= sin(1) + sin(% +...
Sol. Compara-la amb Z(1/n) , divergent.
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102. Estudia la convergéncia o divergéncia de les séries segiients,
emprant el criteri de Pringsheim:

Yan=21- COS%) Y bp= ZLn(1+ ;112)

n

Sol. (ap) convergent, (by) convergent (p=2).

103. Estudia el caracter de les séries segiients, trobant en primer
lloc el terme general i utilitzant després el criteri de D'Alembert:
Tap=l+243,4 4,5, ¥yp=--4L,5 ., 6 . 71 ,

=y T4 8 16 32 7118 T 219 3127 T 41.81

Sol. X ap=X (n/21n), conv., £ by=X (n+3)!/(n!.30) conv., (1/3)<1.

104. Per mitja del criteri de Raabe, estudia el caracter de les
séries seglients donades pel seu terme general:

=1+ L4+ 1 1-1 bn= L[CEH
an= +§+§+"'+H (1+ﬁ)_[1+{2—)...(1+ﬂ'—1)

Sol. Yap diverg. (L=0) , Xbp conv. (L=eo).

105. Estudia la convergéncia o divergéncia de les séries segiients
aplicant el criteri de Cauchy:

n.Ln(n)
Za,=X |1
2n+3

Thp=X ta'n"(%)

Sol. ¥ap converg. (L=0) , Xbp diverg. (L=V3>1).

106. Aplicant el criteri logaritmic, estudia el caracter convergent o
divergent de les dues séries segiients:

- 1 |ln®) . _ -e
Zan-z(Ln(n)) n22) i Yby= Y [Lam)]

Sol. Yap conv.. (L=>1) , ¥by diverg. (L=0<1).

107. Analitza, per mitja del criteri de condensacio, la convergéncia
o divergéncia de la série segiient:
- 1 1 1
= + + +...

2.Ln(2) 3.Ln(3) 4.Ln(4)

Sol. by=1/{n.Ln(2)) , divergent.

dn
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Séries alternades

108. Estudia la convergéncia o divergéncia de les seglients séries
alternades, trobant primer el terme general de la successiéo que
defineix la série: .

Sae-L+l L.l oy 1.1,1 1
TV V3 V& Vs 1479 16"

Sol. Tan=(-1)n/vn+1 converg. Tbp=(-1)7+1/n2 converg.

109 Estudia la convergéncia absoluta o condicional de les dues
séries seglients, on s'’haura de trobar en primer lloc l'expressio dels
termes generals:

1 1.1 1
Xan= - oy * In@) La@) " LaG)

~1_1.,1 _ 1
an_l 9%25 29"

Sol. Xapn=%(-1)"/Ln(n+1) condicion. convergent.
Ybp=X(-1)n+1/(2n-1)2 absol. convergent.

Suma de les séries

110. Donades les séries segiients, estudia'n el caracter i, en cas
que siguin convergents, troba la seva suma descomponent en
fraccions simples el terme general de la successié que defineix la
série donada:

Sap=X —1 - 1
D) S ) Zep=Z Ol

Sol. Yap converg. S=1. Ybp converg. S=1/2. Xcp diverg.

111. Calcula el terme general de les séries segiients i troba'n la
suma en cas de convergéncia:

i

Sa.=24+4 .8 .16, Sbo=44+7 410,13,
=7 %70 13 16 nmytgtartelt
Sep=2 +-2 410 17 ,

5 25 125 625
Sol. Xan=¥21/(3n+4) , divergent.
ZHH=Z(3n+ 1)/3n , convergent, S=11/4.
Zcp=X(n2+1)/5" , convergent, S=23/32.
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Miscel:lania d'exercicis de séries

112. Estudia la convergéncia o divergéncia de les séries segiients,
aplicant algun criteri de convergéncia:
nl.g?

a) 2an= X arc tan (n) b) Zan= 2 (1+m).(1+2x)...(1+nmn)
Sa.=Y 1 = ‘[ 2n+1)"
) an (4n-3).(16n2-1) d) 2ap= X 3n+1
=r_—nl__ 2
o = e  Tan= T ZEGER

Sol. a) Divergent (no compleix cond. nec. de convergéncia).
b) Divergent (Raabe (1/m)<1).
¢) Convergent (Pringsheim).
d) Convergent (Cauchy).
e) Convergent (D'Alembert, ((1/e)<1).
f) Divergent (comparaci6 amb 1/n).

113. Estudia la convergéncia o divergéncia de les séries segiients i,
en cas que siguin convergents, troba'n la suma:

= —~——4 Za = E —2n+l
a) Zan= 2 (4n-3)(4n+1) b n2(n+1)?

=37 =35 . L
C) Zan-— X 4_11 d) Zan z on 31’1)

Sol. a) Converg. (Pringsheim) S=1. b) Converg. (Pringsh.) S=1.
c) Converg. (P. geomét.) S=7/3. d) Converg. (P.g.) S=9/2.

114. Fes un estudi de les séries segiients i determina'n la suma, en
el cas que siguin convergents:

. -y n+2

a) Yap=2X (-l)n.2n-l b) Zan= X on+2
_yn2n+l Sa,= Y —34n2+n_
c) Zap= X r_13nT d) " 3! n(n+1)

Sol. a) Divergent (prog. geom.)
b) Converg. (D'Alembert) S=1.
¢) Converg. (D'Alembert) S=11/4.
d) Converg. (descomp. i D'Alembert) S=1/2.
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2.4 APLICACIONS DE LES SUCCESSIONS I SERIES

115. Un capital de 10.000 PTA col:locat a interés compost anual
durant 2 anys es converteix en 11.449 PTA. Quin és el rédit r; que
ofereix el banc? I si llinterés compost fos semestral, trimestral i
quadrimestral? Apunta aquesta successié de rédits i dedueix quin és
el seu limit r.

Sol. r1=7%, (r)=(7, 6'88, 6'84, 6'82,...) Cap. cont. r=6'76%

116. Comprem un televisor en color per 120.000 PTA i el volem
pagar durant el termini de 5 anys per mitja d'un banc que treballa
amb un rédit del 8%. Quina anualitat haurem de pagar cada any amb
la finalitat d'amortitzar el valor del televisor?

Si una altra modalitat de pagament és la d'una anualitat de 20.881
PTA, amb el mateix rédit, quantes anualitats s'hauran de pagar?

Sol. a=30.054 pTA, t=8 anys

117. Sabem que el valor actual Cp de Cg PTA disponibles al cap de n
anys, en un banc que treballa amb capitalitzacié continua i amb un
rédit r, ens ve donat per:

Cn=co.e-r.n/ 100

Quin capital C s'hauria de dipositar actualment en el banc, amb
rédit del 12%, per tenir una renda perpétua de 653.900 PTA anuals,
a partir de l'any segiient?

Sol. C=X653.900.e-0'12.n |/ C=4,346.100 PTA.

118. Es diposita una certa quantitat Cp a interés compost del
14'1% i amb acumulaci6 trimestral. Quant temps ha de romandre al
banc per duplicar-se? I per triplicar-se? Dedueix la constant de
proporcionalitat k de la funcié t=k.Ln(x), on t és el temps i x el
nombre de vegades que és més elevat el capital final que I'inicial.

Sol. C=2.Co, m=4, t1=5 anys , tg=7 anys, 4 mesos i 2 dies,
C=x.Co , k=7'2164.

119. Una empresa, que produeix un determinat article, ha
comprovat que el cost total de produccié esta format per unes
despeses generals de 31.960 PTA, més un cost unitari de 115 PTA. Si
el producte es ven a un preu unitari de 162 pTA, dibuixa en una
mateixa grafica la funcié de costos i la d'ingressos. Quin és el punt
d'equilibri en qué el benefici és nul? (-)
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Suposa ara que cada mes el preu de cost de l'article puja en 1
PTA/unitat, mentre que el preu de venda roman igual. Apunta la
successio d'articles (x;, x2, x3,...) que s'hauran de vendre per
aconseguir un benefici nul. Quant valdra el tretzé terme de la
successio?

Sol. C(x)=31.960+115.x , I(x)=162.x , x=680 u ,
xn=31960/(47-n) , (x)=(694, 710, 726,...)", x13=940 PTA.

120. En l'analisi de l'oferta i la demanda s'ha estudiat que la
quantitat oferta Qs d'un article ve expressada en funcié del preu P
per la funcié Qs=-5+0'5.P, i que la quantitat demandada Qp segueix la
funcié Qp=75-1'5.P. Troba graficament el preu d'equilibri Pe en el
qual Qs=Qp.

Suposa que Qs=f(Pn-1) i que Qp=f(Py). Si Pg=25 PTA és el preu
inicial, troba la successié de preus que resultara d'aquest model i
dibuixa la teranyina en el punt d'equilibri Pe. Es tracta d'equilibri
estable o inestable? _

Si ara es carrega cada article amb un impost de consum de 8 pTa
cada unitat, la nova quantitat oferta sera Q's=-5+0'5.(P-8), mentre
que la demanda Q'p roman igual. Quin sera el nou preu d'equilibri?

Sol. Pe(40 PTA/u., 15 1), Pp=(160-Pp-1)/3 , equil. estable,
(45, 38'33, 40'55, 39'81, 40'06,...) , P'e(42 PTA/U. , 12 ul).
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

3.1 LIMIT D'UNA FUNCIO EN UN PUNT

1)

2)

Limits laterals. Limits per l'esquerra (f(a”)) i per la dreta
(f(a*)). Limit funcional (b).

Limits funcionals a I'infinit. Abscissa infinita, asimptota
horitzontal (A.H.). Ordenada infinita, asimptota vertical
(A.V.). Coordenades infinites, a31mptota obliqua (A.O.),
branca parabdlica.

3.2 CONTINUITAT D'UNA FUNCIO

1)

2)

3)

4)

Funcid continua en un punt. Continuitat per l'esquerra
i per la dreta, funci6 continua en un punt.

Continuitat en un interval. Continuitat en intervals
obert, semitancat, semiobert i tancat. Increments de la
variable independent (Ax) i de la funcio (Ay), continuitat
en funcio dels increments. Operacions amb funcions
continues.

Teoremes de continuitat. Maxim relatiu (M.r.) i minim
relatiu (m.r.). Maxim absolut (M.a.) i minim absolut
(m.a.). Teoremes de Bolzano, de la funcidé acotada i de
Weierstrass.

Funcions discontinues. Punts de dlscontmultat Tipus
de discontinuitat: evitable, per salt finit o infinit i
essencial.

3.3 APLICACIONS DE LA CONTINUITAT

1)

2)

Aplicacions de les funcions continues. Campana de
Gauss, corba d'aprenentatge i corba logistica.
Aplicacions de les funcions discontinues. Equacions
amb diferéncies. Variables periodiques i funcions
temporals. Tipus de grafiques temporals, monotonia i
convergéncia.
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c) CONCEPTES 1 EXEMPLES
3.1 LIMIT D'UNA FUNCIO EN UN PUNT

3.1.1 LIMITS LATERALS. Sigui una funcié uniforme y=f(x) i un punt
de l'eix X d'abscissa x=a. Anomenem successié a l'esquerra de a tota
successi6é (xp) tal que per a tot n es verifica xp<a. De manera similar,
(xn) sera una successio a la dreta de a si es verifica sempre que xp=a.
Anomenem també successié imatge, (f(xp)), la successié de les
imatges d'una successio (xn), per mitja de la funcié y=f(x).

Direm que f(a-) és el limit per l'esquerra de la funcié y=f(x) en x=a,
si per a tota successié a l'esquerra de a, (xp), que té per limit a,
aleshores la successi6é imatge, (f(xn)), té per limit f(a-). Escriurem

f(a-)= Lim f(x)

X—a
Ho entendrem millor amb la representacié grafica segiient:
Y Y
y=fx) y=Itx)
: flxy)
- fla)e
fx,)
1(x;)
f(x_ﬂ:71/ X ‘ fa*r)_$ - x
X1 X9 —p a : a' <4 Xy X1
Limit per l'esquerra Limit per la dreta

Analogament, f(a*) és el limit per la dreta de la funcié y=f(x) en
x=a, si per a tota successié a la dreta de a, (xp), que té per limit a,
aleshores la successié imatge, (f(xp)), té per limit f(a*). Escriurem

flat)= Lim+ f(x)

Exemple 53. Sigui la funci6 y-f[x) definida per intervals com f(x)=x/2
si x<2 i f(x)=6-(3/2).x si x>2. Dibuixem-la:

3lY

2 6-(3/2).x

Calculem en primer lloc el limit per l'esquerra de x=2, f(27),
prenent una successio qualsevol a l'esquerra de 2 i que té per limit 2.
Per exemple, prendrem la de terme general x,=2-(1/n).
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Trobarem les seves imatges per f prenent f(x)=x/2, ja que els
termes de la successio estan a I'esquerra de 2:

flxp)= xn/2= (2-(1/n))/2= 1-(1/2n)
Fent que n—e deduim que el seu limit és Lim fix,)=1-0=1. Per tant,

el limit per l'esquerra és [f(27)=1].

Quant al limit per la dreta en x=2, també podriem fer el mateix,
prenent, per exemple, la successio (xp)=(2+ 1/n) i substituint-la en la
funci6 f(x)=6-(3.x/2). Obtindrem f(2+)=3.

Si es vol, podem comprovar-ho intuitivament prenent qualsevol
successi0 per la dreta de 2, per exemple la (xp)=(4, 3, 2'5, 2'1, 2'01,...) i
calculant la successié imatge, fixy)=(0, 1'5, 2'25, 2'85, 2'985....) que té

de limit 3. En conseqiéncia, |{(2+)=3].

Suposem que per la funci6é y=f(x) i en el punt d'abscissa x=a, hem
calculat els limits per l'esquerra, f(a’), i per la dreta, f(a*). En cas que
els limits laterals siguin iguals, f(a-)=f(a*)=b, direm que b és el limit
de la funcié y=f(x) quan x-a.

Evidentment, aquest limit funcional b, sera independent de si la
successio €s per l'esquerra o per la dreta de a, i apuntarem

b= Lim f(x)
. x—a

Per tant, direm que b és el limit de la funcié y=f(x) quan x—a, si
per a tota successio (xn) de I'eix X, a I'esquerra o a la dreta d'a, i que
té per limit a, el limit de la successié imatge (f(xy)) és b.

En consequiéncia, no existira el limit d'una funci6 en un punt si no
existeix el limit per I'esquerra f(a-), o bé no existeix el limit per la
dreta fla*), o bé aquests dos limits laterals sén diferents, f(a-)#f(a*).

Exemple 54. La funcié de I'exemple anterior definida per f(x)=x/2 si
x<2 i flx)=6-(3/2).x si x>2, no té limit quan x—-2, perqué els dos limits
laterals, f(27)=1 i f{2+)=3, s6n diferents.

Considerem ara la nova funci6 y=f(x) donada per flx)=x/2 si x<2 i
fix)=(1.4).x2-x+2 si x>2, que té per grafica

3|Y
2
1 (1/4)x2 x+2
/2 X
2 -1 o 1 2 3 4
-1

Ja hem trobat que el limit per l'esquerra de x=2 és f(2-)=1.
Graficament també es veu que el limit per la dreta és f{2+)=1, ja que
en prendre, per exemple, la successi6 (xp)=(4, 3, 2'5, 2'1, 2'01,...) veiem
que té per successid imatge (f(xy))=(2, 1'25, 1'06, 1'0025....) de limit 1.
Aixi, doncs, el limit funcional quan x—2 és

b= Lim f(x)=1
X—2
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3.1.2 LIMITS FUNCIONALS A L'INFINIT I LIMITS INFINITS.
Expressarem visualment els diferents tipus de limits funcionals en
qué intervé el +e 0 -o». Els podem classificar en:

A) LIMITS FUNCIONALS D'ABSCISSA INFINITA. En els limits funcionals a
l'infinit, b- i b* indiquen que la corba s'acosta per baix o per dalt de la
recta horitzontal y=b, anomenada asimptota horitzontal.

S 4
/ —_—p \ e
X X X X
+ o0 + oo . -00 -00 )
Lim f(x)=b” Lim f(x)=b* Lim f(x)=b" Lim f(x)=b*
X—3+oo X—3+00 X—3-00 X—3-00

Exemple 55. Si representem graficament la funcié f(x)=2/(x-3)
veurem que és la hipérbola

3lY

>
0 < X
— 3 6 A.H
-3

Calculem els limits funcionals d'abscissa infinita. Si, per exemple,
X—+eo, podem considerar la successio (xp)=(1, 10, 100, 1000,...) i trobar
les imatges (f(xn))=(-1, 0'28, 0'02, 0'002,...), veurem que té per limit
x=0%. Aix0 indica que esta per damunt 'asimptota horitzontal y=0.

De manera similar, si fem que x—-«, fent servir per exemple la
successio (xp)=(-1, -10, -100, -1000....) veurem que la successi imatge
(fxn))=(-0'5, -0'15, -0'019, -0'009,...) tendeix a 0. Es a dir, que esta per
damunt l'asimptota horitzontal de I'eix X. Per tant, podem posar

Lim f(x)=0* Lim {(x)=0
X—>+oo X—y-00

B) LIMITS FUNCIONALS D'ORDENADA INFINITA. En els limits funcionals a
linfinit, a- i at indiquen que la corba s'acosta per l'esquerra o per la
dreta de la recta vertical x=a, anomenada asimptota vertical.

g| ¥ 8| Y Y
+ + ar
X
X X g 8
Ia+ 1 a I 1 1
Lim f(x)=+e Lim f(x)=+o Lim f(x)=- Lim f(x)=-o0
x—a* X—=a x—a* X—a
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Exemple 56. En la hipérbola {{x)=2/(x-3) fem que x tendeixi a 3 per la
dreta, és a dir x—»3* amb la successi6 (xp)=(4, 3'5, 3'1, 3'01,...). La
successi6 imatge és (flxp))=(2, 4, 20, 200,...) que té per limit 4o,

Ara fem que x—3" amb la successié (xp)=(2, 2'5, 2'9, 2'99,...). La
successio6 imatge és (flxp))=(-2, -2'5, -2'9, -2'99) que té per limit -co. Per
tant, en x=3 hi ha una asimptota vertical dirigida cap a +e per la
dreta i a < per I'esquerra. Podem escriure,

Lim f(x)= + Lim f{x)= -
x—3" x—3

C) LIMITS FUNCIONALS DE COORDENADES INFINITES. En els limits infinits
a l'infinit, tant l'abscissa com l'ordenada poden aproximar-se a +w 0
-eo, per mitja d'una recta inclinada anomenada asimptota obliqua.

g Y Y X g
X 8 X
oo ' -e°
Lim f(x)=+e Lim f(x)=-eo ‘Lim f(x)=+c Lim f(x)=-co
X—>+00 X—3+00 X—3-00 X—>-00

Si la funci6é presenta limit a l'infinit i no existeix aquesta recta
d'aproximacio, direm que la corba presenta una branca parabdlica.

Exemple 57 . En la funcié de I'exemple 54 definida per f(x)=x/2 si x<2 i
f(x)=(1.4).x2-x+2 si x>2, si fem que x—-w l'asimptota obliqua sera,
evidentment, la mateixa recta, y=x/2.

En canvi, per x—+e, com veurem més endavant, no hi ha cap
asimptota obliqua. Es tracta, doncs, d'una branca parabélica.

3.2 CONTINUITAT D'UNA FUNCIO

3.2.1 FUNCIO CONTINUA EN UN PUNT. Considerem funci6
uniforme y=fx) i un punt de I'eix X d'abscissa x=a, que té per imatge
f(a). Sabem que si existeixen els limits laterals f(a’) i fla*) i son iguals,
b=f(a-)=f(at), llavors existira el limit funcional en el punt. Estudiem
ara el concepte de continuitat lateral.

Direm que la funcié y=f(x) és continua per l'esquerra en x=a si es
verifica que f(a’)=f(a), és a dir, si el limit per l'esquerra en x=a és
igual a la imatge. De la mateixa manera, és continua per la dreta si es
compleix que f(a*)=f(a), i aixi el limit per la dreta és igual a la imatge.

Si una funci6 és continua per l'esquerra i per la dreta en un punt,
direm simplement que és una funcié continua en aquest punt. Haura
de complir-se que fla-)=fla+)=f(a), o també b=f(a), i com que b és el
limit funcional, la condicié per tal que f(x) sigui continua en x=a és:

Lim f(x)= f(a)
x—a
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Fixem-nos que l'anterior condici6 de continuitat exigeix que es
compleixin tres condicions:
- Existéncia del limit funcional en el punt, per la qual cosa els dos
limits laterals han de ser iguals, fla’)=f(a*)=b.
- Existéncia de la imatge f(a) de la funcié, és a dir, el punt x=a ha
de pertanyer al seu domini D(f).
- El limit funcional ha de ser igual a la imatge, b=f(a).

Exemple 58. La funci6 f] definida per intervals com f](x)=1 si x<3 i
f1(x)=2 si x>3, no és continua en x=3 perqué sén diferents els limits
laterals. Observem que f3(37)=1 i {1(3%)=2.

Tampoc no és continua la funcié fa definida com fa(x)=1 st x#3,
perqué no existeix la imatge f(3), és a dir, la funcié no esta definidaen
aquest punt. Fixem-nos en les seves grafiques:

1Y Y
2 O 2
fi £
1 1
X X
0 3 0 3

La nova funcié f3 definida com f3(x)=1 si x#3 i f3(x)=2 si x=3,
encara que tingui limit en x=3 ja que f3(37)=f3(3%)=1, aquest valor no
coincideix amb la imatge, f3(3)=2. Per tant, {3 no és continua en x=3.

Finalment, veiem que la funci6 f4 definida com f(x)=1, per a tot x,
és continua en x=3, ja que compleix les tres condicions.

Y :
2 2 Y
! f, fa
1
[ x T 1T
3 3

3.2.2 CONTINUITAT EN UN INTERVAL. Depenent del tipus
d'interval, direm que una funcié y=f{x) és continua en aquest, si

- INTERVAL OBERT (a, b). La funci6é és continua en cadascun dels
punts interiors.

- INTERVAL SEMITANCAT [a, b). La funcié és continua per la dreta en
a i és continua en cadascun dels punts interiors.

- INTERVAL SEMIOBERT (a, b]. La funcié és continua per l'esquerra en
b i és continua en cadascun dels punts interiors.

- INTERVAL TANCAT [a, b]. La funcié és continua per la dreta en a, és
continua en cadascun dels punts interiors i és continua per
l'esquerra en b.
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Exemple 59. -La funcié {(x)=2/(x-3) de l'exemple 55 no és continua en
I'interval semitancat [3, +«) perqué no és continua per la dreta de
x=3. En efecte, observem que {(3*)=+ i que no existeix {(3), per la qual
cosa no es compleix que {(3+)=((3).

En canvi, és continua en l'interval semiobert (3, 5], perqué, com
veiem, és continua en tots els punts interiors (3, 5) i també és
continua per l'esquerra en x=5, ja que {(57)=1 i també f(5)=1.

Per a estudiar la continuitat d'una funcié y=f(x) ens pot ser molt
util estudiar per un increment de la variable independent, Ax, quin
increment de la funcié, Ay, es produeix. Observem la grafica segiient,
on x és un punt qualsevol del seu domini, D(f).

Si incrementem 1'abscissa de x a
x+Ax, la funcié ens canvia de f(x) a Y
f(x+Ax). Per tant, passarem del punt
d'estudi P(x, f{x)) al punt proxim
Qx+Ax, f(x+Ax)). AY p

Recordem que en un punt (a, f(a)) la f(x)
condicié de continuitat ve donada per ] LAX X

Lim f(x)=f(a) : X X+AXx
X—a

Com que ara els punts so6n P(x, f(x)) i Qx+Ax, f(x+Ax))

substituirem a per x, x per x+Ax i també x—a per Ax—0. Obtenim

Lim f(x+Ax)=f(x) , Lim f(x+Ax)-f(x)=0 , |Lim Ay=0
Ax>0 Ax—0 . Ax—0

y=1(x)

f(x+Ax Q

que é€s la condici6é de continuitat en un punt genéric x expressat a
través de l'increment de les variables.

Exemple 60. Provem que totes les funcions quadratiques,
f(x)=a.x2+b.x+c, sén funcions continues en qualsevol punt x de R.
Incrementem la x, f{x+Ax)=a.(x+Ax)2+b.(x+Ax)+c. L'increment de la
funci6 és
Ay=f(x+Ax)-f(x)=[a. (x+Ax)2+b.(x+Ax)+c]-[a.x2+b.x+C]
Desenvolupant,
Ay=a.x242.a.x.Ax +a.(Ax)2+b.x+b.Ax+c-a.x2-b.x-C
Simplificant,
Ay=2.a.x.Ax+a.(Ax)2+b.Ax= (2.a.x+b).Ax+a.(Ax)2
Si trobem el seu limit quan Ax—0. tindrem

Lim Ay=Lim((2.a.x+b).Ax+a.(4x)2)= (2.a.x+b).0+a.0%= 0
855077 B0

A continuacié fem un estudi de les possibles operacions amb
Juncions continues. Es prova que donades dues funcions continues f i
g en l'interval A, també s6n continues en A les funcions suma (f+g),
diferéncia (f-g), producte (f-g), quocient (f/g) sempre que g(x)=0,
producte escalar (A.f) i qualsevol combinacié lineal (A.f+u.g).

A mes, sif és una funcié continua en A i g continua en B=f(A), la
composicié gef també és una funcié continua en A. Finalment, si f és

una funcié6 injectiva i continua en A, la funcié inversa f-! és continua
en B=f(A).
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3.2.3 TEOREMES DE CONTINUITAT. Abans d'esmentar alguns
teoremes relatius a les funcions continues, precisarem uns conceptes
que ja hem utilitzat de manera intuitiva en capitols anteriors, com és
el cas dels maxims maxims i minims d'una®funcié. Aixi, doncs,
assenyalem tot seguit les definicions d'extrems relatius.

Direm que xg és un maxim relatiu de la funcié y=f(x) si existeix una
bola oberta de radi r, centrada en xg, que per qualsevol punt x
d'aquesta (que també pertanyi al domini) es verifica que f(x)<f(xp).

Direm que xg és un minim relatiu de la funci6 y=f(x) si existeix una
bola oberta de radi r, centrada en xg, que per qualsevol punt x
d'aquesta (que també pertanyi al domini) es verifica que f(x)>f(xp).

Y M.A

v Y
fixg) .
f(x)

f(x) M.R.

X m.A. MR X

X X Xy X
Maxim Relatiu Minim Relatiu Max. i min. absoluts

Definim tot seguit els extrems absoluts. Direm que Xg €s el maxim
absolut d'una funci6 y=f(x), si per a tot punt x del domini es verifica
que f(x)<f(xp). Finalment, direm que xgo és el minim absolut d'una
funcié y=f(x), si per a tot punt x del domini es verifica que f(x)>f(xp).
Observem que els extrems (relatius i absoluts) d'una funcié no
sempre existeixen.

Exemple 61. Sigui la funci6 y=x.(x2-12)/ 16 que suposem definida en
I'interval [-6, 6]. Obtindrem la grafica seglient. :

Veiem que en l'interval donat hi Y
trobem un maxim relatiu en (-2, 1), i 9
un minim relatiu en (2, -1). M.a.
Gréaficament, interpretem el maxim
(minim) relatiu com el valor més
gran (més petit) que pren la funcié
localment a l'entorn de l'abscissa
x=-2, (x=2).

Com que ens restringim en
I'interval [-6, 6], observem que el
maxim i el minim absolut es troben
en el nostre cas en els extrems de
l'interval, és a dir, el maxim
absolut és el punt (6, 9) i el minim
absolut és el (-6, -9). Podem dir que,
graficament, aquests dos punts sén
el més alt i el més baix,
respectivament, de la corba en
I'interval de definici6.

Mostrem a continuacié els teoremes de continuitat, que indiquem
sense demostracio, perod els analitzem de manera intuitiva i senzilla a
partir d'un grafic.
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TEOREMA DE BOLZANO. Si una funcié y=f(x) és continua en l'interval
tancat [a, b] i es verifica que f(a).f(b)<0, existeix almenys un punt
¢ de l'interval obert (a, b) tal que f(c)=0.

En altres paraules, si una funcié és continua i pren valors de
signe contrari en els extrems de l'interval, forcosament hi ha
d'’haver almenys un punt c¢ que talli I'eix X.

Y Y Y Max.Abs.
Ks
f(b)
f(c) la 0 X o X
ol ia f¢ b a b a b
y=f(x) Jy:f(x) '/y=f(X)
f(a) Kj Min.Abs.
T. Bolzano T. funcié acotada T. Weierstrass

TEOREMA DE LA FUNCIO ACOTADA. Si una funcio6 y=f(x) és continua en
linterval tancat [a, b], és també acotada en aquest interval, per la
qual cosa existiran dues cotes K; i Kg tals que Ki<f(x)<Kg, per a
tot x de l'interval [a, b].

TEOREMA DE WEIERSTRASS. Si una funcié y=f(x) és continua en
linterval tancat [a, b], existiran en aquest interval el maxim
absolut i el minim absolut.

En ser la funcié continua i prendre valors en els extrems, el
teorema assegura que s'assoleixin un valor maxim i un valor
minim.

Exemple 62. Sigui la funcié de I'exemple anterior y=x.(x2-12)/16 i

l'interval [-6, 6]. Com que f(-6)=-9<0 i f(6)=9>0, pel teorema de
Bolzano la corba tallara I'eix d'abscisses en almenys un punt.

Veiem en la grafica que son tres els zeros de la funcié o punts de
tall amb l'eix X (y=0). Podem determinar aquests zeros resolent
l'equacié x.(x2-12)/16=0. Obtindriem :

x1=0 , x2=2.\](_3 i X3=-2.\]1_’>

Observemn també que la funcié és acotada, ja que una cota inferior
pot ser Ki=-10 i una superior Ks=10. També hem vist que existien el
minim absolut (-3, -9) i el maxim absolut (3, 9).

3.2.4 FUNCIONS DISCONTINUES. Si una funci6 no és continua en un
interval, direm que és una funci6é discontinua en aquest interval. Els
punts x=a en que la funcié y=f(x) no és continua s'anomenen punts de
discontinuitat. '

Segons quina sigui la causa per la qual la funcié és discontinua en
un punt, tenim els diferents tipus de discontinuitat que es poden
presentar, que son:

DISCONTINUITAT EVITABLE. Existeix el limit funcional b=f(a-)=f(a+),

pero aquest valor és diferent de la imatge f(a).
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DISCONTINUITAT DE SALT.

a) F1

NITA. Existeixen els dos limits laterals f(a") i f(a*), perd s6n

diferents. El valor del salt és S=f(at)-f(a’).

b) INFINITA (O ASIMPTOTICA). Algun dels limits laterals és infinit.
En aquest punt hi haura una asimptota vertical a la grafica de la

funcio.

DISCONTINUITAT ESSENCIAL. No existeix algun dels dos limits

laterals f(a-) o bé f(a*).

y=f(x) X
WALTVAE
 §
LWV \/
X
a a X
Disc. evitable Disc. per salt Disc. essencial

Exemple 63. La funci6 f(x)=(2.x+6) /(x2-9) és discontinua en x=-3
perqué f(-3)=0/0 no esta definit. Per tant, en no existir f(-3). no podra
ser continua en aquest punt. Per valors que x#-3, traiem factor comu
i simplifiquem, obtenint f(x)=2/(x-3).

Els limits laterals soén (-37)=2/(-6)=-1/3 i també f(-3*)=-1/3. Aixi,
el tipus de discontinuitat en x=-3 és evitable, perqué s'eliminaria si
definim la funcié com f(x)=(2.x+6)/(x2-9) si x#-3 i f(x)=-1/3 si x=-3.

Per la mateixa funci6 f(x)=(2.x+6)/(x2-9) si considerem el punt
x=3, tenim els limits laterals {(37)=- i f(3+)=+, en ser diferents la
corba presenta una discontinuitat de salt infinita (o asimptética) en
aquest punt. La recta x=3 és una asimptota vertical de la funcié.

La funcié f(x)=cos(rn/x) té una discontinuitat essencial en x=0 ja
que no existeixen els limits laterals. Per exemple si prenem la
successi6 (1, 1/2, 1/3, 1/4,...) que tendeix a O*, la successi6 imatge és
(cos(n), cos(2.w), cos(3.n), cos(4.nw),...) = (-1, 1, -1, 1,...), successid
oscil-lant que no té limit i, per tant, no existeix f(0+).

3.3 APLICACIONS DE LA CONTINUITAT

3.3.1 APLICACIONS DE LES FUNCIONS CONTINUES. Alguns tipus de
continues que s'apliquen sovint a problemes econémics sén
les que es deriven de les funcions exponencials. En destaquem les

funcions

segiients:

CAMPANA DE GAUSS. [f(x)=a.exp(-b.x2)| (Estadistica i probabilitats).

CORBA

D'APRENENTAGE. If(x)=a-b.exp(-k.x)| (Rendiment econodmic).

CORBA LOGISTICA. [f(x)=a/(1+b.exp(-k.x))] (Ritme de creixement).
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Les grafiques aproximades d'aquestes corbes sén:

a Y a Yt @&
Y
o
X X ___Ae/(1+b) X
| / e

Campana de Gauss Corba d'aprenentatge Corba logistica

Exemple 64. El guany d'un treballador ve donat per la corba logistica
fx)=3/(1+0'5.exp(-0'4.x)) on x és el temps en anys i fx) el salari anual
en milions de pessetes. :

En el moment actual (x=0) els beneficis sén (0)=3/(1+0'5.1)=2 M
PTA. L'any vinent (x=1) seran f{1)=3/(1+0'5.exp(-0'4))= =21246.927 PTA.

Prenent ara el limit (x=+<) veiem que el treballador podria
guanyar com a maxim Lim f{x)=3/(1+0)=3 M PTA.

3.3.2 APLICACIONS DE LES FUNCIONS DISCONTINUES. En l'estudi
d'alguns problemes econdmics, és molt important el paper
representat per algunes funcions que representen variables
economiques i que depenen del temps, yi=f(t), i en les quals
coneixem la relacié que hi ha entre el valor de la funcié en un
moment t, yt, i els valors de la mateixa funcié en periodes de temps

anteriors, yi=g(yt-1, t-2.--. Yt-n)-
Aquesta relacié s'anomena equacié en diferéncies. Per facilitat
només esmentarem les de la forma yi=a+b.y;.1, on ai b sén constants.

Si b=1, s'arriba de manera immediata a la relacié yi=yg+a.t.

Si b=-1, s'obté també de manera immediata una trajectéria
oscil-latéria no convergent de y;.

Suposem ara que |bl#1 i que partim del valor inicial yp. Obtindrem
yi1=a+b.yp, i també
yo=a+b.y=a+b.(a+b.yg)=at+a.b+b2.yp = yg=a.(l+b)+b2.yo
ya=a+b.yo=a+b.(a+a.b+b2.yq) y3=a.(1+b+b2)+b3.yq
En general, ens resultara
yt=a.(1+b+b2+...+bt-1)+bt.yg

Observem que el paréntesi és la suma de termes d'una progressi6
geométrica de primer terme 1 i de raé b. Aquesta suma ve donada
per S=(bt-1.b-1)/(b-1)=(bt-1)/(b-1). Substituint,

—ab%l fptye=g b - @ Lpty.o_a A\t
yE A byosagin - g+ blyo = 780+ (yor pA)b

Si diem A=a/(1-b) i B=yp-A, l'equacié en diferéncies ens resultara

una funcié que depén tunicament del temps, |yi=A+B.bt|.
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Els diferents tipus de grafiques que es poden presentar sén:

" Oscil. divergent

Oscil. convergent

¥ Vi Yt
— % Ye

t _— t
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Mon. creix. conv.

Mon. decr. conv.

Mon. creix. div.

Yt Yt Yi
Ye

_{-_ t —!t
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Mon. dec. div.

Al ser t una variable discreta, ja que pren tnicament els valors O, 1,
2, etc., que indiquen periodes de temps, la grafica de la funcié
yt=A+B.bt presenta una discontinuitat de salt entre cada dos periodes
consecutius. El valor del salt entre el periode t i el t+1 és S=yt41-yt.

Per estudiar quina és l'evolucié de la funcié al llarg del temps, o
estabilitat de la trajectoria temporal, ens fixarem unicament en els
termes b i B i, de manera senzilla, podem arribar a les conclusions
que resumim en la taula segtient:

b b<-1 -1<b<0 O<b<1 b>1
Q | Oscillatoria | Oscil'latéria| Monétona | Monotona
@ | divergent convergent | creixent decreixent

, convergent | divergent
z Oscil-latoria | Oscil-latoria é\gg}g{%ﬁ% Né?:igg%fza
divergent convergent convergent divergent

Exemple 65. S'ha comprovat que el preu d'un producte en el periode t,
P¢, esta relacionat amb el preu Pg.1 del periode anterior per mitja de
la funci6 lineal Pt=6+1'5.P¢-1. Se sap també que el preu inicial és
Po=116 unitats monetaries.

De I'equaci6 general, yt=a+b.yt.1. observem que a=6 i b=1'G, valors
que ens permeteran trobar els nous valors

A=a/(1-b)=6/(1-1'6)=-12 1 B=yp-A=116-(-12)=128.

La funcié temporal del preu és Pi=A+B.bt, Pi=-12+128.(1'5)t.

Obtindrem els valors P1=180, P2=276, P3=420,...que formen una

successié monétona creixent divergent, cosa que podriem comprovar
en la taula anterior, tot observant que b>1 i B>0.
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Limits laterals
Funcié uniforme: y=£(x) Punt: x=a
Limit per l'esquerra: f(a-)
Successio esquerra: V(xn) / xp<a Vn Limit: xn 5 a
Successi6 imatge: (f(xn)) - Limit: f{xg) — f(a)
Notacio: |f(a’)= Lim f(x)
Xx—-a

Limit per la dreta: f(a+t)
Successio dreta: V(xn) / xp=a Vn Limit: x5 — a
Successio imatge: (f(xn)) Limit: f(xn) — flat)

Notacio: {f(at)= Lim f(x)
x—at

Representacio6 grafica:

Y Y
y:f (X) y=f(X)
f(Xl)
fla-)e
* flx,)
f(x5)
fx;) X flat)_P 1 x
X X2 —p a ad -f— X2 Xl
Limit per l'esquerra Limit per la dreta
Limit d'una funci6é en un punt
Funcio: y=f{x) Punt: x=a
Limit per I'esquerra: f(a-) Limit per la dreta: f(at)
Igualtat de limits: f(a-)=f(at) =b . Limit funcional: b
Notacio: |b= Lim f(x)
X—a

“Direm que b és el limit de la funci6 y=f(x) quan x—a, si per a tota
successio (xp) de l'eix X, a la esquerra o a la dreta de a, i que té per
limit a, el limit de la successié imatge (f(xn)) és b.”

No existéncia de limit: Zfla’) , 7f(a*) v fla)=fla’)
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Limits funcionals a l'infinit i limits a l'infinit

A) Abscissa infinita: (Asimptota horitzontal)

WY Y Y

+— > '\ -~
b b . /
//— £¥> _\\ 4_—-—/_b_

X X X X

+ o0 + oo ~-00 -oo

Lim f(x)=b" Lim f(x)=b* Lim f(x)=b" Lim f(x)=b*
X—y+o0 X~3+00 X—3-00 X—y-00

B) Ordenada infinita: (Asimptota vertical)

g| ¥ 8| Y
+ +
» X j X
I Ia"' | a l
Lim f(x)=+c Limf(x)=+c Lim f(x)=-c0 Lim f(x)=-o
x—at X-—a- x—at X—a”

C) Coordenades infinites: (Asimptota obliqua)

8 Y Y X g '
+ +o0 +
X g X
+ o0 ! ~-00

Lim f(x)=+c Lim f(xX)=- Lim f(x)=4 Lim f(x)=-o0
X—y+00 X—+o0 X—y-00 X—y-00

Propietats dels limits funcionals

VAeR , Vfg:A—>R , VaeA , b=Limf(x) A c=Limg(x)
X—a

Xx—a

(1) I;g:l [f(x)+g(x)]=b+c 2) 1;1_)151 [f(x)-g(x)]=b-c
(3) I;x_)r:l [f(x).g(x)]=b.c (4) I;i_)r:l[k.f(x)}=k.b

(5) Lim|[f(x)/g}b/c (20)  (6) Lim|ftx)ei]-be
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Continuitat en un punt

Funci6: y=f(x) Punt: x=a Imatge del punt: fla)
Limit per l'esquerra: f(a-) Limit per la dreta: f(a+)
Existéncia de limit: b=f(a-)=f(a+)

Conﬁﬁuitat lateral: ‘
A) Per l'esquerra: f(a“)=f(a)
B) Per la dreta: fla¥)=f(a)

Funci6 continua en un punt: b=f{a)
Condici6 general: |Lim f(x)=f(a)
X-a

Desglossament en tres condicions:
() B=LimfE)  (9)36) (3 b=fla)

Continuitat en un interval

Interval: Extrem inferior: a Extrem superior: b (b>a)
Funci6: y=f(x) Punts d'estudi: x (a<x<h)
Condicions possibles: M Continuitat Vx / a<x<b

(IT) Continuitat dreta en a (IIT) Continuitat esquerra en b

Condicions de continuitat en diferents intervals:

- Obert (a,b): (I) - Semitancat [a,b): (I)+(II)
- Semiobert (a,b]: (I)+(III) - Tancat [a,b]: ()+(ID)+(1II)
a b a b a b a b

1. Obert I. Semitancat I. Semiobert 1. Tancat

Continuitat en funcié dels increments

y=flx) Punt d'éstudi: P(x , f{x))

Y
9 Punt proxim: Q(x+Ax , flx+A X))
f(x+Ax) AY Increment funcio: Ay=f(x+ A x)-f(x)
fx) x . . [Tim Ay=0
X Continuitat en x: AesO

X X+A X
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Operacions amb funcions continues

A) Operacions elementals:
Hipotesis: f,g: ASR cont. enx , A,ucR
Tesi: També seran continues en x les funcions:

(1) F. suma: f+g (2) F. diferéncia: f-g
(3) F. producte: f.g (4) F. quocient: f/g (g(x)=0)
(5) F. prod. escalar: A.f (6) F. comb. lineal: A.f+u.g

B) Composicio6 i funci6 inversa:
(7) Composicié: :
Sifcont.enx A gcont.enflx) = gefcont.enx
(8) F. inversa:
Sifcont.enx A f injectiva = f1 cont. enf{x)

Extrems relatius i absoluts d'una funcié

Funci6: y=£(x) Domini: D(f) Punt d'estudi: xoeD(f)
A) Extrems relatius:
(1) Maxim relatiu:

xomax. rel. < IBlxg / VzeDNBi(zg) . , flx)<flx)

(2) Minim relatiu:
xomin. rel. < IBxo) / VzeDENBixo) , flx)>flxo)

B) Extrems absquts:
(3) Maxim absolut:
Xomax. abs. & VzeD(f) , f(x)sf(xo)

(4) Minim absolut:
Xomin. abs. < VzeD(f) , fx)>f(x))

% Y Y M.A
fixg) MR. \
&) \ f(x) ) M.R.
fxp)
N r X -r .ﬁ m.A. MR} X
¥ X X X

Maxim Relatiu Minim Relatiu Max. i min. absoluts
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Teoremes de continuitat
Hipotesi general: (I) f: [a,b] >R continua en [a,b]

A) Teorema de Bolzano:
Hipoétesi addicional: (II) f(a).f(b)<0
Tesis: 3ce(a,b) / flc)=0

B) Teorema de la funci6 acotada:
Tesis: f acotada en [a,b]

C) Teorema de Weierstrass:
Tesis: 3x1,x2¢[a,b] / x;=Max.Abs. A x,=Min.Abs.

Y Max.Abs.

f(b)

flc)
0

f(a) |-

Min.Abs.

T. Bolzano v T. funci6 acotada T. Weierstrass

Funcions discontinues

Funci6: y=f(x) Punt: x=a F. diécontinua: no continua
Tipus de discontinuitat:
(1) Evitable: 3b=Lim f(x) A b=fla)

X—a

(2) De salt: E!f(a'):%ixg f(x) , Elf(a+)=£ix§1+ f(x) A fla)=fla*)

(3) Essencial: 3{f(a')=£«ir;1_ flx) v ﬂf(a+)=Li1;1+ f(x)

Y

O\ I
ViYW

a
Disc. evitable Disc. per salt Disc. essencial

X
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Aplicacié de les funcions continues. Corbes exponencials

A) Campana de Gauss: f(x)=a.exp(-b.x2)

(Estad.
B) Corba d'aprenentatge: f(x)=a-b.exp(-k.x)

i Probabil.)

(Rendim. econom.)

C) Corba logistica: f(x)=a/[1+b.exp(-k.x)] (Ritme de creixem.)

. ah Y
X
1

e

Y
ab
X
/

Y

A

a

a/(1+b) X

Campana de Gauss

Corba d'aprenentatge

Corba logistica

Aplicacié de les funcions discontinues. Eq. en diferéncies

Funcio6: yt=f{(t)

Temps: t

Periodes anteriors: t-1, t-2, ...

Equaci6 en diferéncies general: yt=g(yt-1, yt-2» «+«» Yt-n)

Equaci6 en diferéncies: yt=a+b.yt-1

(Ibl+1)

Parémetres addicibnals: A= % , B=ygsA

E.e.d. en;ﬁmcié del temps: |yt=A +B. bt

Tipus de grafiques:
i ¥i Yt
— ¥ ¥
t ) L A S t
0 1 2 3 4 0O 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Oscil. divergent Oscil. convergent Mon. creix. conv.
(b<-1) (-1<b<0) (O<b<1 , B<O0)
Yt Yt Y
Y%
t p— t — t
0 1 2 3 4 _ 0 12 3 4 0 1 2 3 4
Mon. decr. conv. Mon. creix. div. Mon. dec. div.
(O<b<l , B>0) (b>1 , B>0) (b>1 , B<O)
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f) PROBLEMES RESOLTS

3.1 LIMIT D'UNA FUNCIO EN UN PUNT
Limits laterals

121. Trobant els limits laterals per l'esquerra i per la dreta en els
punts que s'indiquen, estudia l'existéncia de limit en les funcions:
2x+1  six<l
f1x)= n a=1 - 12 -
1x)= =" sixsl € fol)= 32 g en a3
o) X2 _ - 1-3.2tank
fa(x)= ﬁl_ en a=2 fa(x) 315 tantd

en a=n/2

Soluci6. Calcularem per diferents métodes els limits laterals per
I'esquerra i per la dreta en el punt d'estudi. '

PRIMERA FUNCIO.
2x+1° si x<1
-x+4 six>1
Limit per lesquerra: Si x<1, tindrem fj(®)=2.x+1 i f;(1-)=2.1+1=3.
Limit per la dreta: Si x>1, sera f](x)=-x+4 i f1{1+)=-1+4=3.

Com que f;(1-)=f1(1%), la funcié f; té limit en a=3 de valor b=3.

fix)= en a=1

£1(x) £2(x)
2//// 20
,/ 10

-2 2 N
-6 -4 4
-2 -10
- -20
-30
SEGONA FUNCIO.

_ 12 —
fa(x)= 25 0 a=3

Limit per lesquerra: Si x<3 podem prendre una successio
esquerra de limit 3 com, per exemple, (x)=(2, 2'5, 2'9, 2'99,...).
La successi6 imatge és (fa(xn))=(-2'4, -4'3, -20'3, -200'3,...) que té
de limit -e. Per tant, f3(3-)=-c.

Limit per la dreta: Si x>3, prenguem per exemple la successié que
s'acosta a 3 per la dreta, (xp)=(4, 3'5, 3'1, 3'01,...). La successi6
imatge és (f2(xp))=(1'7, 3'6, 19'6, 199'6,...) que tendeix a +e. Per
tant, fo(3+)=+oc.

Al ser els limits laterals diferents, deduim que no existira el
limit funcional de la funcié fy en a=3. '




138 CALCUL FUNCIONAL

TERCERA FUNCIO.

f3(X)= _li%l en a=2

Limit per lesquerra: Si x<2 podem prendre la successio que
s'acosta a dos per l'esquerra (xp)=(2 -1/n). La successié imatge és
la de terme general

_@2-1/n-2 _ 3/
fan)= G imaiy ~ ei/n

Per trobar el limit farem servir infinitésims equivalents,
f3(2° )—L1m f3(xq)= L1m—lL =Lim-1/0 - Lim-1 = -1

el/n] noe 1/M0 n—eo
Limit per. la dreta: Si x>2, podem prendre la successié (xn)=(2
+1/n). La successi6 imatge és la de terme general

_@2+1/n -2 _ 1/n
f3(xn)= el@+1/n)-2.] ~ el/n]

El seu limit és
f3(27) —L1m fa(xn)= le——lﬁ Liml/D - Lim1 = +1

el/n] n—e 1/ noe

En ser d1ferents f3(27) i f3(2+), deduim que no existira el limit
funcional de la funcié f3 en a=2,

£3(x) £4(x)
1 1
_\
0.5 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.
\1
_\ 2 4
-2
-0.5
-3
-1
QUARTA FUNCIO.

1-3.2%n
f4(x)= TR en a=n/2

Limit per lesquerra: Aquesta vegada farem servir un canvi de
variable. Escriurem x=(n/2)-€, d'on si €-0 (€>0), llavors x—(n/2)".
tan(x) tan(n/2 <€)
fy(n/27)=Lim 1:3.2°7% _1j;y1-3.27 77
e/ xon/z 342120k e o gyptan(n/2 €)
Com que tan(n/2 -€)-+ee, tenim
[1/2tan(ﬂ:/2 e)] -3 _ 0- 3 _
o[3/otan/2 €] 41 ~ 0+1

Limit per la dreta: El canvi de variable és ara x=(rn/2)+€, d'on si
€-0, llavors x—(r/2)*. Tindrem:

faln/27)= L1
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ta tan(x/2
fa(r/2%)= Lim 2tani = Lim 1:3.2 n(n/2 +€)
x-n/2 3+2ta“(x) e—0 34otan(w/2 )
En ser tan(n/2 +€)--=, ens quedara

f4(n/2+)__1__3_..2_ 1-3.0 _1
3+1.2> 3+1.0 3

En ser -3#£1/3, els limits laterals son diferents, i aixi no ex1sura
el limit funcional de la funcié f4 en a=n/2.

122 Troba en el punt indicat els valors dels limits per a les
funcions irracionals segtients:

bl— Lim 2x2-8x+6
x-3 x2+2x-6 - Vx2-2x+6

bo= Lim 3-=_Y5+x

x4 {5-x - 1
Solucié. Si substituim directament la x pel valor al qual tendeix
veurem que resulta la forma indeterminada 0/0. Per a saber el

vertader valor del limit farem servir el métode de conjugacio.
PRIMER LIMIT.

b= Lim 2x2-8x+6 Yx242x-6 + {x2-2x+6 _
x-3 {x242x-6 - Vx2-2x+6 Vx2+2x-6 + Vx2-2x+6
- Lim 2x%-8x+6)({x%2x-6 + {x22x+6) _

X3 (x2+2x-6) - (x2-2x+6) -
= Lim 2.(x2-4x+3)(Vx2+2x-6 + Vx2-2x+6)
x—3 4.x-12 '

Si substituim la x per 3, tornem a obtenir 0/0, indeterminacié
deguda al fet que tant el numerador com el denominador contenen
el factor x-3. Per tant, si descomponem en factors,

- - - 2.
by= Lim 2.(x-3).(x-1).({x24+2x-6 + Vx2-2x+6) _
x—3 4.(x-3)

_2.3-1)((3%2.356 + 13%2.3+6) _2.2.(3+3)

4 == =[6]

SEGON LIMIT.

bo= Lim 3= ¥5+x ¥5-x + 1 _ Lm(3-V5+X)-(V5-X+1)=
x4 {65x -1 {5x +1 x4 (5-x) - 1

B Lim( -V5+x)(Y6x + 1) _(3-V5+4)(Y5-2 + 1) _0.2 _
T x4 4-x - 4-4 0

Aplicarem el métode de conjugacié en l'expressié radical que
s'’ha anul-lat,
bo= Lim 8- 5+M0Bx + 13 4 g _ 1, (0 - G+x)(/5x + 1) i}
x4 4-x 3+ V5+x x4 (4-x).(3 + V5+x)
= Lim¥5-x+1 _V5-4+1 _2_
x243+Y5+x 3+V5+4 6 |3

ol
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Comprovem mitjanganf les grafiques de les dues funcions que,
efectivament, aquests sén els valors dels limits demanats:

£
(x) g(x)
12 0.7
10 ; \
0.6
8
0.5
6
0.4
4
- | 02 \
2.5 3 3.5 g -1 1 2 3 4

123. Comprova, prenent dues successions que tinguin per limit O,
que la funcio6 trigonométrica f(x)=sin(r/x) no té limit en l'origen.

Solucié. Sabem que perqué la funcié tingui limit en un punt el
limit de la successié imatge ha de ser independent de la successio
escollida que tendeix a aquest punt.

Prenem per exemple la successio (xn)=(1 /n) que té per limit O*.
La successi6é imatge (f(xp)) tindra de termes sin(x/(1/n))=sin(n.n),
és a dir, sin(n), sin(2.w), sin(3.n), etc. Aquesta successi6é és la
successié nul-la, (0, 0, 0,...). Per tant, b=0.

En canvi, si considerem la successié (xn)=(2/n), que també
tendeix a zero per la dreta, tindrem que la successié imatge €s la
de terme general f(xn)=sin(n/(2/n))=sin(n.n/2). Els termes soén
sin(n/2)=1, sin(n)=0, sin(3.n/2)=-1, sin(2.7)=0, etc. que formen la
successi6 (f(xn))=(1, O, -1, 0, 1, O, -1, 0,...) que no té limit.

Vegem que no existeix el limit a partir de la grafica:

£ (x)

=71

Observem que la funcié f(x)=sin(r/x) va oscil-lant, peré no
s'acosta a un valor concret quan x—0.
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124. Calcula els limits quan x — e de les segiients funcions:
flg= 2F sin(x) )= 6.eX - cos(x)
X=92x+ cos(x) EX)= 3Tex ¢ sin(x)

Soluci6. Per calcular aquests limits emprarem el fet que les
funcions sin(x) i cos(x) estan acotades entre -1 i 1. En altres
paraules, el valor variable k de sin(x) i cos(x) sera -1<k<1.

PRIMER LIMIT.

- x+sin(x) .1+ sin(x)/x 1+0
b = L —_— = L = = |=
! x—gr:o 2.x+cos(x) x—1>£-l}o2 + cosx)/x 2+0 |2

; x+sin(x) .1+ sinx)/x 1+0
2 x—1>-°° 2.x+cos(x) x—1>-oo 2 + cos(x)/x 2+0 |2

SEGON LIiMIT.
. 6.eX - cos(x) . 6 -coslx)/ex _ g-0
b = L m ———————= L m = = 2
s x—1)+oo 3.ex + sin(x) x——}>+oo3 + sin(x)/ex 3+0

bs= Lim i‘?x_—c?s—(ﬁ = Li OL?S(X) = Lim -cotan(x)
x—-03.eX + sin(x) x—-«0 + sin(x) x—-w

Aquest ultim limit no existeix ja que cotan(x) és una funcib
periddica. Observem els limits a partir de les grafiques:

f(x) g (x)
/\j ' ‘
° -/——-——
0.2 '
-10 -5 5 10 15 2 .5 b5 2.5 3 7.5
-0.2 .
-0. -2

125. Calcula els limits segiients de funcions trigonométriques,
utilitzant infinitésims equivalents:

X
b= Lim Ln(1+10x) bo= Lim Ln(1l+eX)
x—0 X X—3-00 X
. Ln(cos(x)) . (1 1+x
ba= Lim ===/ bs= Lim |+ AxX
3 x—0 x2 4 x-1—>0 X 1-x

Solucié. Recordem que si (ap) és un infinitésim, (ap)-0,
aleshores els infinitésims Ln[l+(ap)] i {ay) s6n equivalents i, per’
tant, en aquest cas podem reemplacar un per l'altre.
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PRIMER LIMIT.
by= Lim E2U+10-%) _ 130, 10.X - 1im 10 =[10]
X x-0 X x—0

x—0
SEGON LIMIT.
X -oco
boe Lim M40 _ 1y ex _e=_ 0 _[g]
X300 X X300 X -0 -eo

Verifiquem el valor d'aquests limits a partir de l'observaci6 de la
grafica de les funcions:

£1(x) £2(x)
1
| .
10
8 2
6
-2  -I.5 0.5 1
4
2
0.2 0.4 0.6 0.8
TERCER LIMIT.
bs= Lim Ln[cos(x)] = Lim Ln[l+(-1+cos(x))] - Lim-1+cos(x) _
x—0 x2 x—0 x2 x—0 x2
_11- (%2
= Lim—————[1 cos)l _ Lim————(x /2) _ Lim=l=|-L
x—0 x2 x—0  x2 x—0 2 2
QUART LIMIT.

1/2
bse= Lim1l.In, /14X = Lim L Ln{1+X = Lim -1 ———1+X)=-
& x—0 X 1-x x-0%X (1 x) x—0 2.x 1-x
x-(-

Ln(1+x)-Ln(1-x) X) _ Lim2X = Lim 1 =

= Lim = Lim
x—0 2x x>0 2.X x—0 2.X x-0
£3(x) f4(x)
0.5¢ . b 5
0.25 . 4
-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1. 3
-0.25
2
—0.7E;> 2
-1
. =1.25 . -1 -0.5 0.5 1
-1.5 -1

Hem dibuixat també les grafiques de les dues ultimes funcions,
per observar que els limits quan x—0 coincideixen amb els trobats.
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3.2 CONTINUITAT D'UNA FUNCIO

Funcid continua i discontinuitats

126. Determina els intervals en qué les funcions segiients sén

continues:

fi= XL 9= 17+x -3

x2-4 f3(x)= x.sin(n/x) f4(x)= Ln(lcos(x)!)

Solucié. Per les dues primeres funcions, estudiarem els valors de
la x que anul-len el denominador, ja que en aquests punts la funcié
sera discontinua.

PRIMERA FUNCIO.

Observem en primer lloc que D(f;)=R-{-1}, perqué si fem x+1=0

trobarem que x=-1, i el valor de la funci6 en aquest punt és:
_ (D31 o i
fi-1)= 131 "o = 2f1(-1)

Ja podem assegurar, doncs, que en x=-1 la funcié f; no és

continua. L'interval de continuitat és I(f;)=R-{-1}.

SEGONA FUNCIO.
Observem que D(fp)=[-7, +}-{-2, 2}, ja que ha de ser 7+x>0 i
també x2-4x0. :

La funci6 fa és continua en tots els punts del seu domini i, per
tant, l'interval de continuitat és s I(fg)=[-7, +)-{-2, 2}.

f1
(x) £2 (x)
5
0.4
4
.2
3
\-h_
2 VRN Tz 4
-0.2
-0.4
2 -1 1

TERCERA FUNCIO. ;

En la funci6 f3(x)=x.sin(r/x) el punt conflictiu és el x=0 perqué
obtenim sin(n/0)=sin(~) que no existeix. En conseqiiéncia, tampoc
existira f3(0). L'interval de continuitat és I(f3)=R-{0}.

Si trobéssim els dos limits laterals, veuriem que f3(07)=0 i que
f3(0*)=0, ja que la funci6 sinus és acotada, -1<sin(n/x)<+1. Per tant,
la funcié f3 tindra limit en x=0, b=f3(0-)=f3(0+)=0, perd és
discontinua perqué no existeix f3(0).
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Observem en la grafica segiient el fet que els limits laterals quan
x—0 sén tots dos nuls.

£3(x) £4(x)

0.5

1% \//\s}f\:‘%/}v 1 1.5

QUARTA FUNCIO.

Hem d'estudiar la continuitat de la funcié f4(x)=Lnicos(x)!. Com
que Ln(0)=--, no existira aquesta funcié en els punts en que
cos(x)=0 i aquests s6n n/2, (r/2)+n=3.n/2, (n/2)+2.n1=5.n/2, etc.

En general, els punts de discontinuitat seran els d'abscissa
x=(rn/2)+k.n, o bé x=(2.k+1).n/2, on k és un nombre enter. Per
tant, l'interval de continuitat sera I(fy)=R-{(2.k+1).n/2}.

127. En el punt x=0, estudia el tipus de discontinuitat de la funcié
definida per intervals:
x/(1+el/¥  si x<0
fx)= {0 six=0

Yx2+1 six>0

Solucié. Dibuixem en primer lloc aquesta funcié donada per
intervals i fixem-nos en el que succeeix a l'entorn de l'origen,
f(x) i

3

Calcularem tot seguit els dos limits laterals quan x—0. Ho farem
per canvi de variable.
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LIMIT PER L'ESQUERRA. Canvi x=0-g=-€, on €>0. Si €-0, llavors x—0-.

f(07)= Lim Lim —=¢£ -0 0O -0 -
©) xi>01+e1/x 650 14e1/@  14el/60  14e= 140 o]

LIMIT PER LA DRETA. Canvi x=0+€=+€, on £€>0. Si £-0, llavors x—-0t.
f(0*)= Lim Vx2+ 1 = Lim Ye%+1 = Y021 =[1]
x—0" €0
En ser els dos limits laterals diferents, f(0-)#f(0*) no existeix el
limit funcional en x=0 i aixi la funci6é no és continua en x=0. Es un
punt, de discontinuitat per salt de valor S=f(0+*)-f(0-)=1-0=1, cosa
que comprovem en la grafica de la pagina anterior.

128. Calcula els valors que hauran de tenir els parametres p i q
perque la funcié segtient sigui sempre continua:

-2.sin(x) si x<-n/2
fx)= {p.sin(x)+q si -n/2<x<n/2

cos(x) six>m/2

Solucié. Com que les funcions sinus i cosinus sén continues en
tots els punts, només cal estudiar la continuitat en els punts de
separaci6 dels intervals, és a dir, x1=-n/2 i xo=n/2.

PRIMER PUNT: x=-1/2.
Limit per l'esquerra. Canvi x=-n/2-€. Si £-0, tenim que x—-n/2".

f(-n/2)= Lim -2.sin(x) = Lim —2.sin.(- g -8) = -2.sin(— g —O) =

X—-1n/2 €-0
= -2.sin(— %) = -2(-1)=
Limit per la dreta. Canvi x=-n/2+€. Aleshores si €-0, x—»-n/2*.
f-n/2%)= L1m [p.sin(x)+q] = L1m [p sm(— 5 +£—:) +q]

X—-1/

= p.Sin(- pad +O) +q = p.(-1)+q= [P+q]

Per tal que la funci6é sigui continua en x=-n/2, hauran de
coincidir els limits laterals, f(-n/2-)=f(-r/2%), i aixi obtindrem que

2=-p+q, o també [q=p+2] (1)

SEGON PUNT: x=n/2.
Limit per l'esquerra. Canvi x=n/2-¢. Aleshores si €50, x—»n/2".

f(r/2)= Lim [p.sin(x)+q] = Lim [p sm(g— —8)+ q] = p.sin(g)+q=

X-n/2 €-0
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Limit per la dreta. Canvi x=rn/2+€. Aleshores si €0, x— n/2+.
fln/2*)= Lim cos(x) = Lim cos(E +e) = co:;(E +O)= [0]
x-n/2 £—-0 2 2

Com que ‘la funci6 ha de ser continua en x=n/2, igualarem
aquests dos limits laterals, f(r/2-)=f(rn/2+), i ens resultara l'equacié

)

£ (x)
2

N /.

Per a trobar p i @ només ens caldra resoldre el sistema format
per les equacions (1) i (2): qg=p+2 i p+q=0.

Substituint, p+(p+2)=0 , 2p=-2 , |p=-1|, g=-1+2, - Amb
aquests valors hem dibuixat la funcié, en la ﬁgura superior, i es veu
clarament que és una funcié continua en tots els punts.

129. Per mitja dels limits laterals, estudia la continuitat de les
funcions segtients, i fes després les grafiques:

ne= 252 peo- 3

Solucié. Els punts de discontinuitat sén aquells que anul-len el
denominador, ja que en aquests punts la funcié no existeix.
PRIMERA FUNCIO '

Si anul-lem el denominador en f;(x)=9.(x+2)/ (x2-4) ens quedara
I'equacié de segon grau x2-4=0 d'arrels x;=-2 i X9=2.

Primer punt: x1=-2.

El valor de la funci6 és f1(-2)=9.(-2+2)/[(-2)2-4]=0/0. Per tant,
no existeix f1(-2). Calculem ara els limits laterals

Limit per l'esquerra:

9.(x+2) 9.(-2-e+2) . 9.(-€)

fi-27)= Lim—— =Lim~—~ "2 = Lim——— >~ =
x»-2 X24  e50 (-2-€)%-4 -0 4+4€+e%-4

= Lim -9.¢ = Lim -9.6 = Lim -9 -9 _|-9

=ILi =
£-0 4e+€2  ¢50€.(4+8) e»04+E 440 4
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Limit per la dreta:
£,(-2%)= Lim 9.(x+2) _ Lim 9.(-2+€+2) = Lim —9.& _
x—-2¢ X2-4 £—0 (-2+8)2- £-0 4-4e+€2-4

_le_9__ Lim—9€ _—Lim-9 -_9 _
£—0 -4€+€2 s—>08(4+8) s_)o -4+&  -4+40 4

En ser els dos limits laterals iguals, existeix el limit funcional en
x1=-2, de valor b=-9/4. En conseqtiéncia, el punt x3=-2 és un punt

de |discontinuitat evitable]|.

Segon punt.: x9=2.

Calculem el valor de la funcxo £1(2)=9.(2+2)/[22-4]=36/0=c. Per
tant, no existeix f;(2) i f; sera discontinua en x9=2. Per a saber el
tipus de discontinuitat, trobarem els limits laterals

Limit per l'esquerra:

£1(27)= Lim9.(x+2) - Limg.(2-e+2) = Lim 9.(4-8) _

-2 X2-4 e-0 (2-€)2%-4 £-0 4-4€+€2-4

= Lim 288 1, 988 9 0 g

€0 -4E4+82  £50 -€.(4-8) e50-€ -0

Limit per la dreta:
£1(2*)= Limg'(x+2) - Lim9.(2+£—:+2) = Lim 9.(4+¢) -
x->2 X2-4 50 (2+€)2-4 -0 4+4€+€2-4

650 AE+E2  £m0 €. (4+8) g_>0 g

Els dos limits laterals s6n diferents i la funci6 presentara un
punt de |discontinuitat de salt] en x=2. Es una discontinuitat
asimptotica i la funcié tindra I'asimptota vertical x=2.

£1(x) £2(x)

7.5

< 15
2.5

10

4 -2 4 €

\Q

-5 5

-7.5 A
-10

-4 -2 2 4 6
En la primera grafica podem observar els dos punts de

discontinuitat: evitable i de salt infinit.

SEGONA FUNCIO

Anul-lant el denominador de fa(x)=9/(x-2)2, trobarem que ltinic
punt de discontinuitat és el x=2.
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La seva imatge és f2(2)=9.(2-2)2=9/0=~. Per tant no existeix
fo(2) i la funcié és discontinua en aquest punt.

Observem que la funcié donada f2(x)=9/(x-2)2 és sempre
positiva, i no ens caldra trobar els limits laterals, ja que tenim
directament que f(2-)=+e0 i f(2+)=+co.

En resum, x=2 és un punt de [discontinuitat de salt|, perqué els
limits laterals tenen valor infinit. Podem dir que és una
discontinuitat asimptoética i, per tant, la funcié presenta una
asimptota vertical en x=2, com podem veure en la segona grafica
de la pagina anterior.

130. Troba el salt, S=f(0+)-f(0-), que presenta en l'origen la funcié:

fx)= 1+Ve
1-Ye

Solucié. Per a operar amb més comoditat, escriurem la funcié
donada en forma exponencial, f(x)=(1+el/%)/(1-e1/%).
Segons el que veiem en la grafica, el salt és de valor -2. Deduim-
ho analiticament.
£(x)
3

Calculem els dos limits laterals:
LIMIT PER L'ESQUERRA. Canvi x=0-€=-¢, on €>0. Per tant si €50, x-0-.

£(0)= Lim1#el/* _pjml+el/(8) 140 _
(©) xoo l-el/x ¢ o 1-el/(®) 1-0

LIMIT PER LA DRETA. Canvi x=0+€=¢, on €>0. Per tant si £€-0, x-0*.

. . 1lel£) +1
f0+=L1m1—+el—/x= Lim l+elk =Lim( =O+1 =1l-1
0% x>0t 1-el/X g0 1-el® g0 (1lel£)-1  0-1

El punt x=0 és, per tant, un punt de discontinuitat de salt finita
de valor S=f(0+)-f(0-)=(-1)-1=[-2].
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131. Es continua la funcié fx)=(x+1)/1x! en x=0? Troba els limits
laterals i després fes la grafica. Indica les asimptotes horitzontals.

Solucié. La funcié no és continua en x=0, perqué f(0) no esta
definit. Amb l'objectiu d'analitzar el tipus de discontinuitat i fer la
grafica, calculem els limits laterals.

LIMIT PER L'ESQUERRA. Canvi x=0-€=-¢, €>0. Aleshores si €50, x—0-.

f(0)= Lim X+l - L jm&+1 _-0+1 _ 1 _[
(©) x-0 x| e—0 |-€l 1-01  +0 -

LIMIT PER LA DRETA. Canvi x=0+€=¢€, €>0. Aleshores si €50, x>0+.

f0+= le&=lee_+l_=gﬂ_=L= + o0
©7 x-0 IxXI es0 lEI ol +0 .

Com que aquests limits sén infinits, resulta que en x=0 la funci6
presenta una discontinuitat asimptotica i la recta x=0 és, doncs,
una asimptota vertical de la funcié.

A partir d'una taula de valors, podem dibuixar la grafica:

f(x)
1

X
B 2 4

-2

Les asimptotes horitzontals les trobarem calculant el limit de la

funcié quan la x tendeix a +~ i a -.o. Notem que la funcié pot venir

definida per intervals com f(x)=(x+1}/(-x) si x<0 i fx)=(x+1)/x si
x>0, expressié que utilitzarem en el calcul dels limits:

f(+e0)= Lim >T<t-|1— = Lim Xtl - f(-eo)= Lim X+l = Lim X1 =

X400 1 X X—4oo x—- 1XI X—-o00

Les dues asimptotes horitzontals sén, doncs, y=1 i y=-1.

Teoremes de continuitat

132. Prova que l'equacié 2¥=1/x té una arrel positiva inferior a la
unitat.

Solucié. El primer membre de l'equacié és una exponencial
creixent i el segon, una hipérbola equilatera. Ja intuim que es
tallaran en un punt del primer quadrant.
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Ho demostrarem, pero, aplicant el teorema de Bolzano, prenent,
a partir de l'equaci6é donada, 2*¥=1/x, la funcié f(x)=x.2%-1.

Observem que aquesta funcié és continua, pel fet que esta
formada per operacions elementals de funcions continues. Vegem-
ho també a partir de la seva grafica:

£ (x)
15¢

12.5

10}

-2 -1 ] 1 2

-2.st

Com que per f(0)=0.20-1=-1<0 i per f(1)=1.21-1=1>0, la funcié

pren signes alternats en els extrems de l'interval [0,1]. En virtut

del teorema de Bolzano, deduim que existeix almenys un valor ¢
situat a l'interior d'aquest interval, tal que f(c)=0.

Conseglientment, existira un ce (0, 1) tal que ¢.2¢-1=0, és a dir,
que és soluci6 de l'equacié 2%¥=1/x.

133. Demostra que la funci6 ciibica f(x)=20x3-3x2-17x+6 té un zero
a l'interval (-2, O} i dos zeros al (0, 1). Troba'ls.

Solucié. Si observem la grafica de la funci6é veurem que la corba
talla a I'eix X una vegada a l'interval (-2, 0) i dues al (0, 1):
£ (x)
15

12.5

Ho provarem pel teorema de Bolzano, calculant els valors de la
funci6 en els extrems dels intervals donats.
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PRIMER INTERVAL. 11=(-2, 0)
f(-2)=20.(-2)3-3.(-2)2-17.(-2)+6= -160-12+34+6= -132 <0
f(0)=20.03-3.02-17.0+6= 6 >0
Evidentment, pel fet de ser una funcié polinémica, és continua i
en particular ho és a [-2, 0]. A més, com que pren signes diferents

en els extrems de l'interval, el teorema de Bolzano ens diu que
tindra almenys un zero en aquest interval.

SEGON INTERVAL. I2=(0, 1)
£(0)=20.03-3.02-17.0+6= 6 >0
f(1)=20.13-3.12-17.1+6= 20-3-17+6= 6 >0
En aquest cas obtenim dos valors del mateix signe i no podrem

aplicar el teorema de Bolzano. Calculem, no obstant aixd, la imatge
d'un punt interior, per exemple, x=0'5:

f(0'5)=20.(0'5)3-3.(0'5)2-17.0'5+6= 2'5-0'75-8'5+6= -0'75 <0
Per tant, tenim que f(0)>0, f(0'5)<0 i f{1)>0. En conseqtiéncia,

aplicant dues vegades el teorema de Bolzano, trobarem que hi ha
un zero a (0, 0'5) i un altre a (0'5, 1). ’

Queda aixi demostrat que la funcié f tindra dos zeros a {0, 1) i,
logicament, pel fet que un polinomi de tercer grau pot tenir com a
maxim tres zeros, tindra un altre zero a (-2, 0).

Sabem que hi ha un zero a (-2, 0}). Provem per Ruffini que -1 és
un zero de la funcié donada f(x)=20.x3-3.x2-17.x+6,
20 -3 -17 6
-1 -20 23 -6
[20 -23 6 (0
Efectivament, una arrel és . Les altres dues les trobarem
resolent I'equacié de segon grau resultant, 20.x2-23.x+6=0,
x= 23+1232-4.20.6 - 23+Y529-480 - 23+Y49 _ 237
2.20 2.20 40 40
Amb el signe més, x=(23+7)/40=30/40=3/4=[0'75|, i amb el

signe menys, x=(23-7)/40=16/40=2/5=[04].

134. Sigui la funcié continua f: I, on I és l'interval tancat 1=[0,1].
Demostra que existiran un c¢ i ¢' de I tals que f(c)=c i f(c)=1-c".
Déna una interpretaci6é geomeétrica d'aquests dos resultats.

Solucié. Com que hem de provar que f(c)=c, o bé f(c)-c=0,
considerarem la nova funcié gx)=f(x)-x, que verifica:
g(Q)=f(0)-0=f(0) i g(1)=f(1)-1
Com que f(0) i f(1) pertanyen a I, es verificara que 0<f(0)<1 i que
0<f(1)<1. En conseqiiéncia, g(0)>0 i g(1)<O
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Si g(0)=0 o bé g(1)=0, ja es compleix la tesi de l'enunciat, pels
valors ¢=0 o c=1, és a dir, f(0)=0 o bé f(1)=1.

Si g(0)>0.i g(1)<0, podrem aplicar el teorema de Bolzano a la
funcié continua g(x)=f(x)-x, deduint que existirad almenys un valor
real ¢ en queé g(c)=0, d'on f(c}-c=0 i f(c)=c.

El significat geométric és que en el quadrat unitat IxI hi haura
almenys un punt d'abscissa x=c en qué la corba y=f(x) es tallara
amb la diagonal y=x.

R4

Provem ara que existird un punt c' de l'interval [0, 1] tal que
f(c)=1-c'. Com que hem de provar que f(c')+c'-1=0, farem servir la
nova funcié h(x)=f(x)+x-1.

Observem que és una funcié continua i que h(0)=f(0)+0-1=f(0)-1
i que h(1)=f(1)+1-1=f(1). Com que f(0) i f(1) pertanyen a l'interval
[0, 1], es verificara que h(0)<O i que h(1)=0.

Si h(0)=0, es complira la tesi f(c)=1-c¢', ja que h(0)=f(0)-1=0,
f(0)=1, f(0)=1-0. El mateix passara si h(1)=0, perqué h(1)=f(1)=0,
f(1)=1-1. Suposem, doncs, que h(0)<O i h(1)>0 i podrem aplicar el
teorema de Bolzano per a la funcié h(x)=f(x)+x-1, per la qual cosa
existira almenys un valor c' en l'interval [0, 1] tal que h(c)=0, és a
dir, f(c')+c!-1=0, f(c)=1-c', com voliem demostrar.

El significat geométric €s que en el quadrat unitari la corba
y=flx) tallara almenys una vegada amb la diagonal y=1-x.

135. Tenim una funcié continua f: [0, 2r]—-R tal que f(0)=f(2n).
Prova que existeix un ¢ de (0, n) tal que f(c)=f(c+n). Després,
suposant que la temperatura terrestre sobre un cercle maxim és
continua, prova que en cadascun d'aquests cercles maxims hi haura
dos punts antipodes que tindran la mateixa temperatura.

Soluci6é. Hem de provar que f(c)=f(c+r), o bé que f(c)-f(c+m)=0.
Per tant, emprarem la nova funcié gx)=f(x)-f(x+n) que és una
funcié continua per ser una diferéncia de la funcié continua donada

i d'ella mateixa, pero traslladada horitzontalment n unitats cap a
I'esquerra.

Estudiem g en els extrems de l'interval (0, =n):
g0)=fl0)-f(r) i  gr)=f(x)-f(n+r)=f(x)-f(2r)=1(r)-£(0)




FUNCIONS CONTINUES 153

Hem emprat el fet que f(0)=f(2x) i que g(0) i g(r) sén de signes
oposats ja que g(n)=f(n)-f(0)=-[f(0)-f(x)]=-g(0). Si apliquem el
teorema de Bolzano veurem que existira almenys un ¢ de (0, n) tal
que g(c)=0, o sigui f(c)-flc+n)=0, f(c)=f(c+n), com voliem provar.

Y -

y=f(x+m)

-7 0 cCTm 2.7

Si suposem ara que la funcié T=f(x) és la temperatura terrestre
en funcié de la distancia x sobre el cercle maxim desde el punt O,
podem suposar, logicament, que és una funcié continua i que en un
cercle maxim es verifica que T(0)=T(2x), ja que O i 2r s6n el
mateix punt.

Aplicant el desenvolupament anterior deduirem que existeix
almenys un punt c d'aquest cercle maxim tal que T(c)=T(c+r). En
altres paraules, existeixen dos punts antipodes ¢ i c+r que tenen la
mateixa temperatura. .

136. Dibuixa les quatre funcions donades i estudia la seva
continuitat. Digues també quines de les segiients funcions estan
acotades inferiorment i superiorment i quines tenen maxim i minim
en l'interval que s'indica:

fid= 25 en [0.5] folx)= (;1123)7 en [-3,2]
1 0<x<1
_ L 0,21
falx)= fgﬁ en [-3,3] 4 |2x st 1<x<2 o

Soluci6. A partir d'una taula de valors, que no apuntem,
dibuixem les dues primeres funcions:

£1(x) : : £2 (x)
30 50
25 - 40
20
30
15
20
10}
5 « 10
\-—
1 2 3 4 -3 -2 -1 1
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PRIMERA FUNCIO: f1(x)=26/(14+x2) en [0, 5]

Observem que és continua en aquest interval i, per tant, pels
teoremes de continuitat, és acotada superior i inferiorment, amb
un maxim absolut P(0, 26) i un minim absolut Q(5, 1).

SEGONA FUNCIO: f5(x)=16/(x+2)2 en [-3, 2]

Aquesta funcié és discontinua en x=-2 i, per tant, no es pot
assegurar que sigui acotada ni l'existéncia d'extrems absoluts. De
fet, no és acotada superiorment perd si inferiorment i amb un
minim absolut P(2, 1). No té maxim absolut.

Dibuixem a continuaci6 la grafica de les dues altres funcions:
£3(x) £4(x)

60 4

40

20

10

-3 -2 -1 1 2 0.5 = 1 1.5

TERCERA FUNCIO: f3(x)=60/(1+1x1) en [-3, 3]

Es continua en tot l'interval i, per tant, acotada superiorment i
inferiorment, amb un maxim absolut P(0, 60) i s'assoleix el minim
absolut en els punts Qj(-3, 15) i Q2(3, 15).

QUARTA FUNCIO: f4(x)=x si 0<x<1 i f4(x)=2x si 1<x<2 en [0, 2]

Es tracta d'una funcié discontinua en x=1, per0o tot i ser
discontinua, és acotada tant superiorment com inferiorment, amb
un maxim absolut P(2, 4) i un minim absolut Q(0, 0).

3.3 APLICACIONS DE LA CONTINUITAT

Aplicacions de les f. continues. Funcions exponencials

137. Es disposan de dues ma(%uines que tenen per ritmes de
depreciacié Q1(t)=5.000.000.e-0'371.t j Q5(t)=8.000.000.e-0465.t. Quin
és el valor de cadascuna al cap de 3 anys? I al cap de 8 anys? Prova
que hi haura un any de l'interval (3, 8) en qué les dues maquines
tindran el mateix valor. De quin any es tracta? Al cap de quant temps
el valor de la primera maquina sera el doble del de la primera?




FUNCIONS CONTINUES 155

Solucié. Al cap de 3 anys el valor de cada maquina sera
Q1(3)=51000.000.e-0'371.3 <1,642.858 PTA
Q2(3)=8,000.000.e-0'465.3 =1,982664 PTA

Al cap de 8 anys, el nou valor de les dues maquines sera

Q1(8)=5,000.000.e-0'371.8 =257.030 PTA
Q2(8)=8,000.000.e-0'465.8 =193.871 PTA

A partir d'aquests valors, i sabent que Q;(0)=5;000.000 PTA i
que Q2(0)=8;000.000 PTA, podem fer un esquema d'aquestes dues
funcions exponencials decreixents:

8 Q (milions pTA)

\i&)

198|3

164 \g\ﬁ—

025 ‘

019 +— t(anys)

1 2 3 4 5 6 7 8

Ja veiem graficament que hi ha un any t de l'interval (3, 8) en
qué Q1(t)=Qz2(t). Ho provarem, perd, aplicant el teorema de
Bolzano a la nova funcié f(t)=Q1{t)-Q2(t).

Aquesta funcié és continua per ser la diferéncia de les dues
exponencials decreixents, que sén funcions continues. A més, en
els extrems de l'interval (3, 8), la funci6 f té per imatges,

f(3)=Q1(3)-Q2(3)=1,642.858-1,982.664=-339.806<0
f(8)=Q1(8)-Q2(8)=257.030-193.871=63.159>0
Com que els valors s6n de signe contrari, podem assegurar que
existira un any t de l'interval (3, 8) tal que f(t)=0, Q;(t)-Q2(t)=0, i
per tant, Qi{t)=Qa(t).
Calcularem aquest any t, plantejant la igualtat,
5.000.000.e-03871.t = 8.000.000.¢-0'465.t

Simplificant i ordenant termes,
(e-0'371.t) /(e-0'465.t) = 8/5 |, -0'371.t+0'465.t=]1'6 , £0'094.t=1'g

Aplicant logaritmes neperians,
0'094.t=Ln(1'6) , 0'094.t=0'47, [t=5 anys

Si calculem el valor de les maquines per t=5 anys resultara que,
aproximadament, les dues maquines valen Q=782.265 PTA.

Finalment, calcularem el temps en qué el valor de la primera
maquina és el doble del de la segona, Q;(t)=2.Q2(t). Procedirem de
manera analoga al calcul anterior,

5.000.000.e-0'371.t = 2 (8.000.000.e-0465.t)
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(e-0'371.t) /(e-0'465.t) = 16/5 , €0'094.t=3'2 . 0'094.t=Ln(3'2)
Obtindrem t=12'373945 anys que transformat la part decimal a
mesos i dies correspén a [t=12 anys 4 mesos i 14 dicﬂ.

138. Prova utilitzant la férmula de la continuitat en, funcié dels
increments, que tota corba logistica y=a/(1+b.e-k-X), on b>0, és
continua en tots els punts reals, i després resol el problema segient:

«Una empresa ha llangat un producte al mercat, amb anuncis i
propaganda en diferents mitjans de comunicacié. Se sap que el
nombre N de persones, en una ciutat de 327.680 habitants, que han
sentit ‘parlar del producte, després de t hores del seu llancament, ve
donat per la corba logistica N(t)=P/(1+C.e"k-). Si després de 7 hores
ja esta assabentada la desena part de la poblacié i al cap d'un dia, la
cinquena part, calcula les constants C i k. Quant temps ha
transcorregut si unes 144.150 persones coneixen ja el producte?»

Solucié. Per a demostrar per increments que la funci6 logistica
y=a/(1+b.e-k-X) és continua en tots els punts, trobarem primer Ay:
 Ay=flxrax)-fbd= 1+b.e§‘-(x+AX) i 1+b’f1e'k-x=
_afl+b.ekd -a[l+b.ekb+Ax]  a[l+b.ekx]-b.ekk+ax]
T [14+b.ekb+A[1+b.ekq T [1+b.ek+Axf[14b.ekR
_ ablekx-ekxekd] — ab.ekx] - ekay
" [14b.ek A 14b.e'kq  [1+b.ek&+ax][14b.ekH
Si fem ara que Ax tendeix a zero, .
. s abekyl -eka] - abekyl-ekq
L Ay = L b e koA 14D ok [T+b.e 0Ol T+b e %4 -
__abek1-1] _ gphekxo _ 0
[1+b.ekd[1+b.ekq " [14b.ekA2

Com que el resultat ha estat zero, la funcié logistica és continua,
com podem comprovar en l'esquema-segiient:

p| N(t)
327.680 >
144.150
P/5
P/10
< t (hores)
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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En la corba logistica N(t)=P/(1+C.e-k-t) tenim N(7)=P/10 i
N(24)=P/5. Per tant, substituint,

P 10P=(1+C.e7KRP , 9=Ce7k

—P =
1+C.e’k7 10

P P | 5P=1+C.e24KP , 4=Ce24k

1+C.ek2¢ 5

Resolent per igualacié el sistéma anterior,
9.e7-k=4 e24.k | 9/4 = e24.k/e7.k | 225=el7.k | 17 k=Ln(2'25)

17.k=0'81093 , |k=0'0477|, C=9.e7.00477 | |C=12'5677

La corba logistica és N(t)=327.680/(1+12'5677.e-0'0477.¢)

Sabem ara que, en un moment desconegut t, han sentit a parlar
del producte un total de N(t)=144.150 persones. Substituint,
144.150=327.680/(1+12'56677.e-0'0477.1)

Calculem el valor de t que satisfa aquesta equacio,
1+12'56677.e-0'0477.t=2'2731877 , e00477.t=0'1013063 ,
-0'0477.t=Ln(0'1013063) , -0'0477.t=-2'2896063

Deduim t=48 hores. Es a dir, al cap de coneixeran el
producte 144.150 persones. '

Aplicacions de les f. discontinues. Equacions en diferéncies

139. En un model de determinacié d'ingressos retardat, el govern
realitza uns costos que depenen dels ingressos de l'any anterior en la
forma Ci=732+0'92.Y¢-1. Se sap també que els ingressos actuals han
de ser iguals als costos més les inversions, Yi=Ci+l;, on [; és fix i igual
a 648. Si els ingressos inicials varen ser de Yp=32875, troba l'equaci6
en diferéncies que determina els ingressos en funcié del temps i
dibuixa la corba pels primers tres anys. Calcula i interpreta la
successi6 formada pels salts de discontinuitat.

Solucid. Substituim Ci=732+0'92.Y¢.1 i [{=648 en Y{=C+],
Y(=732+0'92.Y(.1+648 , Y=1380+0'92.Y(.|
Si comparem aquesta eQuacié en diferéncies amb la general,
yi=a+b.yi-1, deduirem que a=1380 i b=0'92. Ara podrem calcular
els nous coeficients A i B de la funci6 temporal Yi=A+B.bt,
A=a/(1-b)=1380/{1-0'92)=17250
B=Y(-A=32875-17250=15625

La funci6 temporal és |Y{=17250+15625.(0'92)t].

Com que O<b<l i B>0, ja podem assegurar que la trajectoria dels
ingressos és monodtona decreixent i convergent. Ho comprovarem,
ypero, graficament.
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Substituint per t=1, 2, 3, etc., obtindrem els ingressos anuals,
que, en unitats monetaries, son els segiients:

Y1=31.625, Y2=30.475, Y3=29.417, ...

Observem en aquesta successi6 i en la grafica de la plana segtient
que es tracta d'una successié monotona decreixent

El valors del salt en el primer punt de discontinuitat és

S1=Y1-Yp=31.625-32.875=-1.250

Calculant de la mateixa manera els altres salts, obtenim la
successié S=(-1.250, -1.150, -1.058,...), de la qual, si trobéssim
més termes, veuriem que es tracta d'una successio infinitesimal, és
a dir, que tendeix a zero. En conseqiiéncia, la successio d'ingressos
(Yn) és una successié de Cauchy, on els seus termes es fan cada
vegada més proxims, i convergiran a un valor real.

Yi
32.875
31.625
30.475
— 09.417 _
I—h
——
17.250 >
t
0 1 2 3 4 5

Podem trobar facilment aquest valor de convergéncia, calculant
el limit de la successio (Yy):

Lim(Y{)=17.250+15.625.(0'92)~= 17.250+15.625.(0)= 17.250

Aixi, doncs, la trajectéria temporal és monotona decreixent i
convergent.

140. Una economia nacional utilitza el model de Harrod per
suposar que els estalvis S; sén proporcionals als ingressos Yt en la
forma St=0'55.Yt, mentre que la inversi6 It es considera proporcional
a la diferéncia entre els ingressos d'aquest any i els de 'any passat en
la forma I;=1'21.(Yt-Yt-1). Si en l'equilibri succeeix que St=lt, posa els
ingressos en funcié del temps i fes la grafica pels tres primers anys i
indica l'estabilitat del model, sabent que les unitats sén en milions
PTA i que, actualment, Yp=27.000 milions PTA. Apunta també la
successi6 formada pels salts en els punts de discontinuitat.

Solucié. Tenim les relacions S$i=0'55.Y¢, [1=1'21.(Y¢-Yi-1) i Se=lt.
Substituint les dues primeres en la tercera,
0'55.Yt=121.(Yt-Yt-1) , 0'65.Y1=1'21.Y¢-1'21.Y¢-
-0'66.Y{=-1'21.Y-1 , Y{=1'8333.Y¢-3
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Comparant-la amb l'equacié general, Yi=a+b.Y{.; veiem que a=0 i
b=1'8333. Les noves constants A i B seran,
A=a/(1-b)=0/(1-1'8333)=0 i B=Yp-A=27.000-0=27.000

La funcié temporal és Yi=A+B.bt , [Y{=27.000.(1'8333)t].

Per als tres primers anys tindrem els ingressos segiients, on les
unitats sén en milions de PTA:
Y1=49.500, Y9=90.750 i Y3=166.375

Construim la grafica de l'equacié en diferéncies:

Yt ]
P
166.375
I
90.750
AR
49.500
27.000 ’
$ t
0 1 2 3 4 5

Fixem-nos que la trajectéria temporal dels ingressos és
monoétona creixent i divergent, la qual cosa és logica perqué es
verifica que b>1 i B>O0.

Si calculem els salts, St=Y(-Yt-1 en els punts de discontinuitat,
obtindrem la successié S=(22.500, 41.250, 75.625, ...), on el salt
es fa cada vegada més gran i, per tant, la trajectoria temporal ha de
ser necessariament divergent.
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f) PROBLEMES PROPOSATS

3.1 LIMIT D'UNA FUNCIO EN UN PUNT ‘
Limits laterals i calcul de limits

141. Calcula en l'origen a=0 els limits laterals de les funcions
seglients: :

_3l/x - x|
fi(x)=el/> falx)= SV fa(x) sin(x)  fax)=E(x)

Sol. f1(0°)=0 f1(0*)=+ , f2(07)=-1 fp(0+)=+1
f3(07)=-1 f3(0+)=+1 , f4(07)=-1 £4(0+)=0

142. Calcula, en el punt que s'indica, els limits de les funcions
racionals segiients:

bi= Lim X3-X2-8x+12 b=L-m(L_L)
! x—1—>nz1 x3-5x2+8x-4 2 xl>1 1-x 1-x3

Sol. Descomp. en factors. bj=5 , bg=-2.

143. Per a la funcié fx)=uv , on u=(x+1)/x-1) i v=x+3)/5, calcula
en el més infinit els limits de la base i de l'exponent. Troba després
el limit en el més infinit de la funcié donada. '

5
Sol. Indeterm. 1= , b=ve2.

144. Per mitja d'un canvi de variable adequat, troba els limits
segiients: » '

x—64¥x - 4 x—1 (x-1)2
Sol x=t6 = bj=3 , x=t3 = bg=1/9.

145. Aplicant infinitésims equivalents, determina en l'origen els
limits de les funcions trigonométriques segiients:

sin(5x) 1-cos(x2) 3.arc tan(2x)
0= Gin@xn 0= T B0 o shnEy

Sol. b1=5/2 , bo=0 , bsz=1.
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3.2 CONTINUITAT D'UNA FUNCIO
Funciod continua i discontinuitats

146. Estudia si en x=2 és continua la funcié segtient definida per:

(x-2)/[1+ el/x-2) si x=2
0 six=2

Sol. b=f(2-)=f(2+)=0 , b=f(2)=0 = Continua.

f(x)=

147. Analitza la continuitat en x=0, estudiant els limits laterals de
1a funcié fx)=sin(1/x)/(1+el/x),

Sol. f(0)=No ex. , f(0*)=0 = No cont. (disc. essencial).

148. Determina els intervals de continuitat de la funcié definida a
trossos per: f(x)=0 si x<0 , fX)=x si 0sx<1 , fx)=-x2+4x-2 si
1<x<3 i fx)=4-x si x>3.

Sol. I=R (sempre continua).

149. Les funcions seglientsno estan definides en x=0. Troba el
valor que se'ls ha d'assignar en aquest punt perqué siguin continues:

3_ 1-
fix)= Q_f_’}f(_)__l fo(x)= —0}22S(X)
R B _ x.cos(x)
falx)= Ln(1+x)XLn(1 X) f4(x)= oin)

Sol. £1(0)=3 , f2(0})=1/2 , f3(0)=2 A f4(0)=1.

150. Quins sén els limits laterals de la funcié f(x)=1-x.sin(1/x) en
x=0? Es una funcié discontinua? De quin tipus? Quin valor se li
hauria de donar a f(0) perqué fos continua?

Sol. fl0)=f(0*)=1 , f(0)=Indet. , Si, disc. evit. , f(0)=1.

151. Determina els infinits punts de discontinuitat de la funcié
trigonométrica fx)=tan(rx/(x+1)).
Sol. tan(x) disc. = x=(2k+1)n/2 ,
fx) disc. = x=(2k+1)/(1-2k) o x=-1.
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152. Estudia en quins punts és continua o discontinua la funcié
fx)=(1x-21-1)/(1x+11-2). Dibuixa-la mitjancant una taula de valors.
Indica també el tipus de discontinuitat en els punts en qué la funcié
no és continua.

Sol. x=1 disc. evit. , x=-3 disc. de salt infinit.

Teoremes de continuitat

153. Observant que la funcié f(x)=x5-3x-1 és sempre continua,
prova que l'equacié x5=3x+1 té almenys una solucié real situada en
l'interval (1,2).

Sol. f(1)<0 i f(2)>0 , T. Bolzano.

154. Demostra que l'equacié trigonométrica segiient, on la x esta
mesurada en radians, té almenys una arrel real x=c, i digues l'interval
on esta situada:

x3414 341 _ 3410
1+x2+cos2(x)

Sol. 1=(1, 2) ., T. Bolzano.

155. En un cap de setmana, un excursionista marxa a les Sh del
mati des de la catedral de Girona i arriba a les 12h del migdia a-
I'ermita dels Angels. Com que té el dia lliure, s'hi queda tota la tarda i
acampa durant la nit per tornar a sortir I'endema a les 9h del mati i,
tranquil-lament, arribar a les 12h a Girona.

Suposanf que tant en l'anada com en la tornada hagi passat pel
mateix cami, demostra que hi haura almenys un punt del recorregut
en que haura passat a la mateixa hora del dia.

Sol. Observa les fites de km comptats des de Girona.
Anada: f(9)=0 km, f(12)=L.
Tornada: g(9)=L, g(12)=0
Funcié h(t)=f(t)-g(t} . T. Bolzano.

156. Observa que la funcié f(x)=(x-1)/(x-3) pren valors de signes
oposats en els extrems de l'interval [2,4] i, no obstant aixd, no
s'anul-la en cap punt d'aquest interval. Contradiu aquest fet el
teorema de Bolzano? Justifica-ho fent la grafica per mitja d'una taula
de valors i estudiant la continuitat.

Sol. f(2)<0 , f(4)>0_ , No (disc. en x=3).
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3.3 APLICACIONS DE LA CONTINUITAT
Funcions exponencials en I'economia

157. El producte nacional brut P d'un pais era de 2'5 bilions de
PTA l'any passat i el d'aquest any és de 3'2 bilions. Suposant que
segueix la corba exponencial P=Pg.ek-t, on Pg i k sén constants
positives, quin sera el PNB de I'any segtient? I el d'aqui a dos anys?

Sol. t=-1, P=2'56; t=0 , P=Po=3'2 ; k=0'24686
P1=4'096 bilions , P2=5'2428 bilions.

158. La velocitat d'escriure a maquina d'una oficinista augmenta
segons la corba d'aprenentatge V(t)=350-235.e-0'35.t, on V és el
nombre de pulsacions per minut i t és el temps d'aprenentatge en
setmanes. Quina velocitat tenia quan va entrar a l'oficina? Quina sera
la seva velocitat limit? Si actualment la seva velocitat és de 345
pols/min, quantes setmanes fa que treballa?

Sol. V(0)=115 puls/min , V(«)=350 ; V(t)=345 , t=11 setm.

Equacions en diferéncies

159. La funci6 de demanda de llavors per a un cert tipus de plantes .
ve donada per QD=1950-0'48.Pt, on Pt és el preu actual i la funcié
d'oferta és QS=-780+0'36.P¢.1, ja que depén del preu Pi-; de l'any
anterior. Si en aquest model, anomenat de la “teranyina”, el preu
inicial és Pp=3506 PTA, troba el preu d'equilibri P i estudia
I'estabilitat de la trajectoria, fent la grafica pels primers quatre anys.

Sol. QD{=QSt . P=5687'5-0'75.Pt-.1 , Pt=3250+256.(-0'75)t
P1=3058, P9=3394, P3=3142, P4=3331, osc. conv. P.=3250.

160. En un model de mercat amb inventari es tenen les funcions
de demanda QD¢=m-n.P; i d'oferta QSt=-p+q.Pt, i on el preu d'un any
depén de l'anterior en la forma Pi=Pi.1-r(QSt-1-QD¢-1). Sabent que
tots els parametres sén positius, determina l'equacié en diferéncies
Pt=a+b.P;.] i posa després el preu en funcié del temps.

Si amb estudis fets en el mercat s'ha trobat que n=0'6 i q=0'4,
analitza l'estabilitat de la trajectoria pels segiients valors del
parametre r: r1=0'5, ro=1'5 i r3=2'5.

Sol. Pi=(m+p).r+[1-(n+q).r].Pt-1 , A=(m+p)/(n+q) , B=Pp-A
Pi=A+B.bt, b=1-r , b;=0'5 mon. conv. , bp=-0'5 oscil. conv.
b3z=-1'5 oscil. diverg.
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PROVA D'AUTOAVALUACIO

PROBLEMES PARAMETRITZATS

Presentem a continuacié una série de dotze problemes que, com
es pot suposar, no soén pas representatius de la gran varijetat
d'exercicis que es podrien proposar. Tots aquests problemes de
topologia, successions, séries i continuitat, depenen d'un parametre
“a”, que pot valer 1, 2, 3 o 4. Per a cadascun d'aquests valors s'obté
una resposta diferent entre les vuit possibles donades.

En els seglients problemes parametritzats substitueix en primer
lloc el parametre a pel valor que vulguis entre 1, 2, 3 o 4, resol el
problema, escull l'opcié correcta i després fes una creu al quadre de
respostes:

Topologia

1. Un triangle esta format per les rectes
r;: (12-5a).x+(10-2a).y+(16.a2-69a+62)=0
ro: (18-7a).x+(5a-12).y+(-a2+18a-42)=0
r3: (6-2a).x+(7a-22).y+(22.a2-139a+220)=0
Calcula els tres vértexs d'aquest triangle. El seu perimetre p val:
A) p=10'24 B) p=42'56 C) p=19'04 D) p=31'96
E) p=27'37 F) p=39'19 G) p=15'71 " H) p=48'13

2. Sigui el conjunt M={(x,:y)e R? / (x-m)2+(y-n)2 < r2}, on
- 4.cos[(2a—1).1;/4] p= 3.sin[(2a-1).x/4] =5
Icos[(2a-1).n/4]17 "~ lIsin[(2a-1).n/4]I '
Classifica en interior (i), frontera (f) i exterior (e) els quatre punts
segiients: P;(0, 3), Po(9, 3), P3(0, -6) i P4(-4, -3). Obtindras =
A) f-e-i-i B) i-f-e-e C) f-i-e-i D) i-e-e-e
E) e-e-f-i F) e-e-f-e G) i-e-f-f H) e-f-i-f

3. Partim dels conjunts de la recta real
X={xeR / 1x-3(a-2}1<2} Y=[-6, O]Ju{2}u[6, 9]
Z={xeR / -4<x<-2}JU{xeR / 0<x<2)ui{xeR / x2-36=0}.
Troba els conjunts M=XUY i N=XNZ i estudia si sén tancats (t), oberts
(0) o ni tancats ni oberts, és a dir res (r). Veuras que M i N sén, resp.:
At t B)o, r Cr, t D)o, 0
E)o, t Flr,o : Gr, v H t, o0
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Successions i séries

4. Els costos d'una empresa en els dos primers anys han estat de
Ci=m/(a+1) i Co=m/(a+2), on m=10 milions PTA. Si s'ha comprovat
que la successi6é de costos anuals és una progressié geomeétrica, troba
els costos totals en PTA acumulats en els dos primers quinquennis.

A) 11,426.258 B) 10;384.944 C) 12,770.198 D) 15,428.726

E) 13;428.731 F) 14;826.585 G) 16;231.175 H) 17,195.242

5. Una successio té de terme general
_210.[(p.n+q)* - (p.n-g)]
n.[(r.n+s)® - (r.n-s)?
on els parametres sén p=9-2a, g=a+l, r=5-a i s=2a-1. El limit
d'aquesta successio €s:
A) 560 B) 12.005 C) 15.600 D) 8.750
E) 74'3 F) 200 G) 3.428 H) 1.512

6. Per mitja d'infinitésims equivalents, calcula el limit de la successio
(an) quocient de les dues successions (bp) i (cp) de terme general

n=3n.sin(8?'lak) .141{1+tan2(11jia~)] i cn=(n+1).tan(%&) .[l-cos(f?—r'l&)]
El valor del limit de (ap)=(bp/cn) és:

A) 18'9 B) 40 C) 25 D) 63'4
E) 108 F) 928 G) 256 H) 84'5

7. Aplicant la féormula de Stirling, calcula el limit

N (a.n)!
L=Lm W/ [(5-a).n)!.n@a-5n
Aquest limit és
A) e2/64 B) e3/256 c)o : D) 256/e3
E) e F) 4e/27 G) 27/(4e) H) 64/¢2

8. Estudia la convergéncia (c¢) o divergéncia (d) de les tres séries
seguents -
Z n!.n" 2 an+(12/a)" Z (a+1).n12/a4(7-2a)
(a+7).(a+2r)...(a+nm) (5-a)n+3 | (2a-1).n13-22+(6-a)
emprant respectivament els criteris de D'Alembert/Raabe, Cauchy i
Pringsheim. Obtindras
4) d-d-d B) c-d-c C) c-c-d D) d-c-d

E) d-d-c F) d-c-c G) c-d-d H) c-c-c
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Continuitat

9. La funcié racional segiient
f)= -60. @1 + (a+2).(a+3)a D/
(@+3)@*2/X (a41) + a ,
presenta una discontinuitat en l'origen. El valor del seu salt S és:
A) S=15 B) S=5 C) s=27 D) S=30
E) S=10 F) S=8 G) S=3 H) S=36

10. Sigui la funci6é definida per intervals com a
f(x)= Lx'i[eﬂ-’ﬁl-cos(x)]p/7r2 si x<n/2 i fix)=—2a3 __ gi x>n/2

x-Ex/2)
Determina el valor que ha de tenir p perqué sigui continua en x=n/2.
A) p=4 B) p=1 C) p=-4 D) p=-2
E) p=5 F) p=0 G) p=2 H) p=-3

11. S'ha fet una prediccié econémica amb dos estudis diferents, per
mitja de dues funcions continues: una corba d'aprenentatge i una
corba logistica. Aquestes dues corbes venen expressades,
respectivament, per les funcions '

= -(5-a).e-(a+1). i = 9-2a
fx)=(22+3)-(5-a). D10 1 gla= 1+(a+2).e-(a+1).x/1C

Estudia els possibles valors de x en que es verificara la mateixa
predicci6. Obtindras que x val aproximadament
A) 9'11i 04 B) -3'7 C) 5'6 D) 7'8
E) Noexist. x F)2i69 G) -2'5 - H) -4'7

12. Una funcié discontinua varia peridédicament en la forma lineal
yt=m+n.yt-1, on yt és el valor de la funci6 en el periode t i yt-1 el valor
de la funcié en el periode anterior. Se sap que, inicialment, yp=10
milions i que

a_ | 1 2 3 4
v1 51369.500 7,221.700 8,456.500 9;338.500
yo 3,054.250 5,276.890 71170.250 8,724.250

Calcula els coeficients m i n i determina després yg. Obtindras quej
val, aproximadament:
A) 1,272.878 B) 3,428.931 C) 775.175 D) 7;125.624
E) 5:857.943 F) 4,728.965 G) 2:;892.811 H) 6,846.931
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QUADRE DE RESPOSTES:

TE0 [EEE [EEE [ EEE
BIOE | BIOE | BOE | BIOE
FEE | DEE | IEE | BEE

5] 6]
Despréis de {)clesoldre
tot ,
IOl | “rsunacrena | RIOL
[llellm] | conuiderts comeotes. | [Ellel[=d
7]

. . ' 8]
| S:if%%‘%ié“éﬁéi Te vt
donades, posa la creu

- al cercle central.
[rllc] [x] | el [a]

AED | BEE |EEE | BEE
B0 | BORE | BOE | BOE
ok | BeE | DEE | FHe

Puntuacio:
Respostes encertades: [ | Punts positius (x4): [ |
equivocades: :] negatius (x(-1)): |:|

Puntuaci6 total: ‘:

Respostes correctes en funcioé del parametre:
(a=1, 2, 3 i 4, respectivament)
P1: F-C-A-E Py: B-D-E-F P3: A-H-F-C P4: F-C-A-B
Ps: B-D-H-F Pe: A-C-B-E P7: B-F-G-D Ps: D-F-E-B
Pg: D-E-B-G P10: C-G-A-E P;1: F-G-B-H P12: C-A-G-E
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Qualificacié:
Per a obtenir la nota N farem servir la “Part entera”, on prendrem

I'enter inferior a la puntuacié donada. Aixi E(5'3)=5. En quant a la
qualificacié ens basarem en el segiient barem:

Susp. (N<5) Apr.(5<N<7) Not.(7<N<9) Exc.(N>9)

Nota [N=E(P+3)/5]: [ | Qualificacio: | B

Si la puntuacié no ha estat suficientment alta, es pot tornar a
resoldre la prova, repassant abans els conceptes i exemples, peré ara
emprant per al parametre “a”, que ha de ser 1, 2, 3 o 4.
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GLOSSARI DE CONCEPTES

Exposem a continuacié un recull dels termes matematics emprats,
seguits de la plana en qué es poden trobar. Els numeros en negreta
indiquen que el concepte és a la part de “Formulacié matematica”.
En cas contrari, és a la part de “Conceptes i exemples”: :

o A =

Abelia, grup 14 23
Absolut, maxim 126 134
minim 126 134

Absolutament converg., série
62 74

Absoluts, extrems 126 134
Acotacioé d'una successié 45 66
Acotada inferiorm., suc. 45 66
superiorm., suc 45 66
Acotada, successio 45 66
teorema funci6é 127 135

Acotat, conjunt 22 25

Acumulaci6, conjunt d' 21 25
punt 21 25 49

Adherent, conjunt 21 25
punt 21 25

Afi, espai 18 24
pla 18 24
recta 18 24

Aillat, conjunt 21 25
punt 21 25
Alternada, série 62 74
Amortitzacié, anualitat 64 74
Anell commutatiu 46 66
Anualitat d'amortitzacio 64 74
capitalitzacié 64 74
Aprenentatge, corba 128 136
Aritmética, progressié 47 67
Arrel, criteri de 1' 61
Asimptota horitzontal 122 132

obliqua 123 132
vertical 122 132

Asimptotica, discontinuitat 128

Associat, espai vectorial 17
vector 17 24

Associativa, operaci6é 14 23
Associativitat escalar 14 23
Axiomes de definicio 14 23

o B =

Bola oberta 18 24
oberta reduida 18 24

Bolzano, teorema 127 135
Branca parabélica 123

o @ -

Campana de Gauss 128 136
Capital final 63 74
inicial 63 74
Capitalitzacié composta 63 74
continua 63 74
Capitalitzacio, anualitat 64 74
temps de 63 74

Cauchy, criteri 61 73
successio 49 68
Central, terme 47 48
Centre i radi 18 24
Cercle obert 18 24
Commutatiu, anell 46 66
Commutativa, operacié 14 23
Compacte, conjunt 22 25
Comparables, infinités. 52 69
Comparaci6, criteris 58 73
Components d'un vector 15 24
Compost, interés 63
Composta, capitalitzaci6 63 74
Condensacio, criteri 62 74
Condicionalment convergent,
série 63 74
Conjugada, expressi6 radical 54
Conjunt acotat 22 25 '
adherent 21 25
aillat 21 25

compacte 22 25
d'acumulacié 21 25
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Conjunt derivat 21

exterior 20 25

frontera 20 25

interior 19 25

obert 22 25

tancat 22 25
Conjunt, particié 20 25
Constant, successi6 44 66
Continua per l'esq. 123 133

per la dreta 123 133
Continua, capitalitzaci6 63 74

funcié 123 133
Continuitat lateral 123 133
Convergéncia, criteris 58 72
Convergent, série 57 72
Convergent, série absol. 62 74

série condicion. 63 74

successio 49 68
Coordenades d'un punt 17 24
Coordenades, origen 17 24
Corba d'aprenentatge 128 136

logistica 128 136
Cota inferior 45

superior 45
‘Creixent, succ. monét. 44 66
Criteri de Cauchy 61 73

de condensaci6 62 74

de D'Alembert 60 73

de l'arrel 61

de Leibniz 62 74

de Pringsheim 60 73

de Raabe 60 73

de Stolz 55 70

del quocient 60

logaritmic 61 73
Criteris de comparacio 58 73

de convergéncia 58 72

=D =

Discontinuitat asimptotica 128
de salt 128 135
essencial 128 135
evitable 127 135
finita 128
infinita 128
Discontinuitat, punt 127
Distancia dos punts 17 24
Distributivitat escalar 15 23
vectorial 15 23
Divergent, série 57 72
successio 45
Dos punts, distancia 17 24
Dreta, continua per la 123 133
limit per la 120 131
successi6 a la 120 131

B -

D'Alembert, criteri de 60 73

Definici6, axiomes de 14 23
relacié de 19

Dereixent, succ. monoét. 44 66

Derivat, conjunt 21

Diferéncia prog.aritm. 47 67

Diferéncia, successi6 46 66

Diferéncies, equac en 129 136

Discontinua, funcié 127 135

Element neutre 14 23
oposat 14 23
unitat 15 23
Equacié en diferén. 129 136
Equidistancia, prop. 47 48 67
Equilibri estable 65 75
inestable 65 75
Equivalents, infinitésims 52 69
infinits 53
Escalar i vector 14 23
Escalar unitat 15
Escalar, associativitat 14 23
distributivitat 15 23
Esfera oberta 18 24
Espai afi 18 24
afi euclidia 17 24
vectorial 14 23
vectorial associat 17
vectorial de les succ. 47 67
vectorial euclidia 16 24
vectorial real 15 23
Esquerra, continua 123 133
limit per I' 120 131
successio a la 120 131
Essencial, discont. 128 135
Estabilitat 130
Estable, equilibri 65 75
Euclidia, espai afi 17 24
espai vectorial 16 24
Euclidiana, norma 16 24
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Euler, nombre 51 68
Evitable, discont. 127 135
Exponencials, func. 128 136
Expressio radical conjugada 54
Exterior, conjunt 20 25

punt 20 25
Extern, producte 14 23
Externa, operaci6é 14 23
Extrem, punt 17 24

Extrems absoluts 126 134
: relatius 126 134

R -

Final, capital 63 74
Finita, discontinuitat 128
Férmula de Stirling 56 70
Frontera, conjunt 20 25

Funci6 acotada, teor. 127 135
continua 123 133
discontinua 127 135

Funcié, increment 125 133
limit d'una 121 131

Funcional, limit 121 131

Funcions exponenc. 128 136

- @ o

Inferiorment, succ. acotada 45

Infinita, discontinuitat 128

Infinitésim, ordre d'un 53

Infinitesimal, successi6é 49 68

Infinitésim 51 69

Infinitésims comparables 52 69
_equivalents 52 69

Infinits equivalents 53

Infinits, limits 52 69 122 132

Inicial, capital 63 74
successié 56

Interés compost 63

Interior, conjunt 19 25
punt 19 25

Interna, operaci6 14 23

Interval obert 18 24 124 133
semiobert 124 133
semitancat 124 133
tancat 124 133

Inversa, successié 46 66

oL o

Gauss, campana de 128 136
General, terme 44

Geomeétrica, progressio 47 67
série 57 72

Grup abelia 14 23

- 8 -

Harmonica, série 58 72
Horitzontal, asimptota 122 132

o1 =

Lateral, continuitat 123 133
Laterals, limit 120
Leibniz, criteri de 62 74

Limit d'una funcié 121 131
d'una successi6 48 67
funcional 121 131
per l'esquerra 120 131
per la dreta 120 131

Limits infinits 52 69 122 132
laterals 120

Logaritmic, criteri 61 73
Logistica, corba 128 136
Longitud d'un vector 16 24

- M -

Imatge, successio 120 131
Increment funcié 125 133
Increments 125
Indeterminacions 53 69
Index d'una successi6 44
Inestable, equilibri 65 75
Inferior, cota 45

Maxim absolut 126 134
relatiu 126 134

Minim absolut 126 134
relatiu 126 134

Model de la teranyina 64 75

Monotona creixent, succ. 44 66
decreixent, succ. 44 66

Monotonia successié 44 66
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o N -

N-uples ordenades 15

Neutre, element 14 23

No negatius, série term. 58 72
Nombre d'Euler 51 68 -

Norma euclidiana 16 24

Nul, vector 14

Nul-la, successio 46 66
Numeérica, série 56 72
Numeros reals, successi6é 44 66

= © -

ra6 47 67
Propietat d'equidist. 47 48 67
Punt adherent 21 25

aillat 21 25

d'acumulaci6 49 21 25

de discontinuitat 127

exterior 20 25

extrem 17 24

interior 19 25
Punt, coordenades d'un 17 24
Punts d'equilibri 64 75

=3 o
=

Obert, cercle 18 24
conjunt 22 25
interval 18 24 124 133

Oberta, bola 18 24
esfera 18 24

Obliqua, asimptota 123 132
Operacions amb succ. 46 66

Operaci6 associativa 14 23
commutativa 14 23
externa 14 23
interna 14 23

Oposada, successié 46 66

Oposat, element 14 23
vector 14

Ordenades, n-uples 15.
Ordre d'un infinitésim 53
Origen de coordenades 17 24
Oscil-lant, série 57 72

-P-

Quocient, criteri del 60
successi6 46 66

2R

Raabe, criteri de 60 73

Radi i centre 18 24

Raé d'una prog. geomét. 47 67
Real, espai vectorial 15 23
Recta afi 18 24

Recurréncia, relacié 44

Reédit 63 74

Reduida, bola oberta 18 24

Relacié de definicio 19
de recurréncia 44

Relatiu, maxim 126 134
minim 126 134

Relatius, extrems 126 134

-8 =

Parabdlica, branca 123
Parcials, sumes 56 72
Particié d'un conjunt 20 25
Pla afi 18 24
Positius, séries de termes 58
Poténcia, successié 46 66
Pringsheim, criteri de 60 73
Producte extern, oper 14 23
successio 46 66
Producte, successio 46 66

Progressi6 aritmética 47 67
diferéncia 47 67

Progressio geométrica 47 67

Salt, discontinuitat de 128 135
Semiobert, interval 124 133
Semitancat, interval 124 133
Série absolut. converg. 62 74
alternada 62 74
condic. convergent 63 74
convergent 57 72
divergent 57 72
geométrica 57 72
harmonica 58 72
numérica 56 72
oscil-lant 57 72
Série, suma d'una 57 72
Séries termes no negat. 58 72
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Séries de termes positius 58
Stirling, férmula de 56 70
Stolz, criteri de 55 70
Successions, esp. vect. 47 67
operacions amb 46 66
Successi6 a l'esquerra 120 131
a la dreta 120 131
acotada 45 66
acotada inferiorm. 45 66
acotada superiorm. 45 66
constant 44 66
convergent 49 68
de Cauchy 49 68
de numeros reals 44 66
diferéncia 46 66
divergent 45
imatge 120 131
infinitesimal 49 68
inicial 56
inversa 46 66
monot. creixent 44 66
monoét. decreixent 44 66
nul-la 46 66
oposada 46 66
poténcia 46 66
producte 46 66
producte extern 46 66
quocient 46 66
suma 46 66
unitat 46 66
Successio, acotacié d'una 45 66
index 44
limit 48 67
monotonia 44 66
termes 44
Suma d'una série 57 72
de vectors 14 23
Suma, successié 46 66
Sumes parcials 56 72
Superior, cota 45
Superiorment, suc. acot. 45 66

- T =

Tancat, conjunt 22 25
interval 124 133

Tant per cent 63 74
per u 63 74

Temporal, trajectoria 130
Temps de capitalitzacié 63 74

Teorema de Bolzano 127 135
de la funci6 acot. 127 135
de Weierstrass 127 135

Teranyina, model de 64 75

Terme central 47 48
general 44

Termes d'una successié 44 -

Trajectoria temporal 130

- =

Unitat, element 15 23
escalar 15
successio 46 66

-V =

Vector associat 17 24
i escalar 14 23
nul 14
oposat 14

Vector, components. 15 24
longitud 16 24

Vectorial, distributivitat 15 23
espai 14 23

Vectors, suma de 14 23

Vertical, asimptota 122 132

- W -

Weierstrass, teorema 127 135
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