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PROLEG

Oferim als estudiants universitaris i als lectors interessats aquesta
guia didactica de la matematica universitaria com a fruit dels nostres
anys de docéncia de les matematiques a la Universitat. El resultat final
ha esdevingut una col-lecci6 de setze petits volums agrupats en els dos
moduls d'Algebra lineal i de Calcul infinitesimal.

Per raons de contingut, el modul d'Algebra lineal s'ha subdividit en
les tres parts corresponents d'Algebra moderna (dos volums: Conjunts i
Estructures), Algebra matricial (tres volums: Matrius, Determinants i
Sistemes d'equacions) i Algebra Vectorial (tres volums: Vectors,
Endomorfismes i Geometria analitica), i el modul de Calcul
infinitesimal agrupa les tres parts corresponents a Calcul funcional
(dos volums: Funcions i Continuitat), Calcul diferencial (quatre
volums: Derivades, Corbes, Derivades parcials i Optimitzacié) i Calcul
integral (dos volums: Integrals i Equacions diferencials).

El titol Analisi de corbes del dotzé volum de la nostra col-leccio ja ens
indica que tractarem de les principals caracteristiques que poden tenir
les grafiques de les funcions. S'estudien en primer lloc les
aproximacions polinémiques d'una corba en un punt amb la coneguda
formula de Taylor. En la segona part es fa una analisi del calcul de les
asimptotes, el creixement i decreixement, els punts extrems, la
concavitat i convexitat i també dels punts d'inflexié.

Creiem que, en l'estudi de la matematica, I'alumne universitari podra
servir-se d'aquesta guia didactica tant per a la confeccié dels seus
propis apunts com per a I'estudi dels diferents temes que conformen les
assignatures corresponents a les matéries tractades. Per aquest motiu
es presenta una breu Bibliografia escollida classificada en basica i
addicional, segons el grau de dificultat que presenta.

Exposem el Programa i la Simbologia, on indiquem els conceptes que
I'integren, conjuntament amb el simbolisme que farem servir al llarg de
I'obra. Hem procurat fer un programa racional en qué els conceptes es
van deduint els uns dels altres de manera logica.

En cada volum es destaca especialment el contingut en Conceptes i
Exemples, de gran importancia per a la comprensié de les matéries.
tractades, en les quals, sovint, es prescindeix de demostracions
formalistes d'acord amb l'esperit de 1'obra, que, com el seu titol indica,
pretén ser una guia didactica.

A continuacié presentem una Formulacié matematica, expressada en
simbols formals dels conceptes estudiats, que ajudaran, sens dubte, a
la rigorositat en la resolucidé de qiiestions i problemes.



Continuem el desenvolupament amb la part dedicada a l'estudi de
Problemes resolts. Es important que l'estudiant comprengui fins a
Ialtim detall aquests problemes, que, en realitat, son una continuitat
en grau de dificultat dels exemples senzills estudiats anteriorment.

Presentem després una col-leccié de Problemes proposats, amb la
intencié que el lector els resolgui de manera natural mitjancant els
coneixements adquirits als apartats anteriors.

A Tl'apéndix s'inclou una Prova d'autoavaluacié que consta d'una série
de “problemes parametritzats”, és a dir, problemes que depenen d'un
parametre (a=1,2,3,4). Per a cada valor del parametre la solucié sera
diferent i estara inclosa entre alguna de les vuit p0531bles Aquest tipus
de problemes es podra resoldre quatre vegades amb numeros diferents.

Finalment, a més de la Bibliografia escollida, un Glossari de tots els
conceptes matematics exposats al llarg de l'obra en facilita la rapida
localitzacio6.

Girona, gener de 1998

Els autors
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

1.1 AJUSTAMENT ENTRE DUES FUNCIONS

1)

2)

3)

Corbes secants i tangents. Entorn de centre a i radi €
(Bg(a)). Funcions de classe C.. Ajustament d'ordre n en
un punt entre dues corbes. Corbes secants i corbes
tangents.

Recta i parabola osculadores. Polinomis osculadors de
primer i segon grau: recta osculadora (o recta tangent) i
parabola osculadora.

Polinomi de Taylor. Polinomis osculadors de grau n
(y=pn(x)) o polinomis de Taylor. Expressié d'una funci6
polinémica en poténcies de x-a, utilitzaci6 de la regla de
Ruffini. Polinomi de Maclaurin.

Curvatura d'una corba. Circumferéncia osculadora (c).
Centre de curvatura (C(m,n)), radi de curvatura (R).
Curvatura d'una corba (k), funcié curvatura (y=k(x)), les
rectes com a corbes de curvatura nul-la, vértex d'una
corba (V). Lloc geomeétric dels centres de curvatura:
evoluta d'una corba (y=ev(x)).

1.2 APROXIMACIO D'UNA FUNCIO EN UN PUNT

1)

2)

Resta de Lagrange. Substitucié en un punt d'una
funcié y=f(x) per un polinomi de Taylor de grau n. Error
comeés en l'aproximacio (E), resta de Lagrange (rn(x)),
valor intermedi (c), interval de variacié o entorn reduit
(B*c(a)).. Valor maxim de la funcié (M) en l'interval de
variacio, acotacio de l'error.

Férmula de Taylor. Polinomi de Taylor i resta o terme
complementari de Lagrange: férmula de Taylor de grau
n ({x)=pnx)}+rn(x)). Formula de Maclaurin. Calcul de la
formula de Taylor per una aproximacié donada.
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c) CONCEPTES I EXEMPLES
1.1 AJUSTAMENT ENTRE DUES FUNCIONS

1.1.1 CORBES SECANTS I TANGENTS. Siguin y=f(x) i y=g(x) dues
Juncions de classe C" en el punt x=a, és a dir, dues funcions tals que en
els punts de l'entorn de centre a i radi ¢, Be(a), existeixen tant les
funcions com les seves n primeres derivades. Aixo ens indicara que les
dues funcions no tenen cap tipus de complicacié matematica en les
proximitats del punt.

Direm que les funcions anteriors presenten un ajustament d'ordre n
€n x=a si en aquest punt so6n iguals les funcions i les seves n primeres
derivades, és a dir si es verifica que fla)=g(a), f'(a)=g’(a), f"(a)=g"(a), ... i
fin(a)=gn(a), perdp fln+l(a)xgh+l(a).

Com a casos particulars diem que, si en un punt les dues funcions
presenten un ajustament d'ordre zero, f(a)=g(a) i f'(a)#g (a), les corbes
només es tallaran, €s a dir, seran dues corbes secants, mentre que si
I'ajustament és d'ordre superior o igual a un, f(a)=g(a) i f'(a)=g’(a), es
tractara de dues corbes tangents en el punt.

Exemple 1. Per a les funcions f(x)=x2-2x+3 i g(x)=x3-3x2+3x+1
calculem en primer lloc els punts de tall fent el sistema:
x2-2x+3=x3-3x243x+1 , x3-4x2+5x-2=0
Comprovem per Ruffini que x=1 és-una soluci6:

1 -4 5 -2
1)_1L 1 -3 +2
1 -3 2 (¢}

L'equacio resultant és x2-3x+2=0 ,que té d'arrels x=1 i x=2. Com
que els valors de la funcié son f(1)=1-2+3=2 i f{2)=4-4+3=3, els punts
de tall seran P1(1,2) i P5(2,3). Fem -nela grafica:

£(x),g(x)

\\41
/] x

-0.5 0.5 1 1.5 2 2.5

Les derivades successives de la funci6 f(x)=x2-2x+3 son (x)=2x-2 ,
f7(x)=2, " (x)=0,... mentre que les de la funci6 g(x)=x3-3x2+3x+l s6n
g (x)=3x2-6x+3 , g (x)=6x-6 , g "(x)=6 ,...
En el punt P; tenim f(1)=2, (1)=0, f°(1)=2, " (1)=0,... i g(1)=2,
g'(1)=0, g"(1)=0, g™ (1)=6,...
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Observem que, com que f(1)=g(1) i f'(1)=g(1), les corbes tindran un
ajustament d'ordre superior o igual a 1, que en aquest cas és igual a
1 perque f°(1)#g "(1), i seran tangents en aquest punt.

En el punt Py f{2)=3, {(2)=2, {"(2)=2, {7(2)=0,... i g(2)=3, g'(2)=3,
g7°(2)=6, g""(2)=6,... Per tant, f(2)=g(2) perod {(2)#g’(2) i l'ajustament
sera d'ordre O, per la qual cosa les corbes seran secants en el punt Pg.

1.1.2 RECTA I PARABOLA OSCULADORES. Donat un punt P(a, f(a))
d'una funcié y=f(x), anomenem recta osculadora la recta p(x)=m.x+n que
més s’aproxima a aquesta funci6é. Més técnicament, direm que és la
recta que presenta un ajustament de primer ordre amb la funcié
donada. Shaura de complir, doncs, que p(a)=f(a) i p'(a)=f'(a), és a dir,
m.a+n=f(a) i m=f(a). Resolent el sistema anterior obtenim:

n=fla)-m-a , y=m-x+[f(a)-m-a] , y=fla)+m-(x-a)

D’on l'equaci6 de la recta osculadora y=p(x) és

| y=f(a)+f (a)-(x-a) |

Observem, com era previsible, que la recta osculadora coincideix
precisament amb la recta tangent a la corba en el punt.

De manera similar, la parabola osculadora y=p(x) és aquella funcié
quadratica p(x)=mx2+nx+p que presenta un ajustament de segon ordre
amb la funcié y=f(x) en el punt P(a, f(a)). Haura de verificar que
p@)=f(a), p'(@)=f(a) i p~"(a)=f"(a), per la qual cosa obtenim el sistema

m.a2+n.a+p=f(a) , 2m.a+n=f(a) i 2m=f"(a)

Resolent-lo a part com a exercici, ens ha de quedar l'equacio

[ y=fla)+f (@).x-a)+(f "(2)/2).(x-2)2 |

Recordem que la parabola osculadora és la parabola que s'acosta més
a la corba donada y=f{(x) en el punt considerat P(a, f(a)).

Exemple 2. Sigui la funcio f(x)=x3-6x2+12x-14 i el punt P d'abscissa
a=4. Com que la imatge és f(4)=43-6.42+12.4-14=64-96+48-14=2, es
tractara del punt P(4, 2).

£f,t.p

10

7.5

p
5
P
2.5
1 1 2 4 5 X

2.5

-5 £
-7.5 t
_10£

En aquesta grafica hem dibuixat tant la funcié ctbica donada,
y=f(x), com la recta i la parabola osculadores en el punt P.
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Les derivades primera i segona de la funcié donada sén
f(x)=8x2-12x+12, " (x)=6x-12
ien el punt P tenen de valor
£(4)=3-42-12.4+12=48-48+12=12 , {’(4)=6-4-12=24-12=12
La recta osculadora o recta tangent sera
y=2+12-(x-4) , y=12x-46
i la parabola osculadora tindra d'equacio
y=2+12-(x-4)+(12/2)-(x-4)2
Desenvolupant, y=2+12x-48+6x2-48x+96 , y=6x2-36x+50.

1.1.3 POLINOMI DE TAYLOR. Com a generalitzacié de la recta i la
parabola osculadores, estudiarem els polinomis osculadors de grau n,
anomenats polinomis de Taylor. Es demostra facilment que el polinomi
de Taylor de grau n és expressat per

pPnx)= fla) + %)ﬁ(x-a) + f_2(;i]

(x-a)% + ... + (x-a)™

fi(a)
n!

Notem que els dos primers termes del segon membre representen la
_recta tangent i els tres primers, la parabola osculadora.

Exemple 3. Si la funcié és f(x)=x5+3x%-5x3-8x2-6x+2 trobarem la
cubica osculadora, o polinomi de Taylor de grau 3, en a=2. Com que la
seva imatge és f(2)=32+48-40-32-12+2=-2, obtindrem el punt P(2,-2).

Derivant successivament i particularitzant pel punt P tindrem:

fx)=5x%+12x3-15x2-16x-6 f(2)=...=78

£ (x)=20x3+36x2-30x-16 f(2)=...=228

£ (x)=60x2+72x-30 £7(2)=...=354
La cubica osculadora y=p3(x) sera

y=-2+(78/1).(x-2)+(228/2).(x-2)2+(354/6).(x-2)3
Operant, ens quedara y=59x3-240x2+330x-174
t.p
SOQ-

400¢ £
300¢
200¢
100¢

S —— X

3
—100/ﬁ

~200"

En la grafica anterior observem que el polinomi de Taylor de 3r
grau o cubica osculadora, dibuixada en trag fi, s'aproxima molt a la
corba donada en el punt P.
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Com a cas particular, veiem que, si la funcié y=f(x) és polinémica de
grau n, el polinomi de Taylor pp(x) en un punt qualsevol P(a, f(a)) haura
de coincidir amb la funcié donada. En aquest cas, si apliquem la
férmula del polinomi de Taylor, podrem expressar en poténcies de x-a la
funcié polindmica y=f(x), que esta donada en poténcies de x.

Exemple 4. Si en la funcié f(x)=x5+3x%-5x3-8x2-6x+2 de l'exemple
anterior continuem calculant les derivades, tindrem f(4(x)=120x+72,
6(x)=120, f6(x)=0,... d'on f4(2)=312, {15(2)=120, {16(2)=0,...
Aixi, el polinomi de Taylor corresponent sera

y= -2+78.(x-2)+114(x-2)2+59(x-2)3+(312/41)(x-2)4+(120/5!)(x-2)5

Per tant, ens resulta I'expressié del polinomi en funcié de les
poténcies de x-2,

y= -2+78.(x-2)+114(x-2)2+59(x-2)3+13(x-2)4+(x-2)5

Es pot comprovar que, si es desenvolupen les poténcies del
polinomi anterior i es fan les multiplicacions i sumes indicades, s’obté
la funcié polindémica donada y=f(x).

Si la funcié donada és polindmica, es podra calcular directament el
polinomi de Taylor aplicant la regla de Ruffini, com podem veure en
I'exemple segtient:

Exemple 5. En la funci6é polindmica f(x)=x5+3x4-5x3-8x2-6x+2
apliquem successivament la regla de Ruffini per a=2:

1 3 -5 -8 -6 2
2) $ 2 10 10 4 -4

1 5 5 2 -2 (-2
2) 4 2 14 38 80

1 7 19 40 (78
2) 4 2 18 74

1 9 37 (114
2) 4 2 22

1 11 (59
2) 2 2

(1 (13

Fixant-nos en els diferents residus i en 1'altim quocient, podem
escriure I'expressio
PX)=-2+78.(x-2)+114.(x-2)2+59. (x-2)5+13.(x-2)4+1.(x-2)5
que coincideix amb el polinomi de Taylor calculat en I'exemple 4.

En el cas particular que el punt en estudi sigui l'origen, a=0, el
polinomi de Taylor corresponent es coneix com a polinomi de Maclaurin.
Conseglientment, la seva expressio sera:
f(0) f7(0)

— 2
Pa®)= f(0) + T X + o1 X2+ ...+ m

0) ,n

Exemple 6. Partint de la funcié exponencial euleriana, f(x)=eX, el
polinomi de Maclaurin de 4t grau el trobarem calculant el valor en
l'origen de la funcié i les derivades successives f'(x)=eX, f"(x)=eX,....
Obtindrem f(0)=e0=1, £(0)=1, f"(0)=1,... i, substituint,

= ._]-_ L 2 L 3 _1_
palx)= 1 +1!.x+2!.x +3!.x +4!.x4
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Operant ens queda

W= 1+x+X> +X3 x4
palx) 5 e tar

En la grafica del polinomi de Maclaurin de 4t grau (en trag fi) i de
I'exponencial observem la seva proximitat en un entorn de l'origen de
radi aproximadament 2:

f.p
20

-3 -2 -1

Notem que en un punt x de les proximitats de l'origen les imatges de
la funcié donada, f(x), i del polinomi de Maclaurin, pp(x), seran molt
. similars, sobretot com més gran sigui el grau n del polinomi.

Exemple 7. Substituint en la funcié exponencial f(x)=eX per x=1
tindrem f(1)=el=e=2'71828182..., és a dir, el nombre d'Euler.

En canvi substituint en el polinomi de Maclaurin anterior

p4(1)=(1+4+12+24+24) /24=65/24=2'7083333

Notem que els dos valors s6n relativament proxims, amb una
diferéncia o error E=e-p4(x)=0'00994849, com podem veure en el punt
Q de la grafica anterior, on la funcié exponencial i el polinomi de
Maclaurin sembla que coincideixen.

1.1.4 CURVATURA D'UNA CORBA. En els apartats anteriors hem
estudiat els polinomis osculadors o polinomis de Taylor, que sén les
funcions polinéomiques que s'aproximen més en un punt a una corba.

De manera similar anomenarem circumferéncia osculadora la
circumferéncia de centre C(m,n) i radi R, és a dir, la que té per equacid
c: (x-m)2+(y-n)2=R2, que més s'aproxima a la corba y=f(x) en P(a, f(a)).
Es prova que el centre de la circumferéncia osculadora, C(m,n),
anomenat també centre de curvatura, té per coordenades '

f@.1+ (@)% 1+(f (a)) 2
7 (a) f(a)
i que el seu radi, R, anomenat radi de curvatura, és

1+ (@) 2 P2
R= f(a)

m=a n= f(a) +
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Exemple 8. Sigui el punt P(-2,1) de la funcié parabolica f(x)=x2/4.
Y

Calculem les derivades f(x)=2x/4=x/2 i " (x)=1/2, d'on en a=-2
resulta fla)=1, f'(a)=-2/2=-11i " (a)=1/2.
Les coordenades del centre de curvatura C(m,n) seran
m=-2-EWHD _oa 0 el gegec
1/2 1/2

i el radi de curvatura sera
R=V(1+1)3/(1/2)= 2Y8= 442
Per tant, la circumferéncia osculadora tindra d'equaci6
x-2)2+(y-5)2=(a.v2 )

Observem en la grafica anterior que la circumferéncia osculadora i
la parabola sén dues corbes tangents:

Com a exercici es pot calcular 'altre punt Q d'interseccié entre la
parabola y=x2/4 i la circumferéncia osculadora (x-2)2+(y-5)2=32.
Resolent el sistema format per amdues equacions, es comprova que P
€s un punt triple i que l'altre punt és el Q(6,9).

Esmentem també que el valor invers del radi de curvatura, k=1/R,
s'anomena curvatura de la corba. En un punt qualsevol P(x, f(x)) d'una

funcié y=f(x) s’expressara per

_ y
[1+ )2 P2

Notem que si la funcié és una recta, y=ax+b, sera y'=a i y""=0, per la
qual cosa la seva curvatura és evidentment k=0. Podem dir, doncs, que

des rectes sén les corbes de curvatura nul-la».

Si dibuixem la funcié curvatura y=k(x) i comprovem que té un punt
maxim, V(x, f{x)), direm que aquest punt és un vértex de la corba
donada. En conseqiiéncia, els vértexs sén els punts de maxima

curvatura de la corba donada. ‘
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Exemple 9. Amb la mateixa funcié de l'exemple 8, y=x2/4, si
substituim les derivades y'=x/2 i y'=1/2 en l'expressiéo de la
curvatura, obtindrem:

e 172 _  1/2  _
[1+tx/2P]? [40xP2/8 ] 4+x2
Fem la grafica de la funcié curvatura, y=k(x):

Y
2r

Podem veure que la funcié curvatura, en tra¢ gruixut, és maxima
en x=0. Aixi el vértex de la parabola y=x2/4 és l'origen de coordenades
V(0,0), com ja sabiem.

Si en cadascun dels punts d'una corba y=f(x) trobéssim els centres de
curvatura C(m,n) i els dibuixéssim, ens quedaria una corba que és
coneguda amb el nom d’evoluta. Matematicament ho expressarem dient
que l'evoluta d'una corba és el lloc geometric dels seus centres de
curvatura. v

Per determinar l'equacié de l'evoluta eliminarem la x en les
coordenades del centre, m=m(x) i n=n(x), i posarem la m en funcio6 de la
n, m=g(n), que, canviant variables m—x i n-y, quedara en la forma més
corrent y=g(x).

Potser entendrem millor el calcul de I'evoluta d’'una corba amb un
exemple numeéric. '

Exemple 10. Per a la parabola y=x2/4 on y'=x/2 iy "=1/2, trobem les
coordenades mi n del centre de curvatura:

tx/2)] 1+6c/27] ;
mex- L ok 1+(& -3
1/2 2 4
n=%x>4 (1+x/2P] _y2 92 4& =X2+8+2.x2 _3.x%+8

4 1/2 4 4 4

Aillant la x en la primera equacio, X=(—4m)1/ 3| i substituint en la
segona obtindrem:

2 .
n= 3(VamJ+8 3y 16.m2 +8_6.Yom?+8 _3.¥2.m? +4

4 4 2

Canviant ara les variables (n—y i m—)x) tindrem l'equacié de
I'evoluta de la corba donada

y= 3.Y2.x2 +4

2
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En la grafica segtient dibuixem la corba donada i la seva evoluta,
on observem que es tallen en dos punts:

Y

X

2 4 6
Com a exercici el lector pot comprovar, resolent el sistema format

per la funcié donada i I'evoluta, fent el canvi x2=t i obtenint l'equacié
cabica t3-24.12-240.t-512=0, onels punts de tall s6n

P1(4Y2 ,8) iPo(-442 , 8

1.2 APROXIMACIO D'UNA FUNCIO EN UN PUNT

1.2.1 RESTA DE LAGRANGE. Hem vist que a l'entorn d'un punt xp=a
podem aproximar la funcié donada y=f(x) per un polinomi de Taylor de
grau n:

f'(a) g CY 2
T.[x—a) + o1 (x-a)° + ... + ol

Com més gran sigui el grau n del polinomi de Taylor i més a prop
sigui el punt d'estudi xg del punt xp, més gran sera també aquesta
aproximacio.

Molt sovint, en les ciéncies experimentals, en comptes d'estudiar la
funci6 y=f(x), més o menys complicada, es considera el polinomi de
Taylor y=pn(x), que és una funcié polinémica (i per tant facil d'estudiar)
proxima en el punt P a la donada. Naturalment, es fara un error,
E=rp(x), el qual es demostra que es pot expressar per l'anomenada resta
de Lagrange d'ordre n:

Pu®)= f(a_) +

fn+1(c) ntl
(m+1)! {x-a)

on ¢ és un punt interior de l'interval (x,a) si x<a, o bé (a,x) si x>a.

rh(x)=
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A la figura seglient mostrem l'error E entre la corba donada y=f(x) i la
seva aproximaci6 polinémica y=pn(x):

Y

(0] a c X

Si, dins l'interval anterior, el valor de fin+l(c) es conserva, en valor
absolut, inferior o igual a una quantitat M, |f+1(c)|<M, podrem donar
una acotacié de lerror E=ry(x) que sera definida per

1
<M. |x-al™
(n+1)!
Exemple 11. Per a la funci6 f{x)=eX i el polinomi de Taylor de grau 4 en
a=0 (polinomi de Maclaurin) la resta de Lagrange de 4t ordre sera:
r4(x)=[f8(c) /5!].(x-0)5=(e/ 120).x>
Si x=1, tindrem r4(1)=e€/120 on O<c<1.

Com que la funcié exponencial és una funcié creixent, el valor
maxim de e en aquest interval (0, 1) és M=el=e=2'71828182 i aixi la
cota d'error sera E<2'71828182/120=0'0226523.

1.2.2 FORMULA DE TAYLOR. Observem ara que la funcié en estudi
y=f(x) es podra expressar com a suma del polinomi de Taylor pp(x) i la
resta de Lagrange rp(x):

| fx)=pn(x)+rn() |

Aquesta igualtat és coneguda com a formula de Taylor. Podem
desenvolupar-la i quedaria en la forma

fn(a) n, () n+l
o (x-a)® + —(——1)'—(x a)

Com que la resta de Lagrange és I'altim terme de 'expressié anterior,
(%) es coneix també com el terme complementari de Lagrange.

fx)= fla) + f—%i.(x—a) o
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Si el punt és l'origen, a=0, la férmula de Taylor rep el nom de férmula
de Maclaurin:

o X+ 10 X2+ .+ £°(0) XD + () xn+l
1!

fix)= f(0) + 21 n! (I’l+1)'

Quan s’utilitza aquesta expressié amb un nombre infinit de termes,
es diu que s’ha fet un desenvolupament en série de poténcies de x.

Exemple 12. Continuant els exemples anteriors, podem escriure la
formula de Maclaurin de 4t grau:

ex=1+L+XE+&3_+Xi+ec-X5
1r 21 3t 4! 5!

on O<c<x si x €s positiu, o bé x<c<0 si x és negatiu.

El desenvolupament en série de poténcies de x sera, doncs,
2 3 4 5
ex= 1+ X 4 X2 X2 X5 XV,
112t 31 4! 5!
Finalment, podem simplificar la suma infinita anterior emprant un
sumatori. Ens quedara,

o
ex= X

!
m=0 m!
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Funcions de classe Cn

Funci6 real de variable real: f: R—»R , y=f(x) Punt: P(a, f(a))

Entorn del punt: B¢(a) Centre: x=a Radi: r=¢
<X | I >
—O0——8 o—
a-¢ a a+e
Funci6 de classe Citenel punta: 3 f, f £, ..., fn en B¢(a)

Corbes secants i tangents

Funcions: y=f(x) iy=g(x) (de classe Cn)
Ajustament d'ordre n en el punt x=a:
fla)=g(a) , f'(a)=g"(a) , ..., fin(a)=gn(a) i fin+l(a)zgn+l(a)
Corbes secants: f(a)=g(a) i f (a)=g"(a) (ajust. d'ordre 0)

Corbes tangents: f(a)=g(a) i f'(a)=g"(a) (ajust. d'ordre >1)

Polinomis osculadors

Recta osculadora (recta tangent): y=f(a) + f'(a).(x-a)
Parabola osculadora: y=f(a) + f’(a).(x-a) + (f""(a)/2).(x-a)2

=f]
Y y= Y (| y=px)

y=1(x)

X

. NS

Recta osculadora Parabola osculadora

Polinomis de Taylor i de Maclaurin

Polinomi de Taylor: (de grau <n)
_ f(a) f (@, o %)
Pn(xX)= fa) +T.(x—a) + 51 (x-a)“ +...+ .

Polinomi de Maclaurin: polinomi de Taylor amb a=0.

(x-a)™
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Circumferéncia osculadora

Equaci6: (x-m)2+(y-n)2=R2 Centre de curvatura: C(m, n)
. f@i+f@)3 1+(f ()
m=a (a) n=f(a) + @

Radi de curvatura i funcié curvatura: k=1/R

1+f (@PP”? k=Y
R= [—__ X) -

f(a) [1+(y P>/
Veértex d'una corba: V(xy, yv) on xy=max(k(x))
Evoluta: lloc geomeétric dels centres de curvatura

Formula de Taylor

Funcio de classe Cntl: y=f[x) Entorn d'un punt: Be(a)
Entorn reduit de radi x: B*x(a) (B*x(a)=Bx(a)-{a})
Punt interior: ce B*x(a) (x<c<a obé a<c<x)

€ €
) X X
J< L o— m’l X
a-¢€ a (] X a+é&
Terme complementari o resta de Lagrange:
f(n+1(c)

(n+1)!°

rn(x)= (x-a)nt!

Aproximacié d'una funcié per un polinomi: pn(x) = f(x)
Error comeés: E=f(x)-pn(x) = E=rn(x)

Acotacio6 de l'error: si [f™*1(c)| <M = E< M.|x-a|"
‘ (n+1)!
Formula de Taylor: f(X)=pn(x)+rn(x)
f(x)= fa) + fﬂ.(x—a) + .4 f*(a) (x-a)® + f2+1(c) (x-a)n+]
I n! (n+1)!

Foérmula de Maclaurin: férmula de Taylor amb a=0.

Desenvolupament en série de poténcies:
_ £(0) 70 o, £700) 4
f(x)= f0) + T X+ 51 x2 + a0 X3+ ..
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e) PROBLEMES RESOLTS
1.1 AJUSTAMENT ENTRE FUNCIONS

Ajustament i polinomis osculadors

1. Per a les corbes f(x)=4.(3-x)/(x-4) i g(x)=e3(x-3).Ln(4x-11) calcula’n
les paraboles osculadores en x=3. Quin ajustament presenten les dues
corbes en el punt donat?

Solucié. Per l'abscissa x=3 obtenim les imatges f(3)=4.0/(-1)=0 i
g(3)=e3-0.Ln(1)=1.0=0. Per tant, el punt que estudiarem les paraboles
osculadores sera el P(3,0).

PRIMERA FUNCIO: f(x)=4.(3-x)/(x-4)

Derivada primera:

f(x)= 4. -1(x-4)-(3-x).1 =4, -X+4-3+x  _ 4
(x-4) 2 x-4)2> (x-4)?
Derivada segona:
2
()= 0.(x-4) *-4.2.(x-4) __-8
(x-4) * (x-4)°

En el punt P(3,0) valdran : _ : v
f(3)=4/(3-4)2=4/1=4 i {7(3)=-8/(3-4)3=-8/(-1)=8
La parabola osculadora sera
y=f(3)+f(3).(x-3)+(f(3)/2). (x-3) %= 0+4(x-3)+(8/2). (x-3)2%=

=4(x-3)+4( x2-6x+9)=

SEGONA FUNCIO: g(x)=e3-&-3).Ln(4x-11)
Derivada primera:

g (x)=e3x33 Ln(4x-11) + 334
4x-11

={3.Ln(4x—11)+ 4 ]_CS.[X—S
" ax 11

Derivada segona:

W= [3—2 4+ 24 | e3.x3)4
& [4X-11 (4x-11) 2

X~

3.Ln(4dx-11)+ —4 }'63.()(-3).3:
4x-11

={ 24 ___16 __, 9Ln@Ax-11) }.63.-("'3)
4x-11  (4x-11) ?
En el punt P(3,0) valdran
g°(3)=[3.Ln(1)+4].e0=(3.0+4).1=4
g7°(3)=[24-16+9.Ln(1)].e0=(8+0).1=8
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La parabola osculadora serda la mateixa que la de la primera
funcio, perque tant la funcié com les dues primeres derivades tenen
el mateix valor:

y=g@)+g 3)..c-3)+g 3)/2).  (x-3)%= ... =[4.(25x+6) |

Fem la grafica dibuixant en tra¢ gruixut i continu la hipérbola
y=f(x), en tra¢ discontinu l'exponencial i en trag¢ fi la parabola
osculadora:

£(x),g(x),p(x)
30

20}

10}

=10}

—20l
L'ajustament que presentaran en el punt P(3,0) sera com a minim
de segon ordre, ja que, com hem dit, f(3)=g(3), {'(3)=g(3) i {"(3)=g""(3).
La derivada tercera de la primera funcié sera
0.(x-4) 3-(-8).3.x-4) 2 o4
(x-4) ® x4

Per a la segona funcié, deixem com a exercici que el lector
comprovi la derivada tercera. Haura d'obtenir

g= 208 144 128 , 971n(4x-11) |e3-&-8
4x-11  (4x-11) 2 (@x-11) 3

En el punt P(3,0} tindran de valor
f7(3)=24/1=24 i g (3)=(108-144+128+0).1=92

" x)=

Com que {77 (3)2g"""(3), podem dir que les corbes y=f(x) i y=g(x)
presenten en el punt P(3,0} un lgjustament d'ordre 2!.

2. Donada la funcié f(x)=Ln{V2x2-2x+1)3, volem trobar en el punt
d'abscissa unitat la cabica g(x)=m.x3+n.x2+p.x+q que més s'aproxima a
la funcié donada, sabent que el seu ajustament sera d'ordre 3.
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Solucg'{). Haura de passar que f(a)=g(a), f'(a)=g’(a), f(a)=g "(a) i

f"(a)=g ""(a). Les derivades de la cubica sén
g ®)=3m.x2+2n.x+p, g X)=6m.x+2n i g

(x)=6m
I en el punt x=1 la cibica i les derivades valdran
g(l)=m+n+p+q , g(1)=3m+2n+p
g7 (1)=6m+2n i g (1)=6m
Veiem que, aplicant les propietats dels. logaritmes, la funcié

donada es pot posar en la forma f(x)=(3/2).Ln(2x2-2x+1). Les seves
tres primeres derivades seran
flx)J= 3 4x2 _3_  2x-1
&) 2 2x2-2x+1 2x2-2x+1
2_ - - - .
()= 3. 2.(2x2-2x+1)-(2x 1)2.(4X 2) - =19 x-x2
(2x2-2x+1) (2x2-2x+1) 2
- 2. 2 (x-x2 2_ _
£ (x)= 12. (1-2%). (2x2-2x+1) *- (x-x2).2.(2x2-2x+1).(4x-2)

(2x2-2x+1) ¢

== 12.4x3-6x2+]1
(2x2-2x+1) 3

En x=1, la funci6 i aquestes derivades tindran com a valor
f(1)=(8/2).Ln(2-2+1)=(3/2).0=0 , £(1)=3.(1/1)=3
7(1)=12.(1-1)/1=0 , £(1)=12.(4-6+1)/1=-12

f(x),c(x)
5.

4.

3 £

2.

1t

P
-1 2 X

-1 c
-2t

Si en x=1 s'ha de verificar la igualtat entre les funcions fi g i les
seves tres primeres derivades: f(1)=g(1), f(1)=g"(1), 7 (1)=g—(1) i
f7°(1)=g"""(1), trobarem les quatre incognites m, n, p i q resolent el
sistema d'equacions lineals que ens ha resultat de la igualacio:

m+n+p+q=0
3m+2n+p=3
6m+2n=0
6m=-12
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Partint de laltima equacid i anélnt substituint en les anteriors,
obtindrem successivament

m=-12/6=-2  6(-2}+2n=0, 2n=12, n=6 - 3(-2)+2(6)+p=3,
p=3+6-12, p=-3 -2+6-3+q=0, 1+q=0, q=-1.
L'equaci6 de la cubica osculadora y=m. x3+n.x2+p.x+q en el punt
P(1,0) a la corba logaritmica donada sera aixi

| y= -2.x3+6.x2-3x-1

Polinomis de Taylor i de Maclaurin

3. Partint de la funcié exponencial f(x)=(x+1)2.ex-1, quina relacié
presenten la funcio f i les vuit primeres derivades, f*, {7, ..., (8?2 Apunta
fin(x) i determina el seu polinomi de Taylor de grau 8 en x=1. Expressa
aquest polinomi de Taylor en forma de sumatori.

Solucié. Desenvolupem el quadrat de la funcié donada i calculem
unes quantes derivades:

f(x)= (x+1) 2ex-1=(x24+2x+1). ex1

f'x)=(2x+2). ex14(x2+2x+1). ex-1 1=(x2+4x+3). ex-!

" x)=(2x+4). eX 14+(x2+4x+3). eX-1,1=(x2+6x+7). ex-1

7 (%)=(2x+6). ex l+(x24+6x+7). X1, 1=(x24+8x+13). ex-1
4 x)=(2x+8). ex-l+(x2+8x+13). ex 1 1=(x2+10x+21). ex-1

No cal continuar derivant, perqué ja s’hi pot veure una relacid.
Observem que la derivada enésima sera de la forma

fIn(x)=(x2+p.x+q).ex-1
Ens faltara posar p i q en funcié de n. Com que p és parell, val
p=2n+1)=2n+2. En canvi, q és senar i val g=n.(n+1)+1=n2+n+1. Per
tant, la derivada enésima en funcié de n sera

\x( fn(x)=[x2+(2n+2).x+Mn2+n+1)].ex-1)
Ara determinarem el polinomi de Taylor demanat. En primer lloc,
en el punt d'abscissa unitat tindrem
fn(1)=(1+2n+2+n2+n+1).e0= n2+3n+4

Aixi, la funci6 i les vuit primeres derivades en a=1 valdran
fl)=4, f(1)=8, f (1)=14, {7 (1)=22, {4(1)=32 ,
f5(1)=44 , f6(1)=58 , f{7(1)=74 i f(8(1)=92.

El polinomi de Taylor de 8¢& grau és, com sabem,

pe)=f(1)+ “11!) (x-1) + %%Lm-n% +ﬁsgl.(x-1)8
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Substituint pels seus valors,
= 8 (x- 14 112422 (x-1134+ 32 (x-1N 4
psx)=4+ 1!.(X 1) + 51 (x-1)“ + al (x-1)° + at (x-1)*+
4 (115458 (x-116+ 74 (x-1V7 + 2 (x-1)8
+ = (x-1)° + a1 (x-1)° + 1 (x-1) “ + 5l (x-1)

Es pot escriure aquest polinomi de Taylor d'una manera meés

simplificada, utilitzant un sumatori i tenint en compte la relacié
trobada anteriorment. Ens quedara:

8
ps®= Y, m2:3m+4 (x_ q)m |
m=0 m!

4. Calcula els polinomis de Maclaurin de grau 9 de les funcions
trigonomeétriques f(x)=sin(x) i g(x)=sin(2x). Comprova que el segon es

pot obtenir directament del primer. Expressa'ls finalment en forma de
sumatori. ‘

Solucié. Com que es tracta d'un polinomi de Maclaurin, haurem de

calcular el valor de les funcions i de les seves nou primeres derivades
en l'origen (a=0).

PRIMERA FUNCIO:
f(x)=sin(x) f(0)=0 v f'x)=cos(x) f(0)=1
" (X)=-sin(x) f7(0)=0 " (x)=-cos(x) f°(0)=-1

fl4(x)=sin(x) flA0)=0 s e

No cal continuar, perqué es van obtenint periddicament els valors:
0, 1, 01 -1. Substituint en la formula de Maclaurin

pox)=1(0) + o) X + rﬂXZ + .. +——f{g((,)) %9

1! 21
obtindrem
= 1 O 2,-13,0.4.145
polx) O_+ 1!.x+2!.x + 3!x +4!.x + 5!.x +
+0x6,:1 47,048,149
6! 7! 8! 9!
Simplificant
= x - x8 x5 _x7_  x9
VI T T
SEGONA FUNCIO: - : .

gx)=sin(2x) g(0)=0 g’ (x)=2.cos(2x) g7(0)=2

g7 (x)=-4.sin(2x) - g (0)=0

g7 (x)=-8.cos(2x) g7 (0)=-8
g4(x)=16.sin(2x) g4(0)=0

gbx)=32.sin(2x)  gl5(0)=32
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Si continuem derivant obtindrem g(6(0)=0, g(7(0)=-128, g(8(0)=0 i
g(9(0)=512. Substituint en la férmula de Maclaurin ens quedara el
nou polinomi

= 2 052, 853,054,325
qolx)=0 + 1!.x+2!‘x + 3!.x +4!x + 5!.X +
O,6,-128 7, 0,8, 512 (9
| +6!X+ 7!.x+8!.x+9!.x
Simplificant ;
_ 2x_8x3_, 32.x5_128.x7 , 512.x9
aol= TS5t 7 o

Observem que aquest polinomi es pot escriure com a:

2% (29° (20° @297 (2x)°

1! 3! 5! 7! 9!

i, per tant, es verifica que qg(x)=pg(2x), és a dir, el polinomi de

Maclaurin de g(x)=sin(2x), qo(x) es pot deduir del de f(x)=sin(x), pg(x),
substituint la x per 2x.

qolx)=

Apuntem finalment els dos polinomis utilitzant sumatoris:

< 4 2m+1
polx)= Y, (DM IR qopg= 3 (2T

o (2m+1)! = (2m+1)!

5. Expressa les cinc primeres derivades de y=tan(x) en funcié
unicament de y. Determina després el polinomi de Maclaurin de 5& grau
de la funci6 donada i fes la grafica de y=tan(x) i y=ps(x) en l'interval (-
n/2,n/2) mitjan¢ant una taula de valors.

Solucié. Posem la derivada y'en funcié de y:
1 _ cos?2(x)+ sin?(x)
cos2(x) cos2(x)

y'= = 1+ tand(x)= 1+ y2

Calculem les altres derivades posant-les en funcié6 de y:
Y =2y.y'=2y.(1+y2)=2y+2y3
V =2y +6y2.y =2.(1+y2)+6y2.(1+y2)=2+8y2+6y%
y¥=16y.y"+24y3.y =16y.(1+y2)+24y3.(1+y2)=16y+40y3+24y5
yB=16y +120y2.y"+120y4.y =16(1+y2)+120y2.(1+y2)+
+120y4.(1+y2)=16+136y2+240y4+120y°

En l'origen, a=0, els valors de la funci6é i d'aquestes derivades
seran '

f(0)=tan(0)=0 (y=0) f(0)=1+02=1
f7(0)=2.0+2.03=0 f77(0)=2+8.02+6.04=2
f4(0)=16.0+40.03+24.05=0 f5(0)=16+136.02+...=16
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Apuntem el polinomi de Maclaurin de 5é grau

f(0) . f0 _,

X< +

£7(0) 5, f40) 4

psx)=f(0)+ T X + 51

Substituint pels seus valors

psx)=0+

1! 2!

Simplificant

= 2,3, 16 . 5_
psx)=x + £x +120.x

6

+ _—f(S(O) x5
3! 4! 5!

1 x4+0x24 243, 044,16 45

3! 4! 5!

x3 ., 2.5
X+ 3 + i

Fem la grafica d'aquest polinomi (en trag fi) i de la funcié y=tan(x)
en l'interval (-n/2, ©/2) amb unes taules de valors:

£(x),

10

p5 (x)

[

Observem la gran aproximaci6 de les dues funcions en un entorn

de l'origen de radi unitat, (-1, 1).

6. Troba el polinomi de Maclaurin de grau n, pp(x), de la funcié
logaritmica f(x)=Ln(1+x) i simplifica la notacié6 emprant un sumatori.
Comprova el resultat comparant el polinomi de Maclaurin de grau n,
qn(x), de la derivada y=f"(x) amb la derivada p'n(x).

Solucié. Calcularem el valor de la funcié i de les seves primeres
derivades en x=0, tot esperant trobar-hi una relacio:

fx)=Ln(1+x)
f®=1/(14+x)=(1+x)-1
" x)=-1.(14x)-2

" (x)=2.(14x)-3
f4(x)=-6.(1+x)-2
f5(x)=24.(1+x)-5
f6(x)=-120.(1+x)6

f(0)=Ln(1+0)=0
f(0)=(1+0)"1=1
f°(0)=-1.(1+0)"2=-1
f7(0)=2.(1+0)-3=2
{4(0)=-6.(1+0)-4=-6

- 5(0)=24.(1+0)-5=24
f6(0)=-120.(1+0)-6=-120
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Observem que, com que 1, 2, 6, 24, 120 ... s6n els factorials dels
. primers nombres naturals, podem escriure

f7(0)=-1=-1!, f°(0)=2=2!, f4(0)=-6=-3!, {(5(0)=4!, {6(0)=-5!
Es a dir, fio(0)=(-1)n+1.(n-1)!
Substituint en la formula de Maclaurin de grau n tindrem

1
0+ Lyxszly2y2048, 8,4, 4l s, (D™ .01
Pn(x)=0+ 1!.x+ 2!.X +3!.x + 4!x + 5!.X +o.+ o xn

Simplificant
= x_x2,x3_x%,x5 _x6, Lqyntl xn
pn(x)12+3 4+5 6 e H-1) -5

Utilitzant un sumatori, ens quedara de la forma
n
PnX)= 2 (-1) m+1-)§n—m
m=1
Draltra banda derivant el polinomi de Maclaurin anterior,
P nx)=1-x+x2-x3+x4-x5+ ... +(-1)n+1 xn-1
En canvi, derivant la funcié donada f(x)=Ln(1+x), ens queda
f'(x)=1/(1+x} 1 si, a part, fem la divisié polinomica entre el
numerador, 1, i el denominador, 1+x, obtindrem la suma infinita:
f'(x)=1-x+x2-x3+x%-x5+ x6-x7+x8-x9%+. ..
Naturalment, si calculéssim el polinomi de Maclaurin de (), com
que és una funcié polinémica, ens quedaria
qn(x)=1-x+x2-x3+x4-x5+ ... +(-1)n+1 xn-1
Veiem que qp(x)=p n(x).

Curvatura d'una corba

7. Sabem que el radi-de curvatura de la catenaria f{x)=p.Ch(x/p) en
qualsevol punt P(xp, yo) seu és exactament igual a la longitud de la
recta normal, Ly, en aquest punt. Comprova-ho en el punt xg=6
utilitzant el parametre p=2, aproximant e3=20 i fent servir la definicié
del cosinus hiperbodlic en funci6é de les exponencials.

Solucié. Posem la catenaria en funcié de les exponencials,
particularitzant per p=2,

f(X)=2.Ch(§-) = 2.L2;e'x—/-% = eX/24ex/2

RADI DE CURVATURA. Per saber el radi de curvatura calcularem el valor
de la funcié6 i de les seves dues primeres derivades:

f(x)=ex/2,(1/2)+e%/2 (-1/2)= (eX/2 - eX/2)/2
" ®)=lex/2.(1/2)-e*/2,(-1/2)]/2= (eX/2 + eX/2) /4
En el punt x¢=6 tindrem
f(6)=e3 + &3 f'(6)=(e3 - e3)/2 £7(6)=(e3 + e3)/4
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Utilitzant el valor aproximat, e3=20 i, per tant, e-3=1/e3=0'05, ens
quedara
f(6)=20'05 f(6)=9'975 f°(6)=5'0125

El radi de curvatura sera

_l+e) P2 _A1+@975) 2P
R= £°(6) - 50125 ~ 1201

LONGITUD DE LA NORMAL. D'altra banda, en el punt P(6, 20'05) el
pendent de la recta tangent sera m=f(6)=9'975 i el de la recta
normal, que és perpendicular a la recta tangent, serd expressat per
mp=-1/m=-1/9'975 i aixi la recta normal tindra d'equaci6

-20'05= - —L_ (x-
y-2005=- gg75 -6

El punt de tall Q d'aquesta recta normal amb l'eix X I'obtindrem
substituint y=0 en l'equaci6 anterior
x-6=-20'05.(-9'975) , x-6=200, x=206 , Q(206, 0)

Com sabem, la longitud de la recta normal és la distancia entre els
punts Pi Q, L,=PQ. Per tant,

L= v/ (206-6) 2+(0-20'05) 2 =[201

Queda comprovat, doncs, que R=Lp,.

f(x).n

50 100 150 20

En la figura anterior la recta normal no queda perpendicular a
la corba en el punt P a causa de la necessitat d'utilitzar diferents
escales en els eixos.

8. Determina €l radi i el centre de curvatura de la corba racional
f(x)=[3.(2x-5)1/[2.(x2-7)] en el punt d'abscissa 3. Quina és la curvatura
en aquest punt? Queé es pot deduir de la curvatura quan x—e? Quin
significat té?
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Solucié. Calculem en primer lloc les dues primeres derivades de la
funci6é donada

flx)= 3.2X5
) SRR
Obtindrem :
(%)= Q.Z.(x2-7)-(2x-5).2x = 32x2-14-4 x2410x__
2 (x2-7)2 2 (x2-7)2
=3 -2x2+10x-14 _ _g x2-5x+7
2 (x27)? (x2-7)2
(2x-5). (x2-7) 2-(x2-5x+7).2.( x2-7).2x _
' (x2-7)*
- 3 (2x-5).( x2-7)-(x2-5x+7).4x _ = 32.x3-15x2+449x-35
(x2-7)3 (x2-7)3

f"(x)=-3

En x=3 el valor de la funci6 i d'aquestes dues derivades sera
f(3)= 385 -3 -075 f(38=-3.215¢7 -_3 _ o75
() 297 4 ) 4 4
£°(3)= 3. 54-185+126-35 _ 3 10 _ 15 _ 375
8 8 4

El valor del radi de curvatura és:
[1+( @) P2 _ [1+(-075 )/ 2
R= = =0'5208 3
£°(3) 375 0

Calculem ara el centre de curvatura, que, com sabem, és el centre
de la circumferéncia osculadora. Les seves coordenades sén

£(3).[1+(©3)) 4 -0'75.[1+(-0'75) 2]

=3— = 3 - = 3' 125
m 3) 375 3
1+(F@3) 2 1+(-075) 2 .. 2
=fi S W) 75+ 29 g
n=f(3)+ 3 0'75 + 375 6

En conseqiiéncia el centre de curvatura sera, aproximadament, el

punt |C(3'31,1'16)].
La curvatura en el punt P(3, 0'75) tindra de valor

k=1/R=1/0'5208333=

La funcié curvatura és expressada per
" (x)
[14+(£ () P72
Observem en primer lloc que, quan x tendeix a *e, tant la funcié

com les dues primeres derivades tendeixen a zero, perqué el grau del
polinomi denominador és més gran que el del numerador.

k)=
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Per tant, tindrem
Lim Lim __ f"x) Lim__ Q
k(x): —— e —ee I O
X e[l (e P2 *ow[1407P2
Com podem veure en la grafica, en acostar-nos cap a linfinit la

curvatura tendeix a zero, la qual cosa és logica perqué s'aproxima
cada vegada més a la seva asimptota horitzontal y=3.

f(x),c
2.5¢

-0.5¢L

Hem dibuixat també la circumferéncia osculadora en el punt P a la
corba y=f(x), on podem comprendre clarament la seva definici6é. De
totes les circumferéncies del pla, la circumferéncia osculadora és la
que s'aproxima meés a la corba.

1.2 APROXIMACIO D'UNA FUNCIO

Férmules de Taylor i de Maclaurin. Errors

9. Demostra, per mitja de la férmula de Maclaurin, que es verifiquen
les desigualtats segtlients:

a) tan(x)>x+(x3/3) on O<x<n/2  b) arctan(x)<x-(x3/3) on -1<x<0.

Solucié. Apuntem en primer lloc la férmula de Maclaurin de grau n,
que és la formula de Taylor per a=0:

. - n n+1
fog=fiopr L0 5 O (o, O 1O Ly
1! 2! n! (n+1)!
on en I'altim terme, que és la resta de Lagrange, la ¢ sera positiva i
variara entre O<c<x. '

PRIMERA DESIGUALTAT: tan(x)>x+(x3/3) on O<x<m/2.

En el problema resolt namero 5 ja vam calcular les derivades
successives de la funci6 y=tan(x), expressades en funcié de y.
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El seus resultats van ser:
y=1+y2 vy =2y+2y3 vy "=2+8y2+6y4

y4=16y+40y3+24y5  yl5=16+136y2+240y4+120y6

Per a=0 resulta y=tan(0)=0, per la qual cosa tindrem
y—=]. s y”=0 R y“‘=2 R y(4=0 i y(5=16
Aixi, el polinomi de Maclaurin de 3r grau
psx)= O+ %.x + %XZ + %.XS =x+ ng
resultara ser igual al polinomi del segon membre de la desigualtat
que hem de provar.

Apuntem la resta de Taylor de 3r grau
4
r3x)= %X’*

que és sempre positiva perqué O<c<x<n/2, i en aquest interval
y(c)=tan(c)>0. Per tant, y4(c)=16.tan(c)+40.tan3(c)+24.tan5(c)>0 i, en
conseqiiéncia rs(x)>0.

La féormula de Maclaurin per a n=3, f(x)=p3a(x)+r3(x), sera
tan(x)= x + ’g—S + 1r3(x)

i com que r3(x)>0, s’haura de verificar que

tan(x) > x + ’é—S

Es pot comprovar aquesta desigualtat en la grafica del 5é
problema resolt, encara que en realitat el polinomi era
y=x+(x3/3)+(2x5/15), molt similar en un entorn de Il'origen al
y=x+(x3/3). Notem que en l'interval (0, ©/2) la tangent esta per sobre
del polinomi i la seva diferéncia és positiva.

SEGONA DESIGUALTAT: arctan(x)<x-(x3/3) on -1<x<0.

Calcularem en primer lloc el polinomi de Maclaurin de grau 3,
trobant les tres primeres derivades de la funcié f(x)=arctan(x):

f®)=1/(1+x2)=(1+x2)-1

f(x)=-1.(1+x2)-2.2x=-2x.(1 +x2)-2

77 (x)=-2.(1+x2)"2-2x.(-2).(14+x2)-3.2x= -2.(1+x2)-2 +8x2.(1+x2)-3
En l'origen la funcié i aquestes derivades valdran

f(0)=arctan(0)=0, f(0)=(1+02)-1=1, f(0)=0, f " (0)=-2
El polinomi de Maclaurin de 3r grau sera
p3x)= O+ %x + EOTXZ + %.}53 =X - ;:(3_3
Per calcular la resta de Lagrange de 3r ordre ens caldra trobar la
quarta derivada
fla(x)=4.(1+x2)-3.2x+16x.(1+x2)-3 +8x2.(-3).(1+x2)4.2x=
=24x.(1+x2)-3 -48x3.(1+x2)-4
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Per al valor ¢ sera

fl4)= —24c __ _48c3 _ 24c.(1+ ¢?) - 48¢3 _
(1+c)3 (1+c* (1+c2*
_24c-24 ¢3_ 24c.(1-¢?
(1+c2)* (1+ c2)*

Com que per hipétesi -1<x<0 i sabem que x<c<O0, voldra dir que
-1<c<0. Per tant, c<0, 1-¢2>0 i (1+¢2)4>0 i aixi f(4(c)<0. Per tant, la
resta de Lagrange de 3r grau, r3(x)=[f(4(c)/4!].x4, sera negativa.

Si ara apuntem la formula de Maclaurin, f(x)=p3(x)+r3(x)
arctan(x)= x - ’3—3 + r3(x)

Com que r3(x)<0, voldra dir que

arctan(x) < x - )_:g;

Finalment, per comprendre millor el significat de la desigualtat
anterior, fem la grafica de la funcio f(x)=arctan(x) i p3(x)=x-(x3/3), en
tra¢ gruixut i fi, respectivament.

£(x),p3(x)

Notem que en l'interval (-1, 0) la grafica de la funcié arc tangent
esta per sota de la cubica i serd negativa, la qual cosa comprova la
desigualtat arctan(x)<x-(x3/3).

10. Fes en primer lloc el canvi de variable x3=t, troba les formules de
Maclaurin de 3r grau de les dues funcions trigonométriques i utilitza-
les per calcular el limit

4= Lim sin(x3) - tan(x9)
T x50 x9

Comprova'l després emprant la regla de I'Hopital..
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Solucié. Amb el canvi de variable x3=t, on x9=t3 i si x-»0 també
t—0, el limit sera més facil de calcular:

Lim sin(t) - tan(t)
a= 2og el
t-0 t3
En els problemes resolts 4t i 5¢ ja hem calculat els polinomis de

Maclaurin de les funcions sinus i tangent. Els de 3r grau, posats en
funci6 de t seran, respectivament,

S S A S I
ps(t)= TR t 6 | qs(t)= t+ 5

Per a les funcions f(t)=sin(t) i g(t})=tan(t), els restes de Lagrange de
3r grau seran, respectivament,

(
ra(t)= f Z'C) i ss)= g‘;(—'c).t‘*

Podem escriure, doncs, les dues funcions de Maclaurin de tercer

grau

3 4 3 (
sin(t)=t - £ + ) o tan(t)=t + L+ 87C) 44
6 4l 3" a4l

La seva diferéncia és

sin(t)-tan(t)= - t2 + t—{i?—)—t4 S gvﬂ.t4 S w.‘t‘l

6 4! 3 4! 2 4!
El limit proposat valdra

g Lim sin(®) - tan(t) _ Lim|

_ f%c)- g¥e) | _
-0 3 t-0 ’

1,
2 4!

N |~

REGLA DE L'HOPITAL. Com que queda de la forma indeterminada 0/0,
calcularem ara el limit anterior per la regla de I'Hépital, tot derivant
les funcions del numerador i del denominador (recordem que la
derivada de tan(t) és 1+tan2(t)):

_ Lim sin(t) - tan(t) _ Lim cos(t) - 1- tan®(t)
-0 - t3 t-0 3¢2

= O = Indet.
0

Apliquem novament la regla de 'Hopital
o= Lim -sin(t)-2.tan(t).[1+ tanz(t]] _ Lim -sin(t)-2.tan(t)-2. tan3(t)
t—=0 6t t—0 6t

Com que si substituim t per O ens torna a quedar la
indeterminacié 0/0, aplicarem per 3a vegada la regla de I'Hé6pital

a= Lim -cos{t)-2.[1+ tanz(t)]—6.tan2(t).[1+ tan?(t)] _-1-2 _ 1

t-0 6 6 2

Observem que amb els dos meétodes aplicats hem obtingut el
mateix resultat.
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11. Dedueix per a quins valors de x es pot fer servir el polinomi
pX)=x-(x3/6)+(x°/120) per aproximar-lo a la funcié f(x)=sin(x), fent un

error meés petit que una deumil-lésima.

Solucié. Amb la funcié sinus i les derivades, que es van repetint
fix)=sin(x) , f'®)=cos(x) , f"®)=-sin(x) , " (X)=-cos(x) ,
f4(x)=sin(x) , fBx)=cos(x), f6X)=-sin(x), .............. S -

és facil escriure rapidament el polinomi de Maclaurin de 5& grau
(a=0), perqué f(0)=0, f'(0)=1, £ (0)=, f"(0)=-1, f4(0)=1,.... Obtenim el
mateix polinomi donat

= x _x3_ x5_,_x3, x5
Ps= -3 v 5 =% "% * 120

La resta de Lagrange de 5¢& grau sera
%) ¢ _ -sin(d) g
6! 720
La féormula de Taylor en I'origen (férmula de Maclaurin) és la suma
de les dues expressions anteriors, f(x)=ps(x)+r5(x):
){_3 + i - Sin(C) 6
6 120 720

En conseqiiéncia, l'error E que farem en considerar el polinomi
P5(x) en comptes de la funcié f(x)=sin(x) sera precisament la resta de
Lagrange, E=r5(x). '

r5(x)=

sin(x)= x -

£(x),p5(x)

El valor maxim ’que pot prendre f(6(c)=-sin(c) és igual a la unitat,
perqué -l<sin(c)<l. Aixi tindrem la cota de la funcio sinus, M=1.
Substituint en la formula d'acotacié de l'error:

E<M x|6- _L_|x|6
o1 X1°= 755~ 1%!

Com que l'error ha de ser més petit que una deumil-lésima, és a

dir, E<104 tindrem
|x]|6/720<104, |x|6<720.0'0001, |x6|<0'072, |x]|<0'645
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Per tant, l'angle x de f(x)=sin(x) només podra variar en l'interval
[-0'645 rad <x< 0'645 rad]

Passant-ho a graus, minuts i segons, i com que n rad=180°,
0'645rad=0'645rad.n rad/180°=36°57"20""

l'interval sera -36°57 20" "<x< 36°57°20"".

En la pagina anterior hem dibuixat la grafica de la funcio
polinomica, p5(x)=x-(x3/6)+(x%/120), en l'entorn de centre l'origen i
radi n/2. Veiem que s'aproxima molt a la funcié sinus, f(x)=sin(x), la
qual cosa és logica perque és el seu polinomi de Maclaurin de 5é
grau.
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f) PROBLEMES PROPOSATS

1.1 ESTUDI LOCAL D'UNA FUNCIO

/Ajustament entre dues corbes

12. Estudia l'ordre d'ajustament que tenen les dues corbes
f(x)=6x/(x2+3) i g(x)=2x.eX en el seu punt d'interseccié. Quina és la
interpretaci6é geométrica d’aquest ajustament?

Sol. P(0,0) ; f(0)=g(0), f'(0)=g"(0), f"(0)=g "(0) ; corb. tang.

13. Siguin f(x)=(1-x-8%2).e2X i g(x)=cos(4x)+(1/10).sin(10x) dues
funcions. Calcula l'ordre d'ajustament en x=0.
Sol. 1(0)=g(0)=1, f(0)=g"(0)=1, £ (0)=g"(0)=-16,
f(3(0)=g(3(0)=-100, f4(0)=-400, gl4(0)=256 ; Aj. ord. 3.

14. Per a la funcié racional f(x)=(x2+4x+3)/(x2+4x+2), calcula les
equacions de les rectes osculadores en els punts d'abscisses x1=-1 i
x9=-3. Quin significat tenen? En quin punt es tallen? Fes el mateix
estudi trobant les paraboles osculadores en els punts donats.

Sol. P1(-1,0), r1: y=6(x+1) ; P2(-3,0), ra: y=10(x+3) ; r. tang. ;
P(-6,-30) ; p1: y=11x2+28x+17, pg: y=-21x2-116x-159 ;
No es tallen.

15. Donada l'el-lipse d'equacié (x2/50)+(y2/18)=1, ailla primer la y
passant-la a forma explicita, determina la parabola osculadora en el
punt P d'abscissa x=3.i ordenada positiva. Comprova que el punt de tall
P entre I'el-lipse i la parabola és un punt triple. En quin altre punt Q
es tallen aquestes dues corbes?

Sol. f(x)=(3/5).N50-x2, P(5,3) ; y=3(25+5x-x2)/25 ;
x4-10x3+250x-625=0 , Q(-5,-3).

Polinomis de Taylor i de Maclaurin

16. Transforma el polinomi P3(x)=x3-2x2-5x-2 en un polinomi de
Taylor amb poténcies de x+4 i comprova el resultat desenvolupant les
poténcies i multiplicant.

Sol. a=-4 ; P3(x)=-78+59(x+4)-14(x+4)2+(x+4)3.
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17. Sigui p(x) un polinomi desconegut de quart grau. Sabent que es
verifiquen les relacions p(2)=-1, p’(2)=0, p”(2)=2, pl3(2)=-12 i pl4(2)=24,
calcula els valors de p(-1), p (0} i p™"(1).

Sol. Pol. Taylor: p(x)=-1+(x-2)2-2(x-2)3+(x-2)4 ;
p(-1)=143, p(0)=-60, p™"(1)=26.

18. Partint del polinomi de Maclaurin de. grau n corresponent a
I'exponencial euleriana, f(x)=e¥, escriu els polinomis de Maclaurin de

les funcions gx)=1/eX1i h(x):\/g Expressa’ls com a sumatori.
Sol. gx)=eX, Pp(x)=1-(x/1)+(x2/21)-(x3/3)+...+(-1)n(xn/n!) ;
h(x)=ex/2, Po(x)=1+[x/(2.1)]+[x2/(22.2)]+...+[x1/(2n.nY)] ;

_v (™ _ % _xm
a) Pn(x)= mz=o —— D) Pa®)= mZ=O T

19. Per al polinomi p(x)=(x+1).(x+2).(x+3), calcula’n l'expressio
simplificada sense realitzar els productes anteriors, sind per mitja del
polinomi de Maclaurin. Comprova-ho amb la multiplicacio6.

Sol. p(0)=6 ; p"(X)=(x+2) (x+3)+(x+1)(x+3)+{x+1)(x+2),
p(0)=11; p(0)=12 ; p”"(0)=6 ; px)=x3+6x2+11x+6.

20. Donades les funcions f(x)=cos(x) i g(x)=cos(x/2), troba els
corresponents polinomis de Maclaurin de grau 8. Utilitza després la
notaci6 simplificada en forma de sumatori.

Sol. f: Pg(x)=1-(x2/21)+(x4/4!)-(x6/61)+(x8/8!) ; subst. x per x/2,
g: Pg(x)=1-[x2/(22.2)]+[x%/(24.4)]-[x6/(26.6!)]+[x8/(28.8)] ;

4 4
Pg(x)= S1)mE2M 1) pox)= ym_x2m
a) Pg(x) mz=o( ) i ) Pg(x) mZ=O( ) Py

21. Comprova que eiX*=cos(x)+i.sin(x) mitjancant els polinomis de
Maclaurin de grau 7 de les funcions f(x)=eiX i g{x)=cos(x)+i.sin(x).
Sol. i=V-1, P7(x)=u+v.i, on u=1-(x2/21)+(x4/41)-(x6/6!),
v=(x/11)-(x3/31)+(x5/51)-(x7 /7).

22. Utilitza els polinomis de Maclaurin (g<7) de les funcions
exponencials f(x)=eX i g(x)=eX i de les hiperboéliques h(x)=Ch(x) i
k(x)=Sh(x), per comprovar que Ch(x)=(eX+eX)/2 i Sh(x)=(eX-eX)/2.

Sol. Ch(x}): Px)=1+(x2/21)+(x4/41)+(x8/6!)
Sh(x): P(x)x+(x3/3)+(x53/50)+(x7/7}).
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Curvatura d'una corba

23. Per a la corba f(x)=\ x3/6, calcula les coordenades del centre de
curvatura en el punt P(6,6). Quin és el radi de curvatura?

Sol. £(6)=3/2, f"(6)=1/8; C(-33,32) ; R=46'87.

24. Donada la hipérbola 9.x2-16.y2=144, determina el centre C de
curvatura en el punt P d'abscissa 5 i ordenada positiva. Calcula el radi
de curvatura fent servir la distancia de P a C.

Sol. f(x)=(3/4).Nx2-16, P(5,2'25) ; f'(5)=5/4, f"(5)=-4/9 ,
C(12'2,-3'51) ; R=PC=9'22.

25. Estudia l'ajustament de les corbes f(x)=(13x+4)/(5x+4) i
g(x)=e2¥.cos(3x) en el punt de tall P amb I'eix d'ordenades. Comprova
que tenen en P el mateix radi de curvatura. Quin és aquest valor?

Sol. P(0,1) ; f(0)=g (0)=2 , £°(0)=g""(0)=-5 , £ (0)=18'75,
g77(0)=-46 ; ajust d’ordre 3 ; R=V/5.

26. Calcula la curvatura de l'exponencial f(x)=eX/2 en un punt
qualsevol P(x, y) i determina el vértex de la funcié donada anul-lant la
derivada de la funcié curvatura. '

Sol. K(x)=2.eX/2.(4+eX)-3/2 | K (x)=2.eX/2.(2-eX).(4+eX)-5/2
K'®)=0, 2-e¥=0 , x=Ln(2) , y=\/2 , V(0'69,1'41).

Foérmules de Taylor i de Maclaurin. Errors

27. Aplicant la férmula de Mac-Laurin, prova que es verifiquen les
desigualtats segiients, per a valors positius de x:

a) Ln(1+x) > x-(x2/2) b) eX > 14x+(x2/2)
Sol. a) Po(x)=x-(x2/2) , Ro(x)=x3/[3(1+c)3] , Ro(x)>0 :
b) Po(x)=1+x+(x2/2) , Ro(x)=e€.x3/3! , Ro(x)>0.

28. Apunta el polinomi de Maclaurin de 4t grau i el seu terme
complementari de Lagrange de la funcié6 f(x)=e2x. Utilitza'l per calcular
el limit segiient:

_ Lim e2(- (x+1) 2

x—-0 x2

Comprova-ho per mitja de la regla de 1'Hopital.

a
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Sol. P4(x)=1+2x+2x2+(4/3)x3+(2/3)x4 ; Ry(x)=(32.e2¢/5!) x5 ;
a=1; 2H.

29. Determina el valor aproximat de sin(20°) mitjancant un polinomi
de Maclaurin de grau 3, suposant que n=3'141592. Escriu una cota de
I'error comes.

Sol. P3x)=x-(x3/3!) , sin(x/9)=(r/9)-(n3/4374)=0'341977 ;
R3(x)=(sin(c)/4!).x% , E<(r/9)4/24 , E<0'0006, E<10-3.

30. Es vol fer servir el polinomi P4(x)=1-(x2/2!)+(x%/4") en l'origen per
aproximar-lo a la funcié f(x)=cos(x). ¢/Quin interval aproximat en graus
haurem d'escollir perqué l'error comés sigui més petit que una
mil-lésima?

Sol. cos(x)=1-(x2/20)+(x4/4)+R4(x) ; Re(x)=[-sin(c)/5!].x5 ,
E<10-3, x5<5!.10-3 | x<0'654 rad ; -37°<x<37°.

31. Calcula el valor aproximat de l'arrel cubica de 7, per mitja dels
quatre primers termes del polinomi de Maclaurin de la funcié
f(x)=(8+x)1/3. Déna també una acotacié de l'error. Comprova després
aquest valor utilitzant una calculadora.

Sol. P4(x)=2+(x/12)-(x2/288)+(5x3/20736) , x=-1 :
71/3 =1'9129534 ; E<0'00002 , E<104 ;
71/3=1'9129312...
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

2.1 CORBES EN COORDENADES CARTESIANES

1)

2)

3)

4)

7)

Domini i recorregut. Domini o conjunt d’existéncia
(D(f)). Recorregut o conjunt imatge (R(f)).

Simetries i periodicitat. Simetria respecte de l'eix X,
funcié multiforme. Simetria respecte de I'eix Y, funcié
parella. Simetria respecte de l'origen O, funci6é imparella.
Funci6 periodica, periode (p).

Asimptotes. Asimptotes verticals (AV), horitzontals (AH
i obliqies (AO). ) '
Punts angulosos i de tall amb els eixos. Punts de
discontinuitat, no derivables i angulosos. Funcié
definida per intervals. Punts de tall amb l'eix X i amb
I'eix Y. Signe d’'una funcid, funcions positiva (+) i
negativa (-), zones prohibides.

Creixement, decreixement i extrems. Punts critics (de
la espeécia), de creixement i de decreixement. Intervals
de creixement (Cre) i decreixement (Dec). Punts extrems,
maxim (max) i minim (min). Punt d’'inflexié amb tangent
horitzontal. '

Concavitat, convexitat i punts d'inflexié. Punts
critics de 2a espeécia, de concavitat i de convexitat.
Intervals de concavitat (Conc) i convexitat (Conv). Punts
d'inflexio.

Taula de valors i grafica de la corba. Taula de valors,
resum de les caracteristiques d'una corba. Grafica.

2.2 CORBES EN PARAMETRIQUES I POLARS

1)

2)

Corbes en coordenades paramétriques. Parametre (t),
coordenades parameétriques ({x(t), y(t)}. Domini
parametric. Punts de tall amb els eixos, punts dobles i
multiples. Extrems horitzontals, domini de la funcié.
Extrems verticals, recorregut.

Corbes en coordenades polars. Modul (p) i argument
(8), coordenades polars (p, 6). Pol (0), eix polar (X).
Relacions entre coordenades cartesianes i polars.
Maxims i minims ens coordenades polars.
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c) CONCEPTES I EXEMPLES
2.1 CORBES EN COORDENADES CARTESIANES

2.1.1 DOMINI I RECORREGUT. Recordem que el domini d'una funcié
y=f(x), anomenat també conjunt d’existéncia, i abreujat per D(f), és el
conjunt de valors de la variable independent x pels quals existeix la
funcié6. Si el simbolitzem per D(f) tindrem

| D=t / 3} |

A continuacié esmentem les condicions d’existéncia que hauran de
complir algunes funcions:
FUNCIO RACIONAL. Si f(x)=p(x)/q(x) no és simplificable, la funcié no
podra fer-se infinita i, per tant, .

FUNCIO IRRACIONAL. Si f(x)=\g(x), el radicand haura de ser

necessariament no negatiu, és a dir, |g(x)=0.

FUNCIO LOGARITMICA. Si f(x)=Log[g(x)] o bé f(x)=Ln[g(x)], pel fet que
no existeixen els logaritmes dels nimeros negatius ni tampoc

del zero, s'haura de verificar que|g(x)>0|.

FUNCIONS ARC SINUS O ARC COSINUS. Si f(x)=arcsin[g(x)] o
arccos[g(x)], com que les seves funcions trigonométriques
inverses sinus i cosinus varien en linterval [-1,1], haura de

passar que |-1<g(x)<1].

Exemple 13. Sigui la funcié f(x)=V8+2x-x2. Els punts del domini
compliran la inequacié de segon grau 8+2x-x2 >0.

Trobem en primer lloc els punts frontera, que sé6n els que
separaran el domini del no-domini, resolent I'equacié de segon grau:

8+2x-x2=0, x2-2x-8=0 = x1=41ix9=-2
Situem aquests punts en l'eix X:
O O X
-2 4
Ara analitzarem l'existéncia de la funcié pels valors dels diferents
intervals, incloent-hi també els punts frontera. Simplifiquem les
expressions “per exemple”, “no existeix” i “existeix” per p.e., NEi E,
respectivament.
Per x<-2, p.e. x=-3, f(-3)=8-6-9=/(-) NE.
Per x=-2, f(-2)=\8-4-4=\0=0 E.
Per -2<x<4, p.e. x=0, ﬂO):\] 8+0-0=V(+) E.
Per x=4, f(4)=\8+8-16=J0=0 E.
Per x>4, p.e. x=5, f-3)=/8+10-25=J() NE.
Graficament, el domini de la funcié sera:
9 ® X
-2 4
Es a dir, D(f)=[-2, 4] o també D(f)={xeR / -2<x<4}.

1
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El recorregut d’'una funcié y=f(x), que rep també el nom de conjunt
imatge, €s el conjunt de totes les imatges dels valors del domini. Si
I'expressem per R(f), tindrem :

| RO={flx) / x<D(f)

Per calcular el recorregut d'una funcié6 es podria utilitzar el fet que és
igual al domini de la seva funcié inversa, R(f)=D(f"1), perd per la
dificultat a vegades de trobar f-1, el determinarem observant en la
grafica de la funcié el conjunt de totes les imatges.

Fixem-nos que D(f) ha de ser un subconjut de I'eix X, mentre que
R(f) n'ha de ser un de l'eix Y.

Exemple 14. Considerem la funci6 f{x)=\8+2x-x2 com a multiforme,
per la qual cosa haurem de tenir en compte el signe + de l'arrel. Si per
mitja d'una taula de valors fem la grafica de la funcié, obtindrem una
circumferéncia de centre (1, 0) i radi 3, perd per raons d'escala, ens
queda una el-lipse:

Notem que en I'eix X el domini és D{f)=[-2.,4]. En canvi, en l'eix Y les
imatges de la funcid pertanyen a l'interval [-3, 3] i, en conseqiiéncia,
el recorregut sera R(f)=[-3, 3].

Com a exercici el lector pot determinar la funcié inversa i, a partir
d'aqui, calcular el seu domini i aplicar que R(f)=D(f-1). El resultat
haura de ser, evidentment, R(f)={yeR / -3<y<3}.

2.1.2 SIMETRIES I PERIODICITAT. Direm que una funcié és simétrica
respecte de leix X si, per cada valor de la x que té dues imatges,
aquestes son iguals en valor absolut, peré diferents en signe. Aixi la
funcié haura de ser una funcié multiforme, y=tf(x).

Exemple 15. La funcié f(x)=\8+2x-x2, com podem veure en la grafica
anterior, és simétrica respecte de I'eix X.

Aixi, per x=2 serad f(x)=+2'82 i obtindrem dos punts simétrics
respecte de l'eix X: P1(2, 2'82) i Py(2, -2'82).

De manera similar, direm que una funci6 és simeétrica respecte de l'eix
Y si, per cada valor de y que tingui dos originals, aquests son iguals en
valor absolut pero de signe contrari.
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Es complira, per tant, que f(-x)=f(x). De la funcié y=f(x), que compleix
aquesta condicié, direm que és una funcié parella. Com a cas particular,
si la funcié és un polinomi, els exponents de la variable independent x
hauran de ser parells.

Y Y ,
+(x) oY l+1 '<Pﬂ
hx)
X \—x X
X g(x x h()§ \
-h(x
-t X X I
Simetria eix X Simetria eix Y Simetria centre

Exemple 16. La funcié trigonométrica f(x)=sin(x2) é&s una funcié
parella, perqué
f(-x)=sin[(-x)2]=sin(x2)=f(x)
En conseqiiéncia, la funcié sera simétrica respecte de l'eix Y.
Y

I A A

— X

U N “
U -1t U U
Dibuixem la corba per mitja d’'un programa informatic i aixi
podrem observar la simetria respecte de l'eix Y.

Finalment, direm que una funcié és simétrica respecte de lorigen si es
compleix la relaci6 f(-x)=-f(x). Una funcié que compleix aquesta
condicio es diu que és una funcié imparella. En cas que es tracti d’'una
funcié polindomica, f(x)=ag-x"+aj-x0-l+ag-x0-2+ . . +ay.1.X+an, els
exponents de la x hauran de ser tots imparells.

Si la corba és simétrica respecte de l'origen per un punt qualsevol
P(x, f(x)) de la corba, s’obté el seu punt simétric Q(-x, -f(x)) tracant la
recta PO i prenent el punt Q oposat a P tal que PO=0Q, com podem
veure en la figura de la pagina segiient:

Exemple 17. Considerem la funcié ctbica f(x)=(x3-4x)/3. Com que
tots els exponents son imparells, veiem de seguida que es tracta
d'una funcié imparella.

Comprovem-ho:

f-x)=[(-x)3-4(-x)] /3= (-x3+4x) /3= -(x3-4x) /3= -f(x)

Per tant, la funcié sera simétrica respecte de l'origen.
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Observem en la grafica que es verifica la propietat geométrica
esmentada anteriorment, PO=0Q.

En general, entenem per funcié periodica una funcié una part de la
qual es va repetint indefinidament. Expressant-ho en forma meés
matematica, si existeix un valor minim p, anomenat periode, tal que
f(x+p)=f(x), llavors la funcid y=f(x) sera periddica. El periode p
representara la longitud de l'interval de la funcié que es va repetint.

Exemple 18. Sigui la funci6 f(x)=4.cos(3x/2) que dibuixem tot seguit i
comprovem que €s periddica. Substituint la x per x+p
flx+p)=4.cos[3(x+p)/2]=4.cos|(3x/2)+(3p/2)]

Com ja sabem, el periode de la funci6é sinus és 2r radians (=360°),

per la qual cosa tindrem
fix)=4.cos(3x/2)=4.cos[(3x/2)+2x]
La condici6 de periodicitat és f{x+p)=f(x). Per tant, igualant
4.cos|(3x/2)+(3p/2)]=4.cos[(3x/2)+2n]

Identificant termes, obtenim que 3p/2=2mr, i el periode sera p=4n/3

radians. Transformant-lo en graus (r rad=180°) sera p=240°.

Y

Fixem-nos en la grafica que el periode p és, per exemple, la
distancia PQ, 1 aquests punts sén P(r/3, 0) i Q(5n/3, 0). Comprovem
que p=(5n/3)-(n/3)=4r/3.
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No sempre és facil calcular el periode d'una funcié trigonomeétrica.
En cas de dificultat, es podra trobar el valor de p utilitzant algunes
formules de trigonometria, o bé deduir la periodicitat graficament una
vegada dibuixada la funcié donada.

Exemple 19. Suposem la funci6 f(x)=4.sin(3x).cos(2x)+1. Si en fem la
grafica obtindrem:
f(x)

'~

%]

NAL.
ViV

-2

2 V4 \/ \7 8
Observem que el seu periode és p=2n (=6'28).

‘Per deduir p analiticament farem servir les formules del sinus de la
suma i de la diferéncia d’angles:

sin(a+b)=sin(a).cos(b)+cos(a).sin(b)

sin(a-b)=sin(a).cos(b) - cos(a).sin(b)
Sumant-les resulta

sin(a).cos(b)=[sin(a+b)+sin(a-b)]/2

En el nostre cas, com que la funcié és f(x)=4.sin(3x).cos(2x)+1, de
la part trigonométrica sin(3x).cos(2x), resulta a=3x i b=2x i, per tant,

sin(3x).cos(2x)=[sin(5x)+sin(x)} /2
Substituint en la funcio
f(x)='4.[sin(5x]+sin(x)] /2+1=2.sin(5x)+2.sin(x)+1
El periode de la primera funcié f; (x)=sin(5x) és
5(x+p1)=5x+2n, 5p1=2n, p1=2n/5
I el de la segona, f5(x)=sin(x), és, evidentment, po=2rn.

Amb un senzill raonament deduim que el periode de la funcié
donada y=f(x) ha de ser el minim comu multiple dels dos periodes
anteriors. Com que p2=5.p1, tindrem m.c.m.{pj, pa}=pa. i, per tant, el
periode és p=2r radians, o bé 360°.

2.1.3 ASIMPTOTES. Matematicament, s'anomenen asimptotes d’'una
corba a les seves rectes tangents en els punts de l'infinit. En paraules
més senzilles, les asimptotes soén unes rectes on la corba si acosta cada
vegada sense arribar a tocar-la mai en aquesta aproximacio.

Ha de quedar clar que en realitat la corba i les asimptotes si que es
poden tallar en algun punt finit.
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Les asimptotes es poden classificar en:
ASIMPTOTES VERTICALS. S6n de la forma , on en aquests punts la
funcib es fa infinita, y=-. N'estudiarem tres casos:

A. VERTICALS A +oo. Les simbolitzarem per AVT i el seu estudi el
realitzarem calculant els limits laterals f(a-) i f(at).

Exemple 20. Sigui la funcié f(x)=3/(x-2)2. En primer lloc en fem la
grafica amb una taula de valors:

Y

8.

6t

4

2t
/ %
-1 1 2 3 4 5

La funcié f(x)=3/(x-2)2 es fara infinita quan (x-2)2=0. Per tant,
tindrem x-2=0 i x=2. Estudiem els dos limits laterals en a=2.

f2)= Lim__3 _Lim 3 - Lim 3

x—2" (x—2)2 €0 (2-8—2)2 0 g2

f2Y)= Lim _3 = Lim 3 _Lim 3

x—-2% (X-2)2 £—0 (2+E—2)2 £-0 82

= 4ox

= 4

Com que tant a I'esquerra com a la dreta de x=2 la funcié ens ha
donat +e, voldra dir que x=2 és una AV T.

A. VERTICALS A --. Les simbolitzarem per AV! i el seu estudi es fara
també calculant els limits laterals f(a) i f(at).

Exemple 21. La funci6 logaritmica f(x)=5.Log(x+4) es fa infinita quan
x+4=0, és a dir, quan x=-4, perqué Log(0)=-co.
Y

o

-10
Representem la grafica, el domini i I'asimptota vertical.
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Estudiem els dos limits laterals en a=-4.
fl-4)= UM 51 0g(x+4) = UM 5 16g(-4-¢+4) = LM 5 10g(¢) = NE
X4 £-0 -0

fl-4= UM 5 1 og(x+4) = LM 5 1 65(-44e44) = LM 5. 1og(e) = o
x—>-4* -0 -0

A l'esquerra de x=-4 la funcidé no existeix perqué el domini de la
funcié donada és D(f)=(-4, +0). En canvi, a la dreta el limit lateral és
-eo, Consegiientment, x=-4 és una AV J.

A. VERTICALS A *eo. Les simbolitzarem per AVLT o bé AVT! segons els
valors dels limits laterals.

Exemple 22. Estudiem les asimptotes verticals de la funcié
fx)=12/(x2-9). Es fara infinita quan x2-9=0, equaci6 que té d'arrels
x=-3 i x=38.

Per x=-3 tindrem els limits laterals segiients:
. f-3)= Lim 32 _ Lim 12 _Lim_j2

= 4o
x>3"x2-9 &0 (—3—8)2—9 =0 Geye?
f(-3%)= Lim 12 — Lim 12 = Lim 12 = o
Fo8Tx2-9 90 (3129 €90 _Ggig?
Observem que x=-3 serd una AV TI.
Per x=3 ens resultara
f3)= Lim 12 = Lim 12 = Lim 12 =
=3 x2-9. 630 (3.g2-9 0 _geyg?
13%)= Lim 12 _Lim 12 —Lim _j12 _ o
x-3* x2.9 &0 (3+€)%2-9 =0 Bg4g2
Ara resulta que x=3 és una AV {7.
Y
. 8¢
6
4
2 .
-6 -4 -2 2 4 6 X
-2t
-4
-6
-8t

Comprovem graficament que les direccions a +w i a - de les
asimptotes verticals son les que hem trobat fent els limits laterals.

ASIMPTOTES HORITZONTALS. Son de la forma i en aquests punts és
la variable independent la que es fa infinita, x=e. De manera similar a
les asimptotes verticals, n’estudiarem tres casos:

A. HORITZONTALS A +e. Les simbolitzarem per AH— i les estudiarem
calculant el limit de la funcié quan x tendeix a +oo.
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Exemple 24. Partim de la funcié exponencial f(x)=3.(eX-1)/(e¥+2) i
calculem el limit quan. x—y+oo:
y=Lm gecl o4 lm lex _4 10 _y4
Xt €542 X+ 142.e7% 1+2.0 .
Fem notar que, per resoldre la indeterminacié /e, hem dividit
numerador i denominador per eX. Per tant, x=4 serda una AH —.
Y

A
3

3t

Observem que quan x—+oo, resulta que y—4.

A. HORITZONTALS A -, Les simbolitzarem per AH¢. Per calcular-les
trobarem el valor de la funcié quan x tendeix a -c.

Exemple 25. Sigui novament la funcié f(x)=3.(eX-1)/(eX+2). Calculem
el limit quan x—-ce: ’
y=Hm gecl o ge=-1 4 0-1 - 9
X2~ €X4+2 e+2 0+2
Aixi, y=-2 serd una AH «, com podem veure en la grafica anterior.

A. HORITZONTALS A teo. Les simbolitzarem per AH«. Obtindrem el
mateix resultat tant si x tendeix a +o com a -oo.

Exemple 26. Partim de la funcié f{x)=3.(x+2)2/(x2+4x+5) i, per mitja
d'una taula de valors, en fem la grafica:
Y
3.5¢

-6 -4 ~2 2 X

-0.5% .
D’aquesta grafica cbservem que tant si la x—+ com si x—- la
corba s'acosta cada vegada més a 3.
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En efecte, calculant el limit, quan x—+o tindrem

- Lim g 027 _ gLim x2eaxed _g 1
x4 x244%+5 x>+ x24+ A% +5
Draltra banda, veiem directament que quan x—- ens donara el
mateix valor y=3. En conseqiiéncia, y=3 és una AH .

ASIMPTOTES OBLIQUES. S6n de la forma i en aquests punts
tant la variable independent com la funcié es fan infinites, x=co i y=co.

Es demostra sense gens de dificultat que el pendent m i I'ordenada
en l'origen n sén definides per les expressions

m= Lim ﬂ)’_{‘l n= Lirg [f(x)-m.x]

X—pe

)¢

Notem que si en la férmula del pendent m substituim directament la
x per infinit, ens quedara la indeterminacié «/e. Aplicant la regla de
I'Hopital, derivant el numerador i el denominador, el valor de m podra
ser expressat també per

m= 1M (5
X—3e0

Simbolitzarem les asimptotes obligiies només per AO i estudiarem,
com sempre, els tres casos seglients, on en el primer la x—+e, en el
segon la x—-o i en el tercer la x—too.

A. OBLIQUES A +e, Calcularem els valors de m i n donats per les
férmules anteriors. L'asimptota obliqua sera y=m.x+n.

Exemple 27. Considerem la funcié f(x)=2+Vx2-9 com una funcié
uniforme prenent Gnicament el signe positiu de l'arrel.

N'hem dibuixat la grafica, i I'hem completat amb I'altra branca
assenyalada a tragos de la funcio; si se suposa que és multiforme. El
resultat és una hipérbola:

El valor del pendent m de I'asimptota sera
m= Lim 247x2-9 _ Lim (Z+ 1-2)= 041:0=1
X

X300 X x—>+oo \X
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Quant a l'ordenada en l'origen n, on utilitzarem ¢l métode de
conjugaci6 per calcular el limit, tindra de valor

. . N V 2_Q. v 2_
n= UM (24432.9-1.x) = 2+HM (Yx279-x) = 2+le( 2-9-%)((29+x) _
X—>+oo X—3+o00 X400 . VX2-9 +X

. 2_g)-x2 :
s Lm (2O om0 _g.0-¢
Xk 3294 x4 yx2.94x
En conseqiiéncia, I'asimptota obliqua a +e serd y=1.x+2, y=x+2,
que hem dibuixat en el primer i tercer quadrant de la grafica.

A. OBLIQUES A -. Procedirem de manera similar a I'apartat anterior,
on ara X—-oo,

Exemple 28. Prenem també la funcié f(x)=2+V x2-9, que representa la
branca superior de la hipérbola anterior. Calculem en primer lloc la
m, on haurem de tenir en compte que la x és negativa i, per tant, no
podra entrar directament dins l'arrel, com en I'exemple 27.

m= Lim 2+VX2—9 = Lim -2-Vx2- = Lim 2 _ 1- 9 - 04,1-0= -1
Xpmoo X X—>-00 -X x—3-c0 | X (-X)2
El valor de n, aplicant el métode de conjugacio, sera
n= MM (2,4329.1x)= ... =2¥M _9  _9,0-¢

Xp-o0 x> Yx2-94x
Per tant, l'asimptota obliqua per x—-o tindra d'equacié y=-x+2,
que hem representat en el 2n i 4t quadrant de la figura anterior.

A. OBLIQUES A te. En aquest ultim cas la recta y=m.x+n sera
asimptota tant a +ce com a -oco. ' '

. Exemple 29. Donada la funci6 racional f(x)=(2x2+7x-1)/{x+4), trobem
el pendent m i l'ordenada en l'origen n, on observem que tant si
X~+o0 COM X—>-o0 S'0bté el mateix valor. Posem simplement x—ee.

m= Lim (2.x%+7x-1)/(x+4) _ Lim 2.x2+7x-1 =<

xo0 X, xo x244x
n= Lm (2.x2+7x-1 - 2,% = Lim 2.x2+7x-1-2.x2-8x - Lim -x-1 ..
X300 X+4 X0 x+4 X X+4
Y
10r
5 F
-8 -6 -4 -2 2 X
_5 -
_10 E
-15
-20
-25

Per tant, I'Gnica asimptota obliqua és y=2x-1 i també hi ha una
asimptota vertical x=-4, com es pot veure en la grafica anterior.
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Si es tracta d'una funcié racional fx)=p(x)/q(x), és practic per
calcular l'asimptota obliqua fer la divisié entre els polinomis
numerador i denominador, perqué es demostra que el polinomi
quocient és precisament 'asimptota buscada.

El lector pot comprovar-ho com a exercici, prenent la funcié de
I'exemple anterior. Obtindra de quocient 2x-1 i de residu 3.

2.1.4 PUNTS ANGULOSOS I DE TALL AMB ELS EIXOS. Quan fem
I'estudi d’'una funci6 y=f(x) la majoria de punts P(a, f(a)) seran punts
ordinaris, és a dir, punts on la funcié és continua i derivable. També
ens trobarem amb punts de discontinuitat, on la funcié es fara infinita
(asimptotes verticals) o bé presentara un salt finit de valor S=f(at)-f(a’),
i finalment amb punts no derivables, on no existira la derivada.

Entre aquests ultims punts destaquem els punts angulosos, en els
quals existeixen les derivades laterals pero so6n diferents, f(a’)#f (at).
En conseqiiéncia, en aquests punts les rectes tangents a l'esquerra i a
la dreta tindran pendents diferents.

En general, els punts angulosos que estudiarem provindran de
funcions amb valors absoluts. Per poder treballar amb aquestes
funcions caldra expressar-les com a funcions definides per intervals, per
la qual cosa es dibuixara préviament la funci6 sense valor absolut i
després es fara una simetria respecte de l'eix X de les parts negatives de
la corba. La funci6 obtinguda, que sera la donada en valor absolut, la
podrem definir per intervals tot canviant de signe les parts que eren
negatives.

Aclarim el paragraf anterior amb un cas particular:
Exemnple 30. Sigui la funcié f(x)=|x2+2x-3|. Sense el valor absolut

obtenim la nova funcié g(x)=x2+2x-3, una parabola vertical que talla
els eixos en els punts P1(1, 0) i Py(-3, 0).

~

b
Se=ryl

Fem ara una simetria respecte de l'eix X de la part negativa,
assenyalada en tracos, i obtindrem la corba de la funcié donada
y=f(x), dibuixada en tra¢ continu.
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Si expressem aquesta funcié per intervals, tot canviant de signe la
part en qué hem fet la simetria, obtindrem
f1{x)=x2+2x-3 si x<-3 , fo(x)=-x2-2x+3 si -3<x<1 1 f3(x)=x2+2x-3 si x21

Com que la funcié polinomica és continua i derivable, la derivada
també es podra expressar per intervals:

f1(x)=2x+2 si x$-3 , fo(x)=-2x-2 si -3<x<1 i {'3(x)=2x+2 si x21

En el punt P1(1,0) tindrem f(17)=f2(1)=-4 i f(1*)=f"3(1}=4 i en el
Py(-3,0), (-3)=f1(-3)=-4 i f (-3")=f"2(-3)=4.

Com que les derivades laterals son diferents, f'(17)f(1%) i també (-

37)#f (-3%), es tractara de dos punts angulosos, com podem veure en la
figura de la pagina anterior.

Un altre tipus de punts que tractarem sén els punts de tall (o
interseccié) amb els eixos. Els punts de tall amb leix X, on s'haura
d'anul-lar l'ordenada, y=0, tindran la forma P(x, 0).

En canvi, els punts de tall amb l'eix Y, on s'anul-lara 'abscissa, x=0,
seran de la forma Q(O, y).

Exemple 31. Sigui la ciibica f(x)=(x3-4x2-x+4)/2 que dibuixem a
continuacié sense dificultat, utilitzant només una petita taula de
valors:

Y

-6t
Els punts de tall amb l'eix X els trobarem fent y=f(x)=0, i ens
quedara l'equaci6 de tercer grau x3-4x2-x+4=0.
Observem directament que x=1 és una arrel perqué la suma de tots
els coeficients és zero, 1-4-1+4=0. Comprovem-ho per Ruffini:

1 -4 -1 4
n ol 1 -3 -4
1 -3 -4 (0]

Trobarem les altres dues resolent 'equacio de 2n grau, x2-3x-4=0 ,
que resultara x=-1 i x=4. Per tant, els punts de tall amb l'eix X so6n
Py(1, 0), P2(-1, 0) i P3(4, Q).

Per calcular els punts de tall amb I'eix Y encara sera més facil,
perque substituirem la x per O en la funcio:

f(0)=(03-4.02-0+4) /2= 4/2 =2
D'aquesta manera, 1'"anic punt de tall amb l'eix Y sera el P4(0, 2).
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Una vegada trobats els punts de tall amb l'eix X, i també les
asimptotes verticals, es pot estudiar el signe de la funcié, que ens
indicara els intervals on la funcié esta per sobre de l'eix X, funcié
positiva, o esta per sota, funcié negativa.

La determinacié del signe de la funcié ens podra ajudar a fer la
grafica de la corba. Amb aquesta finalitat, en l'interval en qué la funcié
€s positiva, ratllarem la franja vertical que queda per sota de l'eix X; en
l'interval en qué és negativa ratllariem el que queda per sobre d'aquest
eix. :

Les zones ratllades anteriors les podrem anomenar, doncs, zones
prohibides. Indiquem aixi que per aquestes zones no pot passar la
corba. Evidentment, I'interval de la x que no pertany al domini també
es podra considerar com una zona prohibida, perqué la corba no passa
ni per sobre ni per sota de l'eix X

Exemple 32. La cabica f(x)=(x3:4x2-x+4)/2 de I'exemple anterior ens
servira per a explicar el signe positiu o negatiu de la funcié i també les
zones prohibides.

Quant al signe, diem que primer hem de determinar els punts de
tall amb l'eix X que, en el nostre cas, sén P1(1,0), Po(-1,0) i P3(4,0), i
despreés els situarem sobre aquest eix, que quedara dividit en quatre
intervals on estudiarem si la funcié és positiva o negativa.

Si hi hagués asimptotes verticals també hauriem de posar-les en
Iinterval anterior, perqué les asimptotes verticals poden separar la
part positiva de la funcié de la part negativa, o viceversa.

—O O- © X
-1 1 4
Estudiem el signe de la funcié en els quatre intervals en qué ha
quedat dividit I'eix X:

Per x<-1, p.e. x=-2, f(x)=(-8-16+4+4)/2=(-)
Per -1<x<1, p.e. x=0, f{0)=(0-0-0+4)/2=(+)
Per 1<x<4, p.e. x=2, f(2)=(8-16-2+4)/2=(-)
Per x>4, p.e. x=5, f{5)=(125-100-5+4)/2=(+)
Per tant, podem apuntar el signe de la funcio6
Pos=(-1,1)U(4,+<) 1 Neg=(-0,-1)(1,4)
Les zones prohibides les trobarem tenint en compte el signe de la

funcié. Si és positiu, ratllarem la part negativa i, en canvi, si és
negatiu ratllarem la part positiva.

Comparem aquest dibuix de les zones prohibides amb la grafica de
la funci6 de la pagina anterior i veurem que la corba passa pels punts
de tall i per les zones no ratllades.
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2.1.5 CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Donada una
funcié y=f(x), anomenarem punts critics de primera espécie o
abreujadament punts criics, els punts de la funci6 on o bé s'anul'la la
derivada o bé no existeix aquesta derivada. Simboélicament:

[Punt critic: f'(a)=0 v #f(a)

Fem notar que en l'ultim cas s'inclouen tant els punts de
discontinuitat com els punts angulosos.

Exemple 33. La funci6 en valor absolut f{x)= |x2+2x-3| dibuixada en
I'exemple 30, té en principi dos punts critics que sén els punts
angulosos P1(1,0) i Pa(-3,0), perqué eno hiexisteix la derivada.

Mirem si hi ha algun altre punt critic. Amb aquesta finalitat
apuntarem la funcié derivada, trobada en el mateix exemple, i que
hem expressat com una funcié definida per intervals:

1 (x)=2x+2 si x<-3, f9(x)=-2x-2 si -3<x<1 i 3(x)=2x+2 si x>1

La derivada f";(x) s'anul-la en x=-1, perd aquest no és del domini
perqué -1>-3 i passa el mateix amb la derivada f'3(x) perqué -1<1. En
canvi, la derivada f'9(x) s'anul-la per x=-1 i aquest si que pertany a
l'interval -3<x<1.

Per tant, x=-1 sera l'abscissa d'un altre punt critic. Com que la

seva imatge és f(-1)=| 1-2-3|=|-4|=4, el nou punt critic sera el P3(-
1,4). Si observem la grafica, veurem que aquest punt és el vértex de la
parabola.

D'altra banda, direm que P(a, f(a)) és un punt de creixement d'una
funcié y=f(x) si la seva derivada en aquest punt és positiva. Es a dir, es
verificara que:

[ Punt de creixement: f'(a)>0 I

La primera consequiéncia que es pot deduir d'aquesta definici6 és que
la recta tangent en el punt sera de pendent positiu, perqué de I'equacio
de la tangent, y=m;.(x-a)+f(a), sabem que m=f"(a)>0.

Y y=f(x) Y y=f(x)
t fix
P 2 5
g fx,) |
X X
a X 1 a X2

Una altra conseqtiéncia és que, en un entorn suficientment petit del
punt P per a dues abscisses X i Xg tals que x1<X9, es verificara que
f(x1)<f(x9). En efecte, en un entorn Bg(a) tal que contingui x; i x2
tindrem

Flae UM f0-f@) _ Lim fixp)-flxy) _ Lim () _
S = - N
X—a e—0 e—0

De la grafica d'aquesta propietat podrem dir que y=f{x) és una funci6é
creixent en el punt P.
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Analogament, direm que P(a, f(a)) és un punt de decreixement de la
funci6é y=f(x) si la seva derivada en aquest punt és negativa. Podem
escriure, doncs:

| Punt de decreixement: f'(a)<0 |

En aquest cas, la recta tangent en el punt sera de pendent negatiu,
perqué, com hem dit, m=f(a)<0. '

Y \y=fm) Y \y=f)
p . f(Xl) P
flx
T~ N 2 — .
1 a X; a Xy

Tambe, si P és un punt de decreixement, per a dues abscisses x] i xo
d'un entorn de P, tals que x)<x9 es verificara que f{x1)>f(x2) i direm que
y=f(x) és una funcié decreixent en el punt P. Tindrem

f(a)= Lim f(x)-f(a) _ Lim f(x9)-f(x3) _ Lim () _ )

X-a X9-X1

x—a £e—0 £e—0 (+)

Els intervals de creixement son el conjunt de punts de I'eix X on la
funci6 és creixent, és a dir, els punts de creixement. Com sabem, en
aquests punts la derivada haura de ser positiva.

En canvi, els intervals de decreixement estan constituits pels punts
on la funci6 és decreixent, és a dir, els punts de decreixement, on
logicament la derivada sera negativa.

Diem també que per calcular els intervals de creixement i de
decreixement haurem de tenir en compte els punts critics i les
asimptotes verticals, per després estudiar el signe de la funci6 derivada.

Exemple 34. Com sabem, la funcié f(x)=]|x2+2x-3| no té cap
asimptota vertical i té de punts P;(1,0), P5(-3,0) i P3(-1,4), on els
primers s6n dos punts angulosos i I'altim un punt ordinari.
Situem aquests punts en l'eix X:
O O O X
1

-3 -1

Apuntem en primer lloc la seva funcié derivada, que expressem
definida per intervals:

f1x)=2x+2 si x<-3, fo(x)=-2%x-2 si -8<x<1if 3(x)=2x+2 si x>1
Després estudiarem el signe de la derivada en els quatre intervals
en queé ha quedat dividit l'eix X:
Per x<-3, p.e. x=-4, {(-4)=f 1(-4)=2(-4)+2=-6=(-) Dec.
Per -3<x<-1, p.e. x=-2, {(-2)=(-2)=-2(-2)-2=2=(+) Cre.
Per -1<x<1, p.e. x=0, (0)=f"2(0)=-2(0)-2=-2=(-) Dec.
Per x>1, p.e. x=2, {(2)=f3(2)=2(2)+2=6=(+) Cre.
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Podem representar-ho esquematicament com a:

-3 -1 1

Comprovem-ho en la grafica de la funcié de 1'exemple 30. Per tant, els
intervals de creixement i decreixement son, respectivament,

CRE=(-3,-1)U(1,+) DEC:(-W,—B)U(— 1,1)

Continuant el nostre estudi, anomenarem punts extrems els punts
critics que separen el creixement del decreixement, o viceversa, el
decreixement del creixement. Per la seva importancia, classificarem els
punts extrems en dos tipus: els punts maxims i els punts minims.

Un punt maxim P(a, f(a)) és un punt critic on la funcié passa de ser
creixent a ser decreixent. En un entorn del punt P suficientment petit,
Be(a), es verifica sempre que f(x)<f(a), és a dir, en P la funcié és més
gran que els punts del seu voltant.

De manera similar, un punt minim P(a, f(a)) és un punt critic on la
funcio6 passa de ser decreixent a ser creixent. Per tant, en un entorn del
punt P suficientment petit, Be(a), es verificara sempre que f(x)>f(a). En
altres paraules, la funcié sera més petita en P que en els punts del seu
voltant.

Y P Y
fla}] \
e 16—\

f(a) %

X
X X
a-e a ate a-e a ate

P

Hem visualitzat la definicié dels punts maxim i minim en la figura
superior, on l'entorn Bg(a) és el (a-¢, a+e).

Exemple 35. En la funcié6 f(x)= |x2+2x—3| que estem estudiant i de la
qual hem fet la grafica en I'exemple 30, si ens fixem en els intervals de
creixement/decreixement, veurem que els dos punts angulosos
P1(1,0) i P2(-3,0) s6n dos minims i que P3(-1,4) és un maxim.

Com ja hem vist, els punts extrems (maxims o minims) es poden
trobar a partir de I'estudi previ del creixement i decreixement que s'ha
realitzat per mitja dels punts critics i de les asimptotes verticals. Per a
corbes senzilles, i si el punt critic és un punt ordinari, es pot
comprovar facilment que en general es verifica:

Maxim: {(@)=0 i f (@)<0 | [Minim: f(@)=0 i { (a)>0 |

En efecte, pel maxim P(a, f(a)) si x>a sera f'(x)<f(a) perqué a la dreta
d'un maxim la corba és decreixent. A més '(a)=0 per definicié d’extrem.
Per tant, la derivada segona "~ sera

f(a)= Lim f'(x)-f'(a) _ Lim (-)-0 _ Lim

X-a
X—a X—>a +) Xx—a

()=0)
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De manera similar, si P(a, f(a)) és un minim i si x>a sera f'(x)>f(a),
perque a la dreta d'un minim la corba és creixent i també, pel fet de ser
un extrem, f'(a)=0. Consegiientment, la derivada segona " sera

£ (a)= Lim f'(x)-f'(a) _ Lim (+)-0 _ Lim +) = (4)

X-a
x—a x—ya (+) X—a

Exemple 36. Sigui la funcié f(x)=x-(x/3)3. Com que és una funcié
polinémica (cabica), no hi haura ni punts de discontinuitat ni punts
angulosos i tots els punts sén orc%{inaris, com veiem graficament:

Pl

P2

Els punts critics sén aquells punts on s'anul-lara la derivada de la
funcié6 donada, que expressem per f(x)=x-(x3/27). Com que la
derivada és f'(x)=1-(3x2/27)=1-(x2/9), tindrem

1-x2/9)=0, 1=x2/9, x2=9 = x1;=3 i x9=-3

Les imatges seran f(3)=3-(33/27)=3-1=2 i f{-3)=(-3)-(-3)3/27=-3+1=-
2 i, per tant, tindrem els punts critics P1(3,1) i Po(-3,-1).

Pel fet que tots els punts sén ordinaris, els punts critics també

seran extrems. Podem deduir si sén maxims o minims utilitzant la
derivada segona, que en el nostre cas és " (x)=-2x/9.

Per P1(3,1) tenim {7(3)=-2.3/9=(-) i aixi P] és un punt maxim. En
canvi, per Py(-3,-1) tindrem f(-3)=-2.(-3)/9=(+) i Py sera un minim.

Es poden comprovar aquests extrems fent un estudi dels intervals
de creixement i decreixement.

S 7 T X
-3 3

Obtindrem
CRE=(-3, 3) DEC=(-c0, -3)U(3, +o<)
Com que a l'esquerra de P1(3,1) la funci6 és creixent i a la dreta
decreixent, P} sera un maxim. Analogament, a l'esquerra de Po(-3,0)
la funci6 és decreixent i a la dreta creixent, i aixi Py sera un minim.

Ens podriem preguntar qué passaria si en un punt extrem, on f'(a)=0,
fos també f"(a)=0. Per saber si aquest punt és un maxim o un minim
s’haura d'utilitzar la funcié de Taylor en aquest punt P(a, f(a)):

_ f@a . @ o M) . 0 n+l
fx)= fla) + T .(x-a) + 51 (x-a)“... + - (x-a)™ + m.(x-a)
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Si féssim un estudi detallat d'aquesta funcié en l'entorn del punt
P(a, f(a)), podriem deduir les conclusions segiients:

. - Si la primera derivada que no s'anul-la en el punt és d'ordre
parell, llavors es tractara d’'un maxim si és negativa, fi(a)<0, i
d'un minim si és positiva, fin(a)>0.

- En canvi, si la primera derivada que no s'anul-la és d'ordre
imparell, llavors es tractara d'un punt que s'anomena punt
d'inflexié de tangent horitzontal.

Exemple 37. Siguin flx)=x2.sin(x) i gx)=2.cos(x}.sin%(x} dues funcions
trigonometriques i suposem que volem estudiar els extrems en 1'origen
de coordenades. Dibuixem les dues corbes:

£(x),g(x)

En la primera funcié, assenyalada en tra¢ gruixut, calculem, en
l'origen, el valor de la funci6 i de les seves primeres derivades: .

f(x)=x2.sin(x) f(0)=0
f (x)=2x.sin(x)+x2.cos(x) £(0)=0
£ (x)=...=(2-x2).sin(x)+4x.cos(x) f(0)=0
£ (®)=...=(-6x).sin(x)+(6-x2).cos(x) £ (0)=6

Com que f7(0)#0 és una derivada d'ordre imparell, l'origen P(0,0)
sera un punt d'inflexi6é de tangent horitzontal.

Per a la segona funci6 farem exactament el mateix:

gx)=2.cos(x).sin4(x) g(0)=0
g (x)=8.sin3(x).cos2(x)-2.sin5(x) g7(0)=0
g"(x)=24.sin2(x).cos3(x)-26.sin4(x).cos(x) g7(0)=0

g " (x)=48.sin(x).cos*(x)- 176.sin3(x).cos2(x)+26.sin5(x) g (0)=0
g(4(x) =48.cos5(x)-720.sin2(x) .cos3(x)+482.sin4(x).cos(x) g(4(0)=48

Com que la primera derivada que no sanul-la, gl4(0), és d'ordre
parell i és positiva, l'origen serda un punt minim.

2.1.6 CONCAVITAT, CONVEXITAT I PUNTS D'INFLEXIO. Fem un
estudi similar a l'apartat anterior, perd ara ens centrarem en la
derivada segona. Donada una funcidé y=f(x), anomenarem punts critics
de segona especie els punts de la funcié on s'anul-la la derivada segona
o bé el punt no és derivable.
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Simbolicament, podem escriure:

LPunt critic de 2a espécie: f(a)=0 v #f(a)

Com ja hem assenyalat en els punts critics de primera espécie, en els
de segona espécie també s’hauran d’'incloure els punts de discontinuitat
i els punts angulosos.

Exemple 38. Els punts P;1(1,0) i P2(-3,0) de la funcié6 f(x)=|x2+2x-3 |
de I'exemple 30 sén dos punts critics de 2a espécie pel fet de ser punts
angulosos. Recordem que la derivada, en els tres intervals en qué s'ha
dividit la funci6 en valor absolut, és

f1(x)=2x+2 si x<-3, fo(x)=-2x-2 si -83<x<1 i {3(x)=2x+2 si x>1
La derivada segona sera
f71(x)=2 si x<-3, f79(x)=-2 si -8<x<1 1 f"3(x)=2 six>1

Com que f'no s'anul-la mai i és continua, resulta que, a part de P;
i P2, no hi haura més punts critics de 2a espécie.

Direm que P(a, f(a)) és un punt de concavitat de la funcié y=f(x) si la
seva derivada segona en aquest punt és positiva. Es a dir,

l Punt de concavitat: f"(a)>0 |

D'aquesta definici6 es pot deduir en primer lloc que la parabola
osculadora en el punt, y=f(a)+f'(a).(x-a)+[f"(a)/2](x-a)2, sera una
parabola directa, és a dir, una parabola vertical on el vértex és un
minim, perqué en l'equacié de la parabola osculadora el coeficient de
(x-a)2 és positiu, (a)>0.

v yef oy vy y={(x)
f(x)

tx) g(x)

P P f(x)
X t X
a a

També es pot deduir de la definici6 de punt de concavitat que, en un
entorn del punt P suficientment petit, la corba ha d’estar per sobre de
la tangent, com mostra la grafica central de la figura anterior i es pot
comprovar amb la férmula de Taylor:

flx)= fla) + F(a)-(x-a) + f;é'a’—)-(x-a)z

Com que els dos primers sumands del segon membre representen la
recta tangent i el tercer sumand és sempre positiu pel fet d’estar elevat
al quadrat i ser f(a)>0, podem escriure de manera intuitiva que
«corba=tangent+(+)», €s a dir, «corba-tangent=(+)», la qual cosa significa
que la corba passa per sobre de la recta tangent.
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Una tercera conseqiéncia que es pot demostrar a partir de la
definicié de punt de concavitat és que en un entorn del punt P, per a
dues abscisses x1 i xg tals que x1<xg, la recta secant que passa pels
punts Pji(x1, f(x1)) i Pa(xa, f(x2)) esta per sobre de la corba. D'aquesta
propietat interpretada graficament, diem que y=f(x) és una funcié
concava en el punt P.

Fem notar que en economia aquesta funcié es diu convexa i, per
. evitar confusions, direm que és una funcié econémicament convexa (és a
dir, es tracta d'una funcié matematicament concava).

De manera analoga al punt de concavitat, direm que P(a, f(a)) és un
punt de convexitat de la funci6é y=f(x) si la seva derivada segona en
aquest punt és negativa. Simbolicament,

| Punt de convexitat: f"(a)<7]

La primera conseqiiéncia de la definicié6 anterior és que la parabola
osculadora en el punt és una parabola invertida. En altres paraules, és -
una parabola vertical on el vértex és un maxim, perqué en la seva
equacio, y=f(a)+{"(a).(x-a)+[f""(a)/2](x-a)2, el coeficient de x2 és negatiu
perqueé f"(a)<0.

Y y=f Y Y
yR P tx) %ﬁp . flx) > P =f(x)
) - 3\ >~ B,
glx) N
X y=f(X) X Pl X
a - a X x1 p:¢ a X2

Com podem veure en la grafica, de la definici6 de punt de convexitat -
també es pot deduir que, en un entorn de P suficientment petit, la
corba estara per sota de la tangent. Aplicant la formula de Taylor, i com
que ara {7(a)>0, resultara que «corba=tangent+(-)», és a dir, «corba-
tangent=(-)», i aixi la corba haura de passar per sota de la recta
tangent.

Una ultima conseqiiéncia és que, en un entorn del punt P, per a dues
abscisses x) i xg tals que x1<x2, la recta secant que passa per Pi(x1,
f(x1)) i Pa{xg, f(x2)) esta per sota de la corba. Per aquest motiu direm
que y=f(x) €s una funcié convexa en el punt P. Recordem també que una
Juncié (matematicament) convexa sera una _funcié econéomicament concava.

Continuem amb els intervals de concavitat, és a dir, el conjunt dels
punts de concavitat que sén els conjunts de punts de l'eix X on la
funci6 és concava. Aixi, en els punts d'aquests intervals la derivada
segona haura de ser positiva.

D'altra banda, els intervals de convexitat estan formats pels punts on
la funcié és convexa, és a dir, els conjunts de punts de convexitat, on
la derivada segona sera negativa. Per determinar els intervals de
concavitat/convexitat tindrem en compte els punts critics de 2a espécie
i també les asimptotes verticals.
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Finalment, anomenarem punts d'inflexié els punts de la corba que
separen la concavitat de la convexitat, o viceversa. Entre aquests
trobem els punts d'inflexié6 de tangent horitzontal, ja esmentats, on
s'anul-len tant la derivada primera com la segona, f'(a)=0 i f""(a)=0.

Exemple 39. Sigui la funci6 f{x)=x2.(x2-4x-48)/96. Els punts critics
de 2a espécie els trobarem anul-lant la derivada segona d'aquesta
funcié f{x)=(x*-4x3-48x2)/96. La derivada primera és:
' (x)=(4x3-12x2-96x) /96= (x3-3x2-24x)/24
I1a derivada segona
£ (x)=(3x2-6x-24)/24= (x2-2x-8)/8

Igualant-la a zero, ens queda l'equacié de 2n grau x2-2x-8=0, que

té d'arrels x1=4 i xo=-2. Com que les seves imatges sén
fl4)=16(16-16-48)/96=-8 i f{-2)=16(4+8-48)/96=-1'5
obtenim els punts critics de 2a espécie Py(4,-8) i Po(-2,-1'5).
La grafica de la funci6 és:

Y
10t

P2
-5

-10

_.15 L

Pel fet que no hi ha punts angulosos ni asimptotes verticals, per

estudiar els intervals de concavitat/convexitat només tindrem en

compte els dos punts critics de 2a espécie. Representem les seves
abscisses en l'eix X:

O O X
-2 4
Estudiem a continuacioé el signe de la derivada segona en els tres
intervals en qué ha quedat dividit l'eix X:
Per x<-2, p.e. x=-3, {7(-3)=(9+6-8)/8=(+) , concava
Per -2<x<4, p.e. x=0, " (0)=(0-0-8)/8=(-) , convexa
Per x>4, p.e. x=5, {"(5)=(25-10-8)/8=(+) , concava.

Els resultats anteriors els podem expressar graficament per
—O o X
-2 4
En resum, els intervals de concavitat i convexitat seran
Conc=(-e=,-2)U(4,+) i Conv=(-2,4)

Notem en la grafica que ambdés punts separen la concavitat de la
convexitat i, per tant, seran també de dos punts d'inflexio.
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2.1.7 TAULA DE VALORS I GRAFICA DE LA CORBA. Una vegada
estudiats els apartats anteriors, i si encara no ens queda prou clara la
forma de la corba, podem realitzar una taula de valors donant a la x
alguns valors concrets i obtenint les corresponents imatges f(x), que
donaran lloc a nous punts de la corba.

Els punts trobats i totes les caracteristiques de la funcié estudiades
amb anterioritat ens permetran fer la grafica de la corba.

En l'apartat de Formulacié matematica podem trobar un resum de
I'estudi general d'una corba. Hi presentem, esquematitzats, els
principals conceptes que s'han de tenir en compte per determinar les
principals caracteristiques d'una corba, on afegim el recorregut al final
perqué el determinarem graficament:

(1) Domini (2) Simetries
(3j Teriodicitat (4) Asimptotes
(5) Punts angulosos (6) P. de tall amb els eixos
(7} Signe de la funcié (8) Punts critics
\v) wreixement/decreixement (10) Punts extrems
117} P. critics de 2a espécie (12) Concavitat/convexitat
{15} Punts d'inflexi6 (14) Taula de valors
(15) Grafica de la corba (16) Recorregut

Resumirem tots els setze punts anteriors amb un exemple concret:

Exemple 40. Estudiem la funcié racional f(x)=(9-x2)/(x2+3)

(1) DOMINI. Com ‘que el denominador és sempre positiu, la funcié
existira sempre. El seu domini sera tot I'eix real, D(f)=R, o també

D(f)=(-oo, +)|

i2) SIMETRIES. Observem que f{-x)=f(x), perqué tots els exponents de la
x son parells. Aix0 vol dir que la corba és simétrica respecte de l'eix Y

(3) PERIODICITAT. No es tracta de cap corba trigonomeétrica, que sén
les tniques funcions periodiques que estudiem. Per tant,

(4) ASIMPTOTES. No té asimptotes verticals, perqué el denominador és
sempre positiu i la funcié no es fa mai infinita. Si que en té
d'horitzontals, com podem comprovar en els limits segients
= Lim __9_X2 = _'L -1 i Lim —9_X2 =-1
x>=x243 1 X 3243

Tampoc¢ no en té d'obligiies, y=m.x+n, perqué el pendent m és

nul:
m= Lim .f_Ix_)z Lim —Q_XZ =
xe X x—e x343x
En conseqiiéncia, tenim

{5) PUNTS ANGULOSOS. Com que la corba és racional i no hi ha valors
absoluts, resultara que

| No hi ha punts angulosos|
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(6)' PUNTS DE TALL AMB ELS EIXO0S. Eix X: fem y=0. De (9-x2)/(x2+3) =0
tenim 9-x2=0, d'on x1=3 i x3=-3. Quant a l'eix Y, fem x=0 i aixi
f{0)=(9-0)(0+3)=3. Per tant, els punts de tall seran

| Eix X:P1(3,0) iP2(-3,0) , Eix YP3(0,3)]

(7) SIGNE DE LA FUNCIO. Com que no hi ha AV, només col-locarem en
lI'eix X les abscisses dels dos punts de tall

NEG -3 POS 3 NEG
O o

Per x<-3, p.e. x=-4, f(-4)=(9-16)/(16+3)=(-). Per -3<x<3, p.e. x=0,
f{0)=(9-0)/(0+3)=(+). Per x>3, p.e. x=4, f[4)=(9-16)/(16+3)=(-)
Per tant, el signe és
[Pos=(-3.3) , Neg=(-,-31(3,+~) |
Ara podrem dibuixar les zones prohibides, que sén les zones per
on no passara la corba:

7/ 7

(8) PUNTS CRITICS. Derivem la funcié f(x)=(9-x2)/(x2+3):
)= -2x.(x2+3)-(9-x2).2x —-2x3-6x-18x+2x3 _ -24x
(x2+3)° (x2+3) (x2+3)

Anul-lant la derivada obtenim directament x=0, d'on f(0)=3. Com
que tots els punts sén derivables, resultara que I'inic punt critic és

| Punt critic: P3(0,3) ]

(9) CREIXEMENT/DECREIXEMENT. Estudiarem el signe de la derivada
en els intervals a I'esquerra i a la dreta del punt critic:

' CRE 0 DEC
O X

-

Per x<0, p.e. x=-1, f'(-1)=-24(-1)/16=(+), creixent. Per x>0, p.e. x=1,
f(1)=-24(1)/16=(-), decreixent.

Els intervals de creixement/decreixement seran
[ Cre=(-e,0) , Dec=(0,+oo1

(10) PUNTS EXTREMS. Es poden veure directament a partir dels
intervals de creixement i decreixement. Observem que a l'esquerra de
x=0 la funcié és creixent i a la dreta, decreixent. Aixo vol dir que

| P3(0,3) és un maxim

(11) PUNTS CRITICS DE 2A ESPECIE. Calculem la derivada segona
partint de f (x)=-24.x/ (x2+3)2:

1
)= -24. 1.(x2+3)%-x.2.(x2+3)" 2x = 24X%43-4x2 _ 7o x2-]
(x2+3)* (x2+3)° (x2+3)°
Si anul-lem la derivada segona obtindrem x2-1=0, d'on resulta -
x=%t1, que tenen ambdoés per imatge f{+1)=(9-1)/(1+3)=2. Per tant,

[ Punts critics de 2a espécie: P4(1,2) iPs(-1,2) |




ESTUDI GENERAL D'UNA FUNCIO 73

(12) CONCAVITAT/CONVEXITAT. Haurem de determinar el signe de la
derivada segona en els intervals que estan separats pels punts critics
de 2a espécie (i de les AV en el cas que existissin):
CONC -1 ~ conv 1 CONC
O O—

Per x<-1, p.e. x=-2, f7(-2)=72(3)/343=(+}, concava. Per -1<x<1, p.e.

x=0, °(0)=72(-1)/27=(-), convexa. Finalment, per x>1, p.e. x=2,

f(2)=72(3)/343=(+), concava
Els intervals de concavitat/convexitat seran

[Conc:(—oc,-l)u(l,+oo) s Conv=(-1,1)|

(13) PUNTS D'INFLEXIO. Son els que separen concavitat i convexitat.
En aquest cas, com que no hi ha punts angulosos, sén iguals als
punts critics de 2a espécie:

[ Punts d'inflexio: P4(1,2) iPs(-1,2) |

(14) TAULA DE VALORS. Podem obtenir més punts de la corba, per
exemple de f(x2)=0'71, f(+4)=-0'36. Ens resulten els nous punts
Pg(2,0'71), P7(-2,0'71), Pg(4,-0'36) i Pg(-4,-0'36).

(15) GRAFICA DE LA CORBA. Resumim totes les caracteristiques
anteriors en la representacié grafica de la funcié donada
. Y

(16) RECORREGUT. De la grafica anterior veiem que el recorregut o
conjunt imatge és un interval de l'eix Y que varia entre -1 i 3. Més

precisament, tenim
R(f)=(-1,3]

Fem notar que el recorregut es podia haver trobat calculant
préviament la funcié inversa de la funcié donada. Un bon exercici per
al lector seria determinar-la, f1l(x)=V(9-3x)/(x+1), 1 a partir d'aqui
calcular el seu domini. El calcul del recorregut sera ara immediat
perqué R{f)=D(f 1)=(-1,3].
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2.2 CORBES EN PARAMETRIQUES I EN POLARS

2.2.1 CORBES EN COORDENADES PARAMETRIQUES. Les funcions
que hem estudiat fins ara, y=f(x), estan expressades en coordenades
cartesianes. Ara b€, en el cas que les dues variables x i y depenguin
simultaniament d'una altra variable, que anomenem parametre i
simbolitzem per t, direm que la funcié estad donada en coordenades
paramétriques. La posarem en la forma {x=x(t), y=y(t)}.

Els punts de la corba els podrem escriure com a triplets de nombres
reals (t, %, y) i els-trobarem fent una taula de valors. Aquests valors
hauran de ser del domini paramétric de la funcié, que és el conjunt més
senzill de valors del parametre t que permeten dibuixar completament
la corba.

El seu estudi pot ser tan complet com el que hem fet en les corbes en
coordenades cartesianes, perd, com que és forca similar, ens limitarem
nomeés a les caracteristiques d'alguns dels seus punts, com ara els
punts de tall amb els eixos.

També veurem els punts multiples, on la corba es talla ella mateixa,
és a dir, que s'obté el mateix punt per a diferents valors del parametre.
Com a cas particular, el punt doble és aquell punt on x(tj)=x(tg) i
y(ti)=y(t2), de manera que tj#tg, on t; i tg pertanyen al domini
parameétric.

Exemple 41. Sigui {x=2.cos(t+45°), y=3.sin(2.t+60°)} una corba
expressada en coordenades paramétriques. El seu domini paramétric

és I'interval [0°, 360°), perqué la corba queda completament dibuixada
amb la taula de valors seglient:

(0°, 1'41, 2'59) , (80°, 0'51, 2'59) (60°, -0'51, 0)
(90°, -1'41, -2'59) (120°, -1'93, -2'59) (150°, -1'93, 0)
(180°, -1'41, 2'59) (210°, -0'51, 2'59) (240°, 0'51, 0)
(270°, 1'41, -2'59) (800°, 1'93, -2'59) (330°, 1'93, 0)
Amb aquests punts podem dibuixar la grafica:

Y

3

Els punts de tall amb l'eix X compliran. que y=0, és a dir,
sin(2.t+60°)=0.
Com que el sinus s'anul-la per 0°, 180°, 360°,... i en general per
180°.k, on keZ, tindrem :
2.t+60°=180°.k , t+30°=90°k, t=90°k-30°, t=(3k-1).30°
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Donem valors enters a la k:

Per k=1 tenim t1=60°, d'on x1=2.cos(105°)=-0'51 i P1(-0'51, 0)
Per k=2 tenim to=150°, d'on xg=2.c0s(195°)=-1'93 i Pa(-1'93, 0)
Per k=3 tenim t3=240°, d'on x3=2.cos(285°)=0'51 i P3(0'51, 0}

" Per k=4 tenim t4=330°, d'on x9=2.c0s(375°=1'93 i P4(1'93, 0)
Els punts de tall de la corba amb l'eix Y els trobarem fent x=0, d'on
cos(t+45°%=0, t+45°=90°+180°.k , t=45°+180°.k , t=(4k+1).45°

També donarem valors enters a la k:
Per k=1 tenim t1=225°, d'on y1=3.sin(510°)=1'5 i P5(0, 1'5)
Per k=2 tenim t9=405°=45°, d'on yo=3.sin(150°)=1'5 i Pg(0, 1'5)

Com que s'ha obtingut el mateix punt per a diferents valors del
parametre, deduim que P5(0, 1'5) és un punt doble, que coincideix
amb el punt de tall amb l'eix Y.

Anomenarem extrems horitzontals els punts maxims i minims de la
corba on la recta tangent és vertical. Els trobarem calculant els valors
de t que anul-len la derivada de x respecte de t, dx/dt=0. El domini de la

funcié tindra com a extrems alguns d'aquests valors.

Analogament, els extrems verticals seran els punts maxims i minims
on la tangent és horitzontal. Haura de passar que dy/dt=0 i aquests

punts ens indicaran possiblement el recorregut de la funcié.

Exemple 42. Tenim {x=ec0s(t), y=esinlt)} que t¢ per domini paramétric
[0°, 360°). Fem la taula de valors segiient:

©°, 271, 1) (30°, 2'37, 1'64) (60°, 1'64, 2'37)
90°, 1, 2'71) (120°, 0'6, 2'37) (150°, 0'42, 1'64)
(180°, 0'36, 1) (210°, 0'42, 0'6) (240°, 0'6, 0'42)
(270°, 1, 0'36) (300°, 1'64, 0'42) (330°, 2'37, 0'6)

Y X
2.5} p3

2 L
1.5

1 P2 131
0.5 P4

0.5 1 1.5 2 2.5 X

Calculem en primer lloc els extrems horitzontals anul-lant la
derivada de x respecte de t:
dx/dt=ecosl) [-sin(t)]=0 , sin(t)=0, t;=0 i tg=n
Si t1=0, x1=e°°S(0)=e1=e, y1=esm(0)=eo=1, d'on Pjle,1). Si ta=m,
xg=eC08{M=e-1=1 /e, yo=eSin(M=e0=1, d'on Pa(1/e,1). De la grafica
veiem que el domini de la funcié és D(f)=(1/e, €).
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Determinem ara els extrems verticals anul-lant la derivada de y

respecte de t: :
dy/dt=esin [cos(t)]=0, cos(t)=0, tz=n/2 i t4=8m/2

Si t3=n/2, x3=eC08(n/2)=e0=1 ys=esin(n/2)=cl=e, d'on P3(1,e). Si
t4=31/2, x4=eC05(37/2)=e0=1, y =esin(dn/2)=e-1=1/e, d'on P4(1,1/e).
Observem que el recorregut de la funcié és R(f)=(1/e, €), i coincideix
amb el domini encara que no ho sembli graficament a causa de la
utilitzaci6é de diferents escales en els eixos XiY.

2.2.2 CORBES EN COORDENADES POLARS. Un punt P(x,y) del pla

també es pot dibuixar emprant dues coordenades noves, P(p,0), les
coordenades polars, on la primera es diu modul i la segona, argument.
P Partim d'un punt, el pol, 0, que
coincideix amb l'origen de les
p coordenades cartesianes, i d'una
y semirecta, I'eix polar, X, que és l'antic eix
0 0 X d'abscisses. Dibuixem després el punt
X P(x,y) i observem la figura adjunta.

Observem que el modul p és la distancia del pol al punt P i que

I'argument 6 és I'angle format per I'eix polar i el radi OP, on considerem
com a sentit positiu d'arguments el contrari al moviment de les agulles
del rellotge.

Les relacions que hi ha entre les coordenades cartesianes i les polars
es poden establir directament del triangle anterior: ‘

x=p.cos(0) i p:\/xi;.y?
y=p.sin(6) f=Arctan(y/x)

Notem que les dues primeres ens permetran passar de polars a
cartesianes, iles segones, de cartesianes a polars.

Per dibuixar una corba en 120° 90° 60°
coordenades polars que
s’expressara en la forma 150°

p=£(6)

farem una taula de valors
donant a l'argument, per
exemple, valors miiltiples de
30° i obtenint els moduls
corresponents.

Dibuixarem després en el pla
un feix de rectes que passen pel ~ 210° 330°
pol i amb inclinacions de 30°
en 30° i una familia de 240° . 300°
circumferéncies 270

concentriques de centre el pol O i de radis 1, 2, 3,... Aixi, en la figura
hem representat el punt P(3, 309).

180°
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Per a l'estudi de les corbes en coordenades polars ens limitarem .
nomeés al calcul dels extrems o mdaxims i minims en polars, que son els
valors de I'argument que fan maxim o minim el moédul.

Els trobarem anul-lant la derivada dp/d6 i, si d2p/d62 és negativa, es
tractara d'un maxim, mentre que si és positiva sera un minim.

Exemple 43, Per a la corba en coordenades polars p=4. sin2(6/3) fem
en primer lloc una taula de valors, donant a I'argument els angles 0°,
30°, 60°, ... fins que el modul es repeteixi:

0°, 0 (30°, 0'12) (60°, 0'46) (90°, 1)
(120°, 1'65) (150°, 2'34) (180°, 3) (210°, 3'53)
(240°, 3'87) (270°, 4) (300°, 3'87) (330°, 3'53)
(360°, 3) (390°, 2'34) (420°, 1'65) (480°, 0'46)
(510°, 0'12) (540°,0) (670°,0'12) v

La grafica de la funci6 és:

Comprovem que el periode de la funcié és [0°, 540°], perqué si
continuem donant més valors a I'argument, llavors la corba passara
sobre ella mateixa.

Estudiem ara els extrems de la funcié calculant la derivada:

dp =42 sm(s) cos{} 1 =2 sin(2D °)

Si dp/do=0, resultara que sm(29/3)=0, d'on 206/3=180°k, on keZ.
Per tant, 6=(180°.Kk).3/2=270°.k. Per a k=0 tenim 6=0° i aixi
p=4.sin2(0°/3)=0 i un punt extrem és el P1(0°,0). Per a k=1, 6=270° i
p=4.sin2(270°/3)=4.5in2(90°=4.12=4 i el segon extrem és P5(270°,4).

Observemn que Pj i Py son, respectivament, el minim i el maxim
valors del modul. Comprovem-ho, perd, calculant la derivada segona

a% =i,cos(&),z =§,Cos(&)
de2 3 3/3 9 3
Per 6=0° = ﬁ=§.005(£) =850 = P min.
2 9 9

de 3

Per 6=270° = 92£=§-.cos(2'27° ): -8<0 = Pomax.
de2 9 3 9
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En l'exemple anterior l'argument 6 s'ha expressat en graus
sexagesimals, pero si aquest no és I'angle d'una funcié trigonométrica,
s’haura d'expressar en radians, perqué el modul, com que és una
longitud, no pot expressar-se en graus.

Recordem, de pasada, I'equivaléncia entre les dues mesures angulars:
7 rad=180°.

Exemple 44. Donada la corba en polars p=212/6, suposem que ens

demanen dibuixar-la en l'interval [360°, 1800°] i donant valors de 90°

en 90°. Substituint directament per I'argument 360° obtindriem
p=2n2/360°

la qual cosa és imposible, perqué p ha de ser una mesura lineal i
els graus s6n una mesura angular. Si volem fer servir graus
sexagesimals haurem d'aplicar abans factors de conversio:

2.2 180° _ _360°
rad =T

o° "rrad e°

Femn la taula de valors en l'interval indicat:

(360°, 3'14) (450°, 2'51) (540°, 2'09) (630°, 1'79)
(720°, 1'57) (810°, 1'39) (900°, 1'25) (990°, 1'14)
(1080°, 1'04) (1170°, 0'96) (1260°, 0'89) (1350°, 0'83)
(1440°, 0'78) (1530°, 0'73) (1620°, 0'69) (1710°, 0'66)
(1800°, 0'62) e e

Amb aquests valors de l'argument i del modul podem fer la gréﬁca
de la funcio:
Y

an

o)

-1

Observem que la corba anterior és una espiral i que, a mesura que
augmenta l'argument, el modul es fa cada vegada més petit. Després
d'infinites voltes la corba arribaria al pol.
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Domini i recorregut

Domini: D(f)={x / 3f(x)} (conjunt d'existéncia) Subconjunt de X
F. racional: flx)=p(x)/qx) = q(x)=0
F. irracional: f{x)=gx) = gx)=0
F. logaritmica: f(x)=Log[g(x)], fx)=Ln[gx)] = gx)>0
F. trig. inv.: f(x)=arcsin[g(x)], f(x)=arccos[g(x)]] = -1<g(x)<1

Recorregut: R(f)={f(x) / xeD(f)} (conjunt imatge) Subconjunt de Y

Simetries i periodicitat

Simetria respecte de l'eix X: y=tf(x) (funcié multiforme)
respecte de l'eix Y: f(-x)=£(x) (funcio parella)
respecte de l'origen: f(-x)=-f(x) (funci6 imparella)

Funci6 periodica: f(x+p)=£f(x) Periode: p (minim valor)

Interpretacio grafica:

Y

+(x) alY
N \ h(x)
-f(x) L L M@M

D()=[0, +=), Rf)=%  D(g=R, R(g=(0, a D(h)=%, R(h)=[-1, 1]
Sim(X}, No period. Sim(Y), No period. ~ Sim(0), Period. p=2n

Asimptotes verticals

Equacio: x=a Condicio: y— o
Tipus:
Lim fX) =+ (AV.7), Lim {(x) = (A.V.)), Lim {(x) =1 (A.V.])

s B A
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Asimptotes horitzontals

Equacio: y=b Condici6: x—
Tipus: .
Lim f(x)=b (A.H—), Lim fx)=b (A.H.«), Lir+n fix) =b (A.H)
X—>+oo X—y-00 X—too
Y Y Y
\ 4' b /\
> - >
1

Asimptotes obligiies

Asimptota obliqua: y=m.x+n  (m=pendent, n=ordenada origen)

m=Lim [{x)/x] =Lim f'(x) , nxim [f(x)-m.x]
X—>o0 X—ro0 X—yo0
Tipus:
Y Y Y

n
\
el
L ~

(A.O. X +c0) (A.O. x> -o0) (A.O. x— *o0)

Punts angulosos i de tall amb els eixos

Punts angulosos: f'(a-)#f"(a+) (Punt no derivable)

F. en valor absolut: f(x)=|g(x| P. angulosos: g(x)=0
Punts de tall amb I'eix X: P(x,0) (Substituir y=0 en la funcié)
Punts de tall amb l'eix Y: @(0,y) (Substituir x=0 en la funcio6)
Signe de la funci6: zones amb el mateix signe de f(x)

(Tenir en compte els punts de tall amb l'eix X i les asimp. verticals)

F. sobre I'eix x: f. positiva  F. sota l'eix X: f. negativa

Zones on no pot passar la corba: zones prohibides
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Creixement, decreixement i extrems

Punt ordinari: 3f(a), f'(a), £ °(a), ...

Punt derivable: 3f (a) Punt angulés: f'(a’)#f (a?)
Punt critic: f(a)J=0 v Zf(a) (Punt critic de 1a espécie)
Punt de creixement: £'(a)>0

Conseq.: recta tangent (y=m.x+n): m>0 (pend. positiu)
F. creixent: Vx;,x2eBe(a), six;<xs = f(x;)<f(x2)

Y y=f(x) Y y=f(x)
t f(xo) 5
f(X 1)
X X
X 1 a XZ

Punt de decreixement: £ (a)<0
Conseq.: recta tangent (y=m.x+n): m<0 (pend. negatiu)
F. decreixent: Vxy,x2eBe(a), sixi<xs = f(x;)>f(x5)

y=f(x) y=f(x)

f(X 1)
P

f(xo)
X ' | X.

I a X, a Xg

Intervals de creixement i de decreixement:
CRE={xcD(f) / f'(x)>0} DEC={xc D(f) / £ (x)<0}
Estudi dels intervals de creixément i decreixement:
(Cal tenir en compte els punts critics i les asimptotes verticals)
Punts extrems: separen el creixement/decreixement
Punt maxim: VxeBe(a) = f(x)<f(a) (passa de creix. a decreix.)
Punt minim: VxeBg(a) = f{x)>f(a) (passa de decreix. a creix.)

Y P Y
fla), \
flx) ) \
f(a) 3
X X X X
a-g a a-+e a-€ a a+e

Consequiéncia: punt critic ordinari: f* (a)=0
Punt maxim: f""(a)<0 Punt minim: £ ‘(a)_>0
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Creixement, decreixement i extrems (cont.)

Cas general on s'anul-la la derivada segona:
f(a)=0, f3(a)=0, ..., fo-l(a)=0 i fin(a)z0
Extrems segons la paritat de la primera derivada no nul-la:

n fn (a)<0 fo (2)>0 -

Parell |Maéxim (F. convexa)| Minim (F. concava)

Imparell Punt d'inflexié de tangent horitzontal

Resum grafic:

DEC \ | DEC| CRE | DEC

; X
\Xl X X3 X4 Xg Xg X7H
v \
Punts discontinuitat: xj i x7 Punts critics: x9, X3, X4, X5 i Xg
Punts derivables: X2, X4 1 Xg Punts angulosos: x3 i x5
Punts extrems: xg, X3, X5 i Xg Punts tang. horitz.: xg, x4 1 Xg
Punts minims: xg i X5 Punts maxims: x3 i Xg

Concavitat, convexitat i punts d'inflexi6

Punt critic de 2a espécie: f°(a)=0 v Ff(a)

Punt de concavitat: £°(a)>0
Consequiéncies:
Parab. osculadora (y=p.x2+q.x+r1): p>0 (parab. directa)
Corba sobre la tangent: t<f(x)
Corba sota la secant: f{x)<g(x)
Y y=1(x) Y y=f(x)
flx)
tx) gx)

P P fx)
X t X
a a

Funci6 concava en un punt: P(a,f(a)) punt de concavitat
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Concavitat, convexitat i punts d'inflexi6 (cont.)

Punt de convexitat: £°(a)<0

Consequiéncies:
Parab. osculadora (y=p.x2+q.x+1): p<O (parab. invertida)
Corba sota la tangent: t>f(x)
Corba sobre la secant: f(x)<g(x)

Y y= Y Y
y={x) p P P

« =f]
t(x) /% N \t i) M &)
f(x) E

gx) <

X y=ilx) X 3 X

a a X X;x a Xo

Funcié convexa en un punt: P(a,f(a)) punt de convexitat

Diferéncies entre matematica i economia:
F. matematicament concava = F. econdomicament convexa
F. matematicament convexa = F. econdmicament concava

Intervals de concavitat i convexitat:
coNC={xeD(f) / £°(x)>0} conv={xeD(f) / £ "(x)<0}

Estudi dels intervals de concavitat i convexitat:
(Cal tenir en compte els p. critics de 2a esp. i les asimp. verticals)

Punts d'inflexi6: separen concavitat i convexitat
P. d'inflexi6 amb tangent horitzontal: f(a)=0 i f"(a)=0.
Resum grafic:

\ X X X3 X, x5 %5 |
v v
P. critics 2a espécie: X2, X3, X4 i X5 Punts d'inflexié: x3, x4 i x5

P d'inflexié amb tangent horitzontal: xg3
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Resum de l'estudi general d'una corba

(1) Domini: |D(®={x / =)} (conjunt d'existéncia)

(2) Simetries:
Eix X: |y=tf(x) Eix Y: |f(-x)=f£(x) Origen: |f(-x)=-f(x)
(3) Periodicitat: |f(x+p)=£(x)| (minim valor de p)

(4) Asimptotes:
AV.: (y—oo) = AH.: (x—>~) = '
A.O.: (x—es) = (m=Lim[f(x)/x] , n=Lim[f(x)-m.x])

(5) Punts angulosos: |f(a’)#f (a*)| (Punt no derivable)

(6) Punts de tall amb els eixos:
Eix X: (y=0) = Eix Y: (x=0) =

(7) Signe de la funci6: (Cal tenir en compte‘ els punts de talli A.V.)
Positiva: |(+)={x / f(x)>0}] Negativa: |(-)={x / f(x)<0}|

(8) Punts critics: |f°(a)=0| + Punts no derivables

(9) Creixement i decreixement: (partir dels punts critics i A.V.)
Creixement:| f'(a)>0 Decreixement: |f'(a)<0

(10) Punts extrems: (separen creixement i decreixement)

Maxim: |Creix — Decreix] Minim: lDecreix - Creizq
Punt ordinari: maxim: |f""(a)<0 minim: |f"(a)>0

(11) P. critics de 2a espécie: |f*(a)=0| + Punts no derivables

(12) Concavitat i convexitat: (trobar p. critics 2a esp. i A.V.)
Concavitat: [f"“(a)>0 Convexitat: |f°(a)<0

(13) Punts d'inflexio: (separen concavitat i convexitat)
(14) Taula de valors: (donar alguns valors addicionals a la x)

(15) Grafica de la corba: (assenyalar-hi totes les caracteﬁsﬁques)

(16) Recorregut: |R(={flx) / xD(H} (Conjunt imatge)
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Corbes en coordenades paramétriques

Coordenades parameétriques: x=x(t), y=y(t) Parametre: t
Corba en coord. paramétriques: {x=x(t), y=y(t)} '
Domini paramétric: Dp
(Interval de t minim que defineix completament la corba)
Punt doble: x(t1)=x(t2), y(t1)=y(t2) i t1=to.
(Punts on la corba passa una vegada per sobre d’ella mateixa)

Punts multiples: generalitzacié de punt doble
Tipus d'extrems:

Ext. horitzontals: dx/dt=0 (permeten calcular el domini)

Ext. verticals: dy/dt=0 (permeten calcular el recorregut) .

Corbes en coordenades polars

Semieix positiu de les X: eix polar Origen de coord.: pol
Radi vector: OP (segment que va del pol al punt)

Coordenades polars: P(p, 6)

Modul: p (distancia del punt a l'origen)

Argument: 0 (angle format pel radi vector i I'eix polar)
Transformacions entre coordenades:

De polars a cartesianes:

x=p.cos(0) - y=p.sin(0)
De cartesianes a polars:
p=Vx2+y2  6=Arctan(y/x)

Extrems d'una funcié: valors maxims i minims del modul

Calcul dels extrems: dp/d6=0

Maxim: d2p/d62<0 Minim: d2p/d62>0

Transformacié de graus a radians: n rad=180°
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e) PROBLEMES RESOLTS
2.1 CORBES EN COORDENADES CARTESIANES

Corbes polinémiques

32. Per a la funcié f(x)=(-x4+4x3+12x2-32x+71)/27 i calculant les
dues primeres derivades, determina els tres extrems i els dos punts
d'inflexi6. En el punt de tall P de la corba amb l'eix d'ordenades
‘determina I'equacié de la parabola osculadora. Quin és el seu vértex?
En quin altre punt, a més del P, talla la corba donada? Fes la grafica
de la funcié i la parabola osculadora.

Solucié.
PUNTS EXTREMS. Calculem en primer lloc la derivada:

fx)= ~4x3+12.x2424.x-32
27
Els punts critics els trobarem fent que f'(x)=0, d'on
-4.x3+12.x2424.x-32=0 , x3-3x2-6x+8=0

Resolem per Rulffini aquesta equacié de 3r grau, i comprovem en
primer lloc que x3=1 és una arrel:

1 -3 -6 8
11 1 -2 -8
1 -2 -8 ©

Resolent T'equaci6 de 2n grau resultant x2-2x-8=0 obtenim les
arrels xo=4 i x3=-2. Les imatges d’aquests tres valors de x sén:

f(1)=(-1.144+4.13+12.12-32.1+71) /27=...=2

f(4)=(-1.4%4+4.43+12.42-32.4+71) /27=...=5

f(-2)=(-1.(-2)4+4.(-2)3+12.(-2)2-32.(-2)+71) /27=...=5
Per tant, els punts critics sén P1(1,2), P2(4,5) i P3(-2,5).

Calculem ara la derivada segona:

fx)= -12.X2424.x424 _ -4.x%48x+8 _ “4(x2-2.x-2)
27 9 9

Estudiem quin tipus d'extrem (maxim o minim) sén els tres punts
critics trobats. Amb aquesta finalitat ens fixarem en el signe que té
la derivada segona en aquests punts:

£7(1)=-4.(12-2.1-2)/9=-4(-3)/9=(+) =
f(4)=-4.(42-2.4-2)/9=-4(6)/9=() =

£7(-2)=-4.((-2)2-2.(-2)-2)/9=-4(6)/9=() = [ P3(-2, 5) max |
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PUNTS D'INFLEXIO. Els punts critics de 2a espécie, que pel fet de ser
una corba polindmica coincidiran amb els d'inflexio, els trobarem
anul-lant la derivada segona:

-4(x2-2x-2)/9=0 , x2-2x-2=0
Resolem aquesta equaci6 de segon grau: .
- - - 2— - o
) +/( 5)1 4.1.(-2) _ 21\/212 _ 2+3V§ - 1413 = 141'73

Amb el signe positiu x4=2'73 trobem la imatge emprant la regla de
Ruffini en el numerador de fix)=(-x4+4x3+12x2-32x+71)/27:

-1 4 12 -32 71
2'73)__ 1 -2'73 3'46 42'22 27'91
-1 1'27 15'46 1022 (98'91

Dividint per 27, resulta f(2'73)=98'91/27=3'66.
Amb el signe negatiu tenim x5=-0'73 i la seva imatge sera

-1 4 12 -32 71
-0'73)__1L 0'73 -3'45 -6'23 27'91
-1 473 854 -3823 (9891

Observem que ens queda la mateixa imatge f(-0'73)=3'66
En conseqiiéncia, els dos punts d'inflexi6 sén:

| P4(2'73,366) | i | Ps5(-073, 3'66) |

PARABOLA OSCULADORA. El punt de tall de la corba amb leix
d'ordenades, que té d'equacié x=0, tindra per imatge

f(0)=(-1.04+4.03+12.02-32.0+71)/27= 71/27

Aquest punt és | P(O, 71/27) | i, aproximadament, P(0,2°63).

L'equaci6 de la parabola osculadora en aquest punt, que és la
parabola que més s'acosta a la corba en el punt P, té per equacio

y=fla) + f@).(ca) + — D (x-a)
Com que a=0, f(a)=71/27, f'(a)=...=-32/27 i {(a)=...=8/9 tindrem

=71 32 x0 8/9 (.2 | 71-32.x+12. x2
y27+27.(x)+ 2.(xO) o

Sabem que el vértex és el seu punt extrem. La derivada és

-32+24.x _ 8.3x-4)
27 27

S'anul-lara quan 3x-4=0, és a dir, quan x=4/3=1'33. La imatge és
y(1'33)=(71-32.1'33+12.1'332) /27~ 1'83

El vértex de la parabola és el punt | V(1'33,1'83)|.

y’:
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Els punts de tall de la corba y=(-x4+4x3+12x2-32x+71)/27 amb la -
parabola osculadora y=(71-32x+12x2)/27 els podem trobar fent les
corresponents grafiques en una mateixa figura:

Observem que és el punt Py(4, 5). També el podem determinar
resolent el sistema format per les dues equacions anteriors.

Igualant-les i simplificant per 27,
-x4+4x3+12x2-32x+71 = 71-32x+12x2.
Simplificant de nou, -x4+4x3=0 , x3.(4-x)=0 , d'on x=0 i x=4

Per x=0 s'obté el punt de contacte P(0, 71/27) entre les dues
corbes. Observem que en aquest punt l'ajustament sera d'ordre 2,
perqué es tracta d’'una parabola osculadora.

Per x=4 s'obté el punt maxim P2(4,5), on notem que I'ajustament
és d'ordre O perqué les corbes son secants en el punt.

33. Determina una corba polindémica de quart grau de manera que
tingui un punt critic en P;(1,3) i un punt critic de 2a espécie, amb
tangent de pendent 2, en el punt P2(0,0). Té altres punts critics?

Estudia el creixement/decreixement i els extrems. Estudia la

concavitat/convexitat i els punts d'inflexi6. En quin punt, diferent de
l'origen, es tallen la tangent donada i la corba? Fes-ne la grafica.

Solucié. Com que la fuhci() polindomica desconeguda ha de ser una
equacio de quart grau, adoptara la forma

fx)=a.x4+b.x3+c.x2+d.x+e

on haurem de determinar els coeficients a, b, ¢, d, e utilitzant les
condicions de l'enunciat.




ESTUDI GENERAL D'UNA FUNCIO 89

1) La corba ha de passar pel punt P;(1,3):

3=a.14+b.13+c.12+d.1+e , | a+b+c+d+e=3 | (1)

2) El punt P(1,3) ha de ser un punt critic: f(1)=0
f'(x)=4a.x3+3b.x2+2c.x+d

0=4a.13+3b.12+2c.1+d , | 4a+3b+2c+d=0 | (2)

3) La corba ha de passar pel punt P(0,0):

0=a.0%+b.03+c.02+d.0+e , 3)

4) El punt P2(0,0) ha de ser un p. critic de 2a espécie: f*(1)=0
f"(®)=12a.x2+6b.x+2c :

0=122.02+6b.0+2c , 2¢=0, @)

5) En el punt P2(0,0) la tangent ha de tenir pendent 2: (0)=2

2=42.03+3b.02+2¢.0+d , (5)
Resoldrem el sistema format per les cinc equacions anteriors,

substituint les tres Gltimes en les dues primeres:

a+b+0+2+0=3 { a+ b=1 -3a-3b=-3
4a+3b+0+2=0 " 4a+3b=-2 ’ 4a+3b=-2
Sumant, a=-5, i substituint en la primera, -5+b=1, b=6.

La funcié demanada sera f(x)=-5.x4+6.X3+0.x2+2.x+0, és a dir:

| fx)=-5.x4+6.x3+2.x |

PUNTS CRITICS. Els trobarem anul-lant la derivada primera:
f(%)=-20.x3+18.x2+2 , -20.x3+18.x2+2=0 , 10.x3-9.x2-1=0

Com que per hipoétesi un punt critic és el P1(1,3), tindrem

10 -9 0 -1
1) 10 1 1
10 1 1 (0]

L'equacié de 2n grau 10.x2+x+1=0 no té cap arrel real perqué el
discriminant b2-4.a.c=12-4.10.1=-39 és negatiu.

En conseqiiéncia, a part de Pj, no hi haura cap altre punt critic.

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Posem 1'nic punt critic Pl(-1,3)
en I'eix X i estudiem el signe de f'(x)=-20.x3+18.x2+2:
CRE P DEC
O X
1
Per x<1, p.e. x=0, £(0)=0+0+2=(+) Creixent
Per x>1, p.e. x=2, {(2)=-20.8+18.4+2=(-) Decreixent
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En resum, els intervals de creixement i decreixement sén
[ Cre=(-o0,1) | | Dec=(1,+) |

Com que a l'esquerra del punt P la funcié és creixent i a la dreta
decreixent, LPI(I, 3) és un maxim |

Y
< 4 Pl
1 t
1o Ps Py
X
1 05 1 1'5

CONCAVITAT, CONVEXITAT 1 PUNTS D'INFLEXIO. Partirem de la denvada
segona " (x)=-60.x2+36.x=12x. (3-5x) i trobarem els punts critics de
2a especie fent que s'anul-li:

12x.(3-5x)=0 = x=0 i x=3/5=0'6
Per x=0 obtenim el punt P9(0,0), que ja per hlpote31 era un punt
critic de 2a espécie. Per x=0'6 la seva imatge és
f(0'6)=-5.(0'6)4+6.(0'6)3+2.(0'6)=...=1'848
Aixi tindrem l'altre punt critic de 2a espécie P3(0'6, 1'8).

Situem els dos punts trobats en l'eix X i estudiem el signe de la
derivada segona:

convv. P2 conc P3 conv
-0 Oo— X
0 0'6
Per x<0, p.e. x=-1, f7(-1)=12(-1)(3+5)=(-) Convexa
Per 0<x<0'6, p.e. x=0'3, £7(0'3)=12.0'3(3-1'5)=(+) Coéncava
Per x>0'6, p.e. x=1, {7(1)=12.1.(3-5)=(-) Convexa

En consequiéncia, els intervals de concavitat i convexitat seran-

Conc=(0,06) | i | Conv=(-,0)U(0'6,+e) |

Com que els punts trobats separeh la concavitat i la convexitat,
tindrem:

| P2(0, 0) i P3(0'6, 1'8) sén punts d'inflexio |
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PUNTS DE TALL ENTRE LA CORBA I LA TANGENT DONADA. Aquests punts els
trobarem resolent el sistema format per I'equacié de la corba y=-
5x4+6x3+2x i la de la tangent en l'origen que per hipodtesi té de
pendent 2, y-0=2.(x-0), y=2x.

Igualant, -5x4+6x3+2x=2x , -5x%+6x3=0 , -x3.(5x-6)=0

La primera soluci6 és x=0, d'on obtenim el punt de tangéncia P2(0,
0). Quant a l'altre, x=6/5=1'2, tenim y=2x=2.1'2=2'4 i aixi

[ P4(1'2, 2'4) és T'altre punt de tall l

34. Determina el tipus de simetria de la corba polinémica de 5& grau
f(x)=(1/20)x5-(2/3)x3+(11/30)x. Calcula els tres punts d'inflexio i
també, de manera aproximada, els punts de tall amb els eixos i els
punts extrems i indica si s6n maxims o minims. Fes-ne la grafica.

Solucié. Reduim en primer lloc a comtt denominador la funcio

flx)= x5 _2x3 , 11x _ 3.x540.x3+22.x
20 3 30 60

SIMETRIA. Observem que es tracta d'una funcié imparella perqué els
graus dels monomis del numerador s6n imparells:

fl-x)= 3.(-x) 5-40.(-x) 3+22.(x) _ -3.x5+40.x3-22.x _
60 60
- _ 3.x5-40.x3+22.x _ -fx)
' 60

Per tant, | la funci6 és simétrica respecte de l'origen |

PUNTS D'INFLEXIO. Calculem les dues primeres derivades
f(x)= 15.x4 12(()). x2+22 i f®)= 60.X:;-§40.X = x3-4x

Els punts critics de 2a espécie els trobarem anul-lant la derivada
segona, {"(x)=0:
x3-4.x=0 , x.(x2-4)=0 , d'on x1=0, x9=2 i X3=-2
Les seves imatges i els punts corresponents seran
£(0)=(3.05-40.02+22.0)/60=0, P1(0,0)
£(2)=(3.25-40.22+22.2)/60=-180/60=-3 , P2(2,-3)
f(-2)=-1(2)=-(-3)=3 , P3(-2,3)

Com que és una funci6 polinémica, els punts critics de 2a espécie
separaran la concavitat de la convexitat i, per tant, seran punts
d'inflexi6é. Deduim, doncs, que

[ P1(0,0), P2(2.-3) i P3(-2,3) son punts d'inflexio
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PUNTS DE TALL AMB ELS EIXOS. Si un punt esta en l'eix X, verifica que
y=0, és a dir, f(x)=(3x5-40x3+22x)/60=0. Per tant:

x.(3x4-40%x2+22)=0
De x=0 obtenim el punt P1(0,0) i de 3x4-40x2+22=0, si fem el canvi
x2=t, ens quedara l'equaci6 de 2n grau 3t2-40t+22=0, que.té per

arrels
_ 40+V(40) 24.3.22 _ 40+(1336 _ 404365513
B 2.3 - 6 - 6
Amb el signe positiu, t=12'758, i com que x2=t, sera x2=12'758,
d'on ens resulten les dues arrels x=t3'57. Amb el negatiu, t=0'574 i
aixi x2=0'574, d'on x=+0'75. '
D'aquesta manera els cinc punts de tall amb l'eix X son:

[ P1(0.0) | [ P4(3'57,0) | [ P5(-357,0) | [ Pe(0'75.0) | [ P7(-0'75,0) |

t

Quant al punt de tall amb I'eix Y, es fard x=0 i el punt sera
novament l'origen de coordenades P;(0,0).

PUNTS EXTREMS. Si anul'lem la derivada, f'(x)=(15x4-120x2+22)/60,
obtindrem els punts critics, que seran els possibles extrems de la
funci6é polindmica donada.

Ens quedara I'equaci6 biquadrada 15x4-120x2+22=0, on hem de
tornar a fer el canvi x2=t. Ens resulta 15t2-120t+22=0, d'on

t= 12047/(120) >4.15.22 _ 120+13080 _ 120+114'3678
2.15 30 30-

Amb el signe positiu, t=7'8122, i com que x2=t, tindrem les dues

arrels x=+2'79. Amb el negatiu, t=0'18774 i aixi x=+0'43.

Si trobem les imatges en la funcié f(x)=(3x5-40x3+22x)/60)
deduirem que els quatre extrems sén

Pg(2'79, -5) , Pg(-2'79,5) , P10(0'43,0'1) i P11(-0'43,-0'1)
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Per determinar si sén maxims o minims, ens fixarem en el signe de
la derivada segona, f~(x)=x3-4x=x.(x2-4).

£(2'79)=2'79.(2'792-4)=(+)(+)=(+), [ Ps(2'79,-5) min |
£(-2'79)=-2'79.((-2'79)2-2)=()(+)=(-), [ Po(-2'79.,5) max |
£(0'43)=0'43.(0'432-4)=(+)(-)=(), [ P10(0'43,0']) max |
£(-0'43)=-0'43.((-0'43)2-4)=()()=(+), [ P11(-0'43,-0']) min |

Hem dibuixat a la pagina anterior la grafica de la funcié, aixi com
tots els punts estudiats.

35. Sigui la corba polindmica f(x)=(x8-30.x4+192.x2)/64. Quin tipus
de simetria té? En quins punts talla els eixos? Estudia els punts
critics, el creixement/decreixement i els extrems. Determina també els
punts critics de 2a espécie, la concavitat/convexitat i els punts
d'inflexié. Fes-ne la grafica. Quin és el recorregut?

Solucié.
SIMETRIA. Observem que, com que tots els exponents sén parells, la
funcié és una funcié parella. Es complira que

f(-x)=[(-x)6-30.(-x)4+192.(-x)2] / 64=(x5-30.x%+192.x2) / 64=f(x)
Per tant, la funcié és | simétrica respecte de l'eix Y |

PUNTS DE TALL AMB ELS EIXOS. Calculem en primer lloc els punts de
tall amb l'eix X, fent y=0,
(x6-30.x4+192.x2) /64 , x6-30.x4+192.x2=0 , x2.(x4-30.x2+192)=0

Si x2=0, ens resulta x=0 i f{0)=0/64=0, d'on obtenim l'origen de
coordenades P1(0,0).

Si x4-30.x2+192=0 haurem de fer el canvi de variable x2=t, d'on ens
queda I'equaci6 de 2n grau t2-30.t+192=0, que té per arrels
_ 30++/(30) 2.4.192 - 30+Y132 _30+11'4891

2 2 2

Amb el signe positiu, t=20'7445, i com que x2=t, obtenim dues
arrels x9=4'55 i x3=-4'55. Amb el signe negatiu, t=9'25545 i de x2=t
ens queden dues noves arrels x4=3'04 i x5=-3'04.

En conseqiiéncia, els cinc punts de tall amb l'eix X son

| P1(0,0) | | P2(4'55,0) | | P3(-4'55.0) | | P4(3'04,0) | | P5(-3'04,0) |

t

Quant als punts de tall amb l'eix Y, fem x=0 i resulta
f{0)=(06-30.04+192.02)/64= 0/64= 0

Lnic punt de tall amb l'eix Y és l'origen | P1(0,0)
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CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Calculem la derivada
fx)= 6x5120.x3+384.x _ 3.x5-60.x3+192.x
64 32
Els punts critics seran els que compleixen f'(x)=0, és a dir,
3.x5-60.x3+192.x=0 , 3x.(x4-20.x2+64)=0
De 3x=0 deduim x=0, que correspon al punt P1(0,0). Mentre que

per a l'equaci6 biquadrada x4-20.x2+64=0, si fem com abans x2=t ens
queda l'equaci6 de 2n grau t2-20.t+64=0, que té d'arrels

_ 20+/(20) 2-4.64 _20+Y144 _ 20%12
B 2 T2 2
Amb el signe positiu, t=16, i com que x2=t tenim x2=16, d'on
resulten les dues arrels x=4 i x=-4 que, pel fet que la funcié és
parella, f(x)=x2.(x%-30x2+192)/64, tindran la mateixa imatge
f(+4)=42.(44-30.42+192)/64=16.(256-480+192) /64=-8
Dos punts critics més son el Pg(4,-8) i el P7(-4,-8).

t

Amb el signe negatiu, t=4, i aixi x2=4, d'on x=2 i x=-2, que tindran
la mateixa imatge igual a:
f(+:2)=22.(24-30.22+192)/64=4.(16-120+192) /64=5'5
Els dos altims punts critics seran el Pg(2,5'5) i el Pg(-2,5'5).

Per saber els intervals de creixement i de decreixement, situarem
els punts critics en l'eix X i estudiarem el signe de la primera
derivada, f'(x)=3x.(x%-20x2+64)/32, on posem per facilitat
f ®)=k.x.(x4-20x2+64), on k=3/32>0:

pec P7 cre P9 pec P1 cre P8 pEc P6 cre
4 2 0 2 2
Per x<-4, p.e. x=-5, {'(-5)=k(-5)(625-500+64)=(-) Dec.
Per -4<x<-2, p.e. x=-3, {(-3)=k(-3)(81-180+64)=(+) Cre.
Per -2<x<0, p.e. x=-1, f'(-1)=k(-1)(1-20+64)=(-) Dec.
Per O<x<2, p.e. x=1, f(1)=k1(1-20+64)=(+) Cre.
Per 2<x<4, p.e. x=3, {(3)=k3(81-180+64)=(-) Dec.
Per x>4, p.e. x=5, {'(5)=k5(625-500+64)=(+) Cre.
Per tant, els intervals de creixement i decreixement seran

| Cre=(-4,-2000.204.+) | [ Dec=(=-a)01-2.002.4)|

Si observem el creixement i el decreixement a I'esquerra i a la dreta
dels punts critics, deduirem que:

| P1(0,0) min | [ Pe(4,-8) min | [P7(-4.-8) min |
| P(2,5'5) max | [ Po(-2,5'5) max |
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CONCAVITAT, CONVEXITAT I PUNTS D'INFLEXIO. Calculem la derivada
segona, que és la derivada de {* (x)=(3x5-60x3+192x) /32:

fx)= 15.x%-180.x2+192 _ 3.(5.x1-60.x2+64)
32 32
Trobarem els punts critics de 2a espécie, amb {7 (x)=0:
5.x4-60.x2+64=0

Ens trobem una altra vegada amb una equacié biquadrada. El
conegut canvi x2=t ens la transformara en l'equacié de segon grau
5t2-60t+64=0, que té d'arrels:

60+v/(60) %-4.5.64 - 60112320 _ 60+48'1663
2.5 10 10

Amb el signe positiu, t=10'81, i com que x2=t tenim x2~10'81, d'on
obtenim x~=+3'28. Amb el negatiu, t=1'18, x2=1'18 i ens resultara
x=+1'08. ,

Si utilitzem la funcié f(x)=x2.(x4-30.x2+192)/64 per trobar les
imatges, els punts critics de 2a espécie seran aproximadament

[ P10(32, -2'6) | | P11(-3'2, -2'6) | | P12(1, 2'9) | [ P13(-1, 2'9) |

t=

Els intervals de concavitat/convexitat els determinarem amb el
signe de la derivada segona, f(x)=3(5x%- 60x2+64)/32 o bé
f (x)=k.(5x4-60x2+64) on k=3/32>0:

CONC P}‘ 1 CONV P}\3 CONC Pﬁl‘z CONV PLO CONC
-3"'28 —1".(')8 1"(;8 3';8

Per x<-3'28, p.e. x=-4, {7(-4)=k(1280-960+64)=(+) Conc.

Per -3'28<x<-1'08, p.e. x=-2, {7 (-2)=k(80-240+64)=(-) Conv.

Per -1'08<x<1'08, p.e. x=0, {"(0)=k(0-0+64)=(+) Conc.

Per 1'08<x<3'28, p.e. x=2, {"(2)=k(80-240+64)=(-) Conv.

Per x>3'28, p.e. x=4, {(4)=k(1280-960+64)=(+) Conc.
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Els intervals de concavitat/convexitat, on es pot comprovar la
simetria amb l'eix Y, seran, doncs:

| Cone=(-co,-3'28)U(-1'08,1'08)U(3'28, +=0) |

| Conv=(-328,-1'08)u(1'08,3'28) |

RECORREGUT. Finalment, observant la grafica de la pagina anterior,
veiem que el recorregut és R(f)=[-8,+c0).

Corbes racionals

36. La grafica de la funci6 f(x)=(x2+14x+9)/(x2+2x+3) té un maxim i
un minim. Determina'ls per mitja dels punts critics i de I'estudi del
creixement/decreixement. Troba també l'asimptota horitzontal, els
punts de tall amb els eixos i el signe de la funcié. Dibuixa’n la grafica i
assenyala’n el recorregut.

Solucié.
PUNTS CRITICS. Calculem en primer lloc la derivada:
£ (x)= (2x+14)( x2+2x+3) - ( x2+14x+9)(2x+2)
(x2+2x+3) 2
= 2x5+4 x246x+14 x2+28%x+42-2 x3-2%2-28 x2-28%-18x-18
(x2+2x+3) 2
= -12x2-12x424 _ -12.(x2+x-2)
(x242x+3) 2 (x24+2x+3) 2
Els punts critics d'aquesta funcié racional sén els punts on
s'anul-la la derivada. Per tant, x2+x-2=0, i si apliquem la formula de
I'equacié de 2n grau, obtindrem x;=1 i x9=-2.
Com que les seves imatges so6n flx1)=(1+14+9)/(1+2+3)=24/6=4 i

f(x2)=(4-28+9)/(4-4+3)=-15/3=-5, ens resultaran els dos punts critics
Pi1(1,4) i Po(-2,-5).

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Estudiem el signe de la

derivada, que és de la forma f(x)=(-).(x2+x-2)/ (H)=0).(x2+x-2), en els
tres intervals en qué els dos punts critics divideixen I'eix X:
pEc P2 CRre Py DEC
O —_0— . X
-2 ‘ 1

Per x<-2, p.e. x=-3, f'(-3)=(-).(9-3-2)=(-).(+)=(-) Decreixent
Per -2<x<1, p.e. x=0, f'(0)=(-).(0+0-2)=(-).(-)=(+) Creixent
Per x>1, p.e. x=2, f(2)=(-).(4+2-2)=(-).(+)=(-) Decreixent.




ESTUDI GENERAL D'UNA FUNCIO 97

Els intervals de creixement/decreixement sén

Cre=(-2,1) | Dec=(-o0,-2)U(1,+e0) ]

De l'estudi anterior deduim que P2 és un minim, perqué la corba
passa de ser decreixent a ser creixent. En canvi, P; és un maxim
perque a la seva esquerra és creixent i a la dreta decreixent:

| P11, 4) max | i | Pa(-2,-5) min |

ASIMPTOTA HORITZONTAL. Si fem que en la funcié x—+e, obtindrem

y= Lim x24+14x+9 _
X x242%+3

Per tant, | y=1 AH. &

Py

PUNT DE TALL AMB ELS EIX0S. Els punts de tall amb l'eix X sén de la
forma P(x,0). Si anul-lem, doncs, la funcid, resultara I'equaci6 de 2n
grau x2+14x+9=0, que resolta déna
o -14114%419 _ -1437160 _-14+12%65
2.1 2 2
Amb el signe positiu, x=-0'675, i amb el negatiu, x=-13'325, per la
qual cosa els punts de tall de la corba amb I'eix X sén:

| P3(-0675,0) | i [P4(-13'325,0) |

Com que els punts de tall de la corba amb l'eix Y sé6n de la forma
Q(0, x) substituirem la x per 0, f(0)=(02+0+9)/(02+0+3)=3. Aquest

punt de tall sera
Ps5(0,3)

Per estudiar el signe de la funcié prendrem els punts de tall amb
T'eix X i les possibles asimptotes verticals.
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Fixem-nos que el denominador és sempre positiu, perqueé
x2+2x+3=0 té arrels imaginaries (el discriminant A=b2-4ac és sempre
negatiu) i aixi no hi haura asimptotes verticals. Per estudiar el signe
de la funcié podem escriure f(x)=(x2+14x+9)/(+),

Py P
POS % NEG 3 POS

X

-

-13'325 -0'675
Per x<-13'325, p.e. x=-14, f(-14)=(196-196+9)/(+)=(+) Pos.
Per -13'325<x<-0'675, p.e. x=-1, f(-1)=(1-14+9)/(+)=(-) Dec.
Per x>-0'675, p.e. x=0, f(0)=(0+0+9)/(+)=(+) Pos.
El signe de la funcié6 és, per tant,
Pos=(-eo,-13'325)U(-0'675,+) | [ Neg=(-13'325,-0%675) |

GRAFICA I RECORREGUT. Tenint en compte totes les caracteristiques
estudiades, hem realitzat a la pagina anterior un esquema de la
funcié. Observem que el recorregut és

(RO-5. 47

387. Donada la corba f(x)=[x2.(3x-2)]/[5(x2+x-2)], calcula en primer
lloc les asimptotes verticals i obligiies. Quins s6n els punts de tall amb
l'eix d'abscisses? I el signe de la funcié? I els punts critics sabent que
x=0'5 n'es un? Fes-ne la grafica i, sabent que x=~0'5 és un punt critic,
estudia’n els extrems.

Solucio.

ASIMPTOTES VERTICALS I OBLIQUES. Si anul-lem el denominador, la
funci6 es fara infinita i obtindrem les asimptotes verticals. Per tant,
x24x-2=0, que té d'arrels x=1 i x=-2 i aixi

|x=1AV.] i [x=2AV.]

Quant a les asimptotes obliqiies, posarem la funcié en la forma

flx)= 1.8x3-2x2
) 5 x2+x-2
El pendent m de l'asimptota obliqua, y=mx+n, és
m= Umfx) _Lim ] 3x39x2 _ 1 Lim 3x2.9x -
xoe X x5 (x24x-2)x 5 xe x24x-2

L'ordenada en l'origen n és

1l3_3
5 5

- Lim - ldm[ 1 3x3.9x2 3 }_ 1 Lim [ 3x3-9x2 ]_
= flx)-mx ] = 13x3-2x2 3 4.1 Lim[3x39x2 4. ]_
5 o [flx)-mx ] X300 [ 5 x2%.2 5 5 xe { X2+x-2 8x
=1 Lirn{ 3x3-2x2-3x3-3x2+6x ] - 1 Lim { -5x2+6x ] =Ll =-1
5 xoe X24+x-2 5 xoee | x24x-2 5 -
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Per tant, l'asimptota obliqua té per equacio
y=(3/5).x-1
PUNTS DE TALL AMB L'EIX X. Si y=0 tindrem x2.(3x-2)=0, d'on deduim
directament x=0 i x=2/3. Aquests punts de tall seran
[ P10,0) | i [P2(0'66,0) |

El signe de la funci6 el determinarem a partir d'aquests dos punts
i de les dues asimptotes verticals:

Ay

NEG pos F1 pos P2 nEc Av pos
Vo Ve Fa Y

-2 0 0'66 1
Observem que la funcié donada f(x)=[x2.(3x-2)]/[5(x2+x-2)] tindra
el mateix signe que la g(x)=(3x-2)/(x2+x-2) perqué x2 i 5 sén positius.
Per x<-2, p.e. x=-3, g(-3)=(-9-2)/(9-3-2)=(-)/ (+)=(-) Neg.
Per -2<x<0, p.e. x=-1, g(-1)=(-3-2)/(1-1-2)=(-) /(-)=(+) Pos.
Per 0<x<0'66, p.e. x=0'5, g(0'1)=(0'3-2)/{0'01+0'1-2)=(+) Pos.
Per 0'66<x<1, p.e. x=0'7, g(0'7)=(2'1-2)/(0'49+0'7-2)=(-) Neg.
Per x>1, p.e. x=2, g(2)=(6-2)/(4+2-2)=(+)/(+)=(+) Pos.
En conseqiiéncia, el signe de la funcié és

Pos=(-2,00U(0,0'66)U(1,+) | | Neg=(-e,-2)U(0'66,1) |

PUNTS CRITICS. Haurem de determinar els punts critics a partir de la
derivada de la funci6 f(x)=(1/5).[(3x3-2x2)/ (x2+x-2)]:

f)= L (9x2-4x)( x2+x-2) - (3 x3-2x2)(2x+1)
X)= =,
5 (x2+x-2) 2

1 9x449x3-18x2-4x3-4x2+8%-6 x4-3x3+4 x3+2x2 _
5 (x2+x-2) 2
3x4+6 x3-20x2+-8x

5.(x2+x-2) 2

Si f(x)=0 resulta 3x4+6x3-20x2+8x=0, x.(3x3+6x2-20x+8)=0. Una
solucié és, evidentment, x=0 i les altres tres han de ser arrels de
I'equaci6 cubica 3x3+6x2-20x+8=0.

Comprovem per Ruffini que x=0'5 és, per hipotesi de l'enunciat,
una de les arrels:

3 6 -20 : 8
05)___4 1'5 375 -8'125
3 75 -16'25 (=0
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Les altres dues arrels les obtindrem resolent l'equacié resultant
3x2+7'5x-16'25=0:
X= -7'5+V/7'5%-4.3.(-16'25) _ -75+¥251'25  -7'5+15'85
N 2.3 B 6 - 6

Els resultats s6n x=1'4 i x=-3'9. Si ara calculem les seves imatges
per mitja de la funcié donada, f(x)=(1/5).[(3x3-2x2)/(x2+x-2)],
obtindrem els quatre punts critics

P1(0,0) P3(0'5,0'02) P4(1'4,06) Ps(-3'9,-4'4)

GRAFICA. Dibuixem les asimptotes, els punts de tall amb l'eix X i els
punts critics, i fem un esquema de la corba

A Y ,T

4

>

<
2 P

4
i . Ps p, - X
-5 -4 -3 -2 [ 1 2 3

EXTREMS. De la grafica observem que els intervals de creixement i
decreixement son representats esquematicament per

crRe  P5 pec Av pec P1 cre P8 pec Av pec P4 cRrE
o O0——O0——0——0——0 " X

-39 -2 0 0'5 1 1'4

Segons que la corba sigui creixent o decreixent a l'esquerra i a la
dreta dels punts critics, deduim immediatament que

P1(0,0) min | P3(0'5,0'02) max |
| P4(1'4,0'6) min | | P5(-3'9,-4'4) max |
Com a exercici, el lector pot comprovar aquests extrems amb la
derivada segona. La soluci6 és:
fr(x)= 2.11x3-30x2+36x-8
5 (x2+x-2) 3
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38. Donada la corba f(x)=(x3-7.x2+16.x-8)/(x-2)2 troba’n el domini,
I'asimptota vertical indicant de quin tipus és, I'asimptota obliqua, els
punts de tall amb els eixos (el de l'eix X aproximat pel métode de
Bolzano), el creixement/decreixement i els extrems. Prova que sempre
és concava en el seu domini i fes-ne després la grafica.

Solucib.

DOMINL La funcié es fa infinita quan x-2=0, és a dir, quan x=2. Per
tant, el domini és el conjunt dels reals menys aquest valor,

D(D)=(-e0,2)U(2, +) |

ASIMPTOTA VERTICAL. Clarament és x=2. Per saber de quin tipus es

tracta, estudiarem els limits laterals en aquest punt:
f(2-)= Lim x3-7x2+16x-8 - Lim (2- 8)3_7(2_ 8)2+16(2_ g)-8 = 4 = +
=2 (x-2)2 &0 (2-e-2)2

{e el

f(21)= Lim x3-7x2+16x-8 _ Lim (2+ £)3-7(2+ £)%+16(2+ €)-8
2 (x-2)? €0 2+e-2)2

En conseqiiéncia, |[x=2 AV. T

ASIMPTOTA OBLIQUA. Tindra la forma y=m.x+n, on m i n valen

0
=4L=+t>o
0

m= Um f®) _ Lim x3.7x2+16x-8 _ Lim x3-7x2+16x-8 _
X0 X X—ro0 X(X-2) 2 X0 X3-4X2+4X

n= UM fx) m x] = UM [ x3-7x2+16x-8 _ | . Lim -3x2+12x-8 _ 3
X Xeo (x-2)2 X200 x2.4x+4

Aixi tindrem | y=x-3 A.O.

PUNTS DE TALL AMB ELS EIX0S. Si fem y=0, per trobar els punts de tall
amb l'eix X, haurem d'anul-lar el numerador N=x3-7x2+16x-8 de la
funcié donada i ens resultara I'equaci6 de tercer grau

x3-7x2+16x-8=0

Com que N(0)=-8=(-) i N(1)=1-7+16-8=2=(+), voldra dir que una
arrel x sera en l'interval (0, 1). Trobem per la regla de Ruffini el signe
de N(0'5):

1 -7 16 -8
05)_J 0'5 -3'25 6'375
1 -6'5 12'75 (-1'675

A causa del fet que N(0'5)=(-) i N(1)=(+), hi haura una arrel x en
I'interval (0'5,1). Provem ara per x=0'7:

1 -7 16 -8
07 _1{ 07 -4'41 8113 -
1 -6'3 11'569 (0'113
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Com que N(0'5)=(-) i N(0'7)=(+), I'arrel x buscada pertanyera a
l'interval (0'5,0'7). Provem finalment per x=0'6:

1 -7 16 -8
0'6)__1 0'7 -3'84 7'296
1 -6'4 12'16  (-0'704

Observem que N(0'6)=(-) i N(0'7)=(+), amb la qual cosa d'aquest
meétode de Bolzano resulta que l'arrel x estara situada en l'interval
(0'6,0'7) i aixi tindrem x=0'6.

Les altres arrels, també aproximades, es poden trobar amb
I'equaci6é de 2n grau resultant, x2-6'4x+12'16=0. Ara bé, com que el
discriminant A=b2-4ac=(-6'4)2-4.1.12'16=40'96-48'64=-7'68 és
negatiu, voldra dir que aquestes arrels son imaginaries. En resum, el

punt de tall amb l'eix X és | P1(0'6,0) |.

El punt de tall amb l'eix Y sera aquell en qué x=0, d'on resulta

f(0)=(0-8)/(0-2)2=-8/4=-2, és a dir, | P5(0,-2) |.
PUNTS CRITICS. Calculem en primer lloc la derivada de la funcio
donada, f(x)=(x3-7x2+16x-8)/(x-2)2:

flge BX*14x+16). (x-2)2 - (x3-7x2+16x-8).2.(x-2) _

(x-2) *
_ (8x2-14x+16). (x-2) - (x3-7x2+16x-8).2 _
- (x-2)3 -
= 3x3-6x2-14 x2+28x+16x-32 -2 x3+14 x2-32x+16 _ x3-6x2+12x-16
(x-2) (x-2) 2

Els punts critics els trobarem anul-lant aquesta derivada, d'on
resulta I'equacié de 3r grau x3-6x2+12x-16=0. Comprovem per Ruffini
que x=4 és una solucié:

1 -6 12 -16
4)___ | 4 -8 16
1 -2 4 ©

Veiem que l'equacié de 2n grau resultant, x2-2x+4=0, té el
discriminant negatiu, A=b2-4ac=(-2)2-4.1.4=-12, d'on resulta que les
seves arrels sén imaginaries.

Com que per x=4, f(4)=(43-7.42+16.4-8)/(4-2)2=...=2, I"anic punt
critic és el | P3(4,2) |.

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Partim del punt critic anterior
i de I'asimptota vertical x=2:

cre A pec P3 cre
O O X
2 4
Per x<2, p.e. x=0, {(0)=(0-0+0-16)/(0-2)3=(-)/(-)=(+) Cre.
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Per 2<x<4, p.e. x=3, ' (3)=(27-54+36-16}/1=-7=(-) Dec.
Per x>4, p.e. x=5, {(5)=(125-150+60-16)/27=(+) Cre.

Els intervals de creixement/decreixement seran

Cre=(-0,2)U(4,+>) | [Dec=(2,4)
Fixem-nos que en el punt critic P3 la funcié és decreixent a

I'esquerra i creixent a la dreta. Per tant, | P5(4,2) min

Yy . ,A
T4

-2 -1 1
L Pl
Py
-2

AO

PUNTS CRITICS DE 2A ESPECIE. Calculem la derivada segona, és a dir,
derivem " (x)=(x3-6x2+12x-16)/(x-2)3

_ Bx2-12x+12). (x-2)° - (x3-6x%+12x-16).3. (x-2) ? _

(%)

(x-2)®
_ 3.(x2-4x+4). (x-2) - (x8-6x2+12x-16).3
- (x-2) 4 -
_ 3.(x3-2x2-4x248x+4x-8- x3+6x2-12x+16) __ 2
(x-2)* (x-2)*

Observem que aquesta derivada segona no s'anul-la en cap punt
del domini i aixi no hi haura cap punt critic de 2a espécie.

Per estudiar els intervals de concavitat/convexitat s'haura de tenir
en compte tnicament l'asimptota vertical x=2:

ﬁV CONC <
2

CONC

Ara bé, com que la derivada segona, f"(x)=24/(x-2)4, és sempre
positiva a I'esquerra i a la dreta de I'asimptota vertical, resulta que la

funcioé sera sempre concava: | Conc=(-o,2)U(2,+c0) |.
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39. Per a la funci6 f(x)=4.(x-1)2.(x-10)/(x+2)3 estudia’n el domini, les
asimptotes verticals i horitzontals, els punts de tall amb els eixos, el
signe de la funcié, el creixement/decreixement, els punts extrems, la
concavitat/convexitat i els punts d'inflexié aproximats.

Sigui també la funcié g(x)=(x2-11x+10)/(2x2-3x-2). Calcula les
asimptotes verticals i horitzontals i comprova sense dibuixar-la que es
talla amb f(x) en cinc punts, quatre dels quals ja hem estudiat. Quin és
el 5¢ punt?

Solucié. Estudiem en primer lloc la primera funcié, y=f(x):

DOMINI. L'anic punt que no pertany al domini és x=-2, perqué en
aquest punt s’anul-la el denominador i la funcié es fa infinita. Aixi

| DO=(-0,-2)u(2,+) |

ASIMPTOTES. Evidentment, per x=-2 tenim una asimptota vertical. Si
estudiem la funcié a I'esquerra i a la dreta de x=-2, per mitja dels
limits laterals, veurem que:

f(.2)= Lim 46D *x-10) _ Lim 4(-2-e-1)%-2-e-10) _ 4(+)(-)

=2 (x+2) 8 &0 (-2-e+2) 3 ()0
f(-2)= Lim4&-1)2%x-10) _ Lim 4(-2+e-1)%-2+&-10) _ 4(+)()
-2 (x+2) 3 &0 (-2+e+2) 3 (+)0

Aixi tindrem | x=-2 AV. T |

Quant a les asimptotes horitzontals, fem que x—o a la funcié, i si
ens fixem en els coeficients de x, deduirem immediatament que
y= Lim 46-1) (x-10)
e (x+2) 3

Com que si x—teo és y=4, tindrem | y=4 A.H.>

PUNTS DE TALL AMB ELS EIXOS. Amb l'eix horitzontal X, d'equacié y=0,
tenim 4(x-1)2(x-10)=0, d’on immediatament x=1 i x=10. Amb l'eix Y,
x=0, resulta y=f(0)=4(-1)2(-10)/23=-40/8=-5. Els punts s6n

(P10 ] [P2100]] [Ps(0,5)]

Per estudiar el signe de la funcié ens basarem en I'asimptota
vertical i en els punts de tall amb l'eix X:

411 _ 4
1

POS Ay ngc P1 npe P2 opos
O O —e X
-2 1 10

Per x<-2, p.e. x=-3, {(-3)=4(-4)2(-13)/(-1)3=(-) /(-)=(+) Pos.
Per -2<x<1, p.e. x=0, f(0)=4(-1)%(-10)/23=(-) /(+)=(-) Neg.
Per 1<x<10, p.e. x=2, f(2)=4(1)2(-8)/43=(-) /(+)=(-) Neg.
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Per x>10, p.e. x=11, f(11)=4(10)2(1)/133=(+)/(+)=(+) Pos.

En conseqiiéncia, el signe de la funci6 sera

Pos=(-e0,-2)U(10,4e) | | Neg=(-2,1)u(1,10)

PUNTS CRITICS. Desenvolupem en primer lloc el numerador de la
funcié donada, f(x)=4.(x-1)2.(x-10}/(x+2)3, cosa que ens permetra
calcular més facilment la derivada
4.(x2-2x+1).(x-10) _ o 4x3-12x2421x-10

(x+2) 3 x+2) 3

fx)=

Derivant,
(3x2-24x+21). (x+2) ° - (x3-12x2+21x-10).3. (x+2) ® _
(x+2) ©
_ 4.3.(x2—8x+7). (x+2) - (x3-12x2+21x-10).3
(x+2) ¢

= 19, X542 x2-8x2-16x+7x+14 - x5+12 x2-21x+10 _
(x+2) %

f'x)= 4.

=12. 6x2-30x+24 =12. 6(x2-5x+4) - 72_X2-5X+4
(x+2) 4 x+2) % (x+2) 4

Anul-lant la derivada obtindrem l'equacié de 2n grau x2-5x+4=0,
que té d'arrels x=1 i x=4. Per x=1 obtenim el punt ja trobat P;(1,0) i
per x=4, com que f(4)=4.9.(-6)/63=-1, resultara el punt P4(4,-1).

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Fixem-nos en els dos punts
critics i en l'asimptota vertical:

CRE Ay cre 1 prc Py cre
O O O X
-2 1 4

Estudiem a continuacié el signe de la derivada en els quatre
intervals determinats en l'eix X. Aquest signe coincidira amb el del
polinomi N(x)=x2-5x+4 perqueé 72 i (x+2)% son positius. Per tant,

Per x<-2, p.e. x=-3, N(-3)=9+15+4=(+), f'(-3)=(+) Cre.
Per -2<x<1, p.e. x=0, N(0)=0-0+4=(+), £ (0)=(+) Cre.
Per 1<x<4, p.e. x=2, N(2)=4-10+4=(-), {'(2)=(-) Dec.
Per x>4, p.e. x=5, N(5)=25-25+4=(+), { (5)=(+) Cre.

Els intervals de creixement i decreixement seran

| Cre=(-e0,-2)U(-2, 1)U(4, +°) |

Si observem el creixement/decreixement a l'esquerra i a la dreta
dels dos punts critics conclourem que

PA(1.0) max
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PUNTS CRITICS DE 2A ESPECIE. Calculem la derivada segona partint de
' (x)=72.(x2-5x+4) / (x+2)4:

£() = 70, (2X°5). (+2) * - (x2-5x+4).4. (x+2) ° _

x+2) 8
= 72‘ (2X‘5). (X+2) - (X2-5X+4).4 = ... = _72.2X2'19X+26
(x+2) ® (x+2) 3

La derivada segona s'anul-lara quan 2x2-19x+26=0. Per tant,

oo 19 11924226 19+ V153 _19+1237
- 2.2 4 4
Amb el signe positiu, x=(19+12'37)/4=7'84 i amb el negatiu, x~(19-
12'37)/4=1'65. Si calculem les seves imatges tindrem
f(7'84)=4.(6'84)2.(-2'16) /(9'84)3=-0'42
f(1'65)=4.(0'65)2.(-8'35) /(3'65)3=-0'29
Per tant, els punts critics de 2a espécie s6n aproximadament
P5(7'84,-0'42) i Pg(1'65,-0'29).

CONCAVITAT, CONVEXITAT I PUNTS D'INFLEXIO. Situem els dos punts
anteriors i l'asimptota vertical x=-2 en I'eix X i estudiem el signe de
la derivada segona:

CONC Ay CONV Ps CONC Ps CONV
o o —0—
-2 1'65 784

Per x<-2, p.e. x=-3, {(-3)=-72.(18+57+26)/(-1)5=(+) Cénc.

Per -2<x<1'65, p.e. x=0, {7(3)=-72.(0-0+26)/25=(-) Conv.

Per 1'65<x<7'84, p.e. x=2, {"(2)=-72(8-38+26)/45=(+), Conc.

Per x>7'84, p.e. x=8, {7(8)=-72(128-152+26)/105=(-), Conv.
Els intervals de concavitat i convexitat seran

Cone=(-=,-2)U(1'65,7'84) | | Conv=(-2,1'65)U(7'84, +) |

Els punts d'inflexi6 seran, logicament,
| P5(7'84,-042) | [ Pg(1'65,-0'29) |

SEGONA FUNCIO. Sigui ara la funcié g(x)=(x2-11x+10)/(2x2-3x-2).
Calculem-ne les asimptotes i els punts de tall amb y=f(x):

ASIMPTOTES. Les asimptotes verticals les trobarem anul-lant el
denominador, 2x2-3x-2=0.

<o 3% 32-4.2.(-2) _3+% Y9+16 _345
2.2 4 4
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Amb el signe positiu, x=2 i amb el negatiu, x=-1/2, i aixi les
asimptotes verticals son

[x=2AV.] [x=-1/2AV. |

L'asimptota horitzontal la trobarem fent que x—eo en la funcio,
g(x):(xz-l 1x+10)/(2x2-3x-2) que directament ens déna

y=1/2 AH.

A Y
{6
1 AH >
2
=
6 4 2
Y

PUNTS DE TALL ENTRE LES DUES CORBES. Resolem el sistema format per
les dues equacions y=f(x) i y=g(x):

_AE-D2E10  x211x410
(X+2) 3 2x2-3x-2

Igualant i descomponent en factors el numerador de la 2a funcio6
x2-11x+10=(x-1).(x-10), com que les arrels de x2-11x+10=0 s6n x=1 i
x=10, tindrem

4.(x-1)2.(x-10) _ (x-1).(x-10)

(x+2) 3 2x2-3x-2

Veiem immediatament que x=1 i x=10 sén solucions d'aquest
sistema. Resulten ser els punts de tall amb I'eix X:

| P1(1.0) ] | P2(10,0) |

Simplificant, ens donara

4.(x-1) _ 1
(x+2) 3 2x2-3x-2

Operant, 4(x-1)(2x2-3x-2)=(x+2)3,
8x3-12x2-8x-8x2+12x+8 = x3+6x2+12x+8 , 7x3-26x2-8x=0 ,
x.(7x2-26x-8)=0 d'on x=0 i 7x2-26x-8=0
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Per x=0 obtenim el punt de tall amb I'eix Y, | P3(0,-5)
Resolent ara 'equacié de 2n grau, 7x2-26x-8=0:

_ 261 +/(-26) *-4.7.(-8) _ 26 + Y900 _ 26230
- 2.7 14 14
Amb el signe positiu, x=56/14=4, que déna lloc al punt minim de la

primera corba,

Amb el signe negatiu, x=-4/14=-2/7, aproximadament x=~-0'28, que
té per imatge

f(-0'28)=4.(-0'28-1)2.(-0'28-10) /(-0'28+2)3= ... =-13'5
En conseqtiéncia, €l nou punt trobat sera el u’7(—0'28,-13'5)—l.

X:

Corbes exponencials

40. Considera la funcié exponencial f(x)=e2/%, Estudia’n el domini, el
recorregut a partir de la funcié inversa, les asimptotes paral-leles als
eixos, el punt no derivable, el creixement/decreixement, els extrems, la
concavitat/convexitat i els punts d'inflexié6. Resumeix totes les
caracteristiques anteriors en una grafica.

Solucié.

DOMINI I RECORREGUT. Observem que f existeix sempre, menys quan
x=0%*, on la funcié es fa infinita, perqué 2/0*=+. El domini sera

| D(f=(-c0,0)(0+)

Quant al recorregut, trobarem la funcié inversa fent y=e2/X; aillant
X, 2/x=Ln(y), x=2/Ln(y); i canviant variables, y=2/Ln(x). La funcié
inversa és, doncs, "1(x)=2/Ln(x).

Perqueé existeixi -1 haura de ser en principi x>0, perd per x=1, com
que Ln(1)=0 i f-1(1)=2/0=, no existira per aquest valor. Com que
R(f)=D(f-1) tindrem

| RO=(0, DU(1,+) |

ASIMPTOTES PARAL-LELES ALS EIXOS. Hem vist ja que f(0+)=-+co, i com
que X—teo, resulta flte)=e2/(*=)=e0=1, tenim respectivament les
asimptotes vertical i horitzontal:

x=0 AV.T i v=1 AH&
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PUNT NO DERIVABLE. Es l'origen P1(0,0) perqué la funcié no és.
continua. Comprovem-ho amb les derivades laterals f(0-)#{{0*):

f(0)= UM e2/x= e==0 f(0*)= LM e2/x2 et = too
x-0 x-0*

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. La derivada de la funcié és

" _ ) i _ e2/X

fx)= e /X‘(xz)“ 2.2

Fixem-nos que no s'anul:la en cap punt, a part del punt no
derivable, que sera 1'Gnic punt critic.

P pEc
O X
0

DEC

Com que la derivada és sempre negativa a l'esquerra i a la dreta de
Py, perqué e2/%>0 i x2>0, la funci6 sera sempre decreixent:

Dec=(-0,0)U(0,+0)

Com que no hi ha canvi de creixement/decreixement, la corba no
tindra cap extrem.

AY
13
12
AH -~
1 _—
Py |
P R Y Pl B O X
6 5-4 -3 2 -1J01 9 3 4 5 6

CONCAVITAT, CONVEXITAT I PUNTS D'INFLEXIO. La derivada segona és

fr(x)= -2, S2IEC2/XD - €2/M2% _ o (L/X2 48 _ 4 o/xlexS
x4 x4 x6
Aquesta derivada s'anul-lard quan 1+x3=0, és a dir, quan x=-1.
Com que f(-1)=e2/(-1)=e-2 =0'13, els punts critics de segona espécie

seran Pg(-1,0'13) i també el punt no derivable | P1(0,0) |.
P

Per a la concavitat/convexitat estudiarem el signe de f"(x), que
dependra només de 1+x3, perqué els altres factors so6n positius.



110 CALCUL DIFERENCIAL

Partirem dels tres intervals

CONV 22 conc  P1 conc <
! 0
Per x<-1, p.e. x=-2, {7(-2)=(+)(1-8)/(+)=(-) Conwv.
Per -1<x<0, p.e. x=-0'5, {7(-0'5)=(+)(1-0'125)/(+)=(+) Conc.
Per x>0, p.e. x=1, f(1)=(+)(1+1)/(+)=(+) Conc.

Els intervals de concavitat convexitat seran

Conc=(-1,000(0,+=) | [ Convalce,-1) |

Nomeés hi ha un punt que separa la concavitat/convexitat, el Po, i
aixi I"anic punt d'inflexi6 sera el

P5(-1,0'13) |.

41. Donada l'exponencial euleriana f(x)=3.exp[(x2-4)/(x2+4)]-2,
calcula la simetria, 'asimptota horitzontal, els punts de tall amb els
eixos, el signe de la funci6, el creixement/decreixement, els extrems, la
concavitat/convexitat i els punts d'inflexi6. Fes-ne la grafica. Quin és
el recorregut? : '

Solucié.
SIMETRIA. Observem que la funci6 és parella perqueé f(-x)=f(x), la qual
cosa ens indica que és ] simétrica respecte de l'eix Y I

ASIMPTOTA HORITZONTAL. Tenim la funcié composta f(x)=3.eu-2, on
u=(x2-4)/(x2+4). Si fem que x-zteo, tindrem u-1 i flx)»3.el-2.
L'asimptota horitzontal és y=3e-2=6'1, és a dir:

| y=61 AH. &

PUNTS DE TALL AMB ELS EIX0S. Amb l'eix X, y=0, haurem de fer les
operacions segiients

3.expl(x2-4)/(x2+4)]-2=0 , expl(x2-4)/(x2+4)]=2/3 ,
(x2-4)/(x2+4)=Ln(2/3) , (x2-4)/(x2+4)=-0'4 , x2-4~-0'4x2-1'6 ,
x2+0'4x2=4-1'6 , 1'4x2=~2'4 , x2=1'7 , x~+1'3
Els punts de tall amb I'eix X sén aproximadament

[ P1(1'3,0) | | P2(-13,0) |
Quant al punt de tall amb l'eix Y, fem x=0 i obtindrem
f(0)=3.e(0-4)/(0+4) -2 = 3.e-1 -2 =~ -0'9 i aixi | P3(0,-0'9)
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Per estudiar el signe de la funcié partirem dels dos punts de tall
amb l'eix X

pos F2 Nee P11 Pos
O —0 X
13

1'3
Per x<-1'3, p.e. x=-2, {(-2)=3.e0/8 -2=1=(+) Pos.
Per -1'3<x<1'3, p.e. x=0, f(0)=3.e"4/4 -2=-0'9=(-) Neg.
Per x>1'3, p.e. x=2, f(2)=3.e0/8 -2=1=(+) Pos.
El signe de la funcié sera

Pos=(-c0,-1'3)U(1'3,+) ‘

| Neg=(-1'3,1'3) |

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Calculem la funcié derivada

)= 3. el4)/K +4).2x.(x2+4) - (x2-4).2x

48X o (x2-4)/k2+4)
(x2+4) 2

Com que {'(x) s'anul-lara quan x=0, I'Gnic punt critic sera el P3(0,-
0'9). Estudiarem ara el signe de la derivada

(x2+4) 2 B

DEC 123 CRE

X
0

Observem que el factor 48, l'exponencial i el denominador sén
sempre positius i, per tant, el signe de f'(x) sera el mateix que el de x:
si x<0, f'(x)<0 1 si x>0, f'(x)>0. Es a dir,

[ Cre=(0,+=) | | Dec=(-,0) |

Observem graficament que [ P3(0,-0'9) min }

CONCAVITAT, CONVEXITAT I PUNTS D'INFLEXIO. Podem simplificar la
derivada segona emprant la notacié u=(x2-4)/(x2+4):

f(x)= 48. { 1.(x2+4) %-x. 2(x%+4)2x eu 4 X eu,2x( x2+4)-{ x2-4)2x
(x2+4) 4

(x2+4) 2
2.4) -4x2 3,859 %3
- 48, eu{ (x2+4) -4x N x.(2x3+8x-2 x3+8x) | _
(x2+4) 3

(x2+4) 2 B

= .. =48.eu3xM8x2+16
(x2+4) 4

(x2+4) 4
Si igualem f(x) a zero, ens resultara -3x4+8x2+16=0, una equacio

biquadrada 3x4-8x2-16=0. Fem el canvi de variable x2=t, d'on x*4=t2, i
obtindrem l'equaci6 3t2-8t-16=0 que té d'arrels

(o 8E+V8%4.3.(-16) _8+1V256 _8+16
2.3

6

Amb el signe positiu, t={8+16)/6=4, x2=4, d'on x=12. Amb el signe
negatiu, t=(8-16)/6=-1'3, x2=-1'3, que no té solucié real. Com que
f(+2)=3.e4-4)/(4+4) -2 =3.e0-2=3-2=1, resulten els dos punts critics de
2a espécie P4(2,1) i Ps(-2,1).

6
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Estudiem a continuacié la concavitat i convexitat, tot observant
que el signe de " (x) és el mateix que el de N(x)=-3x4+8x2+16.

conv P4 conc Ps conv
O O X
2 2

Per x<-2, p.e. x=-3, N(-3)=-3.81+8.9+16=(-) Conv.

Per -2<x<2, p.e. x=0, N(0)=0+0+16=(+) Conc.

Per x>2, p.e. x=3, per simetria N(3)=N(-3)=(-) Conv. »
En conseqiiéncia,

| Conv=(-e=,2)u(2,+e0) |

Els punts d'inflexié seran, logicament,

| P42,1) | [Ps(-2,1) ]

GRAFICA 1 RECORREGUT. Tenint en compte tot l'estudi fet, podem
dibuixar facilment la funcioé:

< AH/%T/ >
-

Pl , ‘
7, P81 //

Observem que el recorregut és aproximadament el conjunt

[RO=[-09,61) |

42. Sigui la funcié exponencial f(x)=2.exp[3x/(x2-4)]-1 de base el
nombre d'Euler. Calculan el domini, les asimptotes verticals i
horitzontals, els limits laterals en els punts no derivables i els punts de
tall amb els eixos. Comprova que és una funcié sempre decreixent en el
seu domini. Fes-ne la grafica i apunta'n el recorregut.
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Solucib.

DoOMINI. No existira la funcié quan es faci infinita, és a dir, quan
3x/(x2-4)=, d'on resulta que x2-4=0 i d'aqui x=12. E]l domini sera el
conjunt dels reals menys els punts 2 i -2, o tambeé:

[ D=(-0,-2)U(-2,2)U(2,+>) |

ASIMPTOTES VERTICALS I HORITZONTALS. S6n clarament x=2 i x=-2,
perqué en aquests punts la funcié es fa infinita, f(x)=+co:

[x=2 Av.T| [x=2 AV.T]

Per trobar les asimptotes horitzontals farem que x—-+eo:
y= )finm 2.e3¥/K4.1 =92 0.1 =1

Passa el mateix quan x— —e. Per tant, I'asimptota horitzontal és

y=1 AH<

LIMITS LATERALS EN ELS PUNTS NO DERIVABLES. Observem que els punts
no derivables de la funcié exponencial donada sén els punts on la
funcié no és continua, x=x2. Calculem les derivades laterals:

f(-27)= Lim_( 9.e3x/k>-4)_1 )= Lim( 9 e3(-24)/(-22)%-4)_ )=
x-2 &0
= LM (9 e8020/(#+).] )2 9 g1 = -1
-0
f(-2%)= Lim ( 9. e3x/&%4)_1 )= Lim ( 9,.e3(24)/(-2+¢)-4)_1 )=
x-—>-2¢ -0
= Lim ( 2,302/ (e )= 2.e%°-1 = 40
-0
El lector pot comprovar que passa el mateix per x=2, i s’obté f(2-)=-
1 i f{2*)=+0. Podem apuntar els punts no derivables:

| Pi(-2,-1) | | P2(2,-1) |

PUNTS DE TALL AMB ELS EIX0S. Els punts de tall amb l'eix X els
trobarem fent y=0, d'on
2.expl[3x/(x2-4)]-1=0 , expl[3x/(x2-4)]=1/2 , 3x/(x2-4)=Ln(1/2) ,
3x/(x2-4)=-0'6031 , -4'328x=x2-4 , x2+4'328x-4=0
Resolem aquesta equaci6 de 2n grau:
oo “4328+ V4'32824.1.(-4) _ -4'328 £5893
2 2
Amb els dos signes de l'arrel obtenim respectivament les arrels
x=0'78 i x=-5'11.
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Per tant, els punts de tall amb l'eix X sén
| P3(0'78,0) | [ P4(-5'11,0) |

Quant als punts de tall amb l'eix Y fem x=0 en la funcié i obtenim
f(0)=2.e0/(0-4)-1=2.e0-1=2-1=1. Consegiientment, el punt de tall amb

l'eix Y és
P5(0,1)

Y

)
(o>
NP
[0}

CREIXEMENT/DECREIXEMENT. Si calculem la derivada de la funcio
f(x)=2.exp[3x/(x2-4)]-1 obtindrem '

fx)= 2. e3x/k-4)S(X?-4)-3x.2x _ -6.e3x/k2-4)_X2+4
(x2-4)2 (x2-4)2

Fixem-nos que és sempre {(x)#0, perqué x2+4=0 té solucions
imaginaries i no hi ha punts que anul-len la derivada. Els tnics
punts critics seran els punts no derivables P; i Po.

Ara b€, com que l'exponencial i els polinomis x2+4 i (x2-4)2 sén
tots tres positius i -6 és negatiu, deduim que la derivada sera sempre
negativa, €s a dir, {'(x)<0, la qual cosa ens indica que, en el seu
domini, la funcié és sempre decreixent.

‘Dec:(-oo,—2)U(-2,2)U(2,+°°)

GRAFICA I RECORREGUT. En l'esquema de la funcié d'aquesta plana, on
hem tingut en compte totes les caracteristiques ja estudiades,
observem que el recorregut és

RO=(-1,+-)
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43. Expressa la funcié fx)=|x|/ (e!*-1]) per mitja de tres funcions,
sense emprar el valor absolut. Comprova que €s sempre continua i que
hi ha dos punts angulosos. Estudia després, en els tres trams de la
corba, les asimptotes horitzontals, el creixement/decreixement, els
extrems, la concavitat/convexitat i els punts d'inflexi6. Fes-ne la
grafica. Quin és el recorregut?

Solucio.

FUNCIO DEFINIDA PER INTERVALS. Els possibles punts que separaran els
intervals de definicié de la funcié han de ser els que anul-len els
valors absoluts, |x|=01 |x-1|=0, és a dir, x=01i x=1.

Per x<O tenim |x|=-xi [x-1|=-(x-1)=-x+1 i aixi la funci6 es podra
expressar per f(x)=-x/eX*1=-x.eX"1, Per O<x<1 és |x|=+x1i |x-1]=-(x-
1)=-x+1 d'on f(x)=x/e*+1=x.eXx-1. Finalment, per x=1 és |x|=+x1i |x-
1|=+(x-1)=x-1 d'on f(x)=x/eX-1=x.el-X. Obtenim, per tant, les tres
funcions

[fﬂx):-x.ex'l si XSCH | fox)=x.eX"1 si O<x<1 l |T;3[X)=x.el'x six>1 |

En resum, la funcié definida per intervals és

-xex1l si x<0
fx)= { xexl siO<x<l
xelx si x>1

CONTINUITAT. Com que la funci6 és producte de x i d'una exponencial,

sera sempre continua menys, possiblement, en els punts de separacio

dels intervals. Estudiem-ho calculant els limits laterals en aquests

punts. Comencem per x=0:

f(0)= UM gy = LM = LM _yex1o UM (g eel-0el=0
x-0 x-0 x~0

-0
H— Lim — Lim = Lim x-1— Lim e-1— -1 =
f(0™) o f(x) o folx) o X€ T & O.e 0

Com que els dos limits laterals son iguals, f(0")=£(0+), la funcio té
limit en el punt, b=0. A més com que f(0)=f(0)=-0.€0-1=0 i coincideix
el limit amb la imatge, b=f(0), podem assegurar que la funcio és
continua en x=0.

Fem el mateix estudi per al punt x=1:

f(1)= UM gy = LM gy o LMy exa . LM g e0e-121e0=1
x-1 x—1 x-1 e—0

f(1Y)= UM oy - Limgoy My erx. LM g, 4 el = 16021
x-1* x-1* x-1* £-0

Com que f(1)=f3(1)=1.el-1=1.e0=1 tenim f(1-)=f(1+)=f(1), la qual cosa
vol dir que la funcié és continua en x=1.

En resum, podem afirmar que

| La funcié és sempre continua |
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DERIVABILITAT. Trobem a continuacié les derivades de les funcions
f1(x)=-x.ex1, fo(x)=x.ex-1 i f3(x)=x.elxX:

f1x)=(-1).ex-14(-x).eX 1=(-1-x).eX" 1= -(1+x).ex"1
fo(x)=1.eXl4x.ex 1=(1+x).ex 1
f3x)=1.el X+x.el-X (-1)=(1-x).el-x

Hem esmentat ja que la funcié donada és derivable en l'interior
dels intervals. Podem escriure la derivada com a:

-(14x).ex1 si x<0
)= { (1+x).ex1 si O<x<l
(1-x).elx si x>1

Estudiem ara si és derivable en els punts de separacié, calculant
les derivades laterals. Per x=0 tenim

f(0)= Lim f1x) = Lim_ (-1-x).ex1= Lim (-1+g)etl=-1l.el=-1/e
x-0 x-0 £-0
F(OM= UM oy = LM (1,5 ex1o LM (14 g ce1o o121/
x-0* x-0" -0

Com que {(0)2f(01), la funcié no sera derivable en x=0.
Per x=1 tenim

f(1)= MM o = LM (59 ex-12 LM (111 ¢ cle129 6029
x-1 x-1 e-0 :

(1= I;ffl falx) = I;_lgl (1-x). elx = Ig? (1-(1+ ¢)).el-(149 = 0.e0 = O

Aqui també {°(1-)£f(1%) i la funcié no sera derivable en x=1. Per
tant, tindrem dos punts angulosos:

P1(0,0) | i | Po(1,1)

ASIMPTOTES HORITZONTALS. Fem primer que X—s+oo i, aplicant la regla
de 1'Hopital en el penultim pas, obtindrem

X—oo X0 X400 X0 @X-1 X—+o0 @X-1

De manera similar, fent que x—-, ens resulta

y= x_ir)_n fix) = i‘lm fix) = i‘lm xexlz Um _x _ Lim_ -1 0

X—>-00 el—x x—)—eoel-x(_l) =

En conseqiiéncia, 'asimptota horitzontal és l'eix X:

y=0AH. &

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Trobem en primer lloc els
punts que anul-len la derivada. Les tres funcions derivades sén
1®)=-(1+x).ex"1, fo(x)=(1+x).ex-1 i f3(x)=(1-x).el-X,

Directament veiem que s6n x=-1 i x=1.
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Per x=-1 tenim f(-1)=f1(-1)=-(-1).e-1-1=1.e-2=0'13. EIl valor x=1
correspon a l'abscissa del punt angulés. En conseqtiéncia, els punts
critics, és a dir, els punts tals que o bé f'(x)=0 o bé els punts
angulosos son P1(0,0), Po(1,1) i P3(-1,0'13).

Estudiem els intervals de creixement i decreixement. Recordem que
la funci6 exponencial és sempre positiva:

CRE Ps pgc P1 cre P2 prc
O O O X
-1 o] 1

Per x<-1, p.e. x=-2, {'1(-2)=-(1-2).(+)=(+) Cre.
Per -1<x<0, p.e. x=-0'5, '1(-0'5)=-(1-0'5}.(+)=(-) Dec.
Per O<x<1, p.e. x=0'5, {'5(0'5)=(1+0'5).(+)=(+) Cre.
Per x>1, p.e. x=2, {'3(2)=(1-2).(+)=(-) Dec.

Els intervals de creixement i decreixement seran

| Cre=(-0,-1)0(0,1) | | Dec=(-1,000(1,+) |

Directament veiem que els tres punts critics anteriors sén tres
extrems que verifiquen

| P1(0.0) min | | Po(1,1) max | | P3(-1,0'13) max |

CONCAVITAT, CONVEXITAT I PUNTS D'INFLEXIO. A partir de les tres
derivades fj(x)=-(14x).eX"1, fo(x)=(14x).eX-1 i f3(x)=(1-x).el-x |
calcularem les derivades segones '
fr1®)=-1.eX1(14x).eXx 1, 1=-(2+x).ex"1 fox)=...=(2+x).ex-1
f3x)=(-1).el X+(1-x).e1-X.(-1)=(-2+x).e1-x
Els valors de x que anul-len la derivada segona d’alguna de les tres

funcions anteriors sén x=-2 i x=2. Calculem les seves imatges
utilitzant, per exemple, la funci6 en valor absolut:

f(-2)=|-2] /el-2-11=2/e3=0'1 i f(2)=]2]/el2-1|=2/e=0'7

Per tant, els punts critics de 2a espécie s6n, a més dels punts
anteriors P4(-2,0'1) i P5(2,0'7) on " (x)=0, els punts angulosos P(0,0)
i Pa(1,1).

Estudiem ara els intervals de concavitat i convexitat:

conc T4 conv P11 cone P2 conv F5  cone
O O O O

-2 0 1 2
Per x<-2, p.e. x=-3, {71(-3)=-(2-3).(+)=(+) Conc.
Per -2<x<0, p.e. x=-1, £71(-1})=-(2-1).(+)=(-) Conv.
Per O<x<1, p.e. x=0'5, {73(0'5)=(2+0'5).(+)=(+) Codnc.
Per 1<x<2, p.e. x=1'5, {73(1'5)=(1'5-2).(+)=(-) Conv.
Per x>2, p.e. x=3, £ 3(3)=(3-2).(+)=(+) Conc.
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Deduim, doncs, que els intervals de concavitat i convexitat sén:
| Conc=(-,-2)0(0,)U2,+) | | Conv=(-2,00L(1,2) |

Tots aquests quatre punts separen concavitat i convexitat i seran,
per tant, punts d'inflexié:

| P1(0,0) | [P2(1,1)]| [P4(-2,01)]| [P5(2,07) |

GRAFICA I RECORREGUT. Dibuixem la grafica d'aquesta funcié en valor
absolut, tenint present les caracteristiques trobades:

1 ¢

0'8¢

< a
AH -2 -1 PITO 1 2 3 4

Observem que el recdrregut, que és el subconjunt de I'eix Y format

per totes les imatges, és
R(#=[0,1] |.

Corbes logaritmiques

44. Una funcié6 f és definida per intervals per f)(x)=(x+3)/(x+5) si x<-
3, f(x)=(9-x2)/x2 si -3<x<3 i f3(x)=Ln(x-3) si x>3. Estudian la
continuitat en els punts de separacié dels trams anteriors. Calcula
també les asimptotes horitzontals i verticals i els punts de tall amb els
eixos. Fes un esquema de la corba. Indica, a partir de la grafica, els
intervals de creixement/decreixement, els punts extrems, la
concavitat/convexitat i els punts d'inflexio.

Solucib.

CONTINUITAT EN ELS PUNTS DE SEPARACIO. Per x=-3 calcularem els dos
limits laterals:



ESTUDI GENERAL D'UNA FUNCIO 119

Pel punt x=-3 tenim
2= Lirn - Limx+3 _0 _
-39 fl(x) x>-3x+b 2 0
et L1m Lim 9-x2 _ 0 _
f-3= U 3+f2(x) Limox2 -0 -0
Com que també f(3)=f2(3)=[9-(-3)2]/(-3)2=0/9=0, la funcié sera
continua en x=-3.
Estudiem ara l'altre punt de separaci6, x=3:
4. Lim _ Lim9-x2_0 _
f(37= x-3 fax) x-3 x2 9 0

f(3*4= Eﬁ fa(x) = I;f;} Ln(x-3) = Ln(0) = -

Veiem que la funcié és discontinua en x=3, perqué f(37)#{(3%), i que
aquesta discontinuitat és infinita.

ASIMPTOTES HORITZONTALS I VERTICALS. Per calcular les a51mptotes
horitzontals farem que x—teo.

Lim fix) = Lim x+3 _ 4 y= Lim falx) = Lim Ln(x-3) = +oo
X0 x=-0o X 4+5 Xrtoo X400
Dels dos limits anteriors deduim que

y=1 AH. «

Ja hem trobat una asimptota vertical en x=3, perqué f{3+)=-c. Per
a les altres funcions f1(x)=x+3)/(x+5) i fo(x)= (9-x2) /x2, si trobem els
limits laterals en x=-5 i x=0, respectivament, tindrem:

y:

f(-57)= lef 1®) = Lim x+3 = Lim -5-¢+3 - Lim -2-¢ = +oo

x--5 x-5X+5 €0 -5-g+5 0 -g
f(-5%)= UMy - Limx+3 _ Lim 5+e48 _ Lim -24e _
x--5 x--5'x4+5 &0 -B+¢e+b &0 €

Lim 9-x2 _ Lim 9-(-¢)?
x—0 X2 £-0 ('8)2

£f(07)= MM £,(x) = = oo
x-0

f *)= Lim f. = Lim ———9_X2 = Lim ————9_82 = 400
(09= T flx)= " 22 o =t
En resum, les tres asimptotes verticals son

x=3 AV.l| [x=5 AV. 7| [x=0 AV.T]|

PUNTS DE TALL AMB ELS EIXOS. Apuntem novament la funcié donada
f1(x)=(x+3)/(x+5) si x<-3, fa(x)=(9-x2)/x2 si -3<x<3 i f3(x)=Ln(x-3) si
x>3. De fj i fy trobem tinicament dos punts de tall amb l'eix X, x=-3 i
x=3, que son els punts de separacié dels intervals. De f3 si fem
f3(x)=0 tindrem Ln(x-3)=0, x-3=1 i x=4. Aixi tenim els punts

[P1(-3.00] [P23.00] [P34.0 |
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Quant als punts de tall amb l'eix Y fem x=0 i tindrem f(0)=f2(0)=(9-
02) /02=+c0, i la corba no talla l'eix d'ordenades.

GRAFICA DE LA CORBA. Representem les asimptotes i els punts de tall
amb els eixos i dibuixem la funci6:

A /.\Z
q 3 %
Z 1o
= AH / 1 \ Pf
10 8 6 | 4 4 PR R P, |
t-1
$-2
-3
Y V

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Tot observant la grafica
anterior veiem que

| Cre=(-0,-5)U(-5,0)U(3,+) | [ Dec=(0,3)

Com que no hi'ha cap punt que separi els intervals anteriors (en el
Oien el 3 la funcié es fa infinita), no hi ha cap extrem.

CONCAVITAT, CONVEXITAT I PUNTS D'INFLEXIO. Graficament es pot deduir
si la corba és concava o convexa:

Conc=(-<,-5)U(-3,0)U(0,3) ‘ { Conv=(-5,-3)U(3,+)

Observem que el punt en qué x=-3 a I'esquerra la corba és convexa
i a la dreta, concava. Per tant, I'inic punt d'inflexié és

F15.0)]

45. Calcula el domini de la funcié f(x)=3.Ln{(x3-4x2-11x+30) /15]1iles
asimptotes verticals. Comprova que talla l'eix X en x=1'06 i troba els
altres punts de tall amb els eixos. Estudia els extrems per mitja del
creixement/decreixement. Si se sap que no hi ha cap punt d'inflexié,
estudia la concavitat/convexitat. Fes-ne la grafica.
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Solucib.

DOMINI. Perqué existeixi aquesta funcio logaritmica ha de passar que
(x3-4x2-11x+30)/15>0, és a dir, x3-4x2-11x+30>0. Els punts frontera
els trobarem resolent I'equaci6 x3-4x2-11x+30=0.

Per Ruffini veiem que x=2 és una arrel

1 -4 -11 30
2L 2 -4 -30
1 -2 -15 (0]

Les altres dues arrels les resoldrem amb l'equacié de 2n grau
resultant, x2-2x-15=0:

v 2) +/(-2)2-4.1.(-15) _ 2+V64 _ 248
- 2.1 T2 2

Amb el signe positiu, x=5, i amb el negatiu, x=-3. Situarem ara
aquests tres valors de x en l'eix X i estudiarem el domini, tot
observant que en aquests tres punts no existira la funcié perque
f{2)=f(5)=£(-3)=Ln(0)=-co:

NE Ay E &AM ng A E
-3 2 5

Per facilitat, considerarem la funcié g(x)=Ln(x3-4x2-11x+30) que té
el mateix domini que la funcié donada y=f(x).
Per x<-3, p.e. x=-4, g(-4)=Ln(-64-64+44+30)=Ln(-) N.E.
Per -3<x<2, p.e. x=0, g(0)=Ln(30)=Ln(+} E.
Per 2<x<5, p.e. x=3, g(3)=Ln{27-36-33+30)=Ln(-) N.E.
Per x>5, p.e. x=6, g(6)=Ln(216-144-66+30)=Ln(+) E.
Concloem que el domini de la funcié és

| D(=(-3,2)(5.+) |

ASIMPTOTES VERTICALS. Son, evidentment, les situades en els punts
frontera i, com que Ln(0)=--0, seran del tipus

x=3 AV.1] |x2 av.l| [x=5Av.d

PUNTS DE TALL AMB ELS EIXO0S. Si fem y=0 trobarem els punts de tall de
la corba amb l'eix X:

3.Ln((x3-4x2-11x+30)/15)=0 , Ln((x3-4x2-11x+30) /15)=0,
(x3-4x2-11x+30)/15=1 , x3-4x2-11x+30=15 , x3-4x2-11x+15=0
Sabem, per hipétesi, que x=1'06 és una solucié. Comprovem-ho:
1 -4 -11 15 '
1'06)___ | 1'06 -3'11  -14'96
1 -2'94 -14'11 (0'04
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Com que el residu, 0'04, és practicament igual a zero, resulta que
una arrel sera aproximadament x=1'06. Resolent I'equaci6é de 2n grau
x2-2'94x-14'11=0, trobarem les altres dues arrels

xo 29417(-2'94) %-4.1.(-14'11) _ 2'94 21650836 _ 2'94 +8'06

B 2.1 2 2

Amb el signe positiu, x=5'5, i amb el negatiu, x=-2'56. Per tant, els

punts de tall amb l'eix X s6n :

| P1(1'06,0) | [ P2(5'5,0) | [P3(-2'56,0) |

El punt de tall amb l'eix Y el trobarem fent x=0 en la funcio,
f(0)=3.Ln(30/15)=3.Ln(2)=2'0794=2'08. El punt sera '

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. La funci6 la podem escriure
com a f(x)=3.Ln(x3-4x2-11x+30)-3.Ln(15). Derivem-la:
f(x)= 3. —3.x2-8x-11
) x3-4.%2-11x+30

Els punts que anul-len la derivada compliran 3.x2-8.x-11=0,
equacio que resolta dona:

v (8 1V(-8)%-4.3.(-11) _ 8+/196 _ 8+14
2.3 6 6

Obtenim les dues arrels x=22/6=11/3=3'6 i x=-6/6=-1, la primera
de les quals no pertany al domini. Com que per x=-1 la seva imatge
és f(1)=3.Ln((1-4-11+30)/15)=3.Ln(36/15)=2'62, el punt critic sera Ps(-
1,2'6)

Situem-lo en l'eix X, conjuntament amb les asimptotes verticals, i
estudiem el creixement i decreixement en el domini de la funcié per
mitja del signe de la derivada:

NE “epg P5 ppe AV NE AV crp

s
s C g —

-3 -1 2 5
Per -3<x<-1, p.e. x=-2, f(—2)=3.(12+16~1 1)/(-8-16+22+30)=
=3.(+)/(+)=(+) Cre.
Per -1<x<2, p.e. x=0, {(0)=3.(-11)/(30)=(-) Dec.
Per x>5, p.e. x=6, {'(6)=3.(108-48-11)/(216-144-66+30)=
=3.(+)/(+)=(+) Cre.

En resum, tenim

| Cre=(-3,-1)U(5,+) | [Dec=(-1,2)

Observem que en el punt critic Ps la funci6é passa de ser creixent a
ser decreixent, i sera, per tant, un maxim:

| P5(-1,2'62) max |
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CONCAVITAT I CONVEXITAT. Calculem la derivada segona partint de la
derivada primera, f (x)=3.(3x2-8x-11)/(x3-4x2-11x+30):
(6x-8).( x3-4.x2-11x+30) - (3. x2-8x-11)(8. x2-8x-11) _
(x3-4.x2-11x+30) 2
. = -33x%16.x3+32. x2-92x+361
(x3-4.x2-11x+30) 2

Per hipétesi sabem que no hi ha cap punt d'inflexio, és a dir, que
I'equacié 3x4-16x3+32x2-92x+361=0 té quatre arrels imaginaries. En
conseqiiéncia, només ens fixarem en les asimptotes verticals, en el
domini i que -3 és negatiu i el denominador positiu:

f(x)= 3.

N Av conv AV NE AV ony <

-3 2 5
Per -3<x<2, p.e. x=0, {7(0)=(-).(361)/(+)=(-) Conv.
Per x>5, p.e. x=6, {(6)=(-).(3888-3456+1152-552+361)/(+)=
=(-).(1393)/(+)=(-) Conv.
Deduim que la funcié és sempre convexa en el seu domini:

| Conv=(-3,2)u(5,+)

GRAFICA DE LA FUNCIO. Resumim les caracteristiques anteriors en una
grafica: ;

En l'esquema anterior hem indicat les “zones prohibides”, on no
pot passar la corba, perqué no sén del seu domini.



124 CALCUL DIFERENCIAL

Corbes trigonométriques

46. En l'interval [-4m, 4], sigui la corba f(x)=(nx/4)-3.sin(nx/6).
Estudia la simetria. Quins sén els quatre extrems? I els cinc punts
d'inflexi6? Fes-ne la grafica. Observa que els punts d'inflexié estan
alineats i calcula I'equaci6 de la recta que hi passa.

Solucié.

SIMETRIA. Com que el sinus és una funcié imparella, sin(-x)=-sin(x),
tindrem

f(-x)=(n(-x)/4)-3.sin(-1x/6)= -(nx/4)+3.sin(nx/6)= -f(x)
Aixi doncs, la funcié f també sera imparella, la qual cosa significa
geométricament que és l simétrica respecte del centre f '

EXTREMS. La derivada d'aquesta funcié trigonométrica és
f'(x)=(rn/4)-3.cos(nx/6).(n/6)= (r/4)-(n/2).cos(nx/6)
Igualant-la a zero obtindrem els punts critics
(1/4)-(n/2).cos(nx/6)=0 , (n/4)=(n/2).cos(nx/6) , cos(nx/6)=1/2 ,
nx/6=arccos(1/2) , x=(6/x).arccos(1/2)
Ara bé, sabem que arccos(1/2)=+60° perqué cos(+60°)=1/2. Si ho
passem a radians, arccos(1/2)=+60°.(rt/180°=%n/3 i com que el

periode del cosinus és 360°=2x tindrem arccos(1/ 2)=(*n/3)+k.27, on k
€s qualsevol nombre enter.

Per tant, x=(6/7).[(n/3)+k.2x]=+2+12.k. Calculem els valors de x
que son en l'interval d'estudi [-47,47]=[-12'56,12'56]. Per k=0, x=+2:
per k=1, x=+2+12, d'on x=14 i x=10; per k=-1, x=+2-12, d'on x=-10 i
x=-14. Notem que +14 no pertany a I'interval donat.

En resum, les abscisses son x1=2, x9=-2, x3=10 i x4=-10. Trobem
les imatges dels valors positius :

fx1)=f(2)=(r.2/4)-3.sin(r.2/6)=(r/2)-3.sin(n/3)=-1'02
flx3)=f(10)=(n.10/4)-3.sin(r. 10/6)=(57t/2)—3.sin(57t/3]z10'45
Per la simetria respecte de l'eix Y tindrem;:
fx2)=f(-2)=-f(2)=1'02  f(x4)=f(-10)=-f(10)=-10'45
Els quatre punts critics seran
P1(2,-1'02) P2(-2,1'02) P3(10,10'45) Py4(-10,-10'45)
Podem saber si s6n maxims o minims trobant la derivada segona
" (x)=(-n/2).[-sin(nx/6)].(r/6)= (12/12).sin(rx/6)
Determinem el signe de f~ en els punts critics, recordant que el
sinus €s una funci6 imparella: ‘
f7(2)=(+).sin(2n/6)=(+).(+)=(+) " (-2)=...=(+).(-)=(-)
£7(10)=(+).sin(10%t/6)=(+).(-)=(-) £ (-10)=...=(+).(+)=(+)
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Dels signes anteriors deduim que
[P1(2,-1'02) min | | P2(-2,1'02) max |
[ P3(10,1045) max | | P4(-10,-10'45) min |

PUNTS D'INFLEXIO. La derivada segona és { (x)=(n2/12).sin(nx/6).
Calculem els punts on s'anul-la:

sin(nx/6)=0 , mx/6=arcsin(0) , nx/6=0°,180°,360°,...
nx/6=k.180° , nx/6=k.n , Xx/6=k , x=6k

Per k=0, x=0; per k=1, x=6; per k=-1, x=-6 ; per k=2, x=12 i per k=-
2, x=-12 i pels altres valors enters de k la x no pertany a l'interval
d'estudi, [-12'56,12'56]. Les seves imatges son:

f(0)=(r.0/4)-3.sin(r.0/6)=0
f(6)=(r.6/4)-3.sin(n.6/6)=(31/2)-0=4'71 f(-6)=-4'71
f(12)=(r.12/4)-3.sin(x.12/6)=(371)-0=9'42 f(-12)=-9'42

Els punts critics de 2a espécie, o bé els punts d'inflexi6é perqué la
corba és continua, sén

| P5(0,0) | | Pe(6,471)] | P7(-6,-4'71) |

| Pg(12,942) | | Po(-12,-9'42) |

GRAFICA. Dibuixem aproximadament la grafica de la corba. Situem
primerament en el pla els nou punts trobats:

6 8 10 12

Comprovem que els punts d'inflexié estan alineats. L'equacié de la
recta que hi passa la podrem deduir a partir dels punts P5(0,0) i
Pe(6,4'71): y-0=(4'71/6).(x-0) , y=0'785.x.

Més exactament, 'equaci6 de la recta seria | y=(n/4).x
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47. Donada la funcié f(x)=[8(x+1)/(x2+4)]+4.Arctan[(2-x)/(2+x)],
calcula en primer lloc l'asimptota horitzontal. Estudiant els limits
laterals, prova que x=-2 és un punt de discontinuitat. Quin és el valor
del salt? Determina el creixement/decreixement i els extrems. Sabent
que x=-2'7 és un punt critic de 2a espécie, quins son els intervals de
concavitat/convexitat? I els punts d'inflexi6? Fes la grafica de la corba

| i apunta'n el recorregut.
 Solucis.
ASIMPTOTA HORITZONTAL. Fem que x—te en la funcié donada
y= LM goy _ Lim [8.Ai+ 4.Arctan (L&” =
Xeo X x2+4 24x
-7

= 8.0 + 4.Arctan (-1)= 4(2) =-7

Per tant, I'asimptota horitzontal és Ly:-n AH & l

LIMITS LATERALS. Calculem en x=-2 el limit per I'esquerra

(-2-¢)+1 2-(-2-¢) ) ]
(-2-€)%44 2+(-2- €)

f(-27)= Lifle_ flx) = Lim{ 8 + 4.Arctan
X—>-

-0

= 8.(‘—{;—) + 4.Arctan(-=s) = -1 + 4. (?“) =-1-2n~-7'28
i el limit per la dreta
(-2+ ¢)+1
(-2+€)%+4

2-(-2+ ¢€)

+ 4.Arctan
2+(-2+ €)

e-0

f(-24)= ;il_gf(x) = Lim[s

}=

Com que so6n diferents, f(-2-)2f(-2+), la funcié no tindra limit en
x=-2 i sera discontinua en aquest punt. La discontinuitat tindra un

salt de valor S=f(-2+)-f(-27)=(-1+2n)-(-1-2n)=4x, [ S=4rn |. Per tant i
aproximadament, S=12'56. ‘

— i {o'o] = - E:— o~ '
_8.(8)+4.Arctan(+) 1+4. (2) 14271 ~ 5'28

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Trobem la derivada

cror_ o 1.(x2+4)-(x+1).2x 1 -1(2+x)-(2-x).1
f'(x)= 8. Y +4.— —5 5 =
(x2+4) 1+(2_X) (2+x)
24X
= 8X%44-2x2-92x | 4 2+x) %  _9x94x = 8.2X2-2x+4
: 2 : 2 2" 2 : 2
(x2+4) (2+x) %+(2-x)* (2+x) (x2+4)
+4 -4 =8.X22x+4 16 _ gx%2x4 8 _

A+dx+ X2+4-4x+ X2 (x244) 2 8+2x2 T(x244)2 x244
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o .8 XoH2x-AH(x244) _ g 2x242x _ 1g _XZ4X _
(x2+4) 2 (x2+4) 2 (x2+4) 2

Els punts que anul-len la derivada soén les solucions de x2+x=0, és
a dir, x.(x+1)=0, d'on x=0 i x=-1. Calculem les imatges, tenint en
compte que el resultat de I'arctan ha de ser en radians

f(0)=8(1/4)+4.Arctan(2/2)=2+4.(n/4)=2+n=5'14
f{(-1)=8(0/5)+4.Arctan(3/1)=0+4.1'249=4'996=5
Els punts critics sén, doncs, P1(0,5'14) i P2(-1,5).

Estudiem els intervals de creixement i decreixement, apuntant
també en l'eix X el punt de discontinuitat, xp=-2, i tenint en compte
que en la derivada -16<0 i (x2+4)2>0:

DEC I:P DEC 22 CRE El DEC -
2 3 0
Per x<-2, p.e. x=-3, {(-3)=(-).(9-3)/(+)=(-) Dec.
Per -2<x<-1, p.e. x=-1'5, f'(-1'5)=(-).(2'25-1'5) /(+)=(-) Dec.
Per -1<x<0, p.e. x=-0'5, {'(-0'5)=(-).(0'25-0'5) /(+)=(+) Cre.
Per x>0, p.e. x=1, f(1)=(-).(1+1)/(+)=(-) Dec.

En consequiéncia, aquests intervals seran

Cre=(-1,0) ! Dec=(-o0,-2)U(-2,-1)U(0,+o0 ) l

Observem que en el punt critic P; la corba passa de ser creixent a
ser decreixent i en Py passa al revés. Per tant, deduim que

| P1(0,5'14) max | | Pa(-1,5) min |

CONCAVITAT, CONVEXITAT I PUNTS D'INFLEXIO. Calculem la derivada
segona, tornant a derivar f'(x)=-16.(x2+x)/(x2+4)2 :

L6, 2x+1). (x244) 2 - (x24%).2.(x%+4) 2X _
' (x2+4) *

- .16, 2x+1). (x2+4) - (x24x).4x _ - 16.2x%43x2.8x-4
(x2+4) 3 (x2+4) 3

(%)= -

La derivada segona s'anul-lara quan 2x3+3x2-8x-4=0. Sabem per
hipotesi que un punt critic de 2a espécie és el x=-2'7. Comprovem-ho
per la regla de Ruffini observant que el residu és proxim a zero:

2 3 -8 -4
274 -5'4 6'48 4'104
2 -2'4 -1'62 (0'104=0

L'equaci6 de 2n grau és 2x2-2'4x-1'52=0, x2-1'2x-0'76=0. Trobem

les seves arrels
x= 1'2 + V/(-1'2) 2-4.1.(-0'76) _1'2+ 71448 - 1'2+2'11

2.1 2 2
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Tindrem x=1'65 i x=-0'44. Les imatges d'aquests tres punts on, com

ja hem dit, l'arc tangent ha de ser expressat en radians:
f{-2'7)=8(-1'7/11'29)+4.Arctan(4'7/(-0'7))=-1'20-5'69=-6'89
f(1'65)=...=3'63  (-0'44)=...=5'07

En resum, els punts critics de 2a espécie sén P3(-2'7,-6'89),
P4(1'65,3'53) i P5(-0'44,5'07) i serviran per a estudiar la concavitat i
la convexitat. Tindrem en compte també el punt de discontinuitat i
que f~ tindra el mateix signe que la funcié g(x)=2x3+3x2-8x-4, perqué
16 i (x2+4)3 s6n positius.

CONV I:f’ CONC I:P CONC i 5 CONV I:f CONC
-2'7 -2 -0'44 1'65
Per x<-277, p.e. x=-3, g(-3)=-54+27+24-4=-7=(-) Conv.
Per -2'7<x<-2, p.e. x=-2'5, g(-2'5)=...=3'5=(+) Conc.
Per -2<x<-0'44, p.e. x=-1, g(-1)=-2+3+8-4=5=(+) Conc.
Per -0'44<x<1'65, p.e. x=1, g(1)=2+3-8-4=-7=(-) Conv.
Per x>1'65, p.e. x=2, g(2)=16+12-16-4=8=(+) Cédnc.

Els intervals de concavitat i convexitat sé6n

| Conc=(-27,-2)U(-2,-0'44)U(1'65,+=) |

| Conv=(-e,-2'7)U(-0'44, 1'65) |

Com que P3, P4 i P5 separen conc./conv., sén punts d'inflexié:

| P3(-2'7,-6'89) | [ P4(1'65,3'53) | [ P5(-0'44,5'07) |

GRAFICA 1 RECORREGUT. Dibuixem la funcié amb els punts trobats:

El recorregut és | R()=(-7'28,-3'14)U(-3'14,5'28)
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Corbes irracionals

48. Partint de la funcié uniforme f(x)=+\ (x2-16)/(x2-4), estudia’n el
domini, la simetria, les asimptotes horitzontals i verticals, els punts de
tall amb els eixos, el creixement/decreixement i els extrems. Fes-ne la
grafica i apunta la concavitat/convexitat i els punts d'inflexio.
Suposant ara que la funcié és multiforme, quin tipus nou de simetria
hi haura? Fes la nova grafica i apunta el recorregut.

Solucio.

DOMINI. La funcié existira si (x2-16)/(x2-4)>0. Trobarem els punts
frontera igualant el numerador i el denominador a 0. De x2-16=0
deduim x=14 i de x2-4=0, x=12. Estudiarem ara el signe del radicand,
r(x)=(x2-16)/(x2-4), en els punts frontera i en els intervals que
aquests determinen sobre I'eix X:

Ay 5 Ay g P1 g

-4 -2 2 4

Per x<-4, p.e. x=-5, 1(-5)=(25-16)/(25-4)=(+)/(+)=(+) Ex.
Per x=-4, r(-4)=(16-16)/(16-4)=0/(+}=0 Ex.
Per -4<x<-2, p.e. x=-3, 1(-3)=(9-16)/(9-4)=(-)/(+)=(-) NEx.
Per x=-2, r(-2)=(4-16)/(4-4)=(-)}/(0)== NEx. (A.V.)
Per -2<x<2, p.e. x=0, r(0)=(0-16)/(0-4)=(-)/(-})=(+) Ex.
Per x=2, r(2)=(4-16)/(4-4)=(-})/(0)=c« NEx. (A.V.)
Per 2<x<4, p.e. x=3, r(3)=(9-16)/(9-4)=(-)/(+)=(-) NEx.
Per x=4, r(4)=(16-16)/(16-4)=0/(+)=0 Ex.
Per x>4, p.e. x=5, r(5)=(25-16)/(25-4)=(+)/(+)=(+) Ex.

El domini de la funcioé f sera, doncs,

D(f)=(-o0,-4](-2,2)U[4, +) |

SIMETRIA. Si prenem la funcié uniforme f(x)=+V (x2-16)/(x2-4), com
que és una funcié parella, f(-x)=f(x), sera simétrica respecte de l'eix

d'ordenades, és a dir,

ASIMPTOTES HORITZONTALS I VERTICALS. Les horitzontals les trobarem
fent que x—eo.

y= xi_r:f(x)= Lim , /216 _ T =1

X0 X2 4

Com que el resultat és valid tant si x—+ee com si x—-e, tenim que

y=1 AH. ©
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Les asimptotes verticals son, evidentment, x=12, perqué en elles
f(2)=+cc. Per tant, com que la funci6 és sempre positiva,

|x=2 AV.1| [x=2 AvV.1]

PUNTS DE TALL AMB ELS EIX0S. Amb l'eix X tenim y=0, x2-16=0, d'on
x=14. Amb l'eix Y, x=0, resulta

f0)= +V(0-16)/(0-4) = +\V4 =2

Aixi, els punts de tall sén:
[P14.0) | [P2(-4.0] [P300.2) ]

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Calculem la derivada de la
funci6 donada f(x)=+\ (x2-16)/(x2-4)
2x.(x%-4) - (x2-16).2X  9x3.8x-2 x3+32x

£ (%)= (x2-4)? - (x2-4)* - 2ax\x24  _
2., /%216 2.1x2-16 2.Vx2-16 .(x2-4) 2
x2-4 x4

= 12x.Yx2-4 - 12x - 12x
1x2-16 .(x2-4) .Vx2-4 .Vx2-4 Vx2-16 /(x2-4)  +/(x2-16). (x2-4)

Observem que x=0 és l'abscissa d'un punt critic perqué '(0)=0. Per
tant, només hi ha un punt critic, que és el P3(0,2).

Per estudiar el creixement i el decreixement, a més del punt
anterior, tindrem en compte les asimptotes verticals i el domini:

Py

pec P2 N Avppe P3cre AV NE CRE
O 0O O X
-4 -2 0 2 4

Facilment veiem que el signe de f'(x) és el de x. Aixi, doncs, sera
creixent quan X sigui positiva i decreixent quan sigui negativa. Més
detalladament, tindrem

| Cre=(0,2)U4,+9) | | Dec=(-e0,-4)(-2,0)

Com que a l'esquerra de x=0 la corba és decreixent i a la dreta
creixent, el punt P3 sera un extrem i podem apuntar que

LP3(0,2) minim relatiu |

Quant als punts Pj i Pg, notem que no existeix la funcié a la seva
esquerra i dreta, respectivament, i no seran extrems. Com que la
funcié hi assoleix el valor més petit de tot el domini, tenim

u?l(4,0) i P2(-4,0) minims absoluts
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GRAFICA. Dibuixem la grafica de la funcié uniforme observant la
simetria respecte de l'eix Y, i també de la multiforme, formada per les
corbes en tra¢ continu i discontinu, respectivament, on ara la
simetria és respecte dels dos eixos coordenats:

A Yis A

AV

>
< f;

AH
N
e PrLe—" X
76 -5 -3-2] -1 1 |2 34805 6 7

<

CONCAVITAT, CONVEXITAT I PUNTS D'INFLEXIO. A partir de la grafica
anterior, i si ens fixem Gnicament en la funcié uniforme, podem fer
I'esquema segiient:

covv. P2 nE AV cone AV NE P cony
O O O O

7

A

-4 -2 2 4
Per tant, els intervals de concavitat/convexitat sén:

Conc=(-2,2) | | Conv=(-os,-4)u(4,+=) |

Notem que no hi ha cap punt que separi la concavitat de la
convexitat, o viceversa, per la qual cosa podem assegurar que

| No hi ha punts d'inflexi6 |

FUNCIO MULTIFORME. Considerant el doble signe de l'arrel, la nova
funci6 estara formada per dues branques

fix)= +V x2-16)/(x2-4) i fo®)= -V (x2-16)/(x2-4)

Finalment, tenim aixi la nova simetria respecte de l'eix X, i si
mirem l'eix d'ordenades, podem. apuntar el recorregut d'aquesta
funcié multiforme:

| R(=(-o0,-2]U(-1, HUI2,+) |.




132 CALCUL DIFERENCIAL

-49. Donada la funcié f(x)=+2.Yx+2-(1/2).Ln(x2-6x+5) fes-ne la grafica
estudiant préviament el domini, les asimptotes verticals i els punts de
discontinuitat. Comprova que dels dos valors x=7 i x=~0'14 només un és
punt critic, i estudia el creixement/decreixement i els extrems. Si x=~-
0'44 és l'unic punt d'inflexi6é, determina la concavitat/convexitat. Quin
és el recorregut?

Solucié.
DoMINI. Considerem les funcions fj ®)=\x+2 i fo(x)=Ln(x2-6x+5) i
estudiem el domini de cadascuna. .

El punt frontera de la primera és x+2=0, d’on x=-2.

NE Py E

® = X

-2

Veiem que f] existeix si x>-2, i aixi el domini és D(f1)=[-2,+c0).

Draltra banda, els punts frontera de la funcié logaritmica sén
expressats per I'equacié x2-6x+5=0, que sén x=1 i x=5. Com que per
aquests valors resulta In(0)=-e, sén dues asimptotes verticals.

E Ay N Av E
o~

-« 1-1‘ o = X

5

Per x<1, p.e. x=0, f2(0)=Ln(0-0+5)=Ln(+) Ex.
Per 1<x<5, p.e. x=3, f9(3)=Ln(9-18+5)=Ln(-) NEx.
Per x>5, p.e. x=6, f5(6)=Ln(36-36+5)=Ln(+) Ex.

Consegiientment, el domini de fo és D(fo)=(-o0, 1)U(5,+c0).

Si volem calcular el domini de la funcié donada, com que han
d'existir a la vegada f; i fo, haurem de determinar la interseccié dels
dos dominis anteriors:

NE Py E

® - X

-2

{é- —0 O 50

1 5

Graficament, observem que aquesta intersecci6 és:

NE PLEAV N AV E

O — X

-2 1 5

Per tant, el domini és

D(=[-2,1) U(5.+>) |
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ASIMPTOTES VERTICALS I PUNTS DE DISCONTINUITAT. Hem vist ja que
estaven en x=1 i x=5. Notem que estan dirigides cap a +c, ja que

f19=2.V3-(1/2).Ln(0)=+> i f(51)=2.\7-(1/2).Ln(0)=+c
Podem escriure
|x=1 AV.T| |[x=5 AV.T|

A més d'aquests dos punts, x=1 i x=5, hi ha un altre punt de
discontinuitat, el d'abscissa x=-2, perqué a la seva esquerra no
existeix la funci6 i a la dreta val

f(-2)= Lim{ 2.1x+2 - L.Ln(x2-6x+5) }: 0- Lin@21)~-152
x—-2" 2 2

Per tant, un altre punt de discontinuitat és

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Calculem la derivada de la
funci6 donada, fx)=+2.Vx+2-(1/2).Ln{x2-6x+5)

f=2.—1 -1 _2x6 _ 1 __x3
2.Vx+2 2 x2-6x+b  {x+2 x2-6x+5

Si l'anul-lem podrem trobar els punts critics,
1 x3 __o 1 __ x3

x+2  X2-6x+5 ’ x+2  X2-6x+5
Operant, tindrem:
x2-6x+5 = (x-3). 1x+2 , (x2-6x+5 )% = (x-3)%(x+2)
(x2P+(-6x P+5%+2.(x2).(-6x)+2.( x2).5+2.(-6x).5 = (x2-6x+9 ).(x+2)
x4+36.x2425-12. x3+10.x2-60x = x3+2.x2-6.x2-12x+9x+18
Passant al primer membre obtenim I'equacié de 4t grau:
x4-18.x3+50.x2-57 .x+7=0

Determinem per Ruffini quin dels dos valors x=7 o x=0'14, donats
en I'enunciat, és un punt critic:

1 -13 50 -57 7

71 7 -42 56 -7

1 -6 8 -1 (0]
014 | 0'14 -0'82 1
1 -5'86 718 ©

Aparentment sembla que tots dos sén punts critics, perd, per
hipotesi, només ho pot ser un. Estudiem si tots dos verifiquen
I'equaci6 f'(x)=0:

f(7)= ___7-3 =1_4 _1_1_9
V 7#2 7%67+5 3 12 3 3
Fo14)= -— Q143 068+0'68 =1'36 20

Vo' 14+2 0'14 2-6.0'14+5
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Deduim que x=7 si que és un punt critic, perd x=0'14 no. El fet de
la introducci6 d'aquesta falsa soluci6 de l'equacié de 4t grau ha estat
degut a l'elevacié al quadrat:

x2-6x+5 = (x-3). Vx+2 = (x2-6x+5 )% = (x-3)2.(x+2)

Recordem que, quan es tracta de resoldre una equaci6 irracional és
possible que, en elevar al quadrat per eliminar l'arrel, apareguin
“solucions extranyes” que haurem de negligir.

Com que hem d'estudiar el creixement/decreixement, mirarem si
hi ha més punts critics, a part de x=7. Partirem de I'equacié de 2n
grau x2-5'86x+7'18=0, obtinguda després d’haver aplicat dues vegades
la regla de Ruffini:

<= 5'86 + +/(-5'86) 2-4.1.7'18 _586+ V562 _5'86+2'37
2.1 2 2
Amb el signe positiu x=4'11, i amb el negatiu x=1'74. Ara bé, com
que la corba no existeix en l'interval [1,5], aquests punts no sén del
domini i no poden ser punts critics.

D'aquesta manera, com que per x=7 la imatge és
f(7)=+2.N7+2-(1/2).Ln(72-6.7+5)=6-(1/2).Ln(12)=4'75

resulta que I'inic punt critic és el | Po(7,4'75) |.

Estudiem ara el creixement i decreixement utilitzant el punt de
discontinuitat Pj, el punt critic anterior Py i les dues asimptotes
verticals, i també tenint en compte el domini:

7. 224 7 X

NE P1 cre Av NE AV ppe P2 cre
C 7\ “ A FaY
2 1 5 7

Per -2<x<1, p.e. x=0, f(0)=[1/V 0+2]-[(0-3)/(9+18+5)]=
=0'707+0'093=(+) Cre.

Per 5<x<7, p.e. x=6, {(6)=[1/V6+2]-[(6-3)/(36-36+5)]=
=0'353-0'6=(-) Dec.

Per x>7, p.e. x=8, {(8)=[1/V 8+2]-[(8-3)/(64-48+5)]=
=0'316-0'238=(+) Cre.

Tenim, doncs,

| Cre=(-2,1)U(7,+2) | [Dec=5.7)

CONCAVITAT 1 CONVEXITAT. Sabem de l'enunciat que x=-0'44 és
l'abscissa de I'anic punt d'inflexi6. La seva imatge és
f(-0'44)=+2.V-0'44+2-(1/2).Ln((-0'44)2-6.(-0'44)+5)=1'46
En conseqiiéncia, el punt d'inflexi6é és
| P3(-0'44,1'46) |
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Per saber la concavitat o convexitat d'una corba ens caldra la
derivada segona, que obtindrem a partir de la primera, la qual posem
en la forma f (x)=(x+2)-1/2 - (x-3)/(x2-6x+5). Tenim:

1.(x2-6x+5) - (x-3).(2x-6)

f(x)= %.(x+2) C1/2)-1.

(x2-6x+5) 2
-1 (x+2) -3/2 _ x2-6x+5-2 x2+6x+6x-18 _ -1 4+ X2-6x+13
2 (x2-6x+5) 2 2(Vx+2 ) (x2-6x+5)2

Situem ara en l'eix d'abscisses el punt d'inflexié P3 (punt critic de
2a espécie), conjuntament amb el punt de discontinuitat Pj i les
dues asimptotes verticals x=1 i x=5. Tindrem:

Ne P1 conv P3 conc AV NE AV conc
P~ 7\ a3 N

-2 -0'44 1 5

Per -2<x<-0'44, p.e. x=-1, {7(-1)=(-1/2)+(20/122)=
= -0'5+0'138=(-) Conv.

Per -0'44<x<1, p.e. x=0, £°(0)=(-1/(2.8))+(13/25)=
=-0'17+0'52=(+) Conc.

Per x>5, p.e. x=6, f°(8)=(-1/(2.V512))+(13/25)=
=-0'022+0'562=(+) Conc.

Per tant, podem apuntar els intervals de concavitat/convexitat

Conc=(-0'44,1)U(5,+>) | [ Conv=(-2,-044) |

GRAFICA I RECORREGUT. Amb totes les dades trobades podem dibuixar
facilment la grafica de la funcio

Observant l'eix Y, el recorregut és l R(f)=(-1'52, +) |
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50. Considera la funcié f(x)=3.V (x2-8x+15)/(x2-8x+7) com a
uniforme, prenent el signe positiu de l'arrel, i estudia el domini, les
asimptotes verticals i horitzontals, els punts de tall amb els eixos, el
creixement/decreixement i els extrems. Fes-ne la grafica i indica els
intervals de concavitat/convexitat i comprova que té una simetria
entorn de l'eix vertical x=4.

Si ara consideres la funcié com a multiforme, quina simetria tindra?
Quines seran les noves asimptotes? I el nou punt de tall amb l'eix Y? I
el nou extrem? Quin sera el recorregut?

Solucid.
DOMINI. Com que és una arrel quadrada, la funcié existira sempre
que el radicand sigui no nul, és a dir, quan (x2-8x+15)/(x2-8x+7)=0.
Els punts frontera els trobarem anul-lant numerador i denominador
a zero i resolent les equacions de 2n grau resultants:

x2-8x+15=0 i x2-8x+7=0

Recordant l'expressié x2-s.x+p=0, on s és la suma de les arrels,
s=X1+X2, i p el seu producte, p=x;.x2, facilment veiem que aquestes
arrels son 315 en la primera i 1i 7 en la segona. Notem, de passada,
que x1=3 i x2=5 son punts de tall amb l'eix X, perqué anul-len el
numerador i que x=1 i x=7 s6n dues asimptotes verticals, perqué
anul-len el denominador i la funcié és infinita.

Estudiem, doncs, el signe del radicand, r(x), en els intervals:

E v g P1 g Paop Av g
H—#—HX
1 3 5 7

Per x<1, p.e. x=0, r(0)=(0-0+15)/(0-0+7)=(+) Ex.

Per 1<x<3, p.e. x=2, r(2)=(4-16+15)/(4-16+7)=(-) NEx.
Per 3<x<5, p.e. x=4, r(4)=(16-32+15)/(16-32+7)=(+) Ex.
Per 5<x<7, p.e. x=6, 1(6)=(36-48+15)/(36-48+7)=(-) NEx.
Per x>7, p.e. x=8, r(8)=(64-64+15)/ (64-64+7)=(+) Ex.

Podem apuntar, per tant, el domini de la funcié:

| DD)=(-o0, YUI3,51U(7,+2) |

ASIMPTOTES VERTICALS I HORITZONTALS. Les verticals ja hem vist que
eren x=1 i x=7, ja que en aquests punts tenim f(x)=+c. Aixi:

|x=1AV. 1| [x=7AV.7]

Quant a les horitzontals, calcularem el limit quan X-soco,
y= UM g [xZ8x+15 _ 3 4T -3
Xm0 x2-8x+7
Tant si Xx—+e0 com x—-e° és y=3, per la qual cosa

y=3AH. &
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PUNTS DE TALL AMB ELS EIXOS. Amb l'eix X fem que y=0 i obtenim
I'equaci6 x2-8x+15=0, que ja sabem té per solucions x=3 i x=5. Amb
I'eix Y substituim x=0 en la funci6 i obtenim y=+3.V 15/7=4'39. En
resum, els punts de tall amb els eixos son:

[P18,0)] [Pa2(5.0)] [P3(0,439) ]

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Calculem en primer lloc la
derivada de la funci6é donada

1 (2x-8).( x2-8x+7) - ( x2-8x+ 151.(2x—8)

o  [xZ8x+15 (x2-8x+7) 2
X2-8x+7
_ 3 [x%8x+7_ (2x-8).(x2-8x+7-x?+8x-15) _
27V x2-8x+15 (x2-8x+7) 2

_3 [x2Z8x+7 .2.(X—4).(-8) _ 24.(4-x) ' [ X2-8x+7
27V x2-8x+15 (X2-8X+7] 2 (x2-8x+7) 27V x2-8x+15
La derivada s'anul-lara quan 4-x=0, és a dir, quan x=4, que t€ per
imatge

2
f(4)= +3. 4°-8.4+15 _ g [16-32+15 _ .3 /-1 _
=+ 42-8.4+7 T2 16-3247 Vo

El punt critic sera, doncs, P4(4,1).

f'x)= 3.

Estudiarem ara el creixement/decreixement servint-nos del punt
anterior, de les asimptotes verticals i del domini de la funcio:

cre &V e P cre l}DEC P N AV prc X
— Qi O O Lo e O

1 3 4 5 7

Observem que el signe de la derivada dependra tunicament de
gx)=4-x, perqué els altres termes (I'arrel i el quadrat) son positius.
Aixi si x<4 sera gx)>0 i la funcié sera creixent; en canvi, si x>4 sera
g(x)<0 i la funci6 sera decreixent.

En resum, els intervals demanats soén:

| Cre=(-,1)U(3,4) | | Cre=(4.5)U(7,+~) |

Com que a l'esquerra de P4 la funcié és creixent i a la dreta
decreixent, deduim que I"anic extrem és

P4(4,1) max.

GRAFICA. En la figura de la pagina segiient hem dibuixat tant la
funcié uniforme com la multiforme, és a dir, emprant el doble signe
de l'arrel quadrada i on aquesta ultima és en tra¢ discontinu.
Observem la simetria respecte de la recta vertical x=4.
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CONCAVITAT 1 CONVEXITAT. De la funcié uniforme veiem graficament
que es compleix

conc &v N P1 conv P2 NE 2V cone
o ol Ossssss45545540
1 3 5 7

En conseqiiéncia, els intervals de concavitat i convexitat s6n

Cone=(-,1)u(7,+=) | [ Conv=(3.,5)

Notem de passada que la corba no té cap punt d'inflexié, ja que no
hi ha cap punt real en qué es passi de concavitat a convexitat o
viceversa.

.FUNCIO MULTIFORME. Com que la funcié multiforme és simeétrica
respecte de l'eix X, les noves asimptotes verticals i horitzontals de la
branca amb el signe negatiu de I'arrel seran

x=1av.l]| [x=7av.l] [y=3aH o |

També deduim per simetria que el nou punt de tall amb l'eix i el
nou extrem son, respectivament:

| P5(0,-439) | [ Pg(4.-1) min. |

Quant al recorregut de la funcié multiforme, és

| R=(-02,-3)U-1,1]U, +2) |.
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3

51. Fes la grafica de la funcio6 f(x)=\ 3x2-x3 trobant abans el domini,
l'asimptota obliqua, els punts de tall amb els eixos -tot comprovant
que els de l'eix X no soén derivables- el signe de la funcio6, el
creixement/decreixement i els extrems. Comprova també que no hi ha
cap punt que anulli la derivada segona i estudia la
concavitat/convexitat. Hi ha punts d'inflexi6? Calcula finalment el
punt de tall de la corba amb la seva asimptota.

Solucio.

DoMINI. Com que es tracta d'una arrel cubica, la funcio existira
sempre tant si el radicand és positiu com negatiu. Per tant,

D(f)=(-o0,+0)

ASIMPTOTA OBLIQUA. Tindra la forma y=m.x+n, on
_ Lim f(x) _ Lim %/3x2-x3 _ Lim */3x2x3 _ Lim ;/3

T xoee X X—oo X X—300 x3 X300 X

n= MM [fx)-m.x] = 1;1_12{ 3x2-x3 - (—1)x} = I;(im [x + V3x2—x3} = co-00

X0 —yoo

= -1

Per resoldre la indeterminacié anterior transformem-ho en

3
/ 3 _ Lim 3 _ Lim 33
X + x3.(§—1) = {X-X. i'l = . [x{l - E'l

i tot seguit emprarem la igualtat que pots comprovar
a3+b3 = (a2-ab+b2).(a+b) o bé a+b=(a3+b3)/(a2-ab+b2)

_ Lim

X—oo

n

5 ;
on suposem que a=1 i que b=V (3/x)-1 . Aixi, tindrem

n

3
_Lim | 1+(3z"1) =Liml: 3 _
Koo | o3 JB 1P| |- 4/3 ViEEnae
1-198 1+ 3] 1-28-1 + 3]
=1: f’ = 1 Aixi, I'asimptota obliqua és .
+
PUNTS DE TALLS AMB ELS EIXOS I SIGNE DE LA FUNCIO. Amb l'eix X fem

y=0 i obtenim 3x2-x3=0, x2.(3-x)=0, d'on x=0 i x=3. En canvi, amb
I'eix Y fem x=0 en la funci6, d'on y=0. D'aquesta manera resulten

[P10,.0)| [Pa23,0) |

Calculem la derivada de la funcié que posem préviament en la
forma f(x)=(3x2-x3)1/3,

fx)= L(3x2-x3)2/3(6x-3x2) = 2x-x2  _ i x.(2-%)  _
3 J(3x2-x32  Vx4(3-x)?
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- X.(2-x%) - 2-x
x4/ x.(3-x) 2 bk x.(3-x) 2
Observem que per x=0 i x=3 la derivada es fa infinita, per la qual

cosa podem assegurar que la funcié no és derivable en els punts de
tall amb l'eix X. Aixi, en P; i Pg la recta tangent és vertical.

Analitzem a continuaci6 el signe de la funcié, que, com veiem, sera
el mateix que el de 3x2-x3, el de x2.(3-x) o, millor, el de 3-x.

P1 pos P2 nEG
—_0 O— X

0] 3
Per tant, si x<3 la funci6 és positiva i si x>3, negativa:

| Pos=(-,000(0,3) | [Neg=@,+=)

CREIXEMENT, DECREIXEMENT I EXTREMS. Es veu de seguida que la
derivada s'anul-la quan x=2, i com que la seva imatge és

f2)= 32223 = Y12-8 = Y2 ~ 1'58
obtindrem el nou punt P3(2,1'58).

POS

Els punts critics, formats pels que anul-len la derivada i els punts
no derivables, seran els punts trobats Pj, Py i P3:

DEC Py CcRE P3 pec Po DEC
Y o I

-0 O O X
0 2 3

Observem que el signe de la derivada és el mateix que el de la
funcio g(x)=(2-x).x, perqué (3-x)2 és positiu. Per tant,
Per x<0, p.e. x=-1, g(-1)=(2-(-1))/(-1)=-3=(-) Dec.
Per O<x<2, p.e. x=1, g(1)=(2-1)/1=1=(+) Cre.
Per 2<x<3, p.e. x=2'5, g(2'5)=(2-2'5)/2'5=(-) Dec.
Per x>3, p.e. x=4, g(4)=(2-4)/4=(-) Dec.
Els intervals de creixement i de decreixement sén

| Dec=(-20,0)U(2,3)U(3,+ ) |

Els extrems, que son els punts que separen el creixement del
decreixement o viceversa, sén P; i P3. Més concretament:

| P1(0,0) min. | [ P3(2,1'58) max. |

CONCAVITAT, CONVEXITAT I PUNTS D'INFLEXIO. Calcularem la derivada
segona, posant abans la primera en la forma

f(x)=(2-x).x"1/3.(3-x)-2/3

i utilitzant la férmula de la derivada d'un producte de tres factors
(uvw)'=u'v.w + uV.W + UV.W: .
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£ (x)=(-1). x-1/3(3-x) 2/3 + (2-x). ( )x( 1/3)-1(3-x) 2/3 4+
+ (2-%). X‘1/3( )(3 x) 2731 1)

Traient factor comu (-1).x-1/3.(3-x)-2/3 i operant,

£ (x)=(-1). x"1/3(3-%) '2/3{1 + (2-%). 1x—1+ 2-x). ( )(S—X) }

= -x-1/3 -2/3 2-x _ 2. (2-x)}

xH/A3-x) {1 * 3x  3.3-%)

3x.(3-x) + (2-x).(3-x) - 2.(2-x).x
3x.(3-x)

-x(-1/3)-1(3-x) (-2/3)-1_9x—3x2+6-2x-§x+ x2-4x+2 X2 _

= -x4/3(3-x) /32 = -2

by x4.(3-x) 5

Deduim immediatament que no hi ha cap punt que anul-li la
derivada segona, ja que el numerador és diferent de zero. En
conseqiiéncia els punts critics de 2a espécie seran nomes els punts
no derivables P; i Py:

= -x"1/3(3-x) 2/3,

conv. F1 conv P2 conc
O O X
0 3

Fixem-nos que el signe de la derivada segona sera el mateix que el
de la funcié gx)=-(3-x)=x-3, i aixi si x<3, g(x)<0 i la funcié sera
convexa; en canvi si x>3, g(x)>0 i sera concava. Per tant

Conc=(B,+=) | | Conv=(-,001(0,3) |

Veiem que en el punt P la corba passa de convexa a concava, la
qual cosa vol dir que és un punt d'inflexi6é. Simbdlicament,

| P2(3,0) P. inf. |

3
PUNT DE TALL DE LA CORBA AMB L'ASIMPTOTA. La corba y=V3x2-x3 i
I'asimptota obliqua y=-x+1 es tallen en un punt real, com es pot
comprovar en la grafica de la pagina segient. Per determinar-ho
resoldrem el sistema format per les dues equacions anteriors.

Igualant, 3\] 3x2-x3 = 1-x, 3x2-x3 = (1-x)3,

3x2-x3 = 1-8x+3x2-x3, 0=1-3x,x=1/3
Substituint, y=-(1/3)+1=2/3.
Per tant, el punt de tall és el P4(1/3,2/3) o, aproximadament,

P4(0'33,0'66)
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GRAFICA. Concloem el problema fent la grafica de la funcio
irracional donada:

2

2.2 CORBES EN PARAMETRIQUES I EN POLARS

Coordenades paramétriques

52. Determina el domini paramétric de la corba astroide, que en
parameétriques és {x=10.cos3(t), y=10.sin3(t)}. Quins sén els quatre
punts on s’anul-len simultaniament les dues derivades dx/dt i dy/dt?
Dibuixa-la. Expressa l'astroide en coordenades implicites, F(x, y)=0, i
després en explicites, y=f(x). Calcula I'equacié de la recta tangent a la
corba quan t=45°. Digues finalment el valor del perimetre que haura de
tenir un quadrat tangent interiorment a l'astroide. '

Solucié. El domini parameétric, que és el conjunt minim de valors
del parametre t pels quals queda completament dibuixada la corba,
és, evidentment, D(t)=[0°, 360°), perqueé aquest és el periode del cos(t)
i del sin(t) presents en I'equacié de l'astroide.

Calculem ara les derivades primeres respecte del parametre
dx/dt=10-3-cos2(t)-[-sin(t)]= -30-cos2(t)-sin(t) -
dy/dt=10-3-sin2(t)-cos(t)= 30-sin2(t)-cos(t)

Anul-lant-les, perqué ens donin els quatre punts de retrocés,
obtindrem el sistema d’equacions

{ cos2(t)-sin()=0 i sin2(t)-cos(t)=0 }
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Evidentment, el sistema es verificara quan sin(t)=0 o bé quan
cos(t)=0, d’on, si ens atenem a les solucions positives, tindrem els

valors segiients, que pertanyen a:
t1=0°, t2=90°, t3=180° i t4=270°
Substituint en {x=10.cos3(t), y=10.sin3(t)}, els quatre punts de

retrocés seran
[P1(10,0) | [P2(0,10)| [P3(-10,0)| | P4(0.-10) |

Construim ara una taula de valors:
t 0° 30° 45° 60° 90° | 180° | 270° | 360°
X 10 6’5 35 1’2 0 -10 0 10
y 0 12 35 6’5 10 0 -10 0
Amb els punts anteriors podem dibuixar la corba que ens queda en
forma d’estrella:

Partint de I'equacié de la corba {x=10.cos3(t), y=10.sin3(t)} en
coordenades paramétriques, la passarem a implicites eliminant el

parametre t.

De la primera i segona equacions tenim

cos()=(x/10)1/3 i sin(t)=(y/10)1/3

Per la propietat fonamental trigonomeétrica, cos2(t)+sin2(t)=1, si

substituim tindrem
(x/10)2/3 + (y/10)2/3 =1
En coordenades implicites I'astroide es podra expressar per
| x2/3 4 y2/3 = 102/3 1

Aillant la y, y2/3=102/3-x2/3, d’'on la funci6 explicita sera
[y=(10273 - x2/3)372 |
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Calculem I'equaci6 de la recta tangent a la corba en un punt on el
parametre és t=45°.
x=10- c0s3(45%=10- (V2/2)3=10-2- V2/8)=5-12 /2
y=10-sin3(45°)=10- (Y2/2)3=5.12 /2

El punt és P(5-V2/2, 5-2/2).
La derivada dy/dx expressada en coordenades paramétriques és

dy _ dy/dt _ 10-3-sin®(t)-cos(t) _ sin(t) - _tan(®)

dx = dx/dt 10.3-cos2(t)-[-sin(t)]  cos(t)
Per tant, el pendent de la recta tangent en el punt P sera
mt= (dy/dx)p= -tan(45°)= -1
Substituint en I'equacié de la recta tangent en la forma punt-
pendent, y-yp=m¢-(x-xXp), tindrem

572 512 _5V2 _ 592 -
o 3 ] y—T-X+T , | y=-x+b 12

Finalment, ens falta calcular el perimetre d’'un quadrat tangent
interiorment a l'astroide. Com es pot veure en la figura, un dels
costats sera el segment MN de la recta tangent que queda en el
primer quadrant.

‘ y- =_1.(X_.

Els punts M i N, o punts de tall amb els eixos X i Y sén
M(©,5-12) i N(5-V2,0)

El costat MN, aplicant el teorema de Pitagores perqué el triangle
MON és rectangle, sera

MN=(5-12) 2+ (5-12) 2=50+50 =10
Aixi, el perimetre p=4-MN sera .

53. Calcula els extrems horitzontals i verticals i dibuixa la corba en
forma de lla¢ {x=4(t-t3), y=4(t2-t4)}. Indica el punt triple. Si una recta
horitzontal té d'alcada h=3/4, en quins punts talla la corba?

Solucié. Els extrems horitzontals, que sén els punts on la recta
tangent és vertical, els trobarem anul-lant la derivada de x respecte
de t, dx/dt=0, és a dir, 4(1-3t2)=0, d’on

3t?=1 , t2=1/3 , t=+V1/3 , t=t{3/3
Els valors de x iy seran .
+/3 18-Y3
=4t-(1- t¥)=4.-=2{1- L
x=dt(1- =22 {1- Lo 22

y=4-(t2-t4)=4. % - 513_)= g—
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Per tant, els extrems horitzontals sén

813 g
9 '9

i Pz(__&_ﬁ’&

P1 9 '9

Els extrems verticals, en els quals la recta tangent és horitzontal,
els trobarem anul-lant la derivada de y respecte de t, dy/dt=0, d'on
4(2t-4t3)=0, 8t-(1-2t2)=0.

La primera soluci6 és 8t=0, t=0 i les altres dues seran

12420 , =1, =1/l | = +12
2 2 2
Per t=0 ens resulta directament x=0 i y=0, i pels altres valors
gt (1 t2)=4- 212 {1 L 2 g (2tY=a.(L - L)
x=4t-(1- t)=d- =5 {1 2)_ 2 y=4-(t2-tH=4 (2 4)..1
Aixi els tres extrems verticals seran
P30.0)] ., |P4V2.1)| i [Pg-V2,1)

Per dibuixar la grafica farem una taula de valors i tindrem en
compte els 5 punts extrems trobats:
t 0 0'5 1 -0'5 -1 12 | -1'2
X 0 1'5 0 -1’5 0 | -21 2’1
y 0 075 0 0'75 0 -2'5 | -2'5

Observem que el punt triple és I'origen perqué la corba hi passa
tres vegades corresponents als parametres t=0, 11i-1.

Sigui ara la recta horitzontal d’altura h=3/4. Com que I'ordenada
és y=4-(t2-t4) tindrem 4-(t2-t4)=3/4, 16t2-16t4=3, 16t4-16t2+3=0 i
resoldrem aquesta equaci6é biquadrada fent el canvi de variable t2=u
i, per tant, t4=u2.
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L'equaci6 de 2n grau resultant, 16u2-16u+3=0, tindra d’arrels
e 16+V162-4-16-3 _ 16164 _ 1648 _ 21

2-16 32 32 4
Amb el signe positiu,
= & t2= & t: +E
a0 Ty B

Els valors de x corresponents seran

/3 [, 3\ 413
=4t-(1-t9)=4-=2{1- 3|= &
x=dt(1- =0 =2 {1- 3£ 13
Amb el signe negatiu,
=1 2= 1 t=+L
Ty Ty BR
Per aquests parametres els valors de x seran
+1 1 3
=4t-(1- t¥)=4.=—{1- L]=+ 3
x=dt(1- =4 {1- 1) 2

En conseqiiéncia, els quatre punts de tall de la corba amb la recta
horitzontal d’altura h=3/4 seran

o). [k 53

o 3] « o3 3]

Cooordenades polars

54. Dibuixa les corbes p=5 i p=10.sin(36) pér mitja d'una taula de
valors i calcula analiticament els sis punts de tall. Calcula el radi de la
circumferéncia que és tangent interiorment a la segona corba.

Solucié. La primera corba p=5 no depén de 6 i és evidentment una
circumferéncia de radi 5. Quant a la segona corba haurem de
construir una taula de valors

0 | 0° | 15° | 30° | 45° | 60° | 75° | 90° | 105°
p|o[7|1o|7|0|-7|-1o|-7|

Dibuixant els punts anteriors i els que segueixen es veu que la
corba és una rosa de tres pétals, com es mostra en la figura de la
pagina segtient.

Calculem a continuacié els punts de tall entre les dues corbes.
Igualant,

10-sin(30)=5 , sin(360)=1/2 , 36=arcsin(1/2)
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La funcié arc sinus és multiforme i tindra infinites solucions.
Buscant arcsin(1/2) amb la calculadora obtindrem un angle de 30°.

Ara bé, com que el periode de la funcié sinus és p=360°, podrem
escriure, si k és qualsevol nombre enter,
30=30°+360°k , 6=10°+120°k

Per k=0 obtenim 0=10°; per k=1, 8=130°; per k=2, 6=250°; i pels
altres valors de k ja no ens déna cap solucié perqué I'argument ha
d’estar en l'interval [0°, 360°).

Utilitzant la relacié trigonomeétrica sin(180°-8)=sin(8) trobarem els
tres arguments que falten. Efectivament, sin(180°-30°)=sin(150°)=1/2
i aixi arcsin(1/2) també pot valer 150°,

36=150°+360°k , 6=50°+120°k

Per k=0 obtenim 08=50°; per k=1, 6=170° i per k=2, 6=290°. En
resum, com que el radi és 5, els sis punts de tall ordenats son

| P1(10°,5) | | Pa(50° 5) | | P3(130°, 5) |

[ P4(170°,5) | | Ps(250° 5) | [ Pg(290°, 5) |

Per determinar el radi de la circumferéncia que és tangent
interiorment a la segona corba, p=10-sin(36), calcularem el maxim
del modul per mitja de la derivada

dp/d8=10-cos(36)-3=30-cos(36)

Igualant a zero, cos(30)=0, d’on 36=90°+360°-k, 6=30°+120°k.
Obtenim els angles 6p=30° 0;=150° i 82=240° que ens donen el
mateix radi p=10-sin(30)=10-1=10.

Per tant, el radi de la circumferéncia és .
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55. Donada la cardioide p=5.[1-sin(0)], calcula per derivacié els
maxims i minims d’aquesta corba en coordenades polars. Passa-la
després a paramétriques i dedueix els seus extrems horitzontals i
verticals. Indica el domini i el recorregut de la corba. Fes-ne la grafica a
partir de les dades anteriors.

Solucié. Derivant, dp/d6=5.[-cos(8)]=-5-cos(6), i si igualem a zero
tindrem els arguments 01=90° i 02=270°.

Per 81=90° tenim p=5-[1-sin(90°)]=5-(1-1)=0 i per 62=270°, p=5-[1-
sin(270°)]=5-(1+1)=10. v

La derivada segona és d2p/d682=5-sin(0). Si calculem el seu valor en
aquests arguments

(d2p/d62)1=5-sin(90°)=5>0 i (d2p/d62)a=5-sin(270°)=-5<0 -

Deduim, doncs, que els punts en qué el radi passa de ser creixent

a decreixent o viceversa son, en coordenades polars,

| Q1(0°, ) min. | [ Q2(270°, 10) max. |

Per passar de coordenades polars a paramétriques tindrem en
compte les relacions

x=p-cos(0) 1 y=p-sin(0)
Substituint el modul pel seu valor, ‘
x=5.[1-sin(0)]-cos(0) i y=5.[1-sin(0)]-sin(8)
Finalment, si posem t=6, tindrem les equacions paramétriques
| {x=5.[1-sin(t)]-cos(t) , y=5.[1-sin(t)]-sin(D) } |

EXTREMS HORITZONTALS I DOMINI. Calculem en primer lloc els extrems
horitzontals amb dx/dt=0. Tenim

dx/dt=5-{[-cos(t)]-cos(t) + [1-sin(t)]-[-sin(t)]}
Simplificant,
dx/dt=5-[-cos2(t)-sin(t)+sin2(t)]

Igualant a zero i com que cos2(t)=1-sin2(t),

-cos2(t)-sin(t)+sin2()=0 , -1+sin2(t)-sin(t)+sin2(t)=0
Ens ha resultat I'equaci6 de 2n grau,

2-sin2(t)-sin(t)-1=0

Aplicant la férmula corresponent
1+V1-4-2.(-1) _ 143

2-2 T4

Amb el signe positiu, sin(t)=1, d’on t;=90° i substituint en les

equacions parameétriques ens doéna l'origen de coordenades.

sin(t)=
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Amb el signe negatiu, sin(t)=-1/2, d'on, prenent les solucions en
linterval [0°,360°), tenim t2=180°+30°=210° i t3=360°-30°=330°.
Substituint en les equacions parameétriques,

x9=5-[1-sin(210°)]-cos(210°=5-[1-(-1/2)]-(- V3/2)=-15-13/4

yo=5-[1-sin(210°)]-sin(210°)=5-[1-(-1/2)]-(-1/2)= -15/4
x3=5-[1-sin(330°)]-cos(330°)=5-[1-(-1/2)]-( V3/2)=15-13/4
y3=5-[1-sin(330°)]-sin(330°)=5-[1-(-1/2)I:(-1/2)= -15/4 .

En conseqiiéncia, els tres extrems horitzontals expressats en
coordenades cartesianes sén

[P100,0) | . [P2(15-13/4,-15/4) | i [P315-13/4,-15/4) |

El domini de la corba es podré trobar amb els dos dltims extrems
horitzontals, D(f)=x3-x2, d’on resulta

[DW@=(-15-V3/4,15:73/4) | , DW®~(-65, 65)

EXTREMS VERTICALS I RECORREGUT. Calculem a continuaci6 els
extrems verticals fent dy/dt=0. Aquesta derivada €és

dy/dt=5-{-cos(t)-sin(t) + [1-sin(t)]-cos(t)]}
Multiplicant, sumant termes semblants i traient factor comu
dx/dt=5-[cos(t)-2-cos(t)-sin{t)]=5-cos(t)-[1-2-sin(t)]
Igualant a zero obtindrem dues possibilitats. La primera és
cos(t)=0, d’on t4=90° i t5=270°.

Emprant les equacions paramétriques x=5-[1-sin(t)]-cos(t) i y=5-[1-
sin(t)]-sin(t} tindrem x4=0, y4=0, x5=0, y5=-10.
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Es a dir, dos extrems verticals sén
[P40,0)] i [Ps(0,-10)]

La segona possibilitat és 1-2-sin(t)=0, d’on sin(t)=1/2, de la qual
deduim tg=30° i també t7=180°-30°=150°. Per tant,

R e
xo=s(1- L5 2 818y gy Ll_s

Dos extrems verticals més sén, doncs,
|Pe(5-13/4,5/4) | 1 [Ps(-5-13/4,5/4) |

Si ens fixem en les ordenades dels extrems verticals podem deduir
que les imatges de la funci6 varien entre la més baixa -10 i la més
alta 5/4=1'25, i aixi el recorregut de la corba és

| R(f=[-10, 1'25] |

Observem que I'origen P(O, 0) és tant un extrem horitzontal com
vertical, per la qual cosa és un punt de retrocés, com podem veure en
la figura de la pagina anterior, en la qual constatem totes les
caracteristiques anteriors.

Finalment, veiem que la corba té forma de cor, per la qual cosa
s’anomena cardioide.
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GRAFIQUES PER ORDINADOR DE LES CORBES
DELS PROBLEMES RESOLTS

Corbes polindmiques

-32- -33-
10

Nf i OV 0

- -2 2 4 6
-2
-4

Corbes racionals

-36- -37-
I
{.\ ‘
. 4 /
-4 -3 2 -1 = 2 3
15 5 5 10 S

-38- -39-

1 . €10 12.5 15
-2
-4
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Corbes exponencials

~-40- -41-
7.5
2
1.5
\0,5
-6 -4 -2 I 2
-0.5
-42-
3
e~
—6'\é\—2 \ 4
l_l ]

Corbes logaritmiques i trigonométriques

-44- -45-

6

SliraN

4
3
2

H
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Corbes irracionals

-48-
4

W

2 . 2

ER

_50-
_A N
-2 2 @ 6 8 1
1 [

Corbes paramétriques i polars
52- -53-
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f) PROBLEMES PROPOSATS

2.1 CORBES EN COORDENADES CARTESIANES

Corbes polinémiques

56. Per a la funcié f(x)=(x3-3x2-24x+26)/18, troba els punts de tall
amb els eixos, els dos punts extrems i el punt d'inflexié. Apunta
I'equacié general de la recta tangent en el punt d'inflexié. Dibuixa la
funci6 i observa que la tangent separa la part convexa de la céncava.

Sol. P1(1,0), P2(6'2,0), P3(-4'2,0) ; P4(0,1'4) ; P5(4,-3) min.,
Pe(-2,3) max, P1 p. inf. ; t: 3x+2y-3=0.

57. Estudia la simetria de la funcié f(x)=x2.(x2-8)/8. Calcula els
punts critics i determina els intervals de creixement i de decreixement.
Quins sé6n els extrems? Fes-ne la grafica. Quin és el recorregut? I els
punts de tall amb els eixos?

Sol. Sim(Y), Cre=(-2,0)u(2,+), Dec=(-=,-2)U(0,2), P1(0,0) max,
P3(2,-2) min, P3(-2,-2) min, R(f)=[-2,+=), P1(0,0),
P4(2'82,0), P5(-2'82,0).

58. Sabem que P;(0,4) i P2(2,0) son els punts critics d'una funci6
polindomica de tercer grau. Quina és aquesta funcié? Determina quins
son el maxim i el minim. Quin és el punt d'inflexi6? Fes-ne la grafica i
comprova els punts anteriors. En quin altre punt talla 'eix X?

Sol. f(x)=a.x3+b.x2+c.x+d , f(x)=x3-3.x2+4 , P1(0,4) max,
P2(2,0) min, P3(1,2) p.inf. ; P4(-1,0).

Y 57 Y 58] Y

t
A\ X X

56]

59. Estudia la concavitat i la convexitat de la corba polinémica de
quart grau y=(x%*-4.x3-18.x2+46.x+59)/8, trobant primer els seus dos
punts d'inflexi6. Si x=-3'5 i x~1'04 son les abscisses d'un punt de tall
amb l'eix X i d'un extrem, respectivament, calcula els altres punts de
tall, estudia la signatura i els extrems. Fes-ne la grafica.
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Sol. P.inf.: P1(3,1), P2(-1,0), Conc=(-,-1)U(3,+), Conv=(-1,3) ;
P.tall eixos: P9, P3(-3'5,0), P4(3'1,0), P5(5'3,0) ; P(0,7'3) ;
" Pos=(-0,-3'5)U(-1,3'1)U(5'3,+), Neg=(-3'5,-1)U(3'1,5'3) ;
Extr.: P7(1,10'5) max., Pg(4'4,-6'6) min., Pg(-2'4,-8'3) min.

Corbes racionals

60. Estudia la simetria, 1'asimptota horitzontal i els intervals de
creixement/decreixement de la funcié f(x)=6.x/(x2+1). Quins sén els
extrems, la concavitat/convexitat i els punts d'inflexié? Dibuixa-la.

Sol. Sim(0) ; A.H.: y=0 & ; Cre=(-1,1), Dec=(-e0,-1)U(1,+e0) ; -
P1(1,3) max, Po(-1,-3) min ; Conc=(-1'7,0)U(1'7,+<0);
P.inf.: P3(0,0), P4(1'7,2'5), P5(-1'7,-2'5).

61. Donada la corba f(x)=2-[108/(x2+27)], troba la simetria, els punts
de tall amb els eixos i I'asimptota horitzontal. Calcula els punts critics
de la i 2a espécie i analitza el creixement/decreixement. Quin és el
punt extrem? Estudia la concavitat/convexitat. Quins sén els punts
d'inflexi6? Fes-ne la grafica. Quin és el recorregut?

Sol. Sim(Y) ; P1(5'1,0), P2(-5'1,0), P3(0,-2) ; AH. y=2 «
Cre=(0,+), Dec=(-,0) ; P3 min ; Conc=(-3,3),
Conv=(-e0,-3)U(3,+) ; P.inf: P4(3,-1), P5(-3,-1) ; R(f)=[-2,2).

59 | Y 60| Y 61 Y

. Ay D A
~/

62. Calcula el domini i les asimptotes verticals i horitzontals de la
funcié f(x)=2.x2/(x2-8x+12). Troba el creixement/decreixement i els
extrems. Comprova que només hi ha un punt d'inflexié6 en x~-1'7 i
determina la concavitat/convexitat. Dibuixa-la. Quin és el recorregut?

Sol. D(f)=R-{2.6} : A.V. x=2 T|, x=6 1T, A.H. y=2 ¢ ;
Cre=(0,2)u(2,3), Dec=(-,0)U(3,6)U(6,+) ; P1(0,0) min,
P2(3,-6) max ; y "=16(2x3-9x2+36) / (x2-8x+12)3, P.inf.:
P3(-1'7,0'2) ; Conc=(-1'7,2)U(6,+), Conv=(-o,-1'7)U
U(2,6) ; Rf)=(-e0,-6]U[0,+e0).
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63. Calcula l'asimptota obliqua de f(x)=(2.x3-3.x2+5.x-1)/(x2+9). En
quin punt finit talla la corba? Quins s6n els punts de talls de la corba
amb els eixos? Sabent que l'abscissa d'un punt critic de 2a espécie és
x=~-3'4, troba, estudiant la concavitat/convexitat, els punts d'inflexi6.
Fes la grafica de la corba, i observa que no té cap extrem.

Sol. A.O.: y=2.x-3, P1(2,1) ; P2(0'2,0), P3(0,-0'1); P4(-3'4,-6'4),
P5(0'5,0'1), Pg(8'8,13'6) ; Conc=(--,-3'4)U(0'5,8'8) ,
Conv=(-3'4,0'5)u(8'8,+).

64. Estudia la simetria, I'asimptota horitzontal, els gunts extrems i
els punts d'inflexio6 i fes la grafica de la corba f(x)=16x3/(x2+3)2. Quin
és el recorregut?

Sol. Sim(0) ; A.H.: y=0 < ; P1(3,3) max, Py(-3,-3) min. ; P.inf.:
P3(4'7,2'6), P4(-4'7,-2'6), P5(1,1'1), Pg(-1,-1'1) ; R(H)=[-3,3].

62 vi A A 163 | 64]
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65. Per a la funcié f(x)=[9/(x+1)]-[1/(x-3)] estudia’n el domini, les
asimptotes horitzontals i verticals, els punts de tall amb els eixos, els
punts extrems, el creixement/decreixement, els punts d'inflexié i la
concavitat/convexitat. Fes-ne la grafica.

Sol. D(f)=R-{-1,3}; AH. y=0 <> ; AV.: x=-1 1T, x=3 T\ ; P1(3'5,0),
P5(0,9'3) ; Pos=(-1,3)U(3'5,+), Neg=(-e0,-1)U(3,3'5) ;
P3(2,4) min., P4(5,1) max. ; Cre=(2,3)u(3,5) ; Dec=(-c,-1)u
U(-1,2)u(5,+) ; P5(6'7,0'9) , Conc=(-1,3)(6'7,+c0).

66. Fes la grafica de la corba racional f(x)=(5x-x3)/(x2+3) estudiant
préviament la simetria, I'asimptota obliqua, els punts de tall amb els
eixos, la signatura, el creixement/decreixement, els extrems, la
concavitat/convexitat i els punts d'inflexio.

Sol. Sim(0) ; A.O.: y=-x ; P1(0,0), P2(2'2,0), P3(-2'2,0) ;
Pos=(-=,-2'2)U(0,2'2), Neg=(-2'2,0)(2'2,=),
Cre=(-1,1) , Dec=(-s,-1)u(1,+) ; P4(1,1) max ,
Ps(-1,-1) min; Conc=(-3,0)U(3,+=) Conv=(-e,-3)U(0,3) :
P.inflex: Py, Pg(3,-1), P7(-3,1).
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67. Per a la corba f(x)=x3/(x+1)2 estudia'n el domini, les asimptotes
verticals i obliqiies, el creixement/decreixement, els extrems, la
concavitat/convexitat, els punts d'inflexi6 i dibuixa-la.

Sol. D()=R-{-1} , AV.: x=-1 1 , A.O.: y=x-2 , Cre=(-e0,-3)U(-1,0)u,
U(0,+) ; Dec=(-3,-1) , P1(0,0) p.c.tg.hor., Po(-3,-6'7) max.
y"=6x/(x+1)4, Conc=(0,+=), Conv=(-e,-1)U(-1,0), P.inf.: P;.
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68. Donada la corba y=(3.x2-8.x+16}/(4.x-8), estudia'n el domini, les
asimptotes verticals i obligiies, el creixement/decreixement, els
extrems, la concavitat/convexitat i els punts d'inflexi6. Fes-ne la
grafica i indica’n el recorregut.

Sol. Df)=R-{2} , A.V.: x=2 |T, A.O.: y=(3x-2)/4 ;
Cre=(-,0}u(4,+=), Dec=(0,2)u(2,4) ; P1(0,-2) max,
P3(4,4) min ; Conc=(-,2), Conv=(2,+) ; No p.inf.
R(f)=(-o0,-2)U(4,+20).

69. Per a la corba y=x.(x2-4)/(x2-9) determina’n el domini, la
simetria, les asimptotes verticals i obliqiies, els punts de tall amb els
eixos, la signatura, el creixement/decreixement, els extrems, la
concavitat/convexitat, els punts d'inflexié i construeix la grafica
comprovant els resultats anteriors.

Sol. D{f)=R-{-3,3} , Sim.: Origen , A.V.: x=-3 i x=3 1T, A0 V=X,
P1(0,0), Po(2,0), P3(-2,0) , Pos=(-3,-2)U(0,2)U(3,+) ,
Neg=(-,-3)u(-2,0)u(2,3) , P4(-4'6,-6'4) max,

P5(1'3,0'4) max, Pg(4'6,6'4) min, P7(-1'3,-0'4) min.
Cre=(-,-4'6)uU(-1'3,1'3})u({4'6,+) ,
Dec=(-4'6,-3)U(-3,-1'3)u(1'3,3)u(3,4'6) , Pg(0,0] p-inf.,
Conc=(-,-3)u(0,3), Conv=(-3,0)u(3,+).

70. Sigui la corba f(x)=[4(3x-16)]/ [x(x2-9)]. Calcula en primer lloc les
asimptotes paral-leles als eixos. Quins sén els punts de tall amb els
eixos? 1 la signatura? Estudia el creixement/decreixement i els
extrems. Sabent que l'Gnic punt d'inflexié és el d'abscissa 9'88,
determina els intervals de concavitat/convexitat. Fes-ne la grafica.
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Sol. AH.: y=0 <, AV.: x=-3 T, x=0 {Tix=3 T,
P1(5'3,0), Pos=(-c0,-3)U(0,3)U(5'3,+0) ,
Neg=(-3,0)U(8,5'3) , P2(2,4) min, P3(-1'58,-8) max,
P4(7'58,0'07) max, Cre=(-w,-3)U(-3,-1'58)U(2,3)U
U(3,7'58) , Dec=(-1'58,0)U(0,2)(7,58,+) ;
P5(9'88,0'06), Conc=(-%,-3)U(0,3)U(9'88,+),
Conv=(-3,0)U(3,9'88).
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Corbes exponencials

71. Sigui la funcié f(x)=(x2-x+2).eX/2. Troba l'asimptota horitzontal,
el creixement/decreixement, els extrems, la concavitat/convexitat i els
punts d'inflexi6. Fes-ne la grafica corresponent. ‘

Sol. A.H.: y=0 ¢« ; Cre=(-eo,-3)U(0+), Dec=(-3,0) ; P1(0,2) min
P5(-3,3'1) max ; Conc=(-e0,-6)U(-1,+09), Conv=(-6,-1) ;
P.nf.: P3(-1,2'4), P4(-6,2'1).

72. Sigui la funcié f(x)=eX/(x-1). Calculan el domini, les asimptotes
horitzontals i verticals, els punts de tall amb els eixos, la signatura, el
creixement/decreixement, els extrems, la concavitat/convexitat i els
punts d'inflexio. Fes-ne la grafica i assenyala'n el recorregut.

Sol. D(f)=R-{1} ; A H.: y=0 <, A.V.: x=1 1T ; P1(0,-1) ; Pos=(1,+),
Neg=(-e0,1) ; Cre=(2,+), Dec=(-=,1)U(1,2) ; P2(2,7'3) min :
Conc=(1,+e), Conv=(-,1) ; No té punts d'inflexio ;
R{f)=(-20,0)U[7'3,+).
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73. Donada la funcié6 f(x)=x2.e2-X calcula’'n l'asimptota horitzontal,
el creixement/decreixement, els extrems, la concavitat/convexitat i els
punts d'inflexié. Fes-ne la grafica i indica’n el recorregut.

Sol. A.H.: y=0 — ; Cre=(0,2), Dec=(-c,0)U(2,+<) ; P1(0,0) min,
P5(2,4) max ; Conc=(--,0'58)(3'4,+), Conv=(0'58,3'4) ;
P.inf.: P3(3'4,2'8), P4(0'58,1'4) ; R(f)=[0,+0).

74. Sigui la funcié f(x)=[3/(x2-4)].e2%/3. Determina’n el domini, les
asimptotes verticals i horitzontals, els punts de tall amb els eixos, la
signatura, el creixement/decreixement i els extrems. Sabent que no hi
ha punts d'inflexi6, estudia la concavitat/convexitat. Fes la grafica de
la corba. Quin és el recorregut?

Sol. D()=R-{-2,2} ; AV.: x=-2 T}, x=2 {T , A H.: y=0 « ;
P1(0,-0'75) ; Pos=(-0,-2)U(2,+), Neg=(-2,2) ;
Cre=(-,-2)U(-2,-1)u(4,+), Dec=(-1,2)u(2,4) ;
P9(4,3'5) min, P3(-1,-0'5) max ; Conc=(-,-2)(2,+e0),
Conv=(-2,2) ; R(f)=(-e0,-0'5)U(0,4+c).

75. Donada la funcié exponencial de base e, f(x)=3.expl[(1-x2)/2],
estudia'n el recorregut per mitja de la seva funcié inversa f1(x), la
simetria, l'asimptota horitzontal, el creixement/decreixement, els
extrems, la concavitat/convexitat i els punts d'inflexié. Dibuixa-la.

Sol. f-1(x)=[1-2.Ln(x/3)]1/2, R(f)=(0,3.e1/2]~(0,4'9] ; Sim(Y) ;
A.H.: y=0 ©; Cre=(-e,0), Dec=(0,+) ; P1{0,4'9) max ;
Conc=(-e,-1}U(1,+), Conv=(-1,1) ; P.i.: Po(1,3), Po(-1,3).
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76. Sigui la funcid f(x)=(x+eX)/(x-eX). Fes-ne la grafica estudiant
préviament el domini, les asimptotes horitzontals, els punts de tall
amb els eixos, la signatura, el creixement/decreixement, els punts
extrems, la concavitat/convexitat, els punts d'inflexi6 i el recorregut.

Sol. D()= ; AH.: y=-1 -, y=1 « ; P1(-0'5,0), P2(0,-1) ;
Pos=(-2,-0'5), Neg=(-0'5,+)} ; Cre=(1,+), Dec=(-o,1) ;
P3(1,-2'1) ; Conc=(0,1'7), Conv=(-c0,0)U(1'7,400) ;
P.inf.: Po, P(1'7,-1'9) ; R()=[-2'1,1).
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Corbes logaritmiques

77. En la funcié f(x)=x/Ln(x) calcula el domini, 'asimptota vertical,
el creixement/decreixement i els extrems, la concavitat/convexitat, els
punts d'inflexio, la grafica i el recorregut.

Sol. D)=(0,1)u(1,+) ; AV.: x=1 LT ; Cre=(2'7,+), Dec=(0, 1)U
u(1,2'7) ; P1(2'7,2'7) min ; Conc=(1,7'3), Conv=(0,1)u
U(7'3,+) ; P2(7'3, 3'6) p.inf. ; R(f)=(-c0,0)U(2'7,+09).

78. Partint de la funcié f(x)=10.Log[(x2-5x-6)/(x2+x-6)], estudia’n el
domini, les asimptotes verticals i horitzontals i els punts de tall amb
els eixos. Sabent que no hi ha extrems, comprova que és sempre
creixent en el seu domini. Fes-ne la grafica. Si en x=0'45 hi ha 1'anic
punt critic de 2a espécie, quina és la concavitat/convexitat?

Sol. D(f)=(-c0,-3)U(-1,2)U(B,+0) ; AV.: x=2 T, x=-3 T, x=6 |,
x=-11, AH.: y=0 <> ; P1(0,0) ; f'(x)>0 Creix ; P5(0'45,1'8)
Conc=(-,-3)u(0'45,2), Conv=(-1,0'45)U(6,+).

79. Donada la funci6 f(x)=Log[(x2+1)/10]2, estudian el domini, la
simetria, els punts ‘de tall amb els eixos, la signatura, el
creixement/decreixement, els extrems, la concavitat/convexitat i els
punts d'inflexi6. Fes-ne la grafica i digues el seu recorregut.

Sol. D()=R ; Sim(Y) ; P1(3,0), P2(-3,0), P3(0,-2) ; Neg=(-3,3) ;
Pos=(-e0,-3)U(3,+) ;Cre=(0,+), Dec=(-=,0) ; P3 min ;
Conc=(-1,1), Conv=(-o0,-1)U(1,+0) ; P.inf.: P4(1,-1'4),
Ps(-1,-1'4) ; R(f)=[-2,+).
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80. Dibuixa la funcié logaritmica f(x)=(6/x).Ln(x) estudiant primer el
domini, les asimptotes horitzontals i verticals, els punts de tall amb els
eixos, la signatura, el creixement/decreixement, els extrems, la
concavitat/convexitat, els punts d'inflexi6 i el recorregut.

Sol. D(f)=(0,+=) ; A.H.: y=0 — , AV.: x=0 | ; P1(1,0) ;
Cre=(0,2'7), Dec=(2'7,+~); P2(2'7,2'2) max ; Conc=(4'4,+c0),
Conv=(0,4'4) ; P.inf.: P3(4'4,2) ; R(f)=(-,2'7].
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Corbes trigonomeétriques

81. Per a la funci6é trigonomeétrica f(x)=cos(2x)+2.sin(x) estudian el
periode p en graus sexagesimals. Després, en l'interval [0,p], calcula els
punts de tall amb els eixos, la signatura, els extrems i els punts
d'inflexié. Fes una grafica d'aquesta corba i assenyala-hi el
creixement/decreixement, la concavitat/convexitat i també el seu
recorregut.

Sol. p=360° ; P1(201°,0), P2(338°,0), P3(0°,1) ; Pos=(0°,201°)u
U(338°,360°), Neg=(201°,338°) ; P4(90°,1) min,
P5(270°,-3) min, Ps(30°,1'5) max, P7(150°,1'5) max ;
P.inf.: Pg(57°,1'2), P9(123°,1'2), P10(216°,-0'8),
P11(324°,-0'8) ; Cre=(0°,30°)u(90°,150°)(270°,360°),
Dec=(30°,90°)u(150°,270°) ; Conc=(57°,123°)U(216°,324°),
Conv=(0°,57°)0(123°,216°)(324°,360°) ; R(f)=[-3,1'5].

82. Representa graficament la funcié f(x)=e*/2. |sin(x)| en l'interval
[-2.r, 2.7], mesurat en radians, estudiant en primer lloc l'asimptota
horitzontal de la funcié g(x)=e*/2.sin(x) i després els punts de tall amb
els eixos, la signatura i els extrems. Apunta els intervals en qué y=f(x)
és creixent.

Sol. A.H.: y=0 — ; P1(0,0), P5(3'1,0), P3(6'2,0), P4(-3'1,0),
P5(-6'2,0) ; Pos=(-6'2,-3'1)0(0,3'1}, Neg=(-3'1,0)u(3'1,6'2);
P7(4'2,-0'1) i Pg(-2,-2'4) min, Pg(1'1,0'5) i
Pg(-5'1,11'9) max ; Cre=(-6'2,-5'1)u(-3'1,-2)u
u(0,1'1)u(3'1,4'2).
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83. La funcid f(X]=[EXp(\/§.X)].COS(3X) es pot considerar formada com
el producte de l'exponencial euleriana f;(x)=Exp(31/2.x) per la
cosinusoide fa(x)=cos(3x). Quin és el periode p d'aquesta tltima funcio?
Quins son els seus zeros (o punts de tall amb l'eix X) en el periode [-p,
pl? Dibuixa les dues corbes.

Dedueix després la grafica que tindra la funcié producte. Calcula els
extrems i els punts d'inflexié i assenyala-hi els intervals de
creixement/decreixement i els de concavitat/convexitat.
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Sol. p=120°=27w/3 ; P1(30°,0), P2(90°,0), P3(-30°,0), P4(-90°,0),
P5(0°,1) ; Pg(10°,1'17) max, P7(70°,-7'18) min,
Pg(-50°,-0'19) min, Pg(-110°,0'03) max ; P.inf.:
P10(40°,-1'67), P11(100°,10'27), P12(-20°,0'27),
Cre=(-120°,-110°)u(-50°,10°)u(70°,120°),
Dec=(-110°,-50°)u(10°,70°) ; Conc=(-80°,-20°)u(40°,100°),
Conv=(-120°,-80°)u(-20°,40°)U(100°,120°).

84. Sigui la funcié [3x/(x-4)].Arcsin[(2x-5)/(x+2)]. Determina'n el
domini, les asimptotes verticals i els punts de tall amb els eixos.
Comprova que l'Gnic extrem es troba en x=2n. Aquest extrem és un
maxim o un minim? Estudia el creixement/decreixement. Fes-ne la
grafica i assenyala-hi el recorregut. Sabent que no hi ha cap punt
d'inflexid, indica la concavitat/convexitat.

Sol. D(f)=[1,4)U(4,7] ; AV.: x=4 1T ; P1(2'5,0) ; f(6'27)=9'5083,
f(6'28)=9'5082, f(6'29)=9'5084, P5(6'28,9'5) min :
Cre=(6'28,7), Dec=(1,4)U(4,6'28) ; R(f)=(-c,1'5)U(9'5,+o) ;
Conc=(4,7), Conv=(1,4).

Corbes irracionals

85. Donada la funcié multiforme f(x)=tx/Vx2-1, estudian el domini i
la simetria. Considera-la ara com a uniforme, prenent el signe (+), i
determina’'n la simetria, les asimptotes horitzontals i verticals.
Analitza el creixement/decreixement i la concavitat/convexitat. Fes-ne
la grafica, aprofitant la simetria. Quin és el recorregut?

Sol. D(f)=(-e0,-1)U(1,+e0) ; Sim(X) ; Sim(0) ; A H.: y=1 —, y=-1 « ,
AV.:x=-11, x=1 T ; Cre=@, Dec=(-c,-1)U(1,+) ; No extr. ;
Conc=(1,+s), Conv=(-s,-1) ; R(f)=(-c0,-1)U(1,+c0).
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86. Sigui la funcié multiforme f(x)=+x2/Vx2-1. Considera només el
signe positiu de l'arrel i estudia el domini, la simetria i les asimptotes
verticals i obliqties.
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Estudia també els intervals de creixement/decreixement, els extrems,
i comprova que és sempre concava en el seu domini. Fes després la
grafica de la funcié uniforme i de la multiforme, ajudant-te de la
simetria. Apunta el recorregut.

Sol. D(f)=(-,-1)U(1,+%) ; SIMm(Y) ; AV.:x=1 T, x=-1 T ;
0.: (X>+) y=X, (x—>-o0) y=-x ; Cre=(-1'4,-1)U(1'4,+),
Dec=(-,-1'4)U(1,1'4) ; P1(1'4,2) min, Po(-1'4,2) min ;
Conc=(-c0-1)U(1,+00) ; R(f)=(-o0,-2][2,+0).

87. En la funci6 (x-3)2+4.(y-1)2=16 en forma implicita, ailla la y i la
X i calcula el domini i el recorregut. Quins sén els punts de tall amb els
eixos? I els extrems? Dibuixa-la i digues el nom de la corba.

Sol. y=1+(\ 16-(x-3)2)/2 , D(f=[-1,7] ; x=3+\4-(y-1)2 ;
R(f)=[-1,3] ; P1(6'4,0), P2(-0'4,0), P3(0,2'3), P4(0,-0'3) ;
P5(3,3) max ; Pg(3,-1) min ; El-lipse.

88. Determina el domini de la funcié f(x)=+\/ x4-20x2+64/4 i
estudia’n la simetria, els punts de tall amb els eixos, el creixement/
" decreixement i els extrems. Fes-ne la grafica comprovant que sempre ¢ és
convexa. Dibuixa també la funcié multiforme.

Sol. D(f)={-e»,-4}U[-2,2]U[4,+) ; Sim(Y) ; P1(4,0), P2(-4,0),
P3(2,0), P4(-2,0), P5(0,2) ; Cre=(-2,0)u(4,+),
Dec=(-,-4)U(0,2) ; P5 max.
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89. Considera la funcié f(x)=(x/2).Nx/(x-2)} com una funcié uniforme
i estudia’n el domini, el punt de discontinuitat, les asimptotes verticals
i obliqiies, el creixement/decreixement i els extrems. Assenyala en la
grafica la concavitat/convexitat. Si ara la funcié és multiforme, quina
seria la simetria i les noves asimptotes? I el nou punt extrem?

Sol. D(f)=(-ee,01U(2,+) ; P1(0,0) ; AV.: x=2 T ; A.O.: (X—>+)
y=(x+1)/2 ; Cre=(-e0,0)(3,+}, Dec=(2,3) ; P2(3,2'6) max ;

Conc=(2,+), Conv=(-e,0) ; Sim(X) ; A.V.: x=2 | ;: A.O.:
(x~-o0) y=-(x+1)/2 ; P3(83,-2'6).

56]
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3
90. Per a la funcié f(x)=(x-5).Vx2/4, troba'n el domini, el punt no
derivable (punt angulés), els punts de tall amb els eixos, la signatura,
el creixement/decreixement, els extrems, la concavitat/convexitat i els
punts d'inflexié. Fes-ne la grafica.
Sol. D(f)=R ; P1(0,0) ; P1, P5(5,0) 5 Neg=(-,0)u(0,5), Pos=(5,+<)
; Cre=(-o0,0)U(2,+) ; Dec=(0,2) ; P; max, P3(2,-3) min ;
Conc=(-1,0)u(0,+), Conv=(-e0,-1) ; P. inf.: P4(-1,-3'7).

91. Sigui la funcié irracional f(x)=15.(1- 4/\/ 9+8x-x2). Troba el
domini, les asimptotes verticals, els punts de tall amb els eixos, la
signatura, el creixement/decreixement i els extrems. Comprova que no
té cap punt d'inflexié i estudia la concavitat/convexitat. Fes-ne la
grafica i digues-ne el recorregut.

Sol. D(f)=(-1,9) ; A.V.: x=-1 |, x=9 | ; P1(1,0), P2(7,0), P3(0,-5) ;
Pos=(1,7), Neg=(-1,1)u(7,9) ; Cre=(-1,4), Dec=(4,9) ;
P4(4,3) max ; " (x)=-60(2x2-16x+57)/(9+8x-x2)5/2 <0,
Conc=J, Conv=(-1,9) ; R(f)=(-,3].
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92. Donada la corba f(x)= \/; on x>0, calcula’n l'asimptota
horitzontal, el punt de tall de la corba amb aquesta asimptota, la
imatge de x=0, el creixement/decreixement i els extrems. Comprova
que x=4'4 és l'abscissa d'un punt critic de 2a espécie i analitza la
concavitat/convexitat. Dibuixa-la i apunta’n el recorregut.

Sol. D(f)=(0,+<) ; A.-H.: y=1 — ; P1(1,1) ; f(0*)=0, P3(0,0) ;
Cre=(1'2,2), Dec=(2'73,+) ; P3(2'73,1'44) max ;
P.inf: P4(4'14,1'4) : Conc=(4'4,+«) , Conv=(0,4'4) ;
R(f)=(0,1'44).

93. Comnsidera la funcio f(x)=3x.\/(2—x)/(2+x) com una funcié
uniforme prenent el signe positiu de l'arrel i calcula’n el domini,
l'asimptota vertical, els punts de tall amb els eixos, el creixement/
decreixement i l'extrem. Fes-ne la grafica i indica la concavitat/
convexitat. Si suposes ara que la funcié és multiforme, quin és el nou
extrem? Fes-ne la grafica. Quin és el punt doble?
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Sol. D()=(-2,2] ; A.V.: x=-2 { ; P1(0,0), P2(2,0) ;
Cre=(-2,1'2), Dec=(1'2,2) ; P3(1'2,2) max ; Conc=0,
Conv=(-2,2) ; F. mult: Sim(X), P4(1'2,-1'8) min ;
P. doble P;. ‘

3 3
94. En la corba irracional f(x)=V(x+1)2+V(x-1)2 determina’n el
domini, la simetria, els punts angulosos, el creixement/ decreixement i
els extrems. Fes-ne la grafica. Prova que no té punts critics de 2a
espécie i indica la concavitat/convexitat. Quin és el recorregut
d'aquesta funci6?

Sol. D(H)=R ; Sim(Y) ; P. no deriv.: Py(-1,1'5), P2(1,1'5) ;
f(1)=f(1")=-c0, f(-11)=f"(11)=+o ; Cre=(-1,0)U(1,+),
Dec=(-,-1)U(0,1) ; P; min, P min, P3(0,2) max ;
f(x)=(-2/9).1(x+1)-4/3+(x+1)-4/3]<0, Conc=0,
Conv=(-eo,-1)u(-1,1)U(1,+0) ; No p. inf. ; R(f)=[1'5,+c0).

92}y 1931 Ay 1y 04 Y

g

)

Corbes en coordenades paramétriques

95. La corba {x=3t/(1+t3), y=3t2/(1+t3)} és coneguda com a Foli de
Descartes. Calcula’n l'asimptota obliqua i els punts critics horitzontals
i verticals. Fes-ne la grafica. Quin és el punt doble?

Sol. A.O.: y=-x-1 ; P1(1'58,1'26) max. hor., Po(1'26,1'58)
max. vert. ; P3(0,0) p. doble.

96. Calcula els punts critics horitzontals i verticals i el punt
multiple de la corba de Lissajous {x=18.sin(t), y=10.sin(2t)}. Fes-ne la
grafica. Quina és l'equacié explicita? Es una funcié uniforme o
multiforme?

Sol. Max.hor.: P1(12'7,10), P2(-12'7,10) ; Min.hor.:
P3(12'7,-10), P4(-12'7,-10) ; Max. vert.: P5(18,0),
Min.vert.: Pg(-18,0) ; P.d.: P7(0,0) ; y=(5x/81).Y 324-x2,
f. multiforme.
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97. Dibuixa la cicloide {x=2.[t-sin(t)], y=2.[1-cos(t)]} donada en
coordenades paramétriques i comprova que sempre és convexa. Apunta
també els punts de retrocés.

Sol. y“=-1/[2.(1-cos(t))2], y“<0 ; P(2.k.%,0), ke Z.

- |95] 96 e ﬂlY
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98. La corba {x=10.cos(t)-2.cos(bt), y=10.sin(t)-2.sin(5t)} és una
epicicloide engendrada per un punt d'una circumferéncia de radi r=2 en
girar sobre una altra de radi R=8. Dibuixa-la i assenyala'n els punts de
retrocés.

Sol. Epicicloide de 4 arcs; P;(8,0), P2(0,8), P3(-8,0), P4(0,-8).

Corbes en coordenades polars

99. La corba en forma implicita F: y-x.tan(2.Vx2+y2)=0 és una espiral
d’Arquimedes. Passa-la a coordenades polars i dibuixa-la.

Sol. p=6/2 ; closca de cargol.

100. Dibuixa la corba p=9/[5+4.cos(0)] utilitzant una taula de
valors. Comprova que es tracta d'una el-lipse passant-la a coordenades
cartesianes. Quin és el centre? I els semieixos? Quin paper fa el pol?

Dibuixa també la recta p=16/[5.sin(8)-4.cos(8)]. En quins punts es
tallen les dues corbes?

Sol. [(x+4)2/25]+[y2/9]=1 ; C(-4,0) ; a=5, b=3 ; Focus ;
P1(-1,2'4), Po(-7,-2'4).

EC 5] 3% T =
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PROVA D'AUTOAVALUACIO

PROBLEMES PARAMETRITZATS

Presentem a continuacié una série de dotze problemes que, com es
pot suposar, no inclouen la totalitat de I'amplia gamma d'exercicis que
es podrien proposar. Tots aquests problemes d’estudi local i general de
corbes depenen d'un parametre “a” que pot valer 1, 2, 3 o0 4. Per a
cadascun dels valors obtindras una resposta diferent entre les vuit

donades.

En els problemes parametritzats segiients, substitueix en primer lloc
el parametre pel valor que vulguis entre 1, 2, 3 0 4, resol el problema,
escull I'opci6é correcta i després fes una creu al quadre de respostes
situat al final dels enunciats:

Estudi local d’una funcio

1. Donada la cubica f(x)=x3+mx2+nx+p, on m=a+2, n=2a-1 i p=12/a,
calcula I'equaci6 de la parabola osculadora en x=a. Veuras que €s una
funcié polinémica de la forma y=ag+a)-x+ag-x2, on els tres coeficients
agp, ai i ag s6m

A) (14,-9,10) B} (25,-16,9) C) (63,-31,16) D) (31,-22,14)

E) (67,-41,18) F) (78,-56,21) G) (13,-2,6) H) (42,-20,12)

2. Sigui f(x)=[cos(mx)+sin(mx)]/[cos(mx)-sin(mnx])], on m=a+2, una
funcio trigonométrica. Si calcules el radi de curvatura R en el punt P(0,
1), trobant primer el valor de les derivades f'(x) i f(x) en €l punt P,
veuras que aproximadament val

A) R=5439 B) R=12'125 C) R=6'251 D) R=10’150

E) R=7912 F) R=11'483 G) R=8'188 H) R=9281

3. Calcula el coeficient de x3 en el desenvolupament per la féormula de
Maclaurin de la funcié f(x)=(x-m)2-cos(2mx), on m=2a-5. Obtindras un
valor cgigual a

A) c3=4 B) c3=27 C} c3=-27 D) c3=-54

E) c3=-108 F) c3=108 G) c3=54 H) c3=-4
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Estudi general d’una funcié6

4. Donada la funcié en valor absolut
(2a+1).(x2-1)
f(x)=
= | @rd).x2 + @5)
dibuixa-la en l'interval [-3, 3] i comprova que hi ha dos punts
angulosos. El pendent de la recta tangent per l'esquerra en x=1,
me=f"(1-), és: :
A) me=5/4 B) me='1 C) me=‘9/8 D) me=7/6
E) me=-5/6 F) me=2 G) me=9/2 H) me=-3/5

5. Essent m=(a-2)(a-3)(a-4), n=(a-1)(a-3)(a-4), p=(a-1)(a-2)(a-4) i q=(a-
1)(a-2)(a-3), forma la funcié

= [x=3 X-5 X-5 x-3
f(x)= m. 5ox + n. v +p.,\/X_3 + q.,\/x_5
Si n'estudies el domini, D(f), i recordes que el complementari d'un
conjunt s'expressa per (), obtindras I'interval:
A) (3, 5) B) [3, 5)° Q) 3, 51 D) [3, 5)
E) [3, 5] F) (3, 51" G) (3, 5] H) (3, 5)

6. Donada la funcié f(x)=Ln(x2a + 6/2) calculan el recorregut per mitja
del domini de la seva funci6 inversa {-1. Veuras que és un conjunt de la
forma R(f)=[k, +), on el valor de k és:

A) k=3 B) k=8 C) k=4 D) k=45

E) k=15 F) k=6 G) k=1 H) k=2

7. Sigui la funcié periodica f(x)=(5a—1)-sin(2nx/m)+(a—6)-cos(2nx/n), on
m=3a-7 i n=4a-9. Calcula'n el periode p trobant préviament els de les
dues funcions sumands. Obtindras

A) p=42 B) p=1 C) p=6 D) p=35

E) p=28 F) p=20 G) p=12 H) p=16

8. Donada la funci6 y=2.a.x3/[x2-4.(4-a)2], les asimptotes verticals i
obliqlies s6n
A) x=16, y=2x B) x=14, y=4x " C) x=t1, y=3x

D) x=0, y=8x E) x=15, y=7x
F) x=£3, y=5x G) x=12, y=6x H) x=17, y=9x
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9. La funcié f(x)=[(x-a)3-6(x-a)2-31(x-a)+120]/[12-4(x-a)-(x-a)?] talla
I'eix X en tres punts i I'eix Y en un punt. La suma de tots quatre és

A) S=22'75 B) S=19'821 C) S=21'375 D) S=204

E) S=23'8 F) S=24'12 G) S=25 H) S=186

10. Troba la derivada de la funcié f(x)=[ex/(6-a)]/x. L’interval de
creixement Ij és:

A) Ig=(-o0, 3) B) Ig=(-e0, 2) C) Ig=(3, +) D) I4=(2, +<0)
E) Ig=4, +) F) Iq=(-eo, 4) G) Ig=(5, +<) H) Ig=(-e, 5)

11. Una funcié té la forma racional f(x)=(x-a-3)2/(x+1). Calcula les
abscisses dels seus dos punts extrems (minim=xp, ; maxim=xy). Observa
que s=(xpm+xMm)/2=-1, perd que el valor d=(xm-xm)/2 €s

A) d=4 B) d=1 C) d=6 D) d=5

E) d=2 F) d=3 G) d=8 H) d=7

12. Calcula els dos punts d'inflexié de la corba
f(x)=[2x2 - 4x+3-2.(8-a)2].e2x
Veuras que les seves abscisses son iguals a:

A) x=15 B) x=t8 C) x=%7 D) x=+1
E) x=t4 F) x=16 G) x=12 H) x=13
Qualificaci6:

Per obtenir la nota N farem servir la “Part entera”, on prendrem
I'enter inferior a la puntuacié donada. Aixi, E(5'3)=5. Quant a la
qualificacio, ens basarem en el barem segiient:

Susp.(N<5) Apr.(5sN<7) Not.(7<N<9) Exc.(N29)

Nota [N=E(P+3)/5]: I:‘ Qualificacio: | J

Respostes correctes en funcié del parametre:
(a=1, 2, 3 i4, respectivament) -
P;: G-A-D-E Pg: G-C-D-B - Ps3: E-H-A-F P4: H-E-B-C
Ps: G-D-B-F Ps: F-A-H-E P7: F-B-C-D Pg: A-B-G-D
Pg: H-C-E-G Pio: H-F-A-B P11: D-C-H-G Pj9: C-F-A-E
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QUADRE DE RESPOSTES:

AEE [AEE [EEE | mEE
2I0E | BOE | BOE | BOME
NeE | IEE | BEE | BEE

6]
Després de ll‘s:lsoldre
tots el ,
[p]OlE] *'fes una creu a p]OlE]
[ellclla] | oneideris correntes. [x][el =]

, 8|
‘o figara entre Teevott
donades, posa la creu
al cercle central.
[e][cl[x] (]

AEE | BEG [@EE | EEe
5I0E | BOE | BOE | BOME
Hok | BEE | DEE | BERE

Puntuacio:
Respostes encertades: \X( ) Punts

positius (x4): l:l
equivocades: E
negatius (x(-1)): :|

Puntuacio total: [::I

Si la puntuacié no ha estat prou alta, es pot tornar a resoldre la
prova, repassant abans els conceptes i exemples, perd ara emprant un
valor diferent per al parametre “a”, que ha deser 1, 2, 30 4.
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GLOSSARI DE CONCEPTES

Exposem a continuacié un recull dels termes matematics emprats,
seguits de la pagina en qué es poden trobar. Els niimeros en negreta
indiquen que el concepte és a la part de “Formulacié matematica”. En
cas contrari, €s a la part de “Conceptes i exemples”:

o A -

Acotaci6 de I'error 22 25
Ajustament d’ordre n 14 24
Angulosos, punts 60 80
Aproximacié6, error d’ 21 25
Arc cosinus, funci6 50 79
sinus, funcié 50 79
Argument 76 85
Asimptota d'una corba 54

Asimptotes horitzontals 56 80
obliqties 58 80
verticals 55 79

=C =

Cartesianes, coordenades 74

Cartesianespolars, relacions 76
85

Centre d'un entorn 14 24
de curvatura 18 25

Centre, simetria 52

Circumferéncia osculadora 18
25

Circumferéncia, equaci6 25

Classe Cn, funcions 14 24

Complementari, terme 22 25

Coéncava, funci6é 69 82
funcié economic. 69 83
funcié matematic. 69 83

Concavitat, intervals 69 83
punts 68 82

Conjunt d’existéncia 50 79
imatge 51 79

- Convexa, funcié 69 83

funcié econdmic. 69 83
funcié matematic. 69 83

Convexitat, intervals 69 83
punts 69 83

Coordenades cartesianes 74
paramétriques 74 85
polars 76 85

Corba, asimptota d’'una 54
curvatura d’'una 19
grafica 71 84

Corbes secants 14 24
tangents 14 24

Creixement, intervals 64 81
punts 63 81

Creixent, funcié 63 81

Critics de 2a esp., punt 67 82
de la espécie, punts 63 81

Critics, punts 63 81

Cubica osculadora 16

Curvatura d’'una corba 19

Curvatura, centre de 18 25
funci6 19 25
radi de 18 25

=D =

Decreixement, intervals 64 81
punts 64 81

Decreixent, funcié 64 81
Definides per intervals, f. 60
Derivable, punt 81
Desenvolup. en série 23 25
Directa, parabola 68 82
Discontinuitat, punts 60
Doble, punt 74 85

Domini d'una funcié 50 79
parameétric 74 85

e Ba

Economicament concava, funcié
69 83
convexa, funci6é 69 83
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Eix polar 76 85
X, simetria 51 79
Y, simetria 51 79
Eixos, punts de tall 61 80
Entorn d'un punt 14 24
Equacio6 circumferéncia 25
Error d’aproximaci6 21 25
Error, acotacié de I' 22 25
Espécie, p. critic de 2a 67 82
punts critics de 1a 63 81
Evoluta d'una corba 20 25
Existéncia, conjunt 50 79
Extrems horitzontals 75 85
verticals 75 85
Extrems, punts 65 81

- e

-G -

Geométric, lloc 20 ,
Grafica d'una corba 71 84

Graus-radians, transformacio 78
85

=8 -

Hépital, regla 58
Horitzontal, punt d’inflexi6 de
tangent 67 70 82

Horitzontals, asimptotes 56 80
extrems 75 85

ol e

Formula de Maclaurin 23 25
de Taylor 22 25

Funcid arc cosinus 50 79
arc sinus 50 79
concava 69 82
convexa 69 83
creixent 63 81
curvatura 19 25
decreixent 64 81
de Taylor 66
economic. concava 69 83
economic. convexa 69 83
imparella 52 79
irracional 50 79
logaritmica 50 79
matematic. concava 69 83
matematic. convexa 69 83
multiforme 51 79
negativa 62 80
parella 52 79
periodica 53 79
positiva 62 80
racional 50 79

Funcid, domini 50 79
periode d'una 53 79
recorregut 51 79
salt d'una 60
signe 62 80

Funcions de classe Ci 14 24
definides per intervals 60

Imatge, conjunt 51 79
Imparella, funcié 52 79

Inflexi6é de tangent horitzontal,
punt 67 70 82

Inflexié, punts 70 83
Interior, punt 25

Intervals de concavitat 69 83
de convexitat 69 83
de creixement 64 81
de decreixement 64 81

Intervals, funcions definides per
60

Invertida, parabola 69 83
Irracional, funcio 50 79

=0l =

Lagrange, resta 21 25
terme comp. 22 25

Lloc geométric 20
Logaritmica, funcié 50 79

o ML -

V Maclaurin, féormula de 23 25

polinomi de 17 24
Matematicament céncava,

funcio 69 83

convexa, funcioé 69 83
Maxim, punt 65 81
Minim, punt 65 81
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Modul 76 85
Multiforme, funcié 51 79
Muiiltiple, punt 74 85

N

Negativa, funcié 62 80
pendent 64

No derivables, punts 60 80

Nombres reals, triplets 74

=@ -

Obliqties, asimptotes 58 80
Ordinaris, punts 60 81
Ordre n, ajustament d’ 14 24
Origen, simetria 52 79
Osculador, polinomi 16

Osculadora, circumf. 18 25
cubica 16
parabola 15 24
recta 15 24

2P =

Parabola directa 68 82
invertida 69 83
osculadora 15 24

Parametre 74 85
Parameétric, domini 74 85
Paramétriques, coord. 74 85
Parella, funcioé 52 79
Pendent negativa 64
positiva 63
Periode d'una funcio 53 79
Periddica, funcié 53 79
Pol 76 85
Polar, eix 76 85
Polar-cartes., relacions 76 85
Polars, coordenades 76 85
Polinomi de Maclaurin 17 24
de Taylor 16 24
osculador 16
Positiva, funcio 62 80
pendent 63
Poténcies, série de 23

Primera espécie, punts critics 63
81

Prohibides, zones 62 80

Punt critic de 2a espécie 67 82
d’'inflexi6é de tangent
horitzontal 67 70 82
de concavitat 68 82
de convexitat 69 83
de creixement 63 81
de decreixement 64 81
derivable 81
doble 74 85
interior 25
maxim 65 81
minim 65 81
multiple 74 85

Punts angulosos 60 80
critics 63 81
critics de la espécie 63 81
d’inflexi6é 70 83
de discontinuitat 60
de tall amb els eixos 61 80
extrems 65 81
no derivables 60 80
ordinaris 60 81

=R -

Racional, funcié 50 79

Radi d'un entorn 14 24
de curvatura 18 25
vector 85

Radians-graus, transformacié 78
85

Recorregut d'una funcié 51 79

Recta osculadora 15 24
tangent 15 24

Regla de I'Hopital 58
de Ruffini 17

Relacions cartesianes-polars 76
85

Resta de Lagrange 21 25
Ruffini, regla de 17

oS -

Salt d'una funcié 60
Secants, corbes 14 24
Segona espécia, p. critic 67 82
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Série de poténcies 23

Série, desenvolupament en 23
25

Signe de la funci6 62 80

Simetria centre 52
eix X 51 79
eixY 51 79
origen 52 79

o T =

polinomi de 16 24
Terme complementari 22 25

Transformaci6 graus-radians 78
85
Triplets de nombres reals 74

-V =

Tall amb els eixos, punts 61 80

Tangent horitzontal, punt
d’inflexié 67 70 82

Tangent, recta 15 24

Tangents, corbes 14 24

Taula de valors 71 84

Taylor, formula de 22 25
funci6 66

Valors, taula 71 84
Vector, radi 85
Vértex d'una corba 19 25

Verticals, asimptotes 55 79
extrems 75 85

2% -

Zones prohibides 62 80
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