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PROLEG

Oferim als estudiants universitaris i als lectors interessats aquesta
guia didactica de la matematica universitaria com a fruit dels nostres
anys de docéncia de les matematiques a la Universitat. El resultat
final ha esdevingut una col-leccié de setze petits volums agrupats en
els dos moduls d'Algebra lineal i de Calcul infinitesimal.

Per raons de contingut el médul gl'Algebra lineal s'ha subdividit en
les tres parts corresponents d'Algebra moderna (dos volums:
Conjunts i Estructures algebraiques), Algebra matricial (tres volums:
Matrius, Determinants i Sistemes d'equacions) i Algebra Vectorial
(tres volums: Vectors, Aplicacions lineals i Geometria analitica),
mentre que el moédul de Calcul infinitesimal agrupa les tres parts
corresponents a Calcul funcional (dos volums: Funcions i Continuitat),
Calcul diferencial (quatre volums: Derivades, Corbes, Derivades
parcials i Optimitzaci6) i Calcul Integral (dos volums: Integrals i
Equacions diferencials).

En aquest volum utilitzem bona part dels conceptes estudiats en
els anteriors, principalment els dos ultims: matrius i determinants.
Es comenca definint la terminologia basica dels sistemes, utilitzant
la nomenclatura i els conceptes apresos en els volums anteriors. A
partir del concepte de rang d'una matriu es dedueix l'important
teorema de Rouché-Frébenius en el qual s'analitzen les condicions
perqué un sistema sigui compatible, i a continuacié s'introdueixen els
principals métodes de resolucié de sistemes d'equacions lineals.
Finalment, es fa un breu estudi dels sistemes d'equacions no lineals, i
dels sistemes d’equacions diofantiques que sén aquells en qué nomeés
té sentit considerar les solucions enteres de les incognites.

Creiem que, en l'estudi de la Matematica, 1'alumne universitari
podra servir-se d'aquesta guia didactica tant per a la confeccié dels
seus propis apunts com en l'estudi dels diferents temes que
conformen les assignatures corresponents a les matéries tractades.
Per aquest motiu es presenta una breu Bibliografia escollida
classificada en basica i addicional, segons el grau de dificultat que
presenta. .

Exposem el Programa ila Simbologia, on indiquem els conceptes
que l'integren, conjuntament amb el simbolisme que farem servir al
llarg de l'obra. Hem procurat fer un programa racional en qué els
conceptes es van deduint els uns dels altres de manera logica.



En cada volum es destaca especialment el contingut en Conceptes i
Exemples, de gran importancia per a la comprensi6é de les matéries
tractades, en les quals, sovint, es prescindeix de demostracions
formalistes d'acord amb l'esperit de l'obra, que, com el seu titol
indica, pretén ser una guia didactica.

A continuacié presentem una Formulacié matematica, expressada
en simbols formals dels conceptes estudiats, que ajudaran, sens
dubte, a la rigorositat en la resoluci6 de qtiestions i problemes.

Seguim el desenvolupament amb la part dedicada a l'estudi de
Problemes resolts. Es important que l'estudiant comprengui fins a
l'altim detall aquests problemes, que, en realitat, sén una continuitat
en grau de dificultat dels exemples senzills estudiats anteriorment.

Presentem després una col-lecci6 de Problemes proposats amb la
intencié que el lector els resolgui de manera natural mitjancant els
coneixements adquirits als apartats anteriors. :

A T'apéndix s'inclou una Prova d'autoavaluacié que consta d'una
série de “problemes parametritzats”; és a dir, problemes que
depenen d'un parametre (a=1,2,3,4). Per a cada valor del parametre
la soluci6é sera diferent i estara inclosa entre alguna de les vuit
possibles. Aquest tipus de problemes es podra resoldre quatre
vegades amb numeros diferents.

Finalment, a més de la Bibliografia escollida, un Glossari de tots els
conceptes matematics exposats al llarg de l'obra en facilita la rapida
localitzacid.

Girona, mar¢ de 1996

Els autors
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

1.1 SISTEMES D'EQUACIONS LINEALS

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Conceptes basics. Equacio, incognites (xj). Equacio
lineal, forma canonica. Sistemes d'equacions lineals
(Sm,n), coeficients sistema (ajj), termes independents
(bi). Métodes classics de resoluci6: substitucio, igualacio
i eliminacio6.

Notacidé matricial. Forma matricial, matrius coeficients
(A), incognites (X) i termes independents (B). Matriu
ampliada (M=(A1B)), rang de les matrius (p).

Tipus de solucions. Soluci6 del sistema, matriu solucié
(C). Sistemes incompatibles i compatibles, compatibles
determinats i indeterminats. Sistemes equivalents (=).
Discussié de sistemes. Teorema de Rouché-Frobenius,
rang de la matriu dels coeficients (p(A)) i de la matriu
ampliada (p(M)), discussié del tipus de sistema segons
el rang. Graus de llibertat (d), incognites principals (Xp)
i secundaries (Xg), parametres (a,b,..., A, ,...).

Resoluci6é de sistemes. Métodes matricials, sistemes
quadrats i de Cramer. Métode de la matriu inversa.
Regla de Cramer, determinants dels coeficients (1Al) i
de les incognites (I A;jl). Métodes de reduccié de Gauss i
de Gauss-Jordan.

Sistemes homogenis i paramétrics. Sist. homogenis,
soluci6 trivial. Sist. paramétrics, parametres, discussio
per reduccié matricial i per determinants.

1.2 SISTEMES D'EQUACIONS NO LINEALS‘

1)

2)

3)

4)

Resolucié de sistemes no lineals. Equacié polinémica,
grau, equacio homogénia. Resoluci6.

Interseccié de coniques. Intersecci6 de corbes en el pla.
Les coniques, equacions polindmica i matricial. Punts
de tall de dues coniques.

Interseccié de quadriques. Interseccio de superficies en
l'espai. Les quadriques, equac. polindmica i matricial.
Punts de tall de tres quadriques.

Sistemes amb equacions diofantiques. Eq. diofantica,
resolucio de sistemes diofantics.
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c) CONCEPTES I EXEMPLES

1.1 SISTEMES D'EQUACIONS LINEALS

1.1.1 CONCEPTES BASICS. Una equacié és una relaci6é d'igualtat de
tal manera que en algun dels seus membres es troben unes variables
indeterminades, les incognites, de les quals, per resoldre l'equaci6,
s'ha de calcular el valor. Direm que una equacié és lineal si esta
formada per una combinacidé lineal de les incégnites. La podrem
posar en la forma candnica Aj.x1+Ag.Xg+...+An.Xn=B i, per simbolitzar
les incognites, generalment farem servir les ultimes lletres de
l'alfabet: x, y, z, t, u, viw.

Exemple 1. Una equacié té la forma
X +4y-2z+2 o
4x+7y-62+5 3
Si igualem el producte d'extrems al producte de mitjos
9x+12y-62+6 = 8x+14y-12z+10

i passem les incognites al primer membre i els termes independents
al segon, ens quedara

x-2y+6z =4
que és la forma candnica d'aquesta equacié lineal.

Un sistema d'equacions lineals, Sm,n, €és un conjunt de m
equacions lineals amb n incognites. Adoptara la forma canodnica:
aj1.X1 +ajo.Xot -+ + ayp.Xp = by
ag1.X] +agoe.Xot+ --- + A9pn.Xp = b2

Am1-X1+am2.Xo+ -+ +8mn.Xn= Dm

A més de les incognites (xj), hi podem observar els coeficients del
sistema (aij) i els termes independents (bj).

La resolucié d'un sistema d'equacions lineals consisteix a calcular
el valor de les incdgnites que satisfan simultaniament totes les
equacions del sistema. S6n coneguts els tres métodes classics de
resolucio segiients:

a) El métode de substitucid, que consisteix a aillar una incégnita en

una equacié (la més facil d'aillar) i substituir-la en les altres
dues, aixi el sistema queda reduit d'ordre.

Exemple 2. Considerem el sistema d'equacions lineals:
1x-2y+6z=4 (1)
2x+3y-7z=-3 (2
3x+5y+4z=5 (3)

Si aillem x en l'equaci6 (1), x=4+2.y-6.z, i la substituim en (2) i (3),

2.(4+2y-62)+3y-72=-3 = 7y-19z=-11 (2
-3.(4+2y-6z)+5y+4z=5 y+22z=17 (3
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Novament podem aillar y en (39, y=22.2-17, i substituir-ho en (2')
7.222-17)-192=-11 , 135z=108 , z=4/5

Si ho substituim en (3') obtindrem y=3/5 1 si finalment ho substituim
en (1) resulta x=2/5.

b) En el métode d'igualaci6, aillarem la mateixa incégnita en totes
les equacions i les igualarem de dues en dues. També queda un
sistema reduit d'ordre.

Exemple 3. Partim del mateix sistema d'equacions lineals de
I'exemple anterior:

2x+3y-7z=-3 (2
-3x+5y+4z=5 (3

Aillem la y en cada una de les tres equacions,

y= 4-)-;62 . y= &%xﬂz i y_&,'gs-%

{ 1x-2y+6z=4 (1)

Igualant la primera amb la segona i la segona amb la tercera,
(4-x-62)/(-2} = (-3-2x+72) /3 = 7x+ 4z=6
(-3-2x472)/3 = (5+3x-42) /5 -19x+472=30

De nou aillarem la z en ambdues equacions,
z=87X | =0HX
4 47
Igualant, tindrem 282-329x=120+76x, resulta x=2/5.
Substituint en una z 1 una y anteriors, ens donara z=4/5 i y=3/5.

¢) Finalment, el métode de reduccié o d'eliminacié consisteix a
eliminar una incégnita per mitja d'operacions lineals en les
equacions i reduir aixi el sistema.

Exemple 4. Resolem el sistema de l'exemple anterior,. Prenemen
primer lloc les dues primeres i eliminem la z fent la combinacié
lineal segtient, consistent a multiplicar la primera equacioé per 7 i la
segona per 6, i sumant les dues equacions. Es a dir,
x2y+bz=4 (1)  _ [ T7x-14y+42z= 28
2x+3y-7z=-3  .(6) 12x+18y-422=-18
Si sumem ens queda l'equacié 19x+4y=10 (2')
De manera similar, amb la primera i la tercera també eliminarem z:
x2y+z=4 () _ [2x “4y+12z=8
-3x+5y+4z=5 .(-3) 9x-15y-12z=-15
Sumant, 11x-19y=-7 (3. Formem ara el sistema (2"  (3) i eliminem
la incdgnita y fent la combinacié lineal segiient:
19x+4y=10 .(19)  _ [361x+76y=190
11x-19y=-7 .(4) 44x -76y= 28
Sumant de nou, 405x=162 , x=162/405 , x=2/5. Substituint en la que

hem multiplicat per 19 tindrem y=3/5. Per acabar substituirem en la
primera equacio i resulta x=4/5.
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1.1.2 NOTACIO MATRICIAL. Observem que un sistema d'equacions
lineals es pot expressar en la forma matricial:

aj; aiz -+ am | (X1 b
az1 age ;- Az [(X2|_| bo
Qmi 3m2 ‘- 8mn / \Xn bm

Si les matrius dels coeficients, de les incognites i dels termes
independents les simbolitzem respectivament per A, X i B, el sistema
es podra escriure molt simplificadament per A*X=B.

Exemple 5. Considerém el sistema d'equacions lineals anterior que
simbolitzeim per (S;) i que esta donat en la seva forma candnica,

1x-2y+6z=4
(S1) { 2x+3y-72z=-3
-3x+5y+4z=5

Escrivint-lo ara en la forma matricial,

2202

podem veure que és de la forma A*X=B, on la matriu dels coeficients
A, la de les incognites X1 1a dels termes independents B sén

1-26 x 4
A={23-7] . X|y}| 1 B=|-3
354 z 5

En els métodes de resolucié de sistemes utilitzarem una matriu,
anomenada matriu ampliada, formada conjuntament per la matriu
dels coeficients i la dels termes independents. La simbolitzarem per
M=(A1B).

També necessitarem calcular els rangs de les matrius A i M. En
I'altim cas, el rang de la matriu ampliada M també s'anomena rang
del sistema, ja que significara el nombre maxim d'equacions
linealment independents.

Exemple 6. La matriu ampliada del sistema anterior és

1-26|4
M= ( 2 3-7 -3)
-35 415
El rang de la matriu dels coeficients A, que és I'anterior a la linia de
separacio vertical, el podem trobar per determinants, '
126
2 3-7
35 4
I com que ja no pot ser més gran, deduim que p(A)=3.

Quant al rang de la matriu ampliada M, en ser una ampliacié de
I'anterior, sempre sera p(M)>p(A). Com que en aquest cas, en M no
podem formar cap menor d'ordre superior a 3, tenim p(M)=3.

De p(M)=3 deduim que les tres equacions del sistema s6n

linealment independents (no hi ha cap equacié que depengui
linealment de les altres ).

Ié .32| =720 plA2 , =.=13520 plA)=3
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1.1.3 TIPUS DE SOLUCIONS. Sigui un sistema Sy  format per m
equacions lineals i n incognites. S'anomena solucié del sistema un
conjunt de n valors cj, c3,..., ¢n de les respectives incognites xi,
X9,..., Xn que satisfan les m equacions del sistema. En forma matricial
tindrem C=(c) c2 ... cp)', on direm que C és una matriu solucié.

Si el sistema no té cap soluci6 direm que es tracta d'un sistema
incompatible.

Exemple 7. Sigul el sistema d'equacions lineals:
1x-2y+6z=4
(S2) { 2x+3y-7z=-3
3x -y+ z=5
Si per eliminar la x sumem les tres equacions, obtindrem la igualtat
0=6, que €s una contradiccié. Aix6 vol dir que no hi ha soluci6 per al
sistema, perqué les tres equacions sén incompatibles (és a dir, no es
poden verificar simultaniament). El sistema és, per tant,
incompatible.

Si el sistema lineal té alguna solucié direm que és compatible. En
aquest cas pot ser que només hi hagi una n-pla de valors que sén
soluci6 del sistema o una sola matriu soluci6, la qual cosa equival a dir
que el sistema té una tnica solucié. Direm que es tracta d'un sistema
compatible determinat.

Exemple 8. El sistema S| que hem resolt pels tres métodes classics
€s un exemple de sistema compatible determinat.

Si en un sistema d'equacions lineals hi haguessin dues solucions, ¢;
1 d;, és facilment comprovable que en realitat n'hi hauria infinites, ja
que també serien solucions totes les seves combinacions lineals,
a.ci+b.dj, on a i b poden ser qualssevol.

Per tant, si el conjunt de solucions del sistema és de cardinal
infinit direm que hi ha infinites solucions i que es tracta d'un sistema
compatible indeterminat.

Exemple 9. Considerem ara el sistema d'equacions lineals

1x-2y+6z=4
(Sa) { 2x+3y-72z=-3
3x -y+ z=-1

Amb T'objectiu d'eliminar la incognita x, sumem les tres equacions i
resulta 0=0. Aquesta identitat significa que les tres equacions sén
dependents. Efectivament, 14iltima és l'oposada de la suma de les
dues primeres.

Per tant, 1Miltima equacié no ens aporta nova informacié i en
podem prescindir per la resolucié del sistema; aquest queda reduit a
dues equacions amb tres incognites. Aillant la x en la primera,
x=4+2y-6z, i substituint en la segona,

2(4+2y-62)+3y-7z=-3 , 7y-19z=-11 , z=(7y+11)/19
Donant valors arbitraris a la y anirem trobant valors de z (i

també de x). El sistema tindra, doncs, infinites solucions i és, per
tant, un sistema compatible indeterminat.
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Donats dos sistemes d'equacions lineals Sj i Sp, direm que sén
sistemes equivalents, i escriurem S;=Sg, si i només si tenen el
mateix conjunt de solucions.

Exemple 10. Suposem el sistema S4 d'equacions lineals
1x-2y+6z=4
(S4) { 2x+8y-72z=-3
5x+4y -8z=-2
Comprovem que també €s compatible indeterminat (aillant x en la
primera i substituint-la en les altres dues), i obtenim també la
relaci6 z=(7y+11)/19. Com que els sistemes S3 de I'exemple anterior i
S4 ténen les mateixes solucions, és a dir, es tracta de sistemes
equivalents (S3 =S4).

1.1.4 DISCUSSIO DE SISTEMES. Per conéixer, abans de resoldre'l,
si un sistema lineal és incompatible o compatible, i en aquest ultim
cas si és determinat o indeterminat, efectuarem els passos que
expliquem a continuacié i que sén expressats pel que es coneix amb
el nom de Teorema de Rouché-Frobenius.

En primer lloc, escriurem la matriu conjunta M=(AlB) i trobarem
el rang de la matriu dels coeficients i el rang de la matriu ampliada.

a) SISTEMA INCOMPATIBLE. Si p(A)#p(M) llavors p(A)<p(M) i voldra
dir que podem extreure algunes equacions que tenen els seus
primers membres linealment dependents perd, en canvi, les
equacions completes son independents. Si resolguéssim el
sistema ens quedaria una contradiccié de la forma O=k, amb k=O0.
Vol dir que no hi ha cap solucié i el sistema és incompatible.

Exemple 11. Partim del sistema Sg que, com hem vist, no té cap

solucié,
1x-2y+6z=4"
(S2) { 2x+3y-7z=-3

-3x -y+ z=5
1-26|4
M={|2 3-7/-3
35415

Els rangs que cerquem sén p(A)=2 i p(M)=3, ja que el menor
Mj9,12#0 i tenim els determinants

Formem la matriu ampliada

126 124
IAl=|9 3 .7/=..=0 1 IMpau |=|9 3 .3|=..=4820
-3-11 -3-15

Aplicant el teorema de Rouché, com que p(A)#p(M) el sistema és
incompatible, com ja haviem comprovat en solucionar-lo.
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b)

c)

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINAT. Si p(A)=p(M) el sistema és
compatible de rang r, perqué no hi ha contradicci6 amb les
equacions; €s a dir, hi haura solucié. Per saber si aquesta soluci6
és unica, ens fixarem en el nombre n d'incognites.

Si resulta que el rang anterior és igual al nombre d'incognites,
r=n, significa que hi ha n equacions linealment independents, i
llavors el sistema sera compatible determinat.

Exemple 12. Sigui el sistema S; que hem emprat en els primers
exemples i que donava l"anica solucié x=2/5, y=3/5 1 z=4/5:
1x-2y+6z=4
(S1) { 2x+3y-7z=-3
-3x+5y+4z=5

Ja vam trobar que p(A)=3 i p(M)=3 en l'exemple 87. Com que
coincideixen, el sistema serd compatible i com que, a més, aquest
rang r=3 €s igual al nombre d'incégnites, n=3, el sistema sera també
determinat,

SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINAT. Com hem vist, si p(A)=p(M)
el sistema és compatible. Si aquest tinic rang r és més petit que
el nombre d'incognites, r<n, el sistema sera compatible
indeterminat, és a dir, tindra infinites solucions.

Exemple 13. Sigui el sistema S3 que, com ja hem comprovat, és
compatible indeterminat
1x-2y+6z=4
(Sa) { 2x+83y-7z=-3
B8x -y+ z=-1
Formem a continuacié la seva matriu ampliada, que és la
formada per la matriu dels coeficients i la matriu columna dels

termes independents,
-1-26|4
M={9 3.7/-3
-1

3-11

Calculem els rangs p(4) 1 p(M), i veiem que ambdés sén superiors o
iguals que 2, perqué el menor M2 121#0,

1-26 1-24
IAl={9 3 .7/=.=0 i IMi3 I=|9 3 _3|=..=0
3-11 -3-1-11

Com que p{A)=p(M) el sistema és compatible de rang r=2 i com que
el nombre d'incognites €és n=3 i r<n, el sistema sera indeterminat 1
tindra infinites solucions.

Per saber si les infinites solucions depenen d'un o més
parametres, emprarem el concepte de graus de llibertat,
simbolitzat per la lletra d, i donat per la diferéncia entre el
nombre d'incégnites i el rang, d=n-r. Els graus de llibertat
determinen el nombre de parametres lliures dels quals depén
I'expressié de la soluci6.
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Evidentment, si resulta d=0 no hi haura cap grau de llibertat i
la soluci6 del sistema és tnica, pero si d#0, tindrem r incognites
principals Xp={x1, x2,..., Xr}, que sén les incloses en el menor
d'ordre r que és diferent de zero, i d incognites secundaries
Xs={Xr+1, Xr+2,..--Xn}, que son les restants.

Com que les incognites secundaries poden prendre qualseVol
valor (i les incdgnites principals dependran d'aquests valors),
també els anomenaremparametres.

Exemple 14. L'exemple anterior té d=n-r=3-2=1 graus de llibertat, la
qual cosa vol dir que I'expressié de les infinites solucions dependra
d'un sol parametre (incognita secundaria) que pot ser lltima
incognita, la z. Les altres, la x i la y, seran les incognites principals,
Ja que els seus coeficients sén els que inclouen el menor 1Mj2,12 |#0.
El nou sistema tindra ara dues equacions principals (perqué el
rang és r=2), dues incognites principals (x i y) i un paramietre (z=a) que
passarem al segon membre. Per tant, haurem de resoldre el sistema
on prescindim-de 1'altima equacié perqué és combinacié6 lineal de les
dues primeres,
X-2y=4-6a P
{ 2x+3y=-3+7a 122
"~ d'on, operant, podem determinar la x 1 la y en funci6 del
parametre a.

Com a exercici, el lector pot trobar els rangs del nou sistema Sg i
observar que- es tracta d'un sistema compatible indeterminat amb
dos graus de llibertat,

1x-2y+ 6z=4
(Ss) { 2x-4y+12z=8
-3x+6.y - 18.z=-12

Observem que el sistema es redueix a I'anica equaci6 x=4+2.a-6.b

amb els parametres y=a i z=b.

1.1.5 RESOLUCIO DE SISTEMES. Una vegada feta la discussié del

sistema, si resulta que és compatible, calcularem la seva solucié que,
naturalment, podrem obtenir per algun dels métodes classics, pero
en aquest apartat analitzarem laphcacm dels métodes matricials, Ja v

que so6n més generals, ordenats i facils d'aplicar.
Comencarem en primer lloc analitzant la resolucié d'un sistema
quadrat, Sm,n, és a dir, amb el mateix nombre d'equacions que
~d'incdgnites, m=n. D'aquesta manera la matriu dels coeﬁcxents Amxn,
sera una matriu quadrada.

Si partim d'un sistema Sp . que no sigui quadrat, el podem
transformar en un sistema equivalent que sigui quadrat En el cas que
m>n podem deixar algunes equacions innecessaries, que seran les
que podem obtenir com a combinacié lineal de la resta. En canvi, si
m<n, podrem considerar les incognites secundaries com a
parametres i passar-les al 2n membre amb els termes independents.
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Comencgarem amb la resolucié dels sistemes de Cramer, que s6n
aquells tipus de sistemes quadrats, compatibles i determinats.

Exemple 15. En els sistemés S i Sg dels exemples anteriors veiem
que S és de Cramer, perd no Sg perqué no és compatible.

Ara estudiarem dos métodes matricials de resoluci6 de sistemes
de Cramer. En primer lloe, comencem per l'anomenat meétode de la
matriu inversa. Si partim d'un sistema de Cramer, AeX=B, com que és
compatible determinat tenim [Al#0 i, per tant, existeix la matriu
inversa A-1. Multiplicant I'equaci6é A*X=B a l'esquerra per la matriu A-1
tindrem A-l¢(AsX)=A-1¢B d'on ens resulta que X=A-1¢B,

Exemple 16. Sigui el sistema S; que apuntem per trobar la matriu
dels coeficients i el seu determinant,

[ 1x- 2y +6z=4 126 1-26
2x+3y -7z=3 , A=| 2 3-7]| i lAl=|g 3 -7|=.=135
\-3.x+5.y+4.z=5 354 -35 4

Com que |Al#0 ja podem assegurar que tindra inversa A-l. La .
podem calcular, per exemple, pel métode dels adjunts. Fent els
célculs adients obtenim la matriu adjunta i la transposada:

47 13 19 47 38 -4
A=] 38 22 1 i A= 13 22 19
4 19 7 19 1 7

La matriu inversa sera A"1=A'/1A1=A'/135. En consegiiéncia, la
matriu de les incognites serd X=A-1+B. Substituint,

l(47 38 4){4) 1(54)(2/5)
=——4 13 22 19 -3 81 |={ 3/5
15 19 1 7 J\s/ 35\ 108) \arss
Es a dir, la soluci6 del sistema és x=2/5, y=3/5 1 z=4/5.

Un altre métode aplicable a la resolucié de sistemes quadrats
compatibles determinats és la regla de Cramer. Apuntarem la matriu
A expressada en forma de columnes:

A=(@; Q@g...aj...3y) on @=(a;; ag ... anj

Després calcularem el determinant dels coeficients, |Al, que sera

no nul ja que el sistema és compatible.

Trobarem també els anomenats determinants de les incognites,
simbolitzats per 1Ajl, que indica el determinant que obtenim
substituint la columna dels coeficients de la incdgnita x;, a;, per la
matriu columna B dels termes independents.

1Ajl=13; az...B...a;! on B=(b; bs...by'

Una vegada trobats els n determmants Ail, I'aplicaci6 de la regla

de Cramer afirma que:

«El valor de cada incognita xi és igual al quocient entre el
.determinant de la incognita respectiva, |A;l, i el determinant
dels coeﬁcients,_ 1Al. Per tant, xj=1A;1 /1Al».
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Podem deduir aquesta regla realitzant les operacions pertinents en
la igualtat matricial X=A-1¢B, donada pel métode de la matriu inversa,

si tenim en compte que A-1=A"/I1Al.

Exemple 17. Resolem el sistema S per la regla de Cramer:
[ 1x- 2y+6z=4 126 1-26
2x+3y 7z=-3 . A=l 2 3.7| 1 lAl=[2 3.7
‘-3.x+5.y+4.z=5 354 -35 4

Calculem també els determinants de les incognites que, en
comptes de 1A;l, 1Agl 1 1Ag| simbolitzem per |Ax!, 14y1 1 IAz

4]2 6 1'46 1 -2
-3{3 -7 3|-7 23-3
55 4 354 -35|5

Aplicant la regla de Cramer, x=lAx!1/1A1=54/135=2/5, 1 també
y=lAyl/1Al=81/135=3/5 i z=1Az1/1Al=108/135=4/5.

=.=135

| Axl= =54 , |Ayl= i 1Al= =108

Un métode aplicable a l'estudi i resoluci6, si és possible, de
qualsevol sistema d'equacions lineals, és el metode de reduccié de
Gauss, que es basa a triangularitzar la matriu conjunta M=(AIB) i
determinar aixi els respectius rangs de A i de M, d'on podrem
deduir, en primer lloc, pel teorema de Rouché si és incompatible,
compatible determinat o compatible indeterminat.

Després el podrem resoldre facilment, partint del nou sistema
equivalent, obtingut directament de la matriu conjunta escalonada.
Comeng¢arem trobant el valor de l'altima incognita en 1'altima
equacio; substituirem el seu valor en la peniltima equacié per a
calcular la penualtima incognita, i aixi successivament fins a acabar tot
el procés.

Exemple 18. Estudiem, i resolem si és possible, emprant el métode de
Gauss, el sistema S; de l'exemple anterior. La matriu conjunta o

ampliada és
1264
M= ( 2 3-7 -3)
-35 415
Podem aplicar la regla del pivot per triangularitzar la matriu. Els

tres passos que cal realitzar sén
1-2 6 4 1-2 6 4 12 6 4
ME(O 7 -19| -11 )E(o 7 -19| -11 )E(o 7 -19| -11 )
0-1221 17 0 0 135/ 108 00 5 4
Com que p(A)=3 1 p(M)=3 i també n=3, serd compatible determinat.
Trobem 1'anica solucié apuntant el sistema equivalent:
{ lx- 2y+6z=4 (1)

7y-19z=11 (2)
5z4 (3)

De (3') tenim z=4/5. Substituint en (2') obtenim y=3/5 i, finalment,
substituint en (1') resulta x=2/5.
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Una variacié del procediment anterior és el métode de reduccié
de Gauss-Jordan. En aquest cas també partirem de la matriu del
sistema M=(A|B), d'on transformarem la matriu A en la matriu unitat
I de manera igual que com vam estudiar el calcul de la inversa A-1

La matriu equivalent sera de la forma M=(I|T), en la qual la nova
matriu columna T ens donara directament la matriu X de les
incognites, X=T. '

Exemple 19. Del nostre sistema S; tornem a escriure la matriu
1-26|4
M=i{2 3.7/-3
-35 415
Per a transformar la matriu A en la matriu unitat I, haurem de fer
combinacions lineals amb les files. Recordem que deixem en primer
lloc la primera fila igual (go=f2-2.f] , g3=£f3+3.f1), , després la segona
(81=7.f1+2.f2 , g3=7.f3+f2) 1 finalment l'Gltima (g1=5.f1-4.f3 .,
€0=5.f2+19.f3). Els passos seguits sén

1-2 6 4 70 4 6 70 4 6
ME(O 7 -19| -11 )E(O 7 -19]| -11 )E(O 7 -19] -11 )‘E
0-1 221 17 0 0 135! 108 00 5 4
35 0 0| 14 500|2 1 00]|2/5
E( 0 35 0} 21 )5(050 3)5(010 3/5)

0O 0 5 4 005i4 00114/5

Directament veiem que la matriu columna que déna les solucions
€sX=(2/5 3/5 4/5) i per tant, x=2/5, y=3/5 i z=4/5.

1.1.6 SISTEMES HOMOGENIS I PARAMETRICS. Direm que un
sistema d'equacions lineals és un sistema homogeni si tots els termes
independents sén nuls. Aixi, un sistema homogeni adoptara la forma:
ai.xp + alz.xé +-+ QpnXp = 0
A91.X1 + A99.X9 + -+ AgnXpn = 0

Ami-X1+ame.-Xot - -+amp.Xp = 0

Veiem immediatament que els sistemes homogenis sén sempre
compatibles, perqué tots ells tenen la solucié X=(0 0 ... 0)', és a dir,
x1=0, x9=0,..., Xn=0, anomenada solucié trivial.

Per a la seva discussi6 i resolucié podem emprar qualsevol dels
métodes estudiats, per exemple el métode de reduccié de Gauss, i
observarem que la solucié trivial sera exclusiva per als sistemes
compatibles determinats.

Exemple 20. Considerem el sistema Sg, homogeni, i apuntem la
matriu M=(A|B) que sera evidentment M=(A| O},

[ x-2y462:0 [{1-26]|0
2x+3y-72=0 , M=|2 3-7/0
\-3.x+5.y+4.z=0 -35410
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Triangularitzant la matriu obtindrem el sistema equivalent:

2 6|0 x-2y+6.z=0
M=[0 7 -19 ' 7.y-19.z=0
00 135l 0 13520

De I'altima, z=0. Substituint en la penaltima, y=0. Substituint en
la primera x=0. Obtenim la solucié trivial, que és la solucié tnica
d'aquest sistema. .

Si el sistema homogeni és compatible indeterminat amb un grau
de llibertat, obtindrem infinites solucions que depenen d'algun o
alguns parametres

Exemple 21. Tenim el sistema homogeni S7, i el volem estudiar i
resoldre. Apuntem també la matriu conjunta M,

Xx-2y+62z=0 1-26|0
2x+3y-72z=0 . , 23-70
83x -y+ z=0 -3-1110

Escalonem la matriu M=(A|0) i apuntem el sistema equivalent:

mof 12610 X-2.y+6.2=0
=07 -19|0] . 1020
00 o0 lo :

Com que d=n-r=3-2=1 hi haura un grau de llibertat, la qual cosa
significa que el sistema dependra d'un sol parametre. Ens pot quedar
de la forma:

‘ x-2y=6a .,

7y=19a

De l'altima equacié deduim, y-(19/7) a, 1 si substituim en la
primera, tindrem x=(-4/7).a.

Observem que les infinites solucions del sistema s'expressen
mitjan¢ant el parametre a i, en aquest cas, sén proporcionals a ell.

Naturalment, si el sistema homogeni és compatible indeterminat
amb més d'un grau de llibertat, llavors les infinites solucions
dependran de més d'un parametre.

Exemnple 22. Per al sistema homogeni Sg, i com a exercici, estudia'l i
resol per Rouché:
X-2y+62=0
2x-4y+12z=0
-3x+6y -18.2=0
Veurés que es tracta d'un sistema comp. indeterminat amb dos .

graus de llibertat. La infinitat de solucions és expressada per les
relacions x=-2.a+6.b, y=a, z=b, on a i b poden ser valors qualssevol.

Un altre tipus interessant de sistemes d'equacions lineals que
tractarem son els anomenats sistemes paramétrics, on a més de les
incognites hi ha alguns coeficients que depenen d'uns valors
desconeguts, que anomenem parametres i que simbolitzem amb
lletres llatines (a, b, ...) o gregues (A, p,...). '
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Es tracta d'esbrinar per quins valors del parametre el sistema és
incompatible, compatible determinat o bé compatible indeterminat.

Un possible métode per realitzar la discussié d'aquest tipus de
sistemes és per reduccié6 matricial, que consisteix en primer lloc a
triangularitzar la matriu conjunta M=(AlB). Després anul-larem els
termes no nuls de I'altima fila de la matriu escalonada M=(RIS), on
obtindrem unes equacions que. tenen els parametres per incognites.

Si calculem les arrels (0 solucions) d'aquestes equacions resultaran
una série de valors particulars dels parametres (per exemple A=Aiq,
A=A1,...) 1 que substituirem un per un en la matriu conjunta escalonada
M=(RI[S). ' ,

Aplicarem el teorema de Rouché a cadascuna de les matrius
conjuntes resultants i aixi discutirem el sistema. Finalment, també
estudiarem el cas (A#ho, A#A1,...).

Exemple 23. Estudiem per reduccié matricial el sistema d'equacions
lineals segiient que té per parametres a i b. Apuntem també la matriu

ampliada
x < 2y + 6z=4 1.2 6|4
{2.)( + 3y - 7z=3 ., M=(2 3 -7 -3)
-3.x+(a-3).y +(a/2).z=b \-3a-3 a/2!b

Per la regla del pivot triangularitzarem ld matriu conjunta M,
obtenint:
1 -2 6 4 1-2 6 4
M={o 7 -19 -11 =l 0.7 -19] -11
0 a-9 (a/2)+18| b+12 00 cazl cn
on els termes de 1altima fila sén
c33=7.[(a/2)+18] + 19.(a-9) = (7a/2) +126+19.a-171 = ... = 45.(a-2)/2.
c34=7.(b+12) + 11.(a-9) =7.b +84 +11.a-99 = 11.a +7.b -15.
Anul-lant aquests dos termes, 45.(a-2)/2=0 i 11.a+7.b-15=0, de la
primera equacié tenim a=2 i substituint en la segona resulta b=-1.
Estudiem en primer lloc el cas a=2. La matriu escalonada sera
1-2 6 4 1-2 6 4
M=|o 7 -19 -11 =lo7 -19| -11
0 0 45.(a-2)/2 | 11.a+7.b-15 00 O | 7b+7
Si a més b=-1 tindrem 7.b+7=0 i els rangs seran p(A)=2 i p(M)=2 per
la qual cosa, com que n=3, €l sistema és compatible indeterminat.
Per0 st fos b#-1 seria 7.b+7#0 tindriem p(A)=2 i p(M)=3 i el sistema
seria incompatible, és a dir, no tindria solucié.
També hem d'estudiar el cas a#2 en el qual tindrem la matriu
1-2 6 4 1-2 6
M=| 0 7 -19 -11 =07 -19

4
A -11
0 0 45.(a-2)/2 |11.a+7.b-15 00 v;eO 11.a+7.b-15

Fixem-nos que ara p(A)=3 i també p(M)=3 i el sistema sera
compatible determinat. Per a cada valor particular de a i b ens
donara una tinica solucié.

Com a exercici proposem trobar la solucié per a=8 i b=5. Hem
d'obtenir el resultat que ja coneixem d'exemples anteriors: x=2/5,
y=3/51z=4/5.
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També podem realitzar la discussié d'un sistema paramétric per
determinants a partir de l'aplicacié del teorema de Rouché.
Comencem per anul'lar el major determinant que podem formar amb
la matriu dels coeficients, d'on trobem els valors conflictius dels
parametres. Substituim cadascun d'aquests valors particulars en la
matriu M=(A|B), calculant el seu rang per determinants. Finalment,
apliquem el teorema de Rouché en tots els casos possibles.

Exemple 24. Discutim per determinants el sistema paramétric
anterior. Apuntem la matriu M i el determinant |Al,

1 2 6|4 1 2 6
M={2 3 7 -3) » lAl=l2 3 7
-3 a-3 a/2lb -3 a-3 a/2
Aplicant la regla de Sarrus, : i
1Al=[(3.2)/2 +12.(a-3) -42] - [-54 -7.(a-3) -4.(a/2)] = ... = 45.(2-2)/2
Per al cas a=2, substituirem en M i apuntarem també IM123,124!.
1-26]4 1-24
M=(2 3.7 -3) , Mz I={2 3 _3|=..=7.b+7
-3-111b -3-1b

Observem que p(A)=3 i que p(M) dependra de b. I l'estudi continua de
manera similar a l'exemple anterior. )

1.2 SISTEMES D'EQUACIONS NO LINEALS

1.2.1 RESOLUCIO DE SISTEMES NO LINEALS. S'entén per equacio
polinémica una equacié formada per un polinomi igualat a zero. Si,
per exemple, consta de dues incognites pot adoptar la forma
P(x,y)= a00.x0.y0 + aj0.x1.y0 + ag1.x0yl + ... + ajxlyl +...=0
on aquests coeficients sén qualssevol (eventualment, alguns d'ells
podrien ser zero).
En el cas d'haver-hi tres incognites, l'equacié polinémica seria de
la forma :
Q(x.y.2)= bopo.x0.y0.20 + b10o0.x1.y0.20 + ... + byjexiyl.zk + ... =0
Anomenem grau de l'equacié polinomica el maxim grau dels seus
monomis (és clar que el grau d'una equaci6 lineal és la unitat). Si tots
els monomis tinguessin el mateix grau diriem que és una equacié
homogeénia. :
Exemple 25. Apuntem dues equacions polinémiques, la primera

consta de dues incognites 1 és de grau 3, mentre que la segona consta
de tres variables i és homogénia de grau 5,

5x3 +3.y2 -7.xy +8.x +6.y -4 =0
6x5-7x3y2 + 5x2y.22 +9.x.24 -2.25 =0
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En general, les equacions polindmiques no seran lineals. Per
efectuar la resolucié d'un sistema d'equacions no lineals, no hi ha cap
meétode general per aplicar, tot i que, en alguns casos particulars, els
podem resoldre a partir de canvis de variable que permetin
transformar el sistema no lineal en un altre de lineal.

Exemple 26. Intentem resoldre el sistema d'equacions no lineals
Yz -2xz+6xy= 4xyz
2yz+3xz -7xy=-3xyz
-3yz+5xz+4xy= S5xyz
Si dividim tots els termes per x.y.z, tindrem
f (1/x)- 2.(1/y) +6.(1/2) =4
2.(1/x)+ 3.(1/y) - 7.(1/2) = -3
\-3:1/x) + 5.1/y) + 4.1/2) = 5
Fent el canvi de variable u=1/x, v=1/y i w=1/z obtindrem un

sistema d'equacions lineals, del qual ja coneixem la solucié per
haver-la trobada anteriorment. Aquesta és u=2/5, v=3/5 i w=4/5.

Desfent el canvi obtindrem la soluci6 per al sistema no lineal, que
€sx=5/2,y=5/312=5/4.

1.2.2 INTERSECCIO DE CONIQUES. Com a exemple d'interseccié de
corbes en el pla, que s'estudia a la part de Calcul Funcional, farem
exercicis per a trobar els punts de tall de dues coniques.

Les corbes que anomenem coniques sén principalment la
circumferéncia, l'ellipse, la hipérbola i la parabola. Com sabem sén
les corbes que podem obtenir tallant per un pla una superficie conica
(dos cons infinits units pel vértex). L'equaci6 d'una conica es pot
expressar, com veurem, en forma matricial. _

L'equaci6 polindmica d'una conica és expressada per un polinomi
de segon grau amb dues indeterminades, igualat a zero. La seva forma
general és

m.x2 +n.y2 +p.X.y +Q.X 4I.y +s =0
Aquesta equacié polinémica es pot escriure en forma d'equacié

matricial com X*A*X'=0, on X=(x_y 1) és una matriu fila i A és una
matriu genérica de tercer ordre. Es a dir, I'equacié matricial és

ai; ajg a3\ [ X
(x y1)dag age azs {y|=0
ag) asp asz/\1

Si multipliquéssim aquestes matrius i igualéssim coeficients amb
l'equacié polinomica, veuriem que la matriu A ha de ser simétrica.
També tindriem a;j=m, ago=n, azz=s, a12=p/2, a13=q/2 i ags=r/2.

Exemple 27. Si volem trobar l'equacié polindmica a partir de la
matriu de la conica, apuntarem l'equaci6 matricial

00 -2 00 2 \[x\ -
A=l01 4 s (xy1Mo1 4 y |=0
24 -24 24 -24/\1
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Multiplicant, resulta y2-4.x+8.y-24=0 que, -si la representem
- graficament, correspon a una parabola.

Reciprocament, donada, per exemple, l'equaci6 polindmica d'una
conica que en aquest cas correspon a una el-lipse,
4x2+y2-24x+8y-48=0
per a trobar la matriu de la coénica 1 I'equacié matricial hauriem

d'aplicar les relacions aj 1=4, ago=1, agz=-48, aj2=0 (no hi ha terme
en x.y), a13=-12, ag3=4 i recordar que la matriu és simétrica. Per tant

{4 0-12 , [ 4 0 -12\[x)
A=l 01 4 |.(xy1)l 0 1 4 MV |=0
-12 4 -48 -12 4 48/\1

Per calcular els punts de tall entre dues: coniques, cal resoldre el
sistema format per les dues equacions polinémiques que, com
sabem, s6n equacions no lineals. .

Exemple 28. Suposem que volem trobar els punts de tall de la
parabola i l'el-lipse de l'exemple anterior. Haurem de resoldre el
sistema d'equacions no lineals .

¥ - 4x+8y-24=0 (1)

4x2+y2-24x+8y-48=0 (2

Restant (2)-(1), eliminarem lay, 4x2-20.x -24=0 , x2-5x-6=0.

Resolent aquesta equacié de segon grau, obtenim xj=-1 i xp=6.
Substituint x1=-1 en 'equaci6 (1) ens torna a quedar una equacié de
segon grau y2+8.y-20=0, d'arrels y1=2 i yo=-10. Aixi, obtenim en
primer lloc els dos punts de tall Py(-1, 2) i Pa(-1, -10).

Per a l'altre valor, x2=6, si el substituim en (1) ens quedara
l'equacié de segon grau y2+8.y-48=0, d'arrels y1=4 i yo=-12. Ens
surten, per tant, dos nous punts de tall, P3(6, 4) 1 P4(6, -12).

Si féssim la grafica tindriem una parabola horitzontal i una
el-lipse vertical, que es tallen en els quatre punts trobats.

1.2.3 INTERSECCIO DE QUADRIQUES. Tot seguit analitzarem el
procés de calcul dels punts de tall entre superficies en lespaii
escollim com a superficies les. quadriques, que sén la generalitzacié a
I'espai de les coniques del pla. Entre elles tenim l'esfera, l'el-lipsoide,
I'hiperboloide i el paraboloide. _

L'equaci6 polinomica d'una quadrica és similar a la d'una conica. Es
també de segon grau, perd ara hi apareixen tres indeterminades:

‘ m.x2 +n.y2+ p.z2 +q.X.y +I.X.Z + 8.y.2 +t.X +u.y +v.Z +w =0

L'equacié matricial també té la forma XeAeX'=0, onaraX=x y z 1)
i A és una matriu simétrica de quart ordre,
411 aiz a3 ai4
Q21 Q22 ag3 Az4
da3) asz -as3 asg
a41 42 a43 A44

(xyz 1..)

- N M
i
(@}
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Per determinar la matriu de la quadrica haurem de tenir en
compte que es verifiquen les relacions ajj=m, age=n, azz=p, ag4=w,
a12=q/2, a13=1/2, ag3=s/2, a14=t/2, agg=u/2 i ags=v/2.

Exemple 29. Una quadrica té per matriu i equaci6 matricial

100 -2 100 -2 \(x
010 3 010 3 ||¥
A= . =0
“loor s | Y2 Moo1 5 [z
23 5-131 235-131/\1

Per trobar la seva equaci6 en forma polinémica haurem d'efectuar
el producte matricial, resultant x2 +y2 +z2 -4.x +6.y +10.z -131 =0,
que dibuixada correspon a una esfera.

Reciprocament, donades les quadriques 4.x2 +y2 -16.x +6.y -8.z
+29 =0 (paraboloide el-liptic) 1 3.x2 -z2 -12.x +8.y -18.z +152 =0

" (paraboloide hiperbdlic), podem trobar les seves matrius respectives,
emprant les relacions donades i sabent que s6n matrius simétriques,

400 -8 300 -6

010 3 000 4
Ao= i )
*looo a] ' *looa 9

834 29 6 4-9 152

Si volem calcular els punts de tall de tres quadriques, haurem de
resoldre el sistema d'equacions no lineal format per les equacions
polinémiques de les tres quadriques.

Exemple 30. Resolem el sistema format per les tres quadriques de
l'exemple anterior
X2 +y? 422 -4x+6y+10z-131=0 (1)

43242 -16x+6y -8z +29=0 (2)
3x2 -72-12x 48y -18z+152=0 (3)

Canviant de signe-la (2) i sumant-ho tot, és a dir (1)-(2)+(3) ,
tindrem l'equacioé 8.y-8=0, d'on y=1. :
Substituint y=1 en la (2) 1 (3) i simplificant ens queda el sistema
¥ - -4x -2z +9=0 (2)

3.x2% 22-12.x-18.z +160 =0 @3)
Fent la combinaci6 lineal 3.(2Y-(3) obtenim 'equacié de segon
grau z2 +12.z -133=0, d'on resulta que z;=7 0 zg=-19. ‘
Per a z1=7, substituint en (2} ens queda x2-4.x-5=0, d'on obtenim
x1=5 i xg=-1. Tenim dos punts d'interseccié P1(5, 1, 7) i Po(-1, 1, 7).

Per a zg=-19 si substituim en (2 tindrem x2-4.x+47=0, que té
arrels complexes i, en conseqiiéncia, no déna cap més punt de tall.

1.2.4 SISTEMES AMB EQUACIONS DIOFANTIQUES. Si les solucions
d'una equacié han de ser naturals o enteres, 'anomenarem equacié
diofantica (o diofantina). Per exemple, en una equacié d'estoc, les
existéncies en nombre de productes emmagatzemats han de ser,
evidentment, nombres naturals. :
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Un sistema d'equacions diofantiques tindra en general un nombre
inferior d'equacions que d'incognites. Per efectuar la seva resolucio,
haurem d'imposar les restriccions que les incognites siguin naturals
o ‘enteres.

Exemple 31. Vam anar a una llibreria a comprar 9 llapis, 4 gomes i 9
magquinetes i ens va costar 225 PTA. L'endema, com que encara en
necessitavem més, vam comprar 5 llapis, 7 gomes i 8 maquinetes i
vam pagar 243 PTA. Suposant que els céntims ja no valen (amb prou
feines valen les pessetesl), quin és el preu de cadascun dels objectes?

Anomenem X, Yy i z els preus-unitaris dels llapis, gomes i
maquinetes, respectivament, que hauran de ser nombres naturals.
Ens queda el sistema d'equacions lineals

9x +4.y +6.2 =225 obé 9x +4y =225 -6.a
5x +7.y +8.z =243 5x +7.y=243 -8.a

Per resoldre'l podem aplicar per exemple la regla de Cramer, i
obtenir directament el determinant dels coeficients |A1=9.7-4.5=43 i
els determinants de les incognites

| Agl=| 225-6.2 4|=603-10.a , |A,|=|9 225-6.a | _1062-42.2
243-8.a 7 5 243-8.a

Aplicant la regla de Cramer ens resulta
x=603-10a | y= 1062-42.a _ 6.(177-7.a) . za
43 43 43

Com que z ha de ser natural, també ho ha de ser a. Observant lay,
si volem que sigui natural, el 177-7.a haura de ser muiiltiple de 43. Es a
dir, 177-7.a=43.k, d'on a=(177-43.k)/7. Donant valors a la k, k=1, 2,
3.4, 5,... tindrem, respectivament, a=19'1, a=13, a=6'8, a=0'1, a=-081ia
partir d'aqui tots negatius.

L'anic natural és a=13. Substituint, tindrem els preus unitaris
x=11 PTA/llapis, y=12 PTA/goma i z=13 PTA/magquineta.

on z=a
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Conceptes basics

a11.X) +212.X2+--- + &1n.Xp = b]
Sistema de m equacions | ag;.X; +820.Xg+--- + @2n.Xn = by
lineals amb n incégnjtes: ..... i i, v eteereaanes

Termes independents: bj Incognites: x;
Meétodes classics de resolucio:
- Substitucié6 - Igualaci6 - Eliminacié o reducci6
Notacié matricial: A*X=B on (o0 bé X'*A'=B))
aj; ajp --- an X) b;
A=| 821 a2 .- A , X=[%2| i B= b.2
amil am2 - amn Xn bm
a;; ai2---am;m | by
as; asy --- a b
Matriu ampliada: M=(AIB) = M= _21 ?2_ ?n : 2
Qml 8m?2 - - Qmn l bm

Rang de les matrius: p(A), p(M) (Maxim nombre d'eq. lin. indep.)

Tipus de solucions

Solucié d'un sistema:
C=(c; c2 cp) unasolucié de A*X=B < AeC'=B

Sistema incompatible: ZC / Ae¢C'=B (No té cap soluci6)
Sistema compatible: 3C / AsC'=B (T¢ soluci6)
S. comp. determinat: 3C /. A*C'=B (Una sola solucié)

S. c. indeterminat: 3C,,Cy,... / A*Ci=B (Infinites solucions)

Conjunt de solucions: C={C,Cy,:..}] < AeCi=B Vi

Sist. equivalents: §;=S; < [81=C(Sl) A Co=L(Sy) = 01=02]
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Discussio d'un sistema d'equacions lineals

Teorema de Rouché-Frobenius:

S_i. S.C.Deter-
' minat
S.Com- @
tible
ra S.C.Inde-
No | terminat

S.Incom-
patible

Sistema compatible: p(A)=p(M) =r

Graus de llibertat: d=n-r (S.C.Det. = d=0)

Incognites principals: Xp={x;, X2, ..., Xx} nXp)=r

Incognites secundaries: Xg={Xr41, ¢o., Xn} n(Xg)=d
Parametres: Xr4+1=a, Xr+2=Db, ...

Sistemes de Cramer

Sistemes quadrats: Amxn=Matriu quadrada (m=n)
(Si n>r = d=n-r incognites secundaries)
Quadrar un sistema: fer que sigui quadrat
Sist. de Cramer: S. quadrats compat. deter. p(A)=p(M)=m=n
Resolucié de sistemes de Cramer: | _ )
Per la matriu inversa: A*X=B A p(A)=n = JA’!l / X=A'lsB

Per la regla de Cramer:

Compatibilitat del sistema: AsX=B A p(A)=m = 1AIz0
Matrius columna utilitzades:

a a2 Qin - X b;
a 1= a:21 azz a.?z ce an= az:n , X= x:2 A B= .b:z
anil ano Qnn Xn : bn

Matriu dels coeficients: A=(@; @z-..@y; @ @j1--- Q)
Matriu substituida: Aj=(@; @2..--@;.; B @j,1--:- ap)

Valor de les incognites: xj=1A; I /1Al , Vi=1,2,....n
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Sistemes de Cramer (cont.)

Cas particular:

Sistema de Cramer (m=n=r=3):
a;1.X;+812.X2+813.X3 = b1
a21.X1+892.X90+893.X3 = b2
a3).X)+a32.X2+833.X3 = b3

Determinants dels coeficients i de les incognites:

b;|| a2 || a3
a a a
A :' 11 12 13 I [A;l=|be|| age || @23

Q21 || &2 || A23 b
3|| &s2 a33
as; |{ 832 || 433

ap; |(b1f| ai3 : ap; || aiz {(b1
1Ag | =|| ag; |[bz|| a2s3 |Azl=| a1 || age ||b2
az; |(bs|| as3 _ as) || asz ||bs

Incognites: x1=IA1I/lAI xo=lA21 /1Al  x3=1Agl/IAl

Métode de reduccid de Gauss

Procés que s'ha seguir:
, a;; app---a;m| b
Matriu ampliada: M=(AI|B) = M={ 321 822 -~ @2 by
) @m] 8m2---Qmn| bm
Obtencid de la matriu escalonada:

aj; ajp a3 --- agp --- A1 |b1
O by bos--- by - - boy | ¢
O O e g Can | ds
Triangulacio: M =| .~ . N
O 0 O ...xy - Tpy Isp
0O 0 O0...0 o | o
| |
|

O 0 0 ..0 .. o

(Files nul-les a partir del rang de la matriu dels coeficients)
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Meétode de reduccié de Gauss (cont.)

Sistema equivalent:
a)1.X)+8)2.X2+813.X3+ - -+8]1p.Xp+ - -+81n.Xn = b
b22.Xo+bo3. X3+ - -+bop.Xp+ - -+bon.Xpn = €9
C33.X3+ - -+C3p.Xp+ - -+C3n.Xn = d3
Ypp-Xp+ - +Xpn.Xn = Sp |
Aillament d'incognites principals: (S.Comp.Indet. n>p)

a;1.X1+212.X0+213.X3+ - -+1p.Xp = b1-81 p41.Xp41- - - --81n.Xn
b2 Xy+bg3.Xa+ - -+bgp. X, = Ca-bops1.Xp41- - -bon.Xn
C33.X3+ - -+C3p.Xp = da-c3,9+1.xp+1- -+--C3n.Xn

Substitucid d'incognites secundaries per parametres:

X11=M . Epi2TA2 ...
Soluci6 del sistema: X, — Xp-1 — ... = X3 = Xz — X

Métode de reduccié de Gauss-Jordan

Procés que s'ha de seguir:
Matriu ampliada: M=(AIB)

r;; O .- O rype1 - Lin | s
O rog--- O rope1 - Fop | sz
Diagonalitzacio: M=| o 0 ... Top Tpp+l -+ Tpn | Sp
0o 0..0 0 -0 ]o
R S
0O 0..0 0 ...0 |oO

1 O...O 51,p+1"°' Sin

|
Submatriu unitat: M = O 10 s2-f’+1 -+ S2n : ty
I

OO...l Sp,p_‘_l ...Spn
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Métode de reduccié de Gauss-Jordan (cont.)

X)=t1-81,p+1.Xp+1~ -+ - S1n.Xn
Solucié del sistemna; | *2=t2"82p+1-Xp+1” - - SznXn

Xp=t)-Spp+1.Xp+1- - - Spn.Xn
Cas particular: sistema compatible determinat (m=n=p)

10...0 | t
Matriu unitat dels coeficients: M = O 10 || t_2
00...1 | ty

Matriu solucio: X=(t1 t2 ... tn)'
Soluci6 del sistema: x;=t; , x2=t2 , Xn=tn

Sistemes homogenis

Definici6: S=sist. homogeni < AsX=0 (B=0)
a;).X) +a12.X9 +--+Q1n.Xn = 0
a21.X) + a292.X9 + - -+ Q9n.Xpn = 0

Qm1.X1+amo.Xo+ - -+8mn.Xn = 0
Teorema de Rouché-Frobenius:

S.C.Deter-
minat (S.t.)

S.Com-
patible

S.C.Inde-
terminat

Soluci6 trivial:  S.t.: x1=0, x2=0, ..., Xn=0
Sist. comp. indeterminat: Si d=1 = Infin. sol. propor.

Sistemes parameétrics

Discussi6 del sistema: A) Per matrius:
1) Triangularitzaci6: M=(AIB) —» M=(RIS)
2) Anul.laci6 de I'altima fila:
rpp=fpp()\,)=0 T l'pn=fpn(7\,)=0 N Sp=fp(}\,)=0

Def: S: AsX=B on A=(ajj) / ajj=fi;(A,u,...) , A, ...=parametres
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Sistemes paramétrics (cont.)

3) Calcul de les arrels: A1, A2, Ak
4) Estudi per Rouché: p(Ay) i p(Mj) , Vi=1,..k
5) Estudi també del cas: A#)4

A) Per determinants: 1) Rang per determ. 2) Teorema Rouché

Sistemes d'equacions no lineals

Equacions polindomiques.

Exemples de duess i tres incognites:
n n

P(xy)=Y ayxlyl=0 , Q&EyzZ= ) byxlylzk=0
1,j=0 1J.k=0

Equacio polinomica homogénia:
n n

2 ayxlyl=0 (i4=n) , 2 byxlylzk=0 (i+j+k=n)
1j=0 1jk=0
Interseccio de corbes en el pla:
Coniques: circumferéncia, el-lipse, hipérbola, parabola, ...
Equaci6 polindmica: m.x2+n.y2+p.x.y+q.x+r.y+s=0
Equaci6 matricial: X=mat. fila , A=mat. simétrica

aj; app ap\[X
XeAeX'=0 < (x y 1 ){ ag; asg ass {Y
az; ase asz /|1

Intersecci6 de superficies en l'espai:

Quadriques: esfera, el-lipsoide, hiperboloide, paraboloide, ...
Equacio polinomica: _

M.X241.y2+p.z2+Q.X.y4I.X.Z+5.Y. Z+t. X+ U Y +V.Z+W=0

Equacié matricial:

=0

aj; a2 ag ap \(X
XAX'=0 (xyzl) :21 :‘zz :322 :;: Z =0
a1 ag as43 agq /\1

Sistemes d'equacions diofintiques

Concepte: S=Sist diofantic < VcieC(S) / cieN v cieZ
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e) PROBLEMES RESOLTS

1.1 SISTEMES D'EQUACIONS LINEALS

Sistemes classics de dues equacions lineals

Resol per substituci6 els sistemes segiients, posant-los en primer
lloc en la seva forma candnica: v

1. [2-(2x+3y)=3.(3x-2y)+20
" |4x-3y=4.(6y-2x)-39

Solucié. Posem el sistema donat en la seva forma canodnica,
4x+6y=9x-6y+20 - |4x-9x+6y+6y=20 -5x+12y=20
4x-3y=24y-8x-39 4x+8x-3y-24y=-39 ' |12x-27y=-39

Simplificant per 3 la segona equaci6, '

-6x+12y= 20 (1)
4x - 9y=-13  (2)

Aillant la y en (1) sera 12y=20+5x , y=(20+5x)/ 12. @3

Substituint aquesta expressio en (2),

4x -92045% =13 | 4x-32045X 13 M 5
4

Per tant, 16x-15x=60-52 ,
Substituint en (3), y=(20+5.8)/12=60/12=5 , |y=5|.

(5x/6) - (B8y/7)=2
"1(8x/2) + (5y/7)=14

Soluci6. Passarem el sistema a forma canénica
(35X-18y)/42 = 84/42 35x -18y = 84 (1)
(21x+10y)/14 = 196/14 ° ||21x+10y = 196 (2)

Aillant la x en (1), 35x=18y+84 , x=(18y+84)/35 (3)

Substituint en (2),

18y+84) '
21, 10y= )
Y22 +10y=196

Muluphquem ambdés membres per 5,
54y+252+50y=980 , 104y=728 , y=728/104 , |y=7

(18y+84) +10y=196

Substituint en (3), x=(18.7+84)/35=210/35 , [x=6.
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Pel métode classic d'igualacié resol aquests sistemes d'equacions

lineals, posant-los préviament en la seva forma canénica:

3 <(5x/3)+(7y/6)=17
"1(18x/4)-(11y/12)=14

Solucié. Per passar el sistema a forma canodnica, eliminarem els

denominadors multiplicant la 1a equaci6 per 6 i la 2a per 12,

10x +7y=102 (1)
39x-11y=168 (2)

Si aillem la y en ambdues equacions, obtindrem
(1) y=(102-10x)/7 , (2) y=(168-39x)/(-11)
Igualant les y, (102--10x)/7 = (168-39x)/(-11)

Com que el producte d'extrems és igual al producte de mitjos
-11.(102-10x)=7.(168-39x) , -1122+110x=1176-273x

110x+273x=1176+1122 , 383x=2298 , x=2298/383 ,

Substituint en (1), y=(102-10.6)/7=42/7=6 , |y=6|.

x+y)/4 + x-y)/2 =3
"13.(4x+1).(y+7)=2.(6x+5).(y+6)

Soluci6. Multipliquem la primera equacié per 4,
x+y)+2(x-y)=12 , x+y+2x-2y=12 , 3x-y=12 (1)
Operem la segona equacio,
3.(4xy+28x+y+7)=2.(6xy+36x+5y+30)
12xy+84x+3y+21=12xy+72x+10y+60
Simplificant, tindrem 84x-72x+3y-10y=60-21 , 12x-7y=39 (2)
El sistema en forma canodnica sera

3x-y=12 (1)
12x-7y=39 (2)

Aillem la x en les dues equacions,
x=(12+y)/3 (1) . x=(39+7y)/12 (2)
Igualant les x, (12+y)/3=(39+7y)/12
Multiplicant cada membre de l'equacié per 12, 4.(12+y)=39+7y
48+4y=39+7y , 4y-7y=39-48 , -3y=-9 , y=9/3 , |y=3
Substituint en (1), obtindrem el valor de la x:

x=(12+3)/3=15/3=5 , [x=5].
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Posant préviament el sistema d'equacions en forma canénica, troba
la seva solucié pel métode classic d'eliminacié o reduccié en els
exercicis segiients:

2x + (y-2)/5 =21

5 \x-4)/6 +4y = 29

Solucié. Multipliquem la la equaci6 per 5 i la 2a per 6,

10x+y-2=105 10x+ y=107 (1)
x-4+24y=174 ° x+24y=178 (2)

Multiplicant la 1a per 24, la 2a per -1 i sumant, eliminarem la Y,
240x+24y=2568 24.(1)

+ -x -24y= -178 -1.(2)
239x =2390 x=2390/239 , |x=10
Analogament, si fem -1.(1)+10.(2) eliminarem la x,
-10x - y=-107 -1.(1)
+ 10x+240y=1780  10.(2)

239y=1673 y=1673/239 ,

Notem que podriem haver resolt el sistema sense haver fet el
pas d'eliminar la x. Substituint x=10 en la la equaci6, obtindriem
logicament el mateix resultat,

10.10+y=107 , 100+y=107 , y=107-100 , y=7.

6 {(X/7) + (y/9) = 22/21
\x/8) - (y/12) = 3/8

Soluci6é. Primer de tot passarem el sistema a la seva forma
canoénica, reduint a comu denominador,
(9x/63) + (7y/63) = 66/63 9x+7y=66 (1)
(8x/24) - (2y/24) = 9/24 ’ 3x-2y= 9 (2

Multiplicant la 1a per 2, la 2a per 7 i sumant, eliminarem la y:
18x+14y=132 2.(1)
+ 21x -14y= 63 7.(2)
39x =195 x=195/39 , [x=5

Finalment, si multipliquem la (2) per -3 i sumem amb la (1)
eliminarem la x:

Ox+7y= 66 (1)
+ -Ox+6y=-27 -3.(2)

13y= 39 y=39/13 , [y=3].
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Planteja per mitja d'un sistema de dues equacions lineals amb dues
incognites i resol per algun métode classic els problemes segiients:

7. Fa dos anys l'edat d'un pare era sis vegades més gran que la del
seu fill. Quines son les edats actuals si sabem que dintre de 18 anys
I'edat del pare sera només el doble que la del seu fill?

Solucié. Sigui x l'edat actual del pare i y la del fill. Un esquema
ens ajudara a expressar matematicament l'enunciat:

EDAT: FADOS ANYS ACTUAL DINTRE 18 ANYS
Pare: x-2 X x+18
Fill: y-2 y y+18
x-2=6.(y-2) x+18=2.(y+18)
Per tant, el sistema ens quedara '
x-2=6.(y-2) x-2=6y-12 x-6y=-10 (1)
x+18=2.(y+18) ' |x+18=2y+36 ' ||x-2y=18 (2)
Si el resolem pel métode d'igualacio,
x=6y-10 (1) , x=2y+18 (2)

Igualant, 6y-10=2y+18 , 4y=28 , y=28/4 , y=7
Substituint en (1), x=6.7-10=42-10=32

En resum, [l'edat del pare és de 32 anys i la del fill 7 anys |

8. Un numero consta de dues xifres en qué el triple de la primera
és igual al doble de la segona. A més a més, si afegim 27 a aquest
numero ens resulta el nimero anterior amb les xifres invertides.
Quin namero és?

Solucié. Simbolitzem per x la xifra de les desenes i per y la de
les unitats. Tenint en compte que la base és 10, el niimero buscat
N i el que obtenim en invertir les xifres, N', sén

N=[x][y]=10.x+y N'=[y][x]=10.y+x.
Com que el triple de la la xifra és el doble de la 2a, 3x=2y (1)

A més, si afegim 27 a N ens quedara N', N+27=N'. Posant-ho en
funcié de x i de y, (10x+y)+27=10y+x. '

. El sistema que obtindrem sera, doncs,

3x=2y 3x-2y=0 “f3x-2y=0 (1)
(10x+y)+27=10y+x 9x-9y=-27 '’ x- y=-3.  (2)

Resolem el sistema per substitucio, aillant la x en (2), x=y-3
Substituint en (1), 3.(y-3)-2y=0 , 3y-9-2y=0 , y-9=0 , y=9
La x valdra x=9-3 , x=6.

Per tant, [el niimero demanat sera N=69].
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9. Mesclant 4 litres de vi de la marca A amb 5 litres de la B
obtenim vi a 470 PTA/lit. A més, mesclant 7 litres de la A amb 8
litres de la B obtenim un vi que costa exactament 470'40 PTA/lit.
Quin és el preu del litre de cada marca?

Solucié. Anomenarem x el preu de la marca A1y el de la B.
L'enunciat es pot esquematitzar de la manera segiient:

MESCLA 1 LITRES QQSE MESCLA 2 LITRES QQ.SI
Marca A: 4 Marca A: 7
Marca B: 5 5y Marca B: 8 8y
Total: 9 4x+5y Total: * 15 7x+8y
PREU/LIT.: (4x+5y)/9 PREU/ LIT.: (7x+8y)/15

Com que els preus de la 1a i 2a mescla sén 470 pTA/lit i 470'40
PTA/lit, respectivament, tindrem les equacions

. (4x+5y)/9=470 (1) , (7x+8y)/15=470'4 (2)

Posem el sistema en forma canénica,
4x+5y=4230 (1)
7x+8y=7056 (2)
Multiplicant (1) per -8, (2) per 5 i sumant, obtindrem el preu de
la 1a mescla, _
-32x-40y=-33840 - -8.(1)
+ 35x+40y= 35280 5.(2)

3x =1440 x=1440/3 , [x=480 prA/lit

Substituint en (1), ens quedara el preu de la 2a mescla,
4.480+5y=4230 , 1920+5y=4230 , 5y=2310 , y=2310/5

Per tant, |y=462 pTA/lit|.

10. Un avar mercader compra conills a 650 PTA/unitat i coloms a
250 PTA/unitat, i gasta en total 5.850 PTA. Per evitar despeses
suplementaries decideix no donar-los menjar i, per aquesta raé, se li
moren 2 conills i 5 coloms. Al mercat de l'endema ven cada conill a
50 PTA més i cada colom a 30 PTA més del que li varen costar. Si al
final perd 2.210 PTA en la venda de tots aquests animals, quants
conills i coloms va comprar?

Solucié. Siguin x el nombre de conills i y el nombre de coloms
comprats. Plantegem la primera equacié observant els diners que
ha gastat en la compra,

COMPRA: conills: 650x coloms: 250y total: 5850
Per tant, 650x+250y=5850. Simplificant, 13x+5y=117 (1)

En la venda, només ven x-2 conills i y-5 coloms, perqué els
altres se li moren.
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Com que fa pagar una mica meés, els preus de venda s6n
650+50=700 PTA/conill i 250+30=280 PTA/colom. A més, com
queperd 2210 PTA en aquest “negoci”, el que obtindra en la venda
sera 5850-2210=3640 PTA.

Els diners fets en la venda seran
VENDA: conills: 700(x-2) coloms: 280(y-5) total: 3640
Podem, doncs, plantejar la 2a equacid, 700(x-2)+280(y-5)=3640,
que simplificada déna
5(x-2)+2(y-5)=26 , 5x-10+2y-10=26 , 5x+2y=46 (2)

Hem de resoldre el sistema

13x+5y=117 (1)
5x+2y= 46 (2)

Resolem el sistema per igualacié. Aillant la y en cadascuna de les
dues equacions anteriors,

y=(117-13x)/5 (1) , y=(46-5x)/2 (2)
Igualant, (117-13x)/5=(46-5x)/2 , 2.(117-13x)=5.(46-5x) ,
234-26x=230-25x , -x=-4 , x=4
Substituint en (2), y=(46-5.4)/2=26/2=13 ', y=13
En conseqiiéncia, [va comprar 4 conills i 13 coloms|.

Sistemes classics de tres equacions lineals

Resol els sistemes seglients per qualsevol del tres métodes
classics, posant-los primer en forma canonica:

1 (x/2)-(y/3)+z=7
11. { x+(y/2)+(z/3)=11
| tc/3)+y-(2/2)=5

Solucié. Perqué ens quedi en forma canénica multiplicarem les
tres equacions, i cada membre per 6, que és el minim comu
muiltiple dels denominadors, :

. j 3x -2y+6z=42 (1)
6x+3y+2z=66 (2)
\ox+6y -32230 (3)

En posteriors exercicis aplicarem métodes més sistemaitics,
adients per a resoldre aquests sistemes. Aquest el resoldrem
aplicant el meétode de substitucio.

Aillant, per exemple, la z en (3), z=(2x+6y-30)/3 (3

Substituint (3") en (1), 3x-2y+6.(2x+6y-30)/3=42. Simplificant i
multiplicant, 3x-2y+4x+12y-60=42 , 7x+10y=102 (1
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Substituint després (3) en (2), 6x+3y+2.(2x+6y-30)/3=66. Per
treure el denominador, ho multiplicarem tot per 3,

18x+9y+4x+12y-60=198 , 22x+21y=258 (2
Ens queda un sistema de dues equacions amb dues incognites,
7x+10y=102 (1)
22x+21y=258 (2

Si aillem la y en (2, ens quedara y=(258-22x)/21 (2"

Substituint en (1Y), 7x+10.(258-22x)/21=102.

Multiplicant per 21, 147x+2580-220x=2142 , -73x=-438 ,
x=438/73 ,

Substituint en (2"), y=(258-22.6)/21=126/21=6 |,
Finalment, substituint en (3'), z=(2.6+6.6-30)/3=(12+36-30)/3 ,

z=18/3=6 , [z=6]. :

(x+1)/8 - (z+4)/6 = (y-3)/7

{ x-3)/2 + (y+1)/4 = (2+7)/3
12
(z+6)/2 = x+5)/4 + (y+2)/5

Solucié. Si ens fixem en el minim comd muiltiple (m.c.m.) dels
denominadors veurem que, per passar el sistema a forma canénica,
haurem de multiplicar la primera equacié per 12 (=22.3), la segona
per 168 (=23.3.7) i la tercera per 20 (=22.5),

6(x-3)+3(y+1)=4(z+7) 6x-18+3y+3=42+28
21(x+1)-28(z+4)=24(y-3) 21x+21-282z-112=24y-72
10(z+6)=5(x+5)+4(y+2) 10z+60=5x+25+4y+8

Expressat en forma candnica,
{ 6x +3y -4z=43 (1)

21x-24y -28z= 19 (2)
-5x -4y+10z=-27 (3)

Podem eliminar la z fent la combinacié lineal 7.(1)-1.(2) entre la
la i 2a equacions anteriors,
42x+21y -28z=301 7.(1)
+:21x+424y+28z= -19 -1.(2) _
21x+45y =282 Simplificant, 7x+15y=94 (1)

També, amb la la i 3a equacions farem 5.(1)+2.(3) i eliminarem
la mateixa incognita z,
30x+15y -20z=215 5.(1)
+-10x - -8y+20z= -54 2.(3)
20x +7y =161 Per tant, 20x+7y=161 (2




42 ALGEBRA MATRICIAL

El sistema ens ha quedat reduit a un de dues equacions amb dues
incognites,

7x+15y= 94 (1)
20x+ 7y=161 (2)

Multiplicant la 1a per -7, la 2a per 15 i sumant, eliminarem la y
-49x -105y= -658 -7.(1)
+ 300x+105y=2415 15.(2)

251x =1757 x=1757/251 ,
Substituint en (1Y), 7.7+15y=94 , 15y=45 , y=45/15 ,
Finalment, substituint en (1), 6.7+3.3-4z=43 , -4z=-8 ,

Planteja i resol per algun métode classic, el problema segtient,
passant-lo primer en forma canodnica:

13. Reparteix 733.266 PTA entre tres persones de 30, 18 i 6 anys,
de manera que la mitjana rebi la semisuma de les altres dues i la
petita la semidiferéncia de les dues primeres. Comprova que les
quantitats rebudes sén directament proporcionals a les seves edats.

Soluci6. Anomenem x, y, z les quantitats rebudes per la persona
gran, la mitjana i la petita, respectivament.

Com que el que rep la mitjana és la semisuma del que reben les
altres dues, sera y=(x+2)/2 , 2y=x+z , x-2y+z=0 (1).

El que rep la petita, en canvi, és la semidiferéncia del que reben
les dues primeres, és a dir, z=(x-y)/2 , 2z=x-y , xy-2z=0 (2).

Finalment, ja que la suma de les tres quantitats ha de ser
733266 PTA, escriurem Xx+y+z=733266 (3)

El sistema d'equacions lineals sera, doncs,

{ x-2y +2=0 (1)
x -y-2z=0 (2)
x +y 4z=733266 (3)
Ajllant la x en les tres equacions, ;
=2y-z (1) ,  x=y+2z (2)  , x=733266-y-z (3)
Podrem igualar, per exemple, (1) amb (2) i (2) amb (3),
2y-z=y+2z (1) . y+2z=733266-y-z (2
Obtindrem, doncs, el sistema lineal reduit,
y -3z=0 1"

2y+3z=733266 (2
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Aquest sistema es resol facilment, sumant les dues equacions
3y=733266 , y=733266/3 , y=244422

Substituint en (1", z=y/3=244422/3=81474 , z=81474

I substituint en (1), x=2y-z=2.44422-81474 , x=407370

Sabem, per tant, que la quantitat de diners que tocara a cada
persona, segons la seva edat, és

|Gran: 407.370 ptA| [Mitjana: 244.422 ?TA] [Petita: 81.474 Pra

Comprovem que sén directament proporcionals a les edats 30,
18 i 6 anys. Com que la quantitat total que s'ha de repartir és de
733266 PTA i la suma de totes les edats és de 54 anys, tindrem:

Li toca al més gran: x=733266.30/54=407370 PTA
Al mitja li correspon: y=733266.18/54=244422 PTA

El petit tindra: z=733266.6/54=48474 PTA
Observem que aquests resultats s6n iguals que els anteriors.

Rang de les matrius i tipus de solucions

14. Per als tres sistemes segtients calcula els rangs de la matriu
dels coeficients i de la matriu ampliada, resol el sistema emprant el
métode de substitucié, indicant el tipus de solucié, i fes la seva
grafica en el pla. Reflexiona sobre aquestes conclusions i dedueix que
es compleix el teorema de Rouché. Els sistemes son:

2x-y=4 2x-y=4 : 2x-y=4
Voxisy=12 *© Plaxayes 1 9 4x-2y=9

Solucio. De cada sistema escriurem la matriu conjunta M, on

trobarem els rangs de la matriu dels coeficients M. i de la matriu

- ampliada M,. Farem servir el métode de reducci6 de Gauss,
aplicant la regla del pivot. ’

a) PRIMER SISTEMA
_[(2-1] 4 )=(2-1 4 )_ 2-1 4) _ _ _
M= = - _ o
(2 312 /510 8l 16 )50 1lg) PMe)=2. p(Ma)=2, n=2

Per resoldre el sistema farem servir la matriu conjunta reduida,
Jja'que el sistema donat és equivalent al sistema inicial:

2x-y=4 (1) Substituint (2) en (1),
y=2 (2) 2x-2=4 , 2x=6 , x=3
Veiem que el sistema té la solucié tinica x=3 i y=2. Aixo significa

geomeétricament que les dues rectes del pla, formades per les
equacions del sistema, es tallen en el punt P(3, 2).
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b) SEGON SISTEMA
_[(2-1|14\_[2-1|4 - _ -
M= 4-2'8)_(0 0 O) p(Mc)=1, p(Ma)=1, n=2

Amb la matriu conjunta reduida, podrem resoldre facilment el
sistema
2x-y=4 (1) Ens queda només una equaci6:
0=0 (2) y=2x-4 (1)
Si dibuixem l'inica recta (1) en el pla i pensem que el sistema

donat estava format per dues rectes, arribarem a la conclusié que
aquestes dues rectes son coincidents.

c) TERCER SISTEMA
_(2-1|4)_ 2-14)5(2-1|4) _ =2 n=o
w= (3 308)=(5 0l3)=(3 ol1) o=t pota=2. n
El sistema equivalent al donat és
2x-y=4 (1) La (2) és una igualtat impossible,
0=1 (2) per tant el sistema no té solucié.

Si dibuixem les dues equacions de les rectes, com que no hi ha
punts comuns, significara que les rectes sén paral.leles.

Farem ara les grafiques corresponents als tres sistemes, i
mostrarem que les rectes donades es tallen en un punt, sén
coincidents o bé sén paral-leles,

Y 4n Y 4y Y f Iy
N\l Ty
2 P X _ X 2 X

36 2 225

-4 -4 4
/ / -4'5

Per comprovar el teorema de Rouché observarem que:

a) PRIMER CAS. Teniem p(M¢)=p(Mjy)=n=2 i les rectes es tallaven
en un sol punt. Per tant, el sistema és «compatible determinat».

b) SEGON cAs. Ens donava p(M¢)=p(Ma)=1 i n=2. Com que les
rectes son coincidents, significara que hi haura infinits punts de
tall i aixi el sistema sera «compatible indeterminat».

A més, si recordem que els graus de llibertat s6n expressats per
d=n-p tindrem d=2-1=1, amb el significat que la interseccié té
dimensi6 1; és a dir, és una recta.

c¢) TERCER CAS. Quedava p(Mc)=1, p(Ma)=2 i n=2. Com que les
rectes eren paral-leles, no es tallaven en cap punt, per la qual cosa
el sistema no tenia soluci6; és a dir, era un sistema «incompatible».
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15. Resol els tres sistemes segiients pels métodes de substitucio,
igualaci6 i eliminaci6, respectivament, i digues el tipus de solucié:

X+y-z=2 2x-y+z=1 x+y+2z=3
a) {x-3y+2z=1 b) {x+2y-3z=-2 c) {3x-y+z=1
3x-5y+3z=4 3x-4y+bz=1 2x+3y-4z=8

Solucié. Resoldrem cada sistema i, segons el resultat, decidirem
si és compatible (determinat o indeterminat) o incompatible.

a) PRIMER SISTEMA. Com que s'ha de resoldre per substitucié,
aillarem, per exemple, la z en la primera equaci6, z=x+y-2 (1') i la
substituirem en les altres dues,

x-3y+2.(x+y-2)=1 (2 , 3x+-5y+3.(x+y-2)=4 (3"
Ens quedara, doncs, el sistema
x-3y+2x+2y-4=1 3x -y=b (2
3x-5y+3x+3y-6=4 ’ 6x-2y=10 (3')

Aillarem a continuaci6 la y en (27, y=3x-5 (2")

Substituint en (3'), 6x-2.(3x-5)=10 , 6x-6x+10=10 , 10=10.

Com que resulta una identitat significa que una equacié és
supérflua perqué és combinacié lineal de les altres. En el nostre
cas (3" és el doble de (2, o en el sistema inicial (3)=2.(2)+(1).

Prescindint, doncs, de l'ltima equacié, el sistema quedara
reduit a les dues equacions (1) i (2), amb les tres incognites x, y i z.

Aixi, el sistema sera |compatible indeterminat]|.

b) SEGON SISTEMA. El resoldrem pel métode d'igualacié. Podem
aillar una mateixa incognita, per exemple la x, en les tres
equacions,

x=(1+4y-2)/2 (1) , =x=-2-2y+3z (2) , x=(1+4y-52)/3 (3)
Igualant (1) amb (2) i també (2) amb (3) ens quedara el sistema

(1+y-2)/2=-2-2y+3z 1+y-z=-4-4y+6z
-2-2y+3z=(1+4y-52)/3 ! -6-6y+9z=1+4y-5z
Expressat en forma candnica,
5y -72=-5 (1 ')

-10y+14z=-7 (29

Aillem la y en les dues equacions anteriors,

y=(7z-5)/5 (1) .,  y=(-14z-7)/(-10) (2)
Igualant ambdues equacions,
(72-5)/5=(-142-7)/(-10) , -10.(7z-5)=5.(-14z-7) ,

-70z+50=-70z-35. Simplificant, 50=-35

Ens ha quedat una igualtat impossible. Aixé significa que hi ha
una contradiccié entre les equacions del sistema, i aquest no

tindra cap solucié. En resum, |e1 sistema és incompaﬁble].
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c¢) TERCER SISTEMA. Utilitzarem el métode d'eliminacié (també

anomenat de “reducci6”). Apuntem en: primer lloc el sistema donat
' { X +y+2z=3 (1)
3x -y +z=1 (2)
2x+3y -4z=8 (3)

Entre la la i 2a equacions eliminarem la z fent la combinaci6

lineal (1)-2.(2). També eliminarem la z entre la 1la i 3a equacions,
fent 2.(1)+(3),

X+ y+2z=3 (1) 2x+2y+4z=6 2.(1)
+ -6x+2y -27z=-2  -2.(2) + 2x43y -4z= (3)
-5x+3y =1 4x+5y =14

El sistema haura quedat reduit al segtient:
-5x+3y=1 (1)
4x+by=14 (2
Multiplicant la 1a per -5, la 2a per 3 i sumant, eliminarem la y,
25x -15y=-5 -5.(1"
+-12x+15y=42  3.(2)
37x =37 Per tant, x=37/37 , x=1.
Substituint en (17, -5.1+3y=1 , 3y=6 ., y=6/3 , y=2.
I substituint en (1), 1+2+2.2z=3 , 2z=0 , z=0/2 , z=0.

Aixi, |el sistema és compatible determinat|, perqué hem obtingut
una sola soluci6.

16. Comprova que en els sistemes homogenis segtlients, el rang de
la matriu dels coeficients coincideix sempre amb el de la matriu
ampliada. Resol després els sistemes per algun métode classic:

3x+y-9z=0 j 2x-3y-5z=0 x+2y-32=0
a) { 4x-3y+z=0 b) | x+2y-13z=0 c) { -2x+4y+6z=0
6x-11y+212z=0 9x-10y-30z=0 3x+6y-9z=0

Solucié. En aquests tres sistemes homogenis on, com sabem, els
termes independents sén sempre nuls, trobarem el rang de les
a) PRIMER SISTEMA

matrius fent servir el métode de reduccié de Gauss, aplicant la
regla del pivot. :
31 -9]0 31 9|0 31-90 31-9/0
M={4 -3 1 |0]={0-13 39|0|=|01-3/0|=|0 1-3|0
6 -11 2110 0 -39 11710 0 1-3i0 000Il0

Notem que els rangs p(M¢) i p(Ma) de la matriu dels coeficients i
de l'ampliada sén iguals a 2. També veiem que el nombre
d'incégnites és n=3.
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Com que el rang és igual a 2 i el nombre d'equacions és 3, voldra
dir que una equacié és supérflua, ja que és combinaci6 lineal de les
altres. Observem en el nostre cas que (3)=3.(2)-2(1). Deixant
I'altima equacid, tindrem el sistema

3x+y-9z=0 (1)
4x-3y+z=0 (2)
Com que hi ha dues incégnites principals, podem considerar laz

com un parametre, posant z=a. El sistema quedara reduit a un de
dues equacions amb dues incognites,

3x+y=9a (1)
4x-3y=-a - (2)
Si el fem per eliminacié, només haurem de multiplicar la (1) per
3'i sumar-la amb la (2),
Ix+3y=27a 3.(1)
+4x -3y=_ -a (2)

13x =26a x=26a/13 ,

Substituint en (1), 3.2a+y=9a , 6a+y=9a ,

I naturalment,

Donant valors al parametre obtindrem infinites solucions
proporcionals. El sistema és [compatible indeterminat] i té un grau
de llibertat, perqué les solucions depenen d'un sol parametre.

b) SEGON SISTEMA

2 -3 -5]0 2 -3 -51|0 2 -3 5|0 2 -3-5|0
M=|1 2 -13|0|={0 7 -21|0|={0 1 -3|0|={01-30
9 -10 -3010 0 17 -1510 0 17 -1510 001l0

Com que p(Mc)=p(Ma)=3 les tres equacions s6n linealment
independents i necessaries per a resoldre el sistema:

2x -3y - 5z=0 (1)
X+ 2y-13z=0 (2)
9x-10y-30z=0 (3)
Ajllant la x en la segona, x=-2y+13z (2
Substituint en la (1) i en la (8),

2.(-2y+132)-3y-52z=0 -4y+2yz-3y-5z=0
9.(-2y+132}-10y-30z=0 ’ -18y+972z-10y-30z=0

-7y+212=0 y-3z=0 (1)
-28y+67z=0 ! 28y-67z=0 (3

Aillant la y en 1a (1'), y=3z, i substituint en (3,
28.3z-67z=0 , 54z-67z=0 , -13z=0 ,

Substituint en (1') y=3.2=3.0=0 , . Finalment, substituint en

(2), x=-2.0+13.0=0 , [x=0].
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Existeix,m per tant, una unica solucid, que s'anomena solucié
trivial, ja que qualsevol sistema homogeni la té. Podem veure que el

sistema és |compatible determinat]|.

c) TERCER SISTEMA. Apuntem primer el sistema homogeni
x+2y -3z=0 (1)
-2x+4y+6z=0 (2)
3x+6y -9z=0 (3)

Trobem ara els rangs p(Mc) 1 p(Ma) a partir de la matriu conjunta
12-3 0
M= (-2 46 0)
(0]

(0] 12-3

0f=l000
36-90 000

En aquest cas també sé6n iguals p(M¢)=p(Mz)=1. Aixi, només una

equaci6 sera necessaria. Per exemple la (1), x+2y-3z=0.

Com que hi ha tres incognites i una sola equaci6é, haurem de
considerar com a parametres dues incognites. Per exemple, y=a i
z=b. Substituint i aillant x, la soluci6 del sistema sera

|x=-2a+3b| , |y=a] . [z=b

Com que hi ha dos parémetres, vol dir que els graus de llibertat
s6n 2 i es tracta d'un sistema |compatible indeterminat|.

17. Resol el sistema A*X=B de quatre equacions amb quatre
incdgnites. Escriu després el tipus de solucid i troba els rangs de la
matriu dels coeficients i de la matriu del sistema. Les matrius sén:

2151 x 2
11-1-4 vl . 1
’ X B
3681 z| 3
-2-2-23 w -1

Solucié. Substituirem les matrius en A*X=B, multiplicarem, i
identificarem termes corresponents, per obtenir el sistema

215 1)\(X 2 2x +y+5z +w=2 (1)
11-1-4QY)_|1} X 4y -z-4w=1l (2)
3681]|2 3 3x+6y+8z +w=3 (3)
-2-2-23/\W -1 -2x-2y-2z+3w=-1 (4)

De la (1) podrem aillar la w, w=2-2x-y-5z.

Substituint en (2), (3) i (4) aconseguirem reduir el sistema,
x+y-z-4.(2-2x-y-52z)=1 X+y-z-8+8x+4y+20z=1
3x+6y+8z+(2-2x-y-52)=3 » | 3x+6y+8z+2-2x-y-52z=3
-2x-2y-27z+3.(2-2x-y-5z)=-1 -2x-2y-2z+6-6x-3y-15z=-1
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9x+5y+192z=9 9x+5y+19z=9 (2
{ x+5y+3z=1 ) x+5y + 3z=1 (3
-8x-5y-17z=-7 8x+by+17z=7 (4
Restant (2'-(3" i (2'-(4)) podrem eliminar la y,
8x+162z=8 { x+2z=1
x+2z=2 ’ x+2z=2

Igualant els dos primers membres ens queda 1=2, que és una
igualtat impossible. Aixd vol dir que hi ha alguna incompatibilitat
entre les equacions donades. En altres paraules, el sistema no té

soluci6. Es tracta, doncs, d'un |sistema incompatible].

Calculem ara els rangs de la matriu dels coeficients 1, com qué el
sistema és incompatible, pel teorema de Rouché sabem que hauran
de ser diferents,

2151|2 11-1-4/1\f; 11 -1 -4]1

11-1-4/1|1_12151(2|fa_[0-1 7 9 |0]|go=f2-2.f;
3681|3 3681(3|f3 03 11 13]|0 |gs=f3-3.f
-2-2-2 31-1 222-3l1/ 1 00 4 5 |1/ gs=f4-2.1

Fem notar que en el primer pas anterior hem permutat les dues
- primeres files 1 hem canviat els signes de I'altima. Continuant el
procés de reduccié de Gauss,

11 -1 -4]1 11-1-41) (11-1-4]1
M=10-1 7 9|0 _|o0-179lo|_[0-17 9]0
00 32 40 |0 |hs=gs+3.g2 (004 5[0| |00 4 5[0
00 4 5 |1 00451 \o0o0o0k1

Per tant, p(Mc)=3 i p(Ma)=4. Com que sén diferents es confirma
pel teorema de Rouché que el sistema és incompatible.

18. Les files de la matriu conjunta M=(A!B) d'un sistema
d'equacions lineals Sgx4 s6n f1=(12-351 11),13=(491-2 | 0},
f3=(2 4 -6 10 | 22) i T4=(5 11 -2 3 | 11). Resol aquest sistema per a
la matriu d'incognites X=(x y z w)'. Segons la solucié, indica de quin
tipus €s el sistema. Quins son els rangs de la matriu dels coeficients i
de la matriu ampliada?

Solucié. Apuntem la matriu conjunta

1 2 -3 5 |11\f;
M=|4 9 1 -2|0 |f
2 4 -610[22 |f3
5 11-2 3111 /14

D'aquesta matriu M, que té la forma M(AIB), podem trobar
directament la matriu dels coeficients A i la matriu dels termes
independents B.
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Com que la matriu d'incégnites és X=(x y z w)', podrem trobar el
sistema d'equacions a partir de la igualtat matricial A*X=B,

1 2 -3 5 \(X 11 x+ 2y-3z +5w=11 (1)
4 9 1 -2 yi_{ o = 4x+ 9y +z -2w=0 (2)
2 4 -6 10 || Z 22 2x+ 4y-6z+10w=22 (3)
5 11-2 8 w 11 | Bx+11y-2z +3w=11 (4)

Observant la regularitat dels termes independents és facil veure
que (3)=2.(1) i que (4)=(1)+(2). A causa d'aixd, podem prescindir
de la 3a i 4a equacions, ja que no ens donen cap nova informacié.

El sistema resultant tindra dues equacions i quatre incognites.
Per tant, tindrem dues incognites secundaries que considerarem

com a parametres. Posarem i . Substituint en (1) i (2), i

posant el sistema a forma canénica, ens quedara
- | x+ 2y=11+43a-5b (1)
4x+ 9y=-a+2b 29
Aillant la x en (1), x=11+3a-5b-2y.
Substituint en (2, 4.(i1+3a-5b-2y)+9y=-a+2b. Operant,
44+12a-20b-8y+9y=-a+2b , |y=-13a+22b-44|
Trobem ara la x, x=11+3a-5b-2.(-13a+22b-44). Multiplicant,
x=11+3a-5b+26a-44b+88 , [x=29a-49b+99|

Per a cada valor de a i b tindrem una solucié. Per exemple, si a=0
i b=2, la soluci6 del sistema és x=1, y=0, z=0 i w=2. Aixi, doncs, el
sistema és |compatible indeterminat amb dos graus de llibertat|.

Tro_behi finalment els rangs p(Mc) i p(Ma) de la matriu dels
coeficients i de la matriu ampliada,

1 2 -3 5|11 12 -3 5|11 12 -3 5 11
M=|4 9 1 -2 0 |_(0O1 13 -22|-44|_(01 13 -22|-44
2 4 -610|22 00 0 01O {00 O 0] O
511-2 3 111 01 13 -221-44 00 0O O1O

Com que p(Mc)=p(Ma)=2 la solucié és correcta, .do‘ncs, en ser
iguals, el sistema és compatible, i com que n=4, tindrem d=4-2=2;
és a dir, sera indeterminat amb dos graus de llibertat.

Discussié d'un sistema. Teoreriia de Rouché

19. Estudia el rang de la matriu dels coeficients i de la matriu
ampliada pel métode dels determinants, -dedueix el tipus de solucié
que tindra segons el teorema de Rouché i, -en cas que el sistema
sigui compatible, emprant el métode de substituci6. Indica també els
graus de llibertat del sistema. Els sistemes que s’han d'estudiar sén:
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X+y+z=2 xX+y=5 2x-y+3z=-4
a) {4x+5y-3z=-15 b) {y+z=8 ) (6x-3y+9z=-12
5x-3y+4z=23 x-z=7 -4x+2y-6z=8

Solucié. Recordem que, per trobar el rang d'una matriu per
determinants, comencarem trobant el determinant menor d'ordre
més petit i, si és diferent de zero, l'orlaremm amb una fila i una
columna, calculant el nou determinant. L'ordre del menor, no nul,
més gran sera €l rang de la matriu.

a) PRIMER SISTEMA. Apuntem la matriu dels coeficients M¢ que
podem simbolitzar tambe per A,

111

114

5-34
Formem els determinants menors de segon ordre, comencant
pel IMjg 121 on els primers subindexs indiquen les files (f; i fo) i

els ltims les columnes (C; i Cg),
IM12'12I=|‘11 él =5-4=120 = p(A)22

Orlem aquest menor amb la fila f3 i la columna €3, i trobem el
seu determinant,
111
45-3 =
5-34

Com que ja no podem orlar-lo més, tindrem |p(A)=3|.

Ap’untern ara la matriu ampliada M,, formada per la matriu dels
coeficients A i la dels termes independents i que simbolitzem per

M, ja que M= (AIB)
111 2
=14 5-3-15

5-34 23
Com que la matriu M conté la A, sera p(M)=3, i com que només

hi ha tres files, tenim |p(M)=3|.

En resum, p(A)=p(M)=n=3 per la qual cosa, i aplicant el teorema
de Rouché, el sistema sera |[compatible determinat|

IMi23,12d=1Al= .=-5720 = p(A)=3

Comprovem, resolent el sistema per substitucié, que la soluci6
sera unica.
X+ y +2=2 (1)
{4x+5y -3z=-15 (2)
5x -3y+4z=23 (3)

Aillant la z en la primera equaci6, z=2-x-y.
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Substituint en les altres dues, '
4x+5y-3.(2-x-y)=-15 4x+5y-6+3x+3y=-15 |7x+8y=-9 (2
5x-3y+4.(2-x-y)=23 ' |5x-3y+8-4x-4y=23 ' | x -7y=15 (3)

Aillant la x en (3'), x=7y+15,
Substituint en (2'), 7.(7y+8y)=-9 , 49y+105+8y=-9 , 57y=-114

y=-114/57 ,

Substituint en (3'), x=7.(-2)+15=-14+15=1 ,
Finalment, substituint en (1), z=2-1-(-2)=1+2=3 , [z=3].

b) SEGON SISTEMA. Apuntem-lo, junt amb la matriu dels coeficients i
la matriu ampliada,

x+y =5 (1) 110 1105
y+z=8 (2) A 011 M40118
x -z=7 (3) 10-1 10-17
Calculem el rang de la matriu A,
lM12'12|=|(]5 i' =10 = p(A)22

Orlem aquest menor i calculem el seu determinant,
110

0 1 ‘ =.=0 = p(A)=3
10-1

IMj23,12d =lAl=

Per tant, ens queda [p(A)=2|.

Calculem a continuacié el rang de la matriu ampliada que, com ja
hem trobat I1Mjg,12! i IM123,123!, només ens falta calcular

115
018
107

Com que no podem orlar-lo més, concloem que |p(M)=3|.

Si apliquem el teorema de Rouché, com que p(A)#p(M), veurem
que es tracta d'un |sistema incompatible|; és a dir, no té solucié.

[Mi23,124 = =..=10£0 = p(M)23

Comprovem-ho, intentant resoldre el sistema. Sumant (2) i (3)
ens queda x+y=15, per6 com que (1) és x+y=5, tindriem la
contradiccié 15=5.

c) TERCER SISTEMA. Apuntem el sistema i també les matrius dels
coeficientes i l'ampliada,

2x - y+3z=-4 (1) 2-13 2-183 -4
6x -3y+9z=-12 (2) A= 6-39 M= 6-39 -12

-4x+2y -6z=8  (3) -42-6 -42-6 8
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El rang de la matriu dels coeficients és {p(A)=1|, perqué tots els

determinants menors de segon ordre que podem formar a partir
de l'element aj1#0 s6n nuls:

IM I——|2-1|=0 |M I"—|2 3 =0
12,12 6-3 ‘ 12,13 6 9

IM I=| I——O IM = —_0
13,12 192 13,13 1-6

Per a la matriu ampliada, si continuem orlant amb els termes que
ens queden,

'Mi2,14 = |6 -12

veurem que també .

Com que p(A)=p(M)=1 i el nombre d'incognites és n=3, sera un
|sistema compatible indeterminat| amb d=3-1=2 graus de llibertat;
és a dir, amb dos parametres.

=0 IMj3,14 = |2 4 =0

Per a la seva resolucié, com que el rang és 1 podem prescindir
de les dues ultimes equacions. Per tant, el sistema equivaldra a

2x-y+3z=-4 (1)
Posant y=a i z=b tindrem 2x=a-3b+4 , x=(a-3b-4)/2 i, d'aquesta
manera la solucié sera [x=(a-3b-4)/2| , |y=al i [z=b].

20. En cada un dels quatre sistemes segiients, calcula per
determinants el rang de la matriu dels coeficients i dedueix que cada
sistema és compatible determinat. Troba la solucid, aillant la z en una
d'elles i substituint-la en les altres dues i apunta els conjunts solucié.
Quins d'ells s6n sistemes equivalents?

5x-3y+2z=6 8x+2y+z=7
a) { 3x+2y-z=4 b) { -2x+y+2z=5
7x-5y+3z=7 7x-3y-3z=1
4x+3y+z=0 2x49y-5z=4
c) { 9x-4y-3z=6 d) { 6x-5y+2z=1
5x+2y+2z=9 -Ox+2y+z=2

Solucié. Com que n=3, haura de ser p(Mc)=3 perqué el sistema
sigui compatible determinat. Sera necessari que |1Al#0. Observem
que els quatre determinants son diferents de zero,

5-32 821
1Ajl=13 2-1|=-5#0 . , IlAgl=|-21 2| =390
7-53 7 -3-3
431 2 9-5
1A3l={9-4-3/=-6920 i IA4l=]6-52| =-6920
522 02 1
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a) PRIMER SISTEMA
’ 5x -3y+2z=6 (1)
3x+2y -z=4 (2)
\ 7x -5y+3z=7 (3)
Aillem la z en la 2a equaci6, z=3x+2y-4, 1 la substituim en les
altres dues, .
5x-3y+2.(3x+2y-4)=6 [5x-3y+6x+4y-8=6 {11x+y=14 (1
7x-5y+3.(3x+2y-4)=7 |7x-5y++9x+6y-12=7 |16x+y=19 (3.
Restant, (3)-(1", 5x=5 , x=1. Substituint en (1'), 11.1+y=14,
y=83 , Substituint en (2), z=3.1+2.3-4=3+6-4=5 , z=5.

El conjunt soluci6 és |S1={(1,3,5)}].

b) SEGON SISTEMA
-2x +y+2z=5 (2)
7x -3y-3z=1 (3)
Aillem la z en la (1), z=7-8x-2y, i la substituim en (2) i (3)

-2x+y+2.(7-8x-2y)=5 -2x+y+14-16x-4y=5 |-18x-3y=-9 (2
7x-3y-3.(7-8x-2y)=1 7x-3y-21424x+6y=1 |31x+3y=22 (3

Sumant (21+(3"), 13x=13 , x=1. Substituint en (3'), 31+3y=22,
3y=-9 , y=-3. Substituint en (1), z=7-8.1-2.(-3)=7-8+6 , z=5.

Per tant, el conjunt soluci6 és [S9={(1,-3,5)}|.

c¢) TERCER SISTEMA

{ 8x+2y +z=7 (1)

f 4x+3y +z=0 (1)
9x -4y -3z=6 (2)
l 5x+2y+2z=9 (3)

Aillem la z en (1), z=-4x-3y, i la substituim en (2) i (3),
9x-4y-3.(-4x-3y)=6 9x-4y+12x+9y=6 21x+5y=6 - (2)
5x+2y+2.(-4x-3y)=9 . |5x+2y-8x-6y=9 -3x -4y=9 (3"

Fent la combinacié 7.(3)+(2) ens queda, -23y=69 , y=-3.

Substituint en (3", -3x+12=9 , -3x=-3 , x=1. Substituirnt en
(1), z=-4,1-3.(-3)=-4+9=5 , z=H

El conjunt solucié del tercer sistema és |S3z={(1,-3,5)}].

d) QUART SISTEMA

6x -5y+2z=1 (2)
-9x+2y +z=2 (3)
Aillem la z en (3), z=2+9x-2y, i la substituim en (1) i (3),
2x+9y-5.(2+9x-2y)=4 2x+9y-10-45x+10y=4
6x-5y+2.(2+9x-2y)=1 6x-5y+4+18x-4y=1

{ 2x+9y -5z=4 (1)
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-43x+19y=14 (1) = y=(14+43x)/19
8x -3y=-1 (2) y=(8x+1)/3
Igualant, (14+43x)/19=(8x+1)/3 , 3.(14+43x)=19.(8x+1) ,
42+129x=152x+19 , 129x-152x=19-42 , -23x=-23 , x=1.

Substituint en (2'), 8-3y=-1 , -3y=-9 , y=38. Substituint en (3),
z=2+9.1-2.3=2+9-6=5 , z=5 : _

La seva solucio és [{S4={(1,3,5)}|.

Sabent que dos sistemes sén equivalents si tenen el mateix

conjunt solucid, concloem que |31=S4| i lSz=Sg].

21. Donats els sistemes segitients que tenen per matrius
d'incognites X=(x y z)' i per termes independents B=(0 0 0)', calcula
per determinants el rang de la matriu dels coeficients i el de
l'ampliada. A partir del teorema de Rouché, indica el tipus de solucié.
| Apunta’els graus de llibertat i escriu, si és possible, tres solucions de
cadascun d'ells. Les matrius dels coeficients sén:

2-33 4 1-2 3-21
al3-45] . bl 1 -21 i ol-64-2

512 11 -4-1 9-63

Solucidé. Com que la matriu dels termes independents B esta
formada tnicament per zeros, la qual cosa vol dir que és un sistema
homogeni, el rang de la matriu dels coeficients és exactament igual
que el de I'ampliada. Per tant, només cal calcular el primer rang.

a) PRIMER SISTEMA

2-33)(x\ (0
3-454v]|={0
512/\z] \o

Rang de la matriu dels coeficients,

3x-4y+5z=0 (2)
Bx +y+2z=0 (3)

2x-3y+3z=0 (1)
-

1M12,12|=|§:2 =120 o= pla)2
Orlem-lo amb la 3a fila i la 3a columna,
- |12-33
IMj93,12d =lAl={3 -4 5| =...=-14#0 = p(A)=23
512

Com que ja no el podem orlar més, resulta |p(A)=3| i també, com
que el sistema és homogeni, el rang de la matriu ampliada és

p(M)=3|. Si apliquem el teorema de Rouché, com que també el

nombre d'incdgnites és n=3, el sistema és [ compatible determinat].
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Trobem ara ltnica solucié, que evidentment sera la solucié
trivial. Per comprovar-ho, resolem el sistema aijllant la y en
I'equaci6 (3), y=-5x-2z, i substituint-la en les altres dues, (1) i (2),

2x-3.(-5x-22)+32=0 2x+15x+62+3z=0 [17x+ 9z=0 (1))
3x-4.(-5x-22)+5z=0  |3x+20x+8z+5z=0 |23x+13z=0 (2

De (21, z=-23x/13, que substituida en (1') déna
17x+9.(-23x/13)=0 , 221x-207x=0 , 14x=0 ,

Substituint en (1Y), 17.0+9z=0 . , 9z=0 , , I substituint en
(3), y=-5.0-2.0=0 , |y=0|.

b) SEGON SISTEMA
4 1-2\(X 0] 4x+y-2z=0 (1)
1 -214Y]=|0 = x-2y+z=0 (2)
11 -4-1/\2 0 11x-4y-z=0 (3)
Trobem ara el rang de la matriu dels coeficients,

IMi2,120= II]% _12| =-9+0 = p(A)22

Si l'orlem amb la f3ila c3,

4 1 -2
|M1123,12:_J=|Al= 1 -2 1 |=...=0 = p(A)¢3
11 -4 -1

Es a dir, [p(A)=2| i com que és un sistema homogeni,|p(M)=2|. Si

apliquem el teorema de Rouché, com que n=3, el sistema és
compatible indeterminat|.

Els graus de llibertat sén d=n-p=3-2=1. Aixd vol dir que les
solucions estaran en funcié6 d'un parametre que pot ser z=a.
Resoldrem el sistema prenent només dues equacions linealment
independents, ja que el rang és 2,

4x+y-22=0 {4x+y=2z {4x+y=2a (1)
x-2y+2z=0 x-2y=-2 x-2y=-a (2

Si multipliquem la (1') per 2 i la sumem amb (2,
8x+2y=4a 2.(1')
+ _x-2y=-a 2

9x =3a x=3a/9 ,
Substituint en (1), y=2a-4.a/3=(6a-4a)/3=2a/3 , |y=2a/3

I com ja sabem .

El conjunt de solucions és LSQ:{(a/S, 2a/3,a) / aeR}l. Donant
valors al parametre, podem obtenir totes les solucions que volem:
(01 ol O) v (1, 2' 3) ’ (2I 4) 6) 9 oo
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c) TERCER SISTEMA ;
3-21\/(X 0 3x -2y +z=0 (1)
(-6 4 -2)< y) = ( 0 ) = -6x+4y-2z=0 (2)
9-63/\2 0 9x -6y+3z=0 (3)

Observem que, quan calculem el rang de la matriu dels
coeficients, tots els menors de segon ordre sén nuls,

I1\/112.12l |-64 o , |M12.13| 6-2 0
- 3-2I= , |=|3 1| _
IMj3,14l |9 6 0 , [Ms,13 93 0

Aixi, tenim p(A)#2, i com que el terme del qual hem obtingut

tots els menors €s a;1#0, resulta que |p(A)=p(M)=1|. Com que n=3,

el sistema és |compatible indeterminat]|.

En aquest cas, els graus de llibertat s6n d=n-p=3-1=2, per la qual
cosa les solucions dependran de dos parametres, y=a i z=b. A més,
el sistema quedara reduit a una tinica equacid, ja que el rang és 1.
Per exemple,

3x-2y+z=0 (1) , 3x=2y-z , 3x=2a-b ,
I, evidentment, i.

Finalment, el conjunt solucid és ISl={((2a—b)/3, a,b)/ aeRﬂ. Si

donem tres valors qualssevol als parametres a i b, obtindrem les
tres solucions demanades. Per exemple,

0,00, (1,1,-1), (-1,0,3), ..

Sistemes quadrats i de Cramer

22. Trobant, per mitja del calcul de determinants, el rang de les
matrius dels coeficients i de I'ampliada, fes que siguin quadrables els
dos sistemes segtients i classificalls:

2x-3y+5z+6t=7 X+4y-2z+3t=-1
a) {3x+4y+2z-5t=-9 b) {3x+9y+4z-t=8
7x+2y-2-3t=2 2x+5y+6z-4t=9

Solucié. Abans de comencar a resoldre el problema, recordem
alguns conceptes tedrics. Partim d'un sistema de m equacions i n
incognites. En el cas que sigui m=n, el sistema sera quadrat.

Fer quadrable un sistema en qué m=n voldra dir que, després de
trobar el seu rang, i posant els parametres al segon costat o bé
eliminant alguna equacié supérflua (és a dir, que sigui combinacié
lineal de les altres), el nombre resultant d'equacions m' i el
d'incognites n' siguin iguals.
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a) PRIMER SISTEMA. Apuntem el sistema i la seva matriu conjunta
2x -3y+5z+6t=7 (1) 2-35 6|7
3x+4y+2z -5t=-9 (2) M= (3 4 2-5 _9)
7x+2y -z -3t=2 (3) 7 2-1-3l2
Calculem en primer lloc el rang de la matriu dels coeficients
|M12'12|= Ig -fl =170 = p(A)ZZ

Si l'orlem amb la fgila C3,

2-35
342
7 2-1
Com que no hi ha cap fila més per orlar, el rang sera (p(A)=3|.

També el de la matriu ampliada sera , perqué M conté A, i
no el podem orlar més.

Com que el nombre d'incognites és n=4, pel teorema de Rouché
deduim que el sistema sera |compatible indeterminat|. Els graus de
llibertat seran d=4-3=1.

Per tant, hi haura un parametre que pot ser l'dltima incdgnita,

t=a, ja que no forma part del menor principal que és diferent de
zero. Substituint i passant-la al segon costat,

{ 2x -3y+bz=7-6a (1)

IMj23,12d =1Al=

=...=-1770 = p(A)23

3x+4y+2z=-9+5a (2)
7x+2y - z=2+3a  (3)

Hem aconseguit, doncs, fer quadrable el sistema perqué ara
consta de tres equacions i tres incognites principals.
-1
8
9

Si l'orlem amb la 3a fila i la 3a columna el nou menor és nul. Per
tant, el tornem a orlar, perd amb la 4a columna. També doéna zero:

b) SEGON SISTEMA
x+4y -2z+3t=-1 (1) 14-23
{ 3x+9y+4z -t=8 (2) M= ( 394-1
2x+by+6z -4t=9 (3) 25 6-4

Calculem els rangs de les matrius, =
|M12,12|=‘l; gl =-3#0 = p(A)=2

1 4-2|. 143
IMj23,129=(3 9 4|=...=0. , IMja3,124d=|3 9-1|=...=0
256 ‘ 2 5-4

En resum, el rang no és 3; per tant, |p(A)=2|. Per trobar el rang
de la matriu ampliada, hem de provar també amb el menor,

14-1
398
259

IMi23,129 = =...=0
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Si hagués resultat no nul, el rang hauria estat 3, i el sistema ens
quedaria incompatible. Ara bé, com que també és nul, vol dir que

p(M)=2|. Aplicant el teorema de Rouché, i com que n=4, el
sistema és |compatible indeterminat| amb d=4-2=2 g.d.1l.

Per fer quadrable el sistema haurem de deixar de banda una
equacié (perqué el rang és 2) i emprar dos parametres, per
exemple z=a i t=b. Si deixem l'dltima equacié i passem els
parametres al segon membre ens queda el sistema

x+4y=-142a-3b (1)
3x+9y= 8-4a +b (2)

‘Per tant, hem fet quadrable el sistema primitiu, perqué
I'expressem mitjan¢cant dues equacions principals i també dues
incognites principals, que s6n donades pel menor no nul Mjg 12,
I'ordre del qual indica el valor del rang.

23. Calcula per determinants tant el rang de la matriu dels
coeficients com el de la matriu ampliada. Sé6n sistemes quadrats?
Quins sén els de Cramer? Es tracta de sistemes compatibles
determinats, comp. indeterminats o incompatibles? Resol els que
siguin compatibles.

2x+4y+5z-w=7 x+3y+2z+4w=2
a) 3x+2y+2z+4w=6 b) 2x-4y+5z+3w=3

5x-3y-9z+2w=9 ‘ 3x+2y-4z+w=4

4x+5y+3z+w=6 6x+y+32+8w=5

Solucié. Sabem que un sistema és de Cramer si és a la vegada
quadrat (té el mateix nombre d'equacions que d'incognites) i
compatible determinat.

a) PRIMER SISTEMA. Apuntem la matriu conjunta,

2 45-17
M=13224|6
5-3-92|9
1453118
Calculem per determinants el rang de la matriu dels coeficients,

|M12,12|=|3 l =-8+0 = p(A)Zz
245
[Mj23,129= (3 2 2|=...=2920 = p(A)=23
5-3- 9
245-1
IM =lAl=(3224)_ _ >
1234,1234 5.3.99 27520 = p(A)24
4531




60 ALGEBRA MATRICIAL

Com que ja no el podem orlar més deduim que p(A)=4 i també

que p(M)=4, perqué M conté A , peré no conté menors d'ordre
superior a 4. Com que n=4, el sistema sera compatible determinat.
En resum, com que és quadrat (m=n) i compatible determinat,

direm que és un [sistema de Cramer].

Per a la seva resolucio, podem aillar la w en (1), w=2x+4y+5z-7, i
substituir-la en les altres tres, o bé realitzar les combinacions
lineals segiients 4.(1)+(2), 2.(1)+(3) i (1)+(4), on podrem eliminar
aquesta w. Si procedim aixi, obtindrem el sistema reduit,

11x+18y+22z=34 (2
9x +by +z=23 (3
6x +9y +8z=13 (4

Aillant la z en (3Y), z=23-9x-by, i substituint en (2') i (4" ens
resulta el nou sistema,

11x+18y+22.(23-9x-5y)=34 11x+18y+506-198x-110y=34
6x+9y+8.(23-9x-5y)=13 6x+9y+184-72x-40y=13

-187x-92y=-472 187x+92y=472 (1")
-66x-31y=-171 66x+31y=171 (3")
Aillant la y tant en (1") com en (3") ens queda
y=(472-187x)/92 i y=(171-66x)/31

Igualant i multiplicant,
(472-187x)/92=(171-66x)/31 , 31.(472-187x)=92(171-66x)

14632-5797x=15732-6072x , 275x=1100 , ,
Substituint en (3"), y=(171-66.4)/31=-93/31=-3 ,
Substituint en (3'), z=23-9.4-5.(-3)=23-36+15=2 , |z=2

Finalment, substituint en (1), w=2.4+4.(-3)+5.2-7 , |w=-1/.

- b) SEGON SISTEMA. Apuntem aquest sistema de quatre equacions
amb quatre incognites, juntament amb la seva matriu conjunta:

x+3y+2z+4w=2 (1) 1324|2

2x -4y+5z+3w=3 (2) M=|2-45 3|3

3x+2y -4z +w=4 (3) “132-41|4

6x +y+3z+8w=5 (4) 613 8Il5
Calcularem, per determinants, el rang de les dues matrius: la

’ :Z -4

132
2-45
32-4

IM123,129 = =..=10720 = p(A)=3
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W

1 2 4
“lAl=|2-453|_ _
IMi234,1234 =1Al 39-41 ..=0 = pA)#4
6138

Aixi, doncs, tenim p(A)=3. Estudiem tot seguit el rang de la
matriu ampliada. Ens queda per provar el menor,
1322
2-453
= =...=-428=0 A)24
IMi234,1234 3944 = plA)
6135

Com que no podem fer més orlacions, tindrem p(M)=4. Si
observem els dos rangs anteriors, arribarem a la conclusié que el

sistema és incompatible, i per tant [no és un sistema de Cramer .

N

No trobem la soluci6, perqué no en té... és incompatible!

Resoluci6 de sistemes per la matriu inversa

son compatibles determinats, calcula després la matriu inversa dels

Per als sistemes de tres equacions lineals segiients comprova que
coeficients i resol el sistema per mitja d'aquesta matriu:

-5x-3y+8z=-28

2x+6y-7z=18
24
3x+y-4z=16

Solucié. Apuntem la matriu dels coeficients i calculem, a més, el
seu determinant,

26-7 26-7
A=1_5-38 lAl=|-5-3 8| =...=420
31-4 31-4

Com que |Al=0, el rang de la matriu dels coeficients és p(A)=3. A

més, el rang de la matriu ampliada és també p(M)=3, perqué MoA i
no té menors d'ordre superior a 3. Com que el nombre d'incégnites
€s n=3, el sistema seri compatible determinat.

Trobem la seva tinica solucié, calculant préviament la matriu
inversa dels coeficients, A-l. Ho farem pel métode de Gauss-Jordan
que consisteix a partir de la matriu M=[Al]I] i transformar-la en la
matriu equivalent M'=[IIB], on B sera igual a A-1.

26-71100]fi [2 6 -7|100]g=f
M=/-5-38/010(f2=|0 24 -19|5 2 0 |g2=2.f+5.f;=
31-4l001lfs Lo-16 13130 2]gs=2f-3.5
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8 0 -9 [|-1-20]h;=4.g,-g2
=(0 24 -19(5 2 0 |ha=g> =
0 0 11|14 61lhs=3.g3+2.g2
8 0 0] 8 34 54 ]ij;=h;+9.h3
=10 24 024 78 114/|ig=hy+19.hg =
0 0 111 4 6 lig=hg
100|1 34/8 54/8 1j1=11/8
=01 0|1 78/24 114/24 |jo=i2/24
Ltoo1lr 4 6 ja=is

Per tant, la matriu inversa A-1 és

(1 34/8 5478 1 17/4 27/4 417 27
Al= 1 13/4 19/4 =;‘£ 4 13 19

178/24 114/24
1. 4 6 4 16 24

1 4 6
Si en el sistema donat A*X=B, multipliquem a l'esquerra de cada
costat per A1, tindrem

Ale(AeX)=A-1eB , (A-leA)sX=A-1¢B , [+X=A-1¢B , [X=A-lB]
Substituint per aquestes matrius,

4 17 27 18 72-476+432 28 7
X=114 13 19 [{-28 |=1{72-364+304 |=1{ 12 |=(3
4 16 24 16 72-448+384 8 2

Es a dir, la soluci6 del sistema és [x=7], [y=3| i [z=2]

X+2y-z=6
25. { -x+y+22=6

2x-y+z=6

Solucié. Escriurem la matriu dels coeficients i calcularem el seu
determinant,

12-1

12-1
A={-11 2 lAl=|-11 2|=...=1420
2-11 2-111

Igual que el problema anterior, tenim p(A)=p(M)=n=3 i, segons' '
el teorema de Rouché, el sistema és compatible determinat

Trobarem la seva tnica solucié pel métode de la matriu inversa,

que calcularem per adjunts, tot recordant que A-1=A4'/ IAI Trobem,
doncs, tots els determinants adjunts,

|9411|=+ |_11%|=3 |A12|=-l21?|=5’ loa.13|=+|-

I’a~21|="|2-1 =-1 |Az2|=-{- lé-11|=3 |A23l=-ll 2 =
|A311—+|2 -1 =5 |A32|=-|1-21|=-1

w o

1A |=+|1 2| -
33 111
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Apuntem ara la matriu adjunta i la seva transposada,
35-1 : 3-15
A=1-13 5 i A'=[53-1
5-13 -153

Com que A-1=A4'/1Al1 i 1Al=14, la matriu inversa és

3-15
Al= 114( 53- 1)
153
La matriu de les inc()gnites, X=A"1eB, és

1 3-15 1 18-6+30 1 42 3
=1—4' 53 1 6 14 30+18-6 =‘IZ 42 |={ 3
-153 -6+30+18 42 3

La soluci6 del sistema és, doncs, , i .

Per als sistemes compatibles determinats de més de tres
equacions lineals segiients, troba la inversa de la matriu dels
coeficients i després resol el sistema:

2x+y-z+2t=3
x+3y+2z-3t=4
-X+2y+z-t=-5
2x-3y-z+4t=11

26.

Solucié. Segons es desprén de l'enunciat, el sistema és
compatible i aixi p(A)=4. En conseqiiéncia, existira la matriu
inversa A-l de la matriu dels coeficients

21-12
_{132-3
-121-1
2-3-14
Calcularem la inversa pel métode de Gauss-Jordan:
21-12[]1000]fi [21-12|100 0]g=f
M=(132-30100|f _|055-8-1200|g2=2.ff1 _
-121-110010 f3 0510|102 0|gs=2.fs+f;
2-3-14/0001 0-40 2110 0 1.]gs=fs1
10 0 -10 18 | 6-20 0]h;=5.g;-g2
0 55 -8 |-1200 |hy=g, =
0 0 -4 8 |2-22 0 |hg=gsgo
0 0 20 -22 1-98 0 5./hy=5.g4+4.g5

Simplificant la primera i tercera files,
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50 -5 9 |3-1007i1=g1/2
|05 5 -8 [-1200|iz=hy _
00 -2 4 |1-11 0 |is=hz/2
00 20 -22 1-98 0 51ig=hy
10 0 0 -2 138 -5 0]j1=2.i1-5.13
| 0 100 4 [3-1 5 0]j2=2.io#5.i3
0O 0 -2 4 [1-1 1 0]js=is
O O O 18 | 1-2 10 51jg=ig+10.i3
90° 0 0 O 10 25 -35 5 ]ki=9.j1+j4
| 0 90 0 0 |25 -5 25 -10 |ko=9.j2-2ja_
Il o 0 -18 0 7 -5 -11 -10 | k3=9.j3-2.j4
0O 0 o0 18 1 -2 10 5 lkg=ja

Simplificant de nou les files,

18 0 0 O |25 -7 1 1Li=ki/5
0 18 0 0 [5-1 5 -2 |l=ka/S _
O O 18 0O |-75 11 10 |ls=-ks

0 O 18 11-210 5 llg=kg

0

00| 2/18 5/18 -7/18 1/18 |m=1;/18
00| 5/18 -1/18 5/18 -2/18 |ma=13/18
10
01

1]

n

-7/18 5/18 11/18 10/18 | m3=13/18
1/18 -2/18 10/18 5/18 1my=14/18
Per tant, la inversa A-1l, traient factor comu 1/18, sera
25 -7 1
Al1[5-1 5 -2
181{-75 11 10

1-2 10 5
La matriu de les incognites és doncs X=A-1+B, '
[25 -7 1 3 6+20+35+11 4
x=1/[5-1 5 -2 4 |_1 15-4-25-22 _|-2
181-75 11 10 -5 18] -21+20-55+110 3
1-2 10 5 11 3-8-50+55 0

La soluci6 sera [x=4], [y=-2|, [z=3] i [t=0].

x +z+t+u=6
x+y +t+u=5
27.{ x+y+z +u=4
xty+z+t =3
X+y+z+t+u=2

Solucié. Aquest sistema es podria fer fins i tot mentalment, d'una

manera molt senzilla: restant a I'altima equacié cadascuna de les
anteriors. Aixi:

(5)-(1) = y=-4 , (5)-2) = 2z=-3 , etc.
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Ho farem, no obstant aix6, pel métode de la matriu inversa, amb
I'anica finalitat de practicar el métode. Trobarem A-! per Gauss-
Jordan, perqué per adjunts necessitariem 52=25 determinants de
quart ordre!

Matriu dels coeficients:

10111
11011
A=[11101
11110
11111
Comencem escrivint la matriu conjunta M=[AI]],
101111000 0] 10111/10000
11011[01000 [01-100[-1100 0]
M={11101{00100 (=/010-10[-10100 |=
11110[/00010 0100-1{-10010
11111100001 010001-10001
10111/10000 10021|11-100
01-1001-11000 010-10{-10100
=[loo1-10]/0-1100]|=({001-10]0-1100]|=
0010-1/0-1010 [0o0o01-1]00-11 0]
00100l0-1001 000101l00-10 1
10003[111-20 10000[1111-3
0100-1/-10010 01000{-10001
=/0010-1|{0-1010 |=|00100/|0-1001
0001-1]00-110 00010|00-101
000011000-11] 000011000-11

La matriu inversa és, doncs,

1111-3

-10001

A'=10-1001

00-101

000-11

Com que la matriu de les incognites és expressada per X=A-1¢B,

1111-3\/6 6+5+4+3-6 12
-10001}|l5 -6+0+0+0+2 -4
X=10-1001/14|=| 0-5+0+0+2 |=]| -3
00-10113 04+0-4+0+2 -2
000-11/\2 0+0+0-3+2 -1

Deduim, finalment, que la soluci6 del sistema és
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Resolucid de sistemes per la regla de Cramer

Donats els sistemes d'equacions lineals segtients, aplica la regla de
Cramer per trobar la seva solucio:

(2-1).x-(5+41).y=-17+5i

28- ) (4+31) x+(7+61).y=25+231

Solucié. Per resoldre un sistema d'equacions lineals quadrat per
la regla de Cramer, haurem de trobar en primer lloc el
determinant de la matriu dels coeficients, que si és diferent de
zero indica que el sistema és compatible.

Haurem de fer calculs amb nombres complexos, tot recordant
que i2=-1, perqué i=V-1 és la unitat imaginaria,

= 2-i -5-4i I =(2-i (B 0
lAl=| o Jeei| —2D-(7+61)-(-5-40).(4+30)

=(14+12i-7i-6i2)-(-20-15i-16i-12i2)=(14+5i+6)-(-20-31i+12)=

=(20+5i)-(-8-311)=10+5i+8+31i=|18+36.i|.

El determinant de la matriu de les x, |Axl, consistira a treure la
columna dels coeficients de la x i substituir-la per la columna dels
termes independents,

1=| L7%51 '5'4i|=-17 i).(7+61)-(-5-4i).(2 i)=
lAxl=| Je'on 7epi | =CL7+5D.(7+60)-(-5-41).(25+231)

=(-119-102i+35i+30i2)-(-125-115i-100i-92i2)=

=(-149-67i)-(-33-215i)=|-116+148.i

El determinant de la matriu de les y, 1Ayl, es trobara de manera
similar a l'anterior, canviant la columna dels coeficients de les y,
per la dels termes independents,

2-i -17+5i ; ; : ;

Ay l= =(2-i).(25+23i)-(- (4 =

y 4431 25493 {2-1).(25+283i)-(-17+51).(4+3i)
=(50+46i-25i-23i2)-(-68-51i+20i+15i2)=

=(73+21i)-(-83-31i)=|156+52.i|.

Segons la regla de Cramer, cada incognita sera igual al quocient
entre el determinant de la seva matriu respectiva i el determinant
dels coeficients. Es a dir,

x= Ax! _ 11641484 _ 4.(-29437.1) _ -29437.i

Al 28+36.1 4.(7+49.1) 7+9.1

Multiplicant i dividint pel complex conjugat del denominador,
X= _2_9j'_3_Z._L' i .—QH i = __0_3__6_11:#2_5_9_L§3§3_L-2 +2 i i- i2 = M—“ i =
7+9.4 7-9.4 49-63i+63i-81i2 130

=130, 5204
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Per obtenir el valor solucié de la segona incognita procedirem de
manera similar,

_ Ayl 1564524 _ 52.(3+) _ 13.(3+i) 7.9j _
1Al 28+36.0  4.(7+9.4)  7+9.4 7-9i

_ 13.(21-27i+7i-9i? _ 13.(30-20.1) _ 130.(3-2i)
, [y=3-2.i
(7)2 (gi)2 49481 130 ,

3x+2z=8-5y

3y+2x=z+1
9
3z-1=x-2y

Solucié. El sistema donat és “quadrat” p perque té el mateix
nombre d'equacions que d'incognites, perd esta desordenat.
Posem-lo en forma canénica,

2x+3y - z=1
3x+5y+2z=8
X+2y+3z=1
Calculem el determinant de la matriu dels coeficients,
2 3-1
IAl={3 5 2] =...=-2220 = p(A)=3
-12 3

Com que també resulta p(M)=n=3, el sistema quadrat anterior
sera compatible determinat i es tractara d'un sistema de Cramer i
aixi el podrem resoldre per la regla de Cramer. Trobem, doncs,

183-1 21-1 231
|1AxI=|8 5 2| =66 lAyl=13 8 21=22 |A;l=|3 5 8| =
123 -113 -12 1

La solucié ara és immediata,

IAx -66 =- y= |Ay _ _- 7= 1Az =i=

Al Al JAT 22

x+3y+2t=7
2x-z+3t=2
3x+2y-z+t=11

’ X+2y+3z+t=9
3

Soluci6. Posem el sistema amb les incognites una sota l'altra,
x+2y+3z+ t=9
x+3y +2t=7
2x - z+3t=2
3x+2y - z+ t=11
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Trobem ara els cinc determinants (el de la matriu dels
coeficients i els quatre de les incognites) que ens faran falta per
poder aplicar la regla de Cramer. Els dos primers els calcularem
reduint l'ordre per adjunts.

Determinant dels coeficients,

1231 |12 3 1|f 1 -3 1
1302|_[01 -3 1|ff; ) ‘
lAl= = =+1)4 - =.=[72
2 0-18|T|0-a -7 a2 T AT 72|
32-111 l0-4-10-20f4-3.f; '
Determinant de les x,
9 231 9 2 3 1
-11-1 -6
7 302|_|-11-1 -6 0
|Axl= = =-1/-25-6-10|=..=[216
x| 2 0-13|7|-25-6-10 0 256-10
11 2-11 2 0-40
Fem el determinant segtient aplicant el métode del pivot,
DETERMINANT DE LES Y.
1 9 31 9 31|14
ial=|l 7 02| [ 17 02|10 2 s1)e
2 2 -13 2 2 -13| 6 16 -10-2 |28
3 11-11 311-11114

il | [

Els elements pivot sén pi=1, pg2=-2, p3=-34 i p4=-288. El
determinant sera expressat per

|Ay1=p4/[(p1)2.p2l=-288/[12.(-2)]=-288/(-2)=[144].

DETERMINANTS DE LES Z I DE LES T. Si trobem el primer pel métode
del pivot (on pi1=1, p2=1, p3=-24 i p4=72), i el segon per adjunts,
fent per exemple que tots els termes de la 3a fila, menys l'azg
siguin nuls, el resultat que obtenim és:

12 9 1 123 9
13 7 2 130 7
1A, l= =72 1A¢l= =72
“7120 2 3 At 20-1 2
32111 32-111

Aplicant la regla de Cramer, cada incognita serd igual al seu
determinant respectiu, dividit pel determinant dels coeficients,

1Ax| _216 1Ayl 144
= — = = = —_— =12
*Tar 72 Al 72

1Al 79 1Al _ 79
= —2 =44 =] t=2 — =L =]
a1 T72 ar = 75 - Lol
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381. Troba en primer lloc per determinants el rang de la matriu
dels coeficients. Després arregla el sistema perqué es pugul aplicar la
regla de Cramer. Observa que totes les solucions sén proporcionals.
Escriu la soluci6 per al cas particular en que el parametre val a=8.

x+2y+z=0
-X+4y+3z+2t=0

x+7y+7z+4t=0
2x+2z+t=0

Solucié. El sistema donat és quadrat, perqué té igual nombre
d'equacions que d'incognites. Estudiem-ne el rang:

M2, 12|—|112 =620 = p(A)22
121
[Mj23,12d=|-14 3|=...=1620 = p(A)23
177
1210 1210|f; 642
-14 3 2 0 6 4 2|fatf; ‘
IM =lAl= = =1, =...=0
1234,1234 1774| |05 6 4|fsfi _ig ‘1*
2021 0-40 11f4-2.f; .

Com que |Al=0 voldra dir que p(A)#4. Per tant, p(A)=p(M)=3 i
com que n=4, el sistema és.[compatible indeterminat|.

Com que el rang és 3 només hi haura m=3 equacions principals i
com que tenim quatre incégnites no podem aplicar directament la
regla de Cramer. Haurem de fer quadrable el sistema, posant la
incognita secundaria com a parametre, és a dir, fent t=a. Agafant la
la, 2a i 4a equacions (les més senzilles) i passant el parametre al
segon costat, tindrem el nou sistema,

x+2y +z=0
|\ -x+4y+3z=-2a
2x +2z=-a

Ara si que podrem aplicar la regla .de Cramer, trobant el
determinant dels coeficients i els determinants de les incognites,

121 0 21
IAl={-14 3|=...=16 |Axl=|-2a 4 3|=...=6a
202 -a 02
1 01 12 0
[Ayl=|-1 -29 3|=...=4a IA,l=]-1 4 -23|=...=-14a
2 -a 2 20 -a

Per tant, aplicant la regla de Cramer, i com que .
=18 _6a _ y= 1Ayl 49 _ l 2= 1Bzl _ -14a _
8 4

P

IAl 16 1Al 16 1Al 16

Si a=8 tindrem la solucié particular |(3, 2, -7, 8)|.
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32. En un mercat es venen dos articles substitutius, els preus dels
quals verifiquen les condicions donades per les equacions segiients
8.P1-5.P2=59 i -2.P1+3.P2=85. Troba els preus d'equilibri fent servir
la regla de Cramer. Comprova-ho graficament.

Soluci6. S'anomenen articles substitutius aquells que tant és
comprar-ne un com l'altre, perqué compleixen la mateixa finalitat
(per exemple, una Pepsi 0 una Coca-Cola).

Per trobar el punt d'equilibri haurem de resoldre el sistema
{8.P1-5.P2559
-2.P1+3.P2=85

La resoluci6 per Cramer és ben senzilla. Trobem el determinant
dels coeficients i els determinants de les incognites,

_ 8-5|= =I59 5| =’8 59 | _
1Al |_23 14 . larl=| 59 D|=602 . 1ag1=|8 59| =708

Els preus d'equilibri seran
P1=1A;11/1A1=602/14=43 Po=1Ag 1 /1A1=798/14=57
Es a dir, [P1=43 PTA| 1 [P2=57 Pra|.

Per comprovar la solucié graficament dibuixarem les dues rectes
del sistema

ri: 8.P1-5.P2=59 ro: -2.P1+3..P2=85
Aillant la P9 en cadascuna,

r1: Po= 8.P515 59 ry: Po= 2.Pé‘|:85

i fent una petita taula de valors,
P, [13 28 43 58 P; |13 28 43 58
Py| 9 38 57 81 Py [ 37 47 57 67

el resultat és

_ b
10 20 30 40 50 60 pts !

Si fem els grafics en paper mil-limetrat podrem veure que el
punt d'equilibri es troba precisament en el P(43, 57). Notem que
estem treballant només en el primer quadrant perqué els preus,
com sabem, han de ser necessariament positius.




SISTEMES D'EQUACIONS 71

33. Calcula per la regla de Cramer la quantitat de diners que tenen
tres persones sabent que, si afegim a la de la la la meitat del que
tenen les altres dues juntes, obtenim 1.500 PTA; si afegim a la de la
2a la meitat del que tenen les altres dues, obtenim 1.650 PTA i si
afegim a la de la 3a la meitat de les altres dues, obtenim1.850 PTA.

Solucié. Plantegem un sistema d'equacions lineals, anomenant x
la quantitat que té la 1a persona, y aladela2aizaladela3a.

Directament de l'enunciat, tenim
X+ 3% =1500 , y+X4Z=1650 , z+ ’% =1850

Reduint a comu denominador i ordenant termes, ens quedara
2x +y +z=3000
{ x+2y +z=3300
x +y+2z=3700

Calculem els determinants que fan falta per emprar la regla de
Cramer, :

211 3000 11
IAl=|1 2 1|=4#0 S.comp.det. 1Ax!1=] 3300 2 1|=2000
112 3700 1 2
2 3000 1 2 1 3000
IAyl=]1 3300 1| =3200 IAzI=]11 2 3300 | =4800
1 3700 2 11 3700
Per tant la soluci6é del sistema sera
x=%=2%¥0—(—)= 5.000 PTA] | y=%=§2£_0=
2= A2l _ 4800 _ [T 300 Pra |

1Al 4

Meétode de reduccio de Gauss

Estudia pel teorema de Rouché i resol, si és possible, pel métode
de Gauss, els sistemes segiients:

Ox+7y-2z=2

2x+5y-3z=4
34.
3x-8y+7z=6

Soluci6é. Com veurem, si per estudiar el sistema calculem els
rangs de la matriu dels coeficients i de la matriu ampliada pel
métode de reduccié de Gauss, llavors la resolucié del sistema sera
practicament immediata, emprant la matriu triangularitzada.
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Comencem trobant els rangs de les matrius, reduint la matriu
conjunta formada pels coeficients i els termes independents.

Podem utilitzar la regla del pivot,
25-3|4 2 5 -3 4 2 5 -3 4
M=197-2|2|={0-31 23 |-32 |=|0 -31 23 | -32
3-8716 0 -31 23 (0] 0O 0 o 32
Com que p(A)#p(M), ja que el rang de la matriu dels coeficients

és 2 i el de I'ampliada 3, el sistema sera |[incompatible| i no tindra

cap soluci6.

x+y+3z-2t=4
35 3x+2y+52z-7=2
"\ 2x-y-z+t=3

6x+2y+72-2t=9

Soluci6. També trobarem els rangs de les matrius fent servir la
regla del pivot, perd ara hi hem posat una columna addicional, “la
de les sumes”, només per assegurar-nos que els calculs sén
correctes. Observem que liltima columna sempre sera la suma de
les cinc primeres:

113-2/4\ 7 (113 -2 | 4)\ 7
M=|8325-1|2| 11 _{0-1 -4 5 [-10]-10 _
2-1-11|3| 4 |0-3-7 5 | -5 |-10
627219/ 22 \0-4-11 10 |-15/ -20
11 3 2| 4\ 7 113 -2 | 4\ 7
(01 4 -5|10|10_{014 -5 |10/ 10 _
03 7 5|5 |10 |(00-510 |-25]-20
04 11 -101 15/ 20 l00-510 |-25/-20
113 2] 4) 7 (113-2] 4
{014 -5 10|10 _[014-5]| 10
00-510 [-25]-20 (001-2| 5
oooolo/ o looool o

Com que els rangs de les matrius s6n p(A)=p(M)=3 i el nombre
d'incognites és n=4, el sistema és [compatible indeterminat|.

Tindra un grau de llibertat, perqué d=4-3=1, per la qual cosa una
incognita es podra posar com a parametre. En aquest cas fem t=a.

L'avantatge del métode de reduccié de Gauss es troba en 1'as de
la matriu triangularitzada (Idltima que hem fet), doncs el sistema
donat sera equivalent al

x+y+3z-2t=4 x+y+3z= 4+42a (1)
y+4z-5t=10 = y+4z=10+5a (2)
z-2t=5H z= 5+2a (3)
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Ara hem de partir de l'iltima equacié, on obtenim la z, i
substituir-la en l'anterior, on podrem determinar la y. Finalment,
substituir-ho tot en la primera, on podrem calcular la x.

En el nostre cas, substituint z en (2),
y+4.(56+2a)=10+5a , y+20+8a=10+5a , y=-10-3a
Substituint en (1),
x+(-10-3a)+3.(5+2a)=4+2a , x-10-3a+15+6a=4+2a , x=-1-a
En resum, la solucié del sistema sera,
|x=-1-a] [y=-10:3a] [2=5+2a] [t=a].

I X+y+2=3

-x+5y-2=9

’ l 2x-y+2z=0
-X+2y-z=3

Solucié. Com que l'hem de resoldre pel métode de reduccié de
Gauss, triangularitzarem la matriu conjunta,

111]3\f; 111 3 \g=f
-15-1|9|fa _{060]| 12 |go=fo+fy _
2-12|0|fs [0-30| -6 |gs=f3-2.f;
-12-113/1, 030! 6 /gs=fs+fy
111]3\h=g; 111 3)\i=h;
=01 0|2 |hy=gs =0 10| 2|iz=ho
0102 ]|hs=gs/(-3) 0 0 0| O |ig=hs-hg
0101 2/hg=gs/3 000 I 0/ig=hghg.

Tenim p(A)=p(M)=2 i com que n=3 i d=3-2=1, es tractara d'un
sistema que sera [compatible indeterminat] amb un grau de

llibertat. Fem la seva resolucié a partir de 1'altima matriu conjunta
que hem triangularitzat, i emprant el parametre z=a,

{x+y+z=3 - {x+y=3-a (1)
y=2 y=2 (2)

Substituint (2) en (1), x+2=3-a , x=1-a. Per tant, la solucid del

sistema és:
pela (=2 [=a

x-3y-2z+4u=0

37. | 2x+y-6z-9u=7
"\ -3x+2y-5z-7u=8
8x-4y-3z+2u=1
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Soluci6é. Novament, com que la quantitat d'operacions que
haurem de fer és considerable, farem servir la columna de les
sumes, per a la comprovacié dels calculs.

Triangularitzem, doncs, la matriu conjunta per la regla del pivot,
1-3-24|0\O0 1--3 -2 4 |0)\O
21-6-9|7)|-5_10 7 -2 -17|7)|-5
-32-5-7,8}-5 (0 -7 -11 5 [8]-5
8-4-3211/ 4 020 13 -3011/ 4
-3-2 4| O 0 1-3 -2 4 o} o
7 -2 -17 7 -5 _(07 -2 -17 7 -5 _
0 -91 -84 | 105 | -70 00 91 84 [-105 | 70
01311301-133/ 128 001311301-133/ 128
1
0
0

n

M=

-3-2 4| 0 0 1-3-2 4 | 0
7 -2 -17| 7 5 _|l0o7 -2 17| 7
0 91 84 |-105 | 70 00 91 84 |-105
00 0 82611652/ 2478 o0 0 1 | 2

En aquest cas, p(A)=p(M)=n=4. En conseqiiéncia, aplicant el
teorema de Rouché, el sistema sera [compatible determinat|. La
seva unica solucié la trobarem a partir del sistema equivalent,

x-3y -2z +4u=0 (1)
7y -2z-17u=7 2)
91z+84u=-105 (3)

u=2 (4)

Substituint (4) en (3),
91z+84.2=-105 , 91z+168=-105 , 91z=-273 , z=-3

Substituint en (2),
7y-2.(-3)-17.2=7 , 7y+6-34=7 , 7y=35 , y=5

v Substituint en (1),
x-3.5-2.(-3)+4.2=0 , x-15+6+8=0 , x-1=0 , x=1

La solucié del sistema sera:

’ -x-3y+5z+9u-2v=4
2x+3y+2z+8u+v=5
38.{ -2x+y-3z+4u+6v=6 .
\ 3x-4y+4z-9u-7v=7
x+2y-8z-6u+7v=8

Solucié. Com que el sistema 1'hem de resoldre pel métode de
reduccié de Gauss i com que en l'iltima equacié el coeficient de la
x és 1, per fer més senzills els calculs posarem aquesta equacié en

primer lloc.
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El sistema quedara ara
x+2y-8z-6u+7v=8
-x-3y+5z+9u-2v=4
2x+3y+2z+8u+v=5
-2x+y-3z+4u+6v=6
3x-4y+4z-9u-7v=7

Trobem els rangs de les matrius, triangularitzant la matriu
conjunta per mitja de combinacions lineals entre les files, que no

posem, perd que el lector pot deduir,

1 2 -8 -6 7|8 1 2 -8

-6 7] 8

-1 -3 5 9 -2]4 0-1 -3 3 512
M= 2 3 2 8 1(5|=|/0 -1 18 20 -13|-11 |=
-2 1 -3 4 6|6 0 5 -19 -8 20|22
3 4 4 -9 7 7 0-10 28 9 -281-17
1 2 -8 -6 7 12 -8 -6 7|8
0 -1 -3 8 0-1 -3 3 5|12
=[O0 1 -18 -20 13 11 =100 -21 -17 18|23 |=
O 5 -19 -8 20|22 00-34 7 45)82
0 10 -28 -9 28 17 00-58 21 781137
12 -8 -6 12 -8 -6 7 8
0-1 -3 3 5 12 0-1 -3 3 5 12
=100 21 17 -18(-23 || 00 21 17 -18| -23 |=
00-34 7 45|82 00 0 725 333 940
0 0 -58 21 781137 00 O 1427 594] 1543
12 -8 -6 7 8 12 -8 -6 71| 8
0-1 -3 8 5 12 0-1 -3 3 5 (12
=100 21 17 -18 -23 =100 21 17 -18]|-23
00 0 725 333 940 00 0 7258333(940
00 0 O -445411-222705 00 0 0 1 5

Observem que p(M)=p(A)=n=5. Per tant, segons el teorema de

Rouché, el sistema sera |compatible determinat| i tindra una tinica

solucié que trobarem a partir del sistema equivalent,

x+2y -8z -6u +7v=8
-y -3z +3u +5v=12
21z +17u-18v=-23

(1)
@
3)

725u+33v=940 (4)

v=5
Substituint (5) en (4),
725u+333.5=940 , 725u+1665=940 ,
Substituint en (3),
21z+17.(-1)-18.5=-23 , 21z-17-90=-23
Substituint en (2),

(5)

725u=-725 , u=-1

21z=84 , z=4

“y-3.4+3.(-1)45.5=12 , -y-12-3+25=12 , -y=2 , y=-2
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Substituint en (1),
x+2.(-2)-8.4-6.(-1)+7.5=8 , x-4-32+6+35=8 , x+5=8 , x=3
Per tant, la solucié del sistema és:
(x=3] [y=-2] [z=4] [u=-1] [v=5]

x+y-z-2t=1
39 2x+7y+32-19t+5u=-8
" | x+3y+2z-8t+2u=-3
x-2y-4z+7t-3u=7

Soluci6: Per a facilitar els calculs, posarem la 2a equacié en ultim
lloc, perqué la x té de coeficient 2, mentre que els altres
coeficients de la x s6n 1. Tindrem, doncs, el sistema equivalent

x+y-z-2t=1
x+3y+z-8t+2u=-3
x-2y-4z+7t-3u=7
2x+7y+32-197+5u=-8
Per triangularitzar la matriu conjunta tornarem a fer servir la

regla del pivot amb la columna de sumes, ja que és un bon meétode
per a fer comodament els calculs,

11-1-2 01} 0 (11-1-2 0|1} O
M|131 -8 23] -4 _|022 -6 23| -4 _
1-2-4 7 -3/7| 6 |0-3-3 9 -3|7| 6
273-19 518/ -10 \05 5 -15 51-8/ -10
11-1-20[1)0 [11-1-20|1
_|o11-31}2|-2_{0o11-31|2
011-31[2/-2710000 0|0
o11-31-2/-2 \ooooolo

Veiem que p(A)=p(M)=2 i com que n=5, si apliquem el teorema
de Rouché, deduim que és un sistema |compatible indeterminat]|
amb tres graus de llibertat (d=5-2=3).

Podem considerar com a parametres z=a, t=b i u=c, i aixi

resoldre el sistema donat partint del sistema equivalent obtingut
de la matriu triangularitzada,

x+y-z-2t =1 '{x+y=1+a+2b (1)
y+z-3t+u=-2 y=-2-a+3b-c (2)
Substituint (2) en (1),
x+-2-a+3b-c=1+a+2b , x=3+2a-b+c
Finalment, la soluci6 del sistema sera:

[x=3+2a-b+c| [y=-2-a+3b-c|] [z=a] - [u=c].
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Planteja els problemes segiients, posa el sistema en forma canénica
i troba la seva soluci6 aplicant el métode de Gauss:

40. En l'estudi d'un mercat, tres productes verifiquen la relaci6
Qxk*P=k2, on Q simbolitza la matriu quantitat, P la matriu preu i k una
constant. Per als tres valors de k=1, 2 i 3, les quantitats venudes de
cada producte sén Q1=(7 -2 -3), Q2=(-4 5 -2) i Q3=(-3 -4 9),
respectivament. Si la matriu de preus ve donada per P=(P; Py P3)',
calcula el valor dels tres preus d'equilibri.

Solucié. Per a k=1, 2 i 3 obtenim respectivanient:
Q1°P=12 , (7 -2 -3)¢(P; P P3)'=1 , 7.P1-2.P-3.P3=1 (1)
Q2*P=22 , (-4 5 -2)*(P; Py P3)'=4 , -4.P1+5.P9-2.P3=4 (2)
Q3°P=32 , (-3 -4 9)¢(P; P P3)'=9 , -3.P1-4.P2+9.P3=9 (3)

Resoldrem el sistema {(1),(2),(3)} pel métode de reduccié de
Gauss, triangularitzant la matriu conjunta,

7-2-3(1)\ 3 7 -2 -3 1 3
M= (-45-2 4/ 3 =10 27 -26| 32 |33 =
-3-4919/ 11 0-34 54| 66/ 86
7 -2 -3 1 3 7 -2 -3 1
=0 27 -26 32 33 =|0 27 -26 | 32
0O O 5741 2870/ 3444 0 0 1 5

Com que p(A)=p(M)=n=3 el sistema és compatible determinat.
Trobem I'inica solucié a partir del seu sistema equivalent,
/7.P1 -2.P; -3.P3=1 (1)
27.P>-26.P3=32 (2)
l Ps=5 (3)
Substituint (3) en (2),
27.P2-26.5=32 , 27.P2-130=32 , 27.P3=162 , P=6

Substituint en (1),
7.P1-2.6-3.5=1 , 7.P1-12-15=1 , 7.P1=28 , P;=4
Els tres preus d'equilibri seran:

|P1=4 P2=6 IP3=5 .

41. En un mercat de béns en qué els ingressos sén iguals al
consum més la inversi6, Y=C+I, se sap que el consum depén de
lingrés en la forma C=324+0'75.Y i que la inversi6 depén del
percentatge d'inversié r en la forma 1=576-300.r.

En canvi, en un mercat de capitals, la demanda és igual a I'oferta,
Mp=Ms, on la demanda depén de l'ingrés i del percentatge
d'inversié, Mp=60+0'2.Y-160.r, i on l'oferta és la suma de tots els
capitals, Msg=760. CalculariY.
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Solucié. Al mercat de béns, substituint C=324+0'75.Y i també
1=576-300.r en Y=C+I, obtenim

Y=324+0'75.Y+576-300.r , [300.r+0'25.Y=900] (1)

Al mercat de capitals, substituim Mp=60+0'2.Y-160.r i Mg=760
en Mp=Msg i obtindrem

60+0'2.Y-160.r=760 , [-160.r+0'2.Y=700] (2)

Resolent el sistema {(1),(2)} pel métode de reduccié de Gauss,
ens quedara
M= 300 0'25l

900 =(3000’25 1900 =(3000’25] 900)
-160 0'2 1

700/ "\ 0 1001 354000/ \ 0 3540
Com que p(A)=p(M)=n=2, el sistema sera compatible determinat.

Trobem facilment 1' inica soluci6 amb el sistema equivalent que
ens déna la matriu triangularitzada,

{300.r+0'25.Y=900 (1)
Y=3540 (2)
Substituint (2) en (1),
300.r+0'25.3540=900 ', 300.r+885=900 , 300.r=15 , r=0'05
Per tant, el percentatge d'inversi6 i l'ingrés valen: ’
[r=5%] [Y=3.540 u.m.].

42. El patr6 d'una empresa no esti gaire content del rendiment
dels seus quatre treballadors, Manel, Narcis, Pere i Quimet, ja que
els que cobren més sén els que menys treballen. Per aquest motiu i
amb el sou de 225.000 pTA que havia de repartir fa el segiient:

A en Manel li treu 10.000 PTA i les déna a en Narcis. A en Pere li
treu la meitat del seu sou, perd fa que en Quimet cobri el doble de
diners que abans. ‘ '

Si al final a tothom li paga la mateixa quantitat, quantes PTA
cobrava abans cada u? S'ha quedat alguns diners el patrg?

Solucié. Fem un esquema per poder plantejar més facilment el
sistema d'equacions,

Quantitat | Manel Narcis | Pere | Quimet| Total
Prevista m n p q 225.000
Real |m-10.000|n+10.000| p/2 | 2.q R

Com que tots acaben cobrant el mateix, tenim
m-10.000=n+10.000=p/2=2.q
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Igualant la 1a, la 2a i la 3a amb la 4a, podem trobar les tres
primeres equacions del sistema,
m-10.000=2.q , n+10.000=2.q , p/2=2.q
Es a dir, _
m-2.q=10.000 (1) , n-2.g=-10.000 (2} , p-4.q=0 (3)
L'altima equacié sera la quantitat total que s'ha de repartir,
m+n+p+q=225.000 (4)

El sistema és, doncs,
m -2q=10.000 (1)

n -2g=-10.000 (2)
p-4.q=0 3)
m+n+p +q=225.000 (4)

Triangularitzem la matriu conjunta,

100-2| 10.000 100-2] 10.000
M={010-2]-10.000 |_|0 1 0-2| -10.000 |_
001-4 0 001-4 0

11111225.000 01131215.000

100-2| 10.000 100-2] 10.000
=[010-2|-10.000|_({0 1 0-2( -10.000
“loo1-4 0 001-4 0

0015!225.000 00091215.000

El sistema és compatible determinat perqué p(A)=p(M)=n=4.
Trobem I'unica solucié escrivint el sistema equivalent, on hem
simplificat la ltima equacio,

m -2q=10.000 (1)
] n -2q=-10.000 (2)
\ p-4.9=0 (3)

q=25.000 (4)

Notem que practicament ha quedat igual que l'anterior, perd ara
la resolucid és immediata,
m=2.q+10.000 , n=2.q-10.000 , p=4.q

Substituint el valor de q obtingut en les expressions de m, ni p,
deduim que els diners que havien de cobrar éren

Manel: [ m=60.000 PTA| Narcis: [n=40.000 PTA|
Pere: |p=100.000 PTA| Quimet: [q=25.000 PTA]

Si ens fixem en les condicions del repartiment real, veurem que
cadascil cobrard 50.000 PTA, i aixi en total el patré de I'empresa
repartira 200.000 PTA, ja que sén quatre persones. .

Com que eren 225.000 les pessetes que s'havien de repartir, i
només n'ha repartit 200.000, s'ha quedat {25.000 ptal.
Conclusié: “En les reconversions, I'empresa mai ha de perdre...”.
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43. Dos comerciants de vins volien entrar a Paris portant 64 i 20
bocois de vi cadascun. Com que no tenien prou diners per pagar els
impostos de duana, el primer d'ells va haver de donar 5 bocois i 40
francs, mentre que el segon va donar 2 bocois i li varen tornar els
francs que havia entregat el primer. Quin era el preu en francs de
cada bocoi? Quin era I'impost de la duana? (Chuquet, 1484).

Solucié. Plantegem el problema anomenant x el preu de cada
bocoi i y I'impost de la duana, també per a cada bocoi:

Preu: x francs/boc. Impost: y francs/boc.

PRIMER COMERCIANT:
Paga: 5 boc. + 40 francs Ha de pagar: Impostos per 64 boc.

Equaci6: 5.x+40=64.y , |[5x-64y=-40| (1)

SEGON COMERCIANT:
Paga: 2 boc. - 40 francs Ha de pagar: Impostos per 20 boc.

Equaci6: 2.x-40=20.y ., 2x-20y=40 , |x-10y=20| (2)

Resolem el sistema {(1),(2)} per mitja de la matriu conjunta,
M=(5 -64 —40)5(5 -64 -40)=(5 -64 | -40

1-101 20 0 14 1140/ \0 1 10

Es clar que, com que p(A)=p(M)=n=2, el sistema és compatible
determinat, la solucié del qual es troba directament del sistema
5x-64y=-40 (1)
y=10 (2)
Substituint (2) en (1),
.5.x-64.10=-40 , 5x-640=-40 , 5x=600 , x=120
En conseqiiéncia, '

Preu: |120 francs/boc.|  Impostos: [10 francs/boc.|.

44. Un pare deixa una heréncia de 8.600 lliures als seus quatre
fills, on la part del 1r ha de ser inferior en 100 lliures al doble de la
del 2n. La part del 2n ha de ser inferior en 200 lliures a la del triple
del 3r. La part del 3r ha de ser inferior en 300 lliures al quadruple
de la part del 4t. Quina és la part de cadasca? (Euler, s.XVIII)

Solucié. Simbolitzem en primer lloc les quantitats en lliures
rebudes per cada fill per

Primer: x Segon:y Tercer:z Quart: t
Condicions de I'heréncia:
Primer fill: x=2y-100 Segon fill: y=3.2-200
Tercer fill: z=4.t-300 Quart fill: t=8600-x-y-z
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El sistema expressat en forma canénica és

x-2y =-100 (1)
y-3z =-200 (2)
z-4t=-300 (3)

X +y +z +t=8600 (4)

Resoldrem aquest sistema pel métode de reduccié de Gauss,
1-200|-100 1-200(-100
M={01-30|-200 |_[0 1-30|-200 |_
001-4)-300 001-4(-300
111118600 031118700

1-2 0 0]-100 1-20 0 |-100 1-200|-100
-{01 -3 0|-200 |_|01-3 O |-200 |{_|0 1-30]-200
100 1 -4/(-300 001 -4 |-300 001-4|-300

00 10 119300 000 41 112300 00011 300/

Es compatible determinat, perqué p(A)=p(M)=n=4. Trobarem la
solucié a partir del sistema equivalent,

x-2y =-100 (1)
y-3z =-200 (2)
z-4t=-300 (3)

t=300 (4)

Substituint (4) en (3), z-4.(300)=-300 , 2z-1200=-300 , z=900
Substituint en (2), y-3.(900)=-200 , y-2700=-200 , y=2500
Substituint en (1), x-2.(2500)=-100 , x-5000=-100 , x=4900

En resum, l'heréncia en lliures que cobrara cada fill sera

1r: 2n: 3r: 4t: .

45. Un ajuntament disposa de tres empreses col-laboradores A, B i
C amb un nombre determinat d'empleats a cadascuna d'elles i que
treballen conjuntament en el disseny i la construccié urbanistics.

A causa de la urgéncia d'un projecte, s'ha estimulat aquest amb el
repartiment de 204.000 PTA entre els treballadors de les tres
empreses. Els treballadors de l'empresa que primer resolguin el
projecte cobraran, cadasci, 12.000 PTA de recompensa i la resta es
repartira equitativament entre els altres treballadors.

Se sap que si és l'empresa A la primera a presentar el projecte,
cada un dels altres cobrara només la meitat del que cobrin els
treballadors de A; si és la B, els altres rebran només la 3a part; i si és
la C, els altres guanyaran només la 4a part. De quants treballadors
consta cada empresa?

Solucié. Apuntem les incognites, que seran el nombre total de
treballadors de les empreses: A:x , B:y , C:z.
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EMPRESA ESCOLLIDA (A). Com que la meitat de 12.000 és 6.000
voldra dir que els x treballadors de I'empresa A cobraran, cada u,
12.000 PTA i la resta (y+z) en cobrara només 6.000. Com que el
total a repartir és de 204.000 pr4, tindrem

12000.x+6000(y+2z)=204000  Simplificant, (1)

EMPRESA ESCOLLIDA (B). En aquest cas els altres (x+z) cobraran la
3a part de 12.000, o sigui 4.000. Tindrem,

12000.y+4000. (x+z)=204000  Simplificant, 2)

EMPRESA ESCOLLIDA (C). Ara els altres (x+y) cobraran la 4a part de
12.000, que és 3.000. Verificarem que,

12000z+3000(x+y)=204000  Simplificant, @)

El sistema que hem de resoldre és
{2x +y +z=34 (1)
x+3y +z=51 (2)
X +y+4z=68 (3)

Com que l'hem de resoldre pel métode de reduccié de Gauss,
apuntarem la matriu conjunta i la triangularitzarem,
34
68

21134 21134 21 1|34 211
M=|131|51|={051|68|={05 1 |68 |={051
114168 0171102 00 341442 001113

Com que p(A)=p(M)=n=3 el sistema és compatible determinat, i
sera equivalent al

S5y+z=68 (2)
z=13 (3)

Substituint (3) en (2), 5y+13=68 , 5y=55 , y=11
Substituint en (1), 2x+11+13=34 , 2x=10 , x=5

{2}( +y+z=34 (1)

Finalment, el nombre de treballadors que té cada empresa és:

Emp. A: Emp. B: Emp. C: .

Meétode de reduccidé de Gauss-Jordan

Estudia el tipus de solucions dels sistemes segilients i resol pel
meétode de Gauss-Jordan aquells que siguin compatibles:

x+3y-5z=2
46.{ 3x-9y+7z=0
5x-7y+2z=3
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Solucié. En primer lloc triangulem el sistema igual com fem amb
el métode de reduccié de Gauss,

13-5|2 1 3 5|2 ‘
M=|3-97 O)E 0 -18 22 |-6|f2-3.f; =
5-72 13 0 -22 27 |-7/f3-5.f;
(1 3 -5 2) (13 -5 2)
=0 9 -11|3|=l09-11{3
022 2717 00 1 |3/-95+22.10,

El sistema és [compatible determinat| perqué p(A)=p(M)=n=3.

Per resoldrel pel métode de Gauss-Jordan, continuarem amb
I'altima matriu, que transformarem en la matriu unitat,

13 -5 |2 30 -4 | 3\3.fif2
M=(09-11|(3|={09-11]3 =
00 1 |3 00 1 1|3
300 15 \fi+4.13 100]|5\fi/3
={090]| 6 [forllfz ={010]|4|f/9
oo1l 3 00113

Observem que per simplificar la notacié en les combinacions
lineals indiquem totes les files per f, referint-se sempre a la matriu
anterior. El sistema donat sera equivalent al

1.x+0.y+0.2=5 x=5
0.x+1.y+0.z=4 = y=4
0.x+0.y+1.2=3 z=3

I, per tant, la soluci6é és immediata,
x=5] |y=4] [z=3].

f x+3y-5z=2
47.{ 3x-9y+7z=0
‘ 5x-7y+2z=3

Solucié. Escrivim la matriu conjunta i la triangularitzem per a
saber el seu rang,
7 12 -6
3|={0-1 13
1 0-2 26
12 -6 7 12 -6
={0-113 | -11 0-113 }-11
01-131 10 00 0 | -1 /fstha
Veiem que p(A)=2 i en canvi p(M)=3. Com que sén diferents vol

dir que el sistema és |[incompatible] i no té cap solucié. No cal,

doncs, continuar amb el procés.

12-6
M=|231
348

7
-11 |fo-2.; =
-20 / £3-3.f;

7
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x-2y+2z=9

2x-5y+z=1
48.
-X+3y+z=8

Solucié. Com que ho hem de fer per Gauss-Jordan, comencarem
calculant el rang de la matriu conjunta,

2-5111 2-51( 1 2-51 1
M=|1-22|9|=({013]|17 |2ff; =[{013|17
-13118 013117 /214 000! 0 /fsfs

Els rangs s6n p(A)=p(M)=2 i el nombre d'incdgnites és n=3. Per
tant, el sistema és [compatible indeterminat| amb d=3-2=1 g.d.IL.
Posem com a parametre z=a, i obtenim el sistema equivalent,

2x-5y+z=1 = [|2x-By=l-a
y+3z=17 y=17-3a

Podriem trobar rapidament la solucié aplicant el métode de
substitucio, peré com que l'enunciat especifica que s'apliqui el
meétode de Gauss-Jordan, apuntarem la nova matriu conjunta,

M (2-5| l-a )E(z 0 | 86-16a )f1+5-f2 E(1 0 43-8a)f1/2

01117-3a 011l 17-3a 01117-3a

Com que la matriu dels coeficients és la matriu unitat, tindrem
que la solucié sera

|x=43-8a] ly=17-3a] [z=a].

Sistemes homogenis d'equacions lineals

Déna els graus de llibertat i els conjunts solucié dels sistemes
d'equacions lineals homogénies segiients:

5x-2y-z=0

x+2y-2z=0
49
3x+2y-3z=0

Soluci6. Per resoldre un sistema homogeni, que és aquell en el
qual tots els termes independents s6n nuls, actuarem de la mateixa
manera que en els sistemes d'equacions generals. Podem fer-ho
estudiant-lo per Rouché i resoldre’l per Gauss, aplicant el pivot,

12-2]0 1 2 -210 12-2(0 12-2(0
M=[5-2-110]=|0-129|0]|=|{04-3|0]=[04-3]|0
32-310 0 -4 310 04-3l0 0o0o0lo

Observem que en els sistemes homogenis la columna dels
termes independents sempre sera nul-la.
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Com que p(A)=p(M)=2 i n=3, és [compatible indeterminat| amb

d=3-2=1 graus de llibertat. Podem emprar el parametre z=a, i el
sistema resulta equivalent,

x+2y-22=0 = x+2yf-2a (1)
4y-3z=0 4y=3a (2)
De (2) obtenim y=3a/4 que substituit en (1) déna
x+2.(3a/4)=2a , x+(3a/2)=2a , 2x+3a=4a , 2x=a , x=a/2
La solucié del sistema és: .

|x=a/2| |y=8a/4| |z=a].

2x+3y-62=0

3x+2y-4z=0
50.
x-4y+5z=0

Solucié. Si es desitja, podem ordenar les equacions segons els
coeficients de les x, perqué els calculs resultin més senzills. Si ho
fem aixi, el sistema quedara en la forma

x-4y+5z=0
{ 2x+3y-6z=0
3x+2y-4z=0

0 1 -4 5 |0
0|=|0 11 -16 (O
0 0 0 1510

Tenim p(A)=p(M)=n=3 i el sistema és |[compatible determinat],
aix6 és, amb una sola solucié que haura de ser la trivial, és a dir,
amb totes les incdgnites iguals a zero.

La matriu conjunta és:

1-45]0 1 -4 5
M=|23-6/0i={0 11 -16

32-410 0 14 -19

Comprovem-ho amb el sistema equivalent, on hem simplificat
I'altima fila per 15,

11y-16z=0 (2)
z=0 (3)

Substituint (3) en (2) i després en (1), obtenim immediatament
(x=0] [y=0] [z=0].

{ x -4y +5z=0 (1)

x+2y+4z-3t=0

51 x+3y-5z+2t=0
"} 3x+8y-6z+t=0
3x+7y+3z-4t=0
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Soluci6. Per classificar el sistema homogeni, trobarem en primer
lloc els rangs de les matrius,

124-3|/0) (12 4 -3 |0

M=|13-82|0|_|01 -9 5 |0]_
38-61|0|/ |02-18 10 |0
373-4l0/ o1 -9 5 lo
124-3/0) (124-3]0
_|o1-95]|0|_.[01-95|0
“lo1-95|0|/ |ooo0o0|0O
o01-9510/ loooolo

Com que p(A)=p(M)=2 i n=4, és |compatible indeterminat| amb

d=4-2=2 graus de llibertat. Podem prendre com a parametres z=a i
t=b. El sistema donat és equivalent a

X+2y+4z-3t=0 = |¥+2y=-4a+3b (1)
y-9z+5t=0 y=9a-5b (2)
Substituint (2) en (1),
x+2.(9a-5b)=-4a+3b , x+18a-10b=-4a+3b , x=-22a+13b
El sistema té per soluci6:

|x=-22.a+13.b] [y=9.a-5.b] [z=a] [t=b].

Per mitja del determinant dels coeficients, dedueix quins
d'aquests sistemes quadrats tenen tinicament la soluci6 trivial:

; 3x-y+z-4t=0
5o | X+2y+z-2t=0
| -4x-2z+5t=0
-4x-5y-z+t=0

Solucié. Un sistema homogeni tindra tnicament la soluci6 trivial
si és compatible determinat, perqué en aquest cas la soluci6 és
unica. Ara bé, perqué sigui compatible determinat ha de passar que

p(A)=n, i en conseqiiéncia, |Al=O0.
Calculem, doncs, el determinant dels coeficients,
3-11-4 3 -11 -4

. : fo+2.f 7 3-10
lAl= {“2) 1252= 1 83-150 2N ) 4 25 |=.=28
b § i -19-6 21

-4-5-111 1-19 0-6 21 |f-5.00
Com que |Al#0 podem dir que el sistema només tindra la

solucié trivial,
x=0] [y=0] [z=0] [t=0].
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x+3y+2z+t=0
53 3x+5y+3z+2t=0
" | 3x+6y+2z+2t=0
6x+4y+5z+3t=0

Solucié. Per comprendre que si |Al#0 la solucié tnica del
sistema és la trivial, podem pensar en la regla de Cramer en la qual
x=1Ax|/1Al, y=1Ayl/IAl, etc. Com que el sistema és homogeni
|Ax1=0, IAyl=0, etc. ja que estan formats per una columna de
zeros (la dels termes independents).

En resum, x=0/1Al, y=0/1Al, etc. i si |Al#0 obtindrem només
x=0, y=0, etc.

Calculem el determinant dels coeficients,
1321 1 3 21

-4 -3-1
IA1=[35832|_[0 -4 -3-11f361 _ 4} 5 ) j|= =0
3622 |0 -3 -4-1|f36 ~ " _134 ‘71;

6453 10-14-7-3{4-6.f
Com que |A1=0 el sistema tindra diferents solucions de la trivial;
és a dir, sera compatible indeterminat.

Encara que no es demana en l'enunciat, si ho desitgem podem
trobar les infinites solucions. Resulta que el sistema té un grau de
llibertat i que les solucions sén expressades per,

[x=-2a/7] [y=a/7] [z=a/7] [t=a].

54. Una empresa ven els seus productes a quatre mercats diferents
A, B, C i D. La meitat del que ven al mercat A més la 3a part del que
ven al B resulta ser igual a la 4a part del que ven al C més la 5a part
del que ven al D. També s'ha comprovat que la 4a part de A més la 6a
part de D coincideix amb la 3a part de C, la 8a part de A més la 3a
part de B és igual a la 4a part de D i, finalment, la 6a part de A més la
3a part de D equival a la meitat de C. '

Quants productes s'haurien venut a cada mercat? Quina seria la
soluci6 correcta si el nombre total de productes venuts fos 840?

Solucié. Anomenarem X, y, z, t el nombre de productes venuts als
mercats A, B, Ci D, respectivament. Per plantejar el sistema només
hem de transcriure en simbols i numeros el que ens diuen
literalment,

x.Y¥_z,.t x.,t_2z
2*tz3=sts W 2tg"s @
x . Y_t x,t_z
873 ©) s 3"y W

Posarem el sistema anterior en la seva forma canodnica, reduint a
comti denominador mitjan¢cant el minim comu maultiple dels
denominadors, que resulten ser 60, 12, 24 i 6, respectivament.
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Multiplicant cada equacié per aquests nimeros i passant-ho tot
al primer membre ens quedara un sistema homogeni,

30x+20y=152z+12t 30x+20y-152-12t=0
3x+2t=4z = 3x -4z +2t=0
3x+8y=6t 3x +8y -6t=0
x+2t=3z" b ¢ -3z +2t=0

Apuntarem la matriu dels coeficients i la triangularitzarem,
30 20 -15 -12 | O 30 20 -15 -12

0

M=| 3 0O -4 2 |0|_| 0O -60-75 96 |O]._
3 8 0 -610 O 180 45 -144 |0
1 0 -3 2 lo 0 -20-75 72 o
30 20 -15 -12 |0 30 20 -15 -12]0

_| 0 20 25 -32 |0 0 20 25 -32|0]|_
1 0 20 5 -16 |0 0 O -400 320|0
0 20 75 -72 10 0O 0 100 -801!0
0
0
0

0 20 25 -32 0 20 25 -32
0O 0 5 -4 0O 0 5 -4
0O 0 5 410 O 0 O o1lo

Com que p(A)=p(M)=3 i n=4, el sistema és compatible
indeterminat amb 1 grau de llibertat, que es traduira en el fet que
la solucié depén d'un parametre. Podem prendre t=a. El sistema

. donat sera equivalent a

30 20 -15 -12 | O 30 20 -15 -12
0
0

30x+20y-15z-12t=0 f 30x+20y-15z=12a (1)
20y+252-32t=0 = 20y+25z=32a (2)
5z -4t=0 l bz=4a (3)

De (3), deduim directament que z=4a/5. Substituint en (2)
20y+25.(4a/5)=32a , 20y+20a=32a , 20y=12a , y=3a/5
Substituint ara layila z en (1),
30x+20.(3a/5)-15.(4a/5)=12a , 30x+12a-12a=12a , x=2a/5
Per tant, la soluci6 del sistema és

[x=2a/5] [y=3a/5] [z=4a/5] [t=a]

Si a més sabem que el nombre total de productes venuts és de
840, podem plantejar una equacié suplementaria,
X+y+2+t=840

Substituint per l'expressi6é general de la solucié obtinguda,
(2a/5)+(3a/5)+(4a/5)+a=840 , 2a+3a+4a+5a=4200
14a=4200 , a=4200/14 , a=300 , d'on t=300
Per tant, x=2(300)/5=120, y=3(300)/5=180, z=4(300)/5=240

El nombre de productes venuts a cada mercat sera, doncs,

Mercat A: |x=120 prod. Mercat B: |y=180 prod.
Mercat C: |z=240 prod. Mercat D: |t=300 prod.|.
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Sistemes d'equacions lineals amb parametres

Pels valors dels parametres que s'indiquen, estudia i resol, si és
possible, els diferents tipus de solucions dels sistemes d'equacions
lineals amb parametres:

x-b.y-z=a a=b=1

x+a.y-z=b a=b=0
55.
ax-y-ab.z=0 a=b=2

Solucié. En aquests tipus de problemes haurem de substituir els
parametres pels valors que ens donen, estudiar el sistema i, si és
possible, resoldre'l.

PRIMER CAS. a=b=0. Substituint ens queda

fx-z=0 . {x-z:O

\yeo

Com que es veu directament, el sistema és compatible
indeterminat amb un grau de llibertat. Si posem z=a obtindrem

[x=a] [y=0] [z=a]

SEGON CAS. a=b=1. Per aquests valors obtindrem
X+y-z=1
{x-y-z:—l
X-y-z=0
Igualant les dues ultimes equacions ens quedaria -1=0, la qual
cosa vol dir que el sistema és incompatible: no té solucio.

TERCER CAS. a=b=2. Substituint per aquests valors,
’ X+2y-2=2
X-2y-z=-2
\ 2x-y-4z=0
En aquest cas no es veu directament la solucié del sistema.
Haurem de fer el seu estudi amb la matriu conjunta,
2
1)
-1

12-1]2 12-1]2 12-1]2 12-1
M=|[1-2-1(-2|=|0-40|-4|]={010]|1]=|{010
Com que p(A)=p(M)=n=3, es tracta d'un sistema compatible

2-1-410 0-5-21-4 05214 002
determinat. Trobem la seva tinica solucié amb el sistema equivalent
{ x+2y-z=2 (1)

y =1 (2)
2z=-1 (3)

De (3) z=-1/2. Substituint en (1), x+2.1-(-1/2)=2 , x=-1/2

La soluci6 és |x=-1/2| [y:l] |z=-1/2.
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(-3.a%+3.a+1).x-2.y+3.z=6 a=0
56. { 4.x+(15.a2-a-4).y-8.2=0 a=1
6.x-8.y+(5.a%+a-2).z=-8.a2-2.a+12 a=-1

Solucié. Substituirem primer el parametre a pel valor indicat i
estudiarem després el sistema resultant.

PRIMER CAS. (a=0). El sistema que ens queda és
x-2y+3z=6 x-2y+3z=6
4x-4y-8z=0 = x-y-2z=0
6x-8y-2z=12 3x-4y-2=6

Resolem-lo pel métode de reduccié de Gauss,
1-23|6 1-2 3 6 1-23 (6
M=|1-1-2({0|=|01 5| -6 |={01-5|-6
3-4-116 02-101-12 0001!0
Ens queda p(A)=p(M)=2 i n=3. Aixi, el sistema és compatible
indeterminat amb un grau de llibertat. Fent z=a obtenim
x-2y+3z=6 _, {x—2y= 6-3a (1)
y-b5z=-6 y=-6+5a (2)
Substituint (2) en (1),
x-2.(-6+53)=6-3a , x+12-10a=6-3a , x=-6+7a

La soluci6 és: [x=-6+7a] ly=-6+5a] |z=a|.

SEGON CAS. (a=1). Particularitzant per a=1, ¢l sistema és

x-2y+32=6 x-2y+32=6
{ 4x+10y-8z=0 = { 2x+5y-4z=0
6x-8y+4z=2 3x-4y+2z=1
Apuntem la matriu conjunta i trobem els rangs respectius,
1-231|6 1-2 3 6 1-2 3 6
M=(2 5-4 0)5(09-10 -12)5(09-10 -12 )
3-4211 02 -7 1|-17 00-431 -129

Com que p(A)=p(M)=n=3 el sistema és compatible determinat.
Trobarem la seva tinica solucié a partir del sistema equivalent a on
hem simplificat I'altima equacio,

x-2y +3z=6 (1)
9y-10z=-12 (2)
z=3 (3)
Substituint (3) en (2),
9y-10.3=-12 , 9y-30=-12 , 9y=18 , y=2
Substituint en (1), x-2.2+43.3=6 , x-4+9=6 , x+b=6 , x=1

Per tant, [x=1] [y=2| |[2z=8|.
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TERCER CAS. (a=-1). Per a aquest parametre tindrem

-5x-2y+32=6 5x+2y-3z=-6
{ 4x+12y-82=0 = x+3y-2z=0
6x-8y+2z=6 3x-4y+z=3
Triangularitzem la matriu del sistema anterior,
52-3|-6 5 2 -3 -6 1 -2 3| -6
(13-20‘013-7 6 |={0 13-7| 6
3-4113 0-26 14 | 14 0 0 01338

Com que els rangs son diferents, p(A)=2 i p(M)=3, el sistema és
incompatible i, per tant, no té solucié.

~X+z-t=4
57. | y-z+at=1 a:l, b=3, c—:l
| xyst=b a=0, b=-5, c=1
ax+y-z=c a=0, b=1, c=2

Solucié. Estudiem els tres casos segiients:
PRIMER CAS. (a=1, b=3, c=4). Substituint ens quedara el sistema que

té per matriu

X +z-t=4 -101-114

y-z+t=1 M=|01-11]1

X-y +t=3 “l1-101 /3

Xty -z =4 11-1014

Trobem els rangs per després. classificar el sistema:
-101-1|4 -101-1|4 -101-1] 4
M=|0-11-1[-1|_]0-11-1]-1 E(0-1 1-1/-1
01-10|-7 0001]|8 001-2(7
0-1011-8 001-217 000118

Com que p(A)=p(M)=n=4, el sistema és compatible determinat,
on la seva unica soluci6 la trobarem a partir del sistema equivalent,
X +z -t=4 (1)
y+z -t=-1 (2)
z-2t=7 (3)
t=8 (4)

Substituint a partir de I'altima equacié, deduim que
x=11] [y=16] [2=23] [t=8]

SEGON CAS. (a=0, b=-5, c=1). El sisterna resultant és

;_{;_Zit=4 X 4z -t=4
_ - o g y-z =1
X-y+t=-5 Xy +t=-5

y-z=1
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Triangularitzant la matriu del sistema,
-101-1{4 -101-1(4 -101-1] 4
(01-10 1/={01-10 1 01-10 )
1-1101-5 0-12-11-1 001-1i0
Els rangs de les matrius sén p(A)=p(M)=3 i com que n=4, el
3=1 graus de

sistema és compatible indeterminat, amb d=4-

llibertat. El sistema equivalent, amb parametre t=a, és
x +z=4+a (1)

-x+z-t=4
y-z=1 = y -z=1 (2)
z-t=0 z=a (3)

Si el substituim escalonadament resulta
[x=-4] [|y=1+a] [z=a]

[i=a)

TERCER CAS. (a=0, b=1, c=2). En aquest cas el sistema és
-X+z-t=4
y-z=1
X-y+t=1
y-z=2
Observem la 2a i 4a equacions. Si les igualem obtindrem 1=2
que és contradictori. En conseqtiéncia, el sistema és incompatible,

és a dir, no té solucio.

Per als sistemes d'equacions lineals segiients, estudia els diferents
tipus de solucions segons els diferents valors dels parametres i, en

cas que el sistema sigui compatible, troba la seva soluci6

’ x+3y-z=-2
58.{ x-2y+z+3=0
\ 2x+a.y=0

Solucié. A diferéncia dels problemes anteriors, ara hem de
deduir per quins valors del parametre a el sistema és incompatible,
i per quins és compatible determinat o compatible indeterminat.

Per calcular els valors conflictius de a, ho podem fer de dues

maneres diferents:
A) PER MATRIUS. Partim de la matriu del sistema,
-1

13-1|-2 1 3 -1}-2 13 -2
M={1-21 =10 -5 2(5|=|]0-5 2 5
2a0lo0 0 a6 2 0 02-2al 10-ba

El rang del sistema dependra del terme azz=2-2a. Igualem-lo a

zero, 2-2a=0 , -2a=-2 ,
Per tant, haurem d'estudiar el cas a=1 i el cas azl.
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B) PER DETERMINANTS. Calcularem el rang de la matriu dels
coeficients,
13-1
1-2 1| =(0-a+6)-(4+a+0)=2-2a
2a0
El rang del sistema variara segons si 1A1=0 o be |A[#0, és a dir,
si a=1 o bé a#1. Ens trobem logicament amb el mateix valor de a.

IAl=

ESTUDI DEL SISTEMA SEGONS ELS DIFERENTS VALORS DEL PARAMETRE.
Si hem trobat el rang per matrius és preferible continuar amb el
meétode de reduccié de Gauss.

13 -1 -2 13-1]-2
M={0-5 2 5 ={0-52 |5
00 2-2.1 110-5.1 0001I15

Cas 1. si tindrem
Com que p(A)=2 i p(M)=3 el sistema sera incompatible| i no hi

haura cap solucié.

Cas 2. Si i anomenant k=2-2a#0, ens quedara
13 -1 -2 13-1 -2
M=(O-5 2 5 )=(0-52 5 )
00 22a | 10-5.a 00 k| 10-5a
Com que k#0, perqué a#l, tindrem p(A)=p(M)=3 i com que
també n=3, el sistema sera |compatible determinat|. Per a cada

valor de a hi haura una tnica solucié.
El sistema és equivalent al

x+3y -z=-2 (1)
{ -By+2z=5 2)
(2-2a)z=10-5a (3)

Aillant la z en (3),
z=(10—5a)/(2-2a)=(5a-10]/(2a-2)=[5(a-2]]/[2.(a-1)]
Substituint en (2), -5y+2.[5(a-2)]/[2(a-1)]=5 , -5y+5(a-2)/(a-1)=5
y+@-2)/(a-1)=1, -(a-1).y+(@-2)=a-1, -a-1).y=1 , y=-1/(a-1)
Substituint en (1),
x=-2 -3-L ;@2 _-4(@-1)+6+5(a-2) _ -42+446+52-10 ___a

a-l1  2(a-1) 2(a-1) 2(a-1) 2(a-1)
Per a cada valor de a la solucié és
N 5.(a-2)
X= —a = -—1 =
2.(a-1) s 2@l
Aixi per exemple si a=2 la soluci6 sera tinica i tindrem
x=—2 y==l_=1 2= 5(@2-2) =0

2e-n -1 Yo To(2-1)
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x+3y+z=k.y

2x+2y+z=k.x
59
x+2y+2z=k.z

Solucié. En primer lloc posem el sistema donat en la seva forma
canodnica, juntament amb la matriu del sistema,

(2-k)x+2y+z=0 2-k 2 1 0
x+(3-k)y+Z=0 M= ( 1 3-k 1 O
x+2y+(2-k)z=0 1 2 2k

Ens ha quedat un sistema homogem Sabem que tindra una
soluci6 diferent de la trivial si i només si |Al=0. Estudiem-ho,

2-k 2 1
IAl=] 1 3-k 1 | =l(2-k)(3-K)}(2-K)+2+2] - [(3-k)+2(2-Kk)+2(2-k]]
1 2 2k

Fent operacions,
|A1=(2-k)(6-5k+k2)+4 -(11 5k)-
=12-10k+2k2-6k+5k2-k3+4-11+5k= -k3+7k2-11k-5

Si fem que |Al=0 tindrem, canviant signes, l'equacié de tercer
grau segiient: [k3-7.k2+11.k-5=0|

Per Ruffini podem veure que una soluci6 és kj=1

1 -7 11 -5
1) | 1 -6 5
1 -6 5 (0o k2-6k+5=0 ko=1, k3=5.

Per tant, hem d'estudiar els valors conflictius de k. Tindrem els
tres casos segiients:

PRIMER CAS. . Substituint en la matriu del sistema podrem

calcular el seu rang,
0] 12110 121]0
0|=|121(0|={000 |0
0

2-1 2 1
M={ 1 31 1
1 2 2-110 12110 000

Resulta que p(A)=p(M)=1 i com que n=3, es tracta d'un sistema
que és |compatible indeterminat| amb d=3-1=2 graus de llibertat.

Posant com a nous parametres y=a’'i z=b, tindrem que el sistema
donat és equivalent al

x+2y+z=0 , x=-2y-z , x=-2a-b

La soluci6 sera [x=-2a-b| [y=a| |z=b|.

SEGON CAS. . En aquest cas la matriu del sistema sera

32110 -321(0 -3211|0 -321
M={1-21{0]|=|04-4|0|={01-1|0|=|{01-1
1-1

12-310 0-8810 0 0 000

o
0
0
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Obtindrem p(A)=p(M)=2 mentre que n=3. Resultara ser un
sistema |compatible indeterminat| amb 1 grau de llibertat. Posant
com a parametre z=a, tenim

‘-3x+2y+z=0 - '—3x+2y=-a (1)
y-z=0 y=a (2)
Substituint (2) en (1) -3x+2a=-a , -3x=-3a , x=a

La solucié del sistema sera .
TERCER CAS. |k#1 A k#5|. Com que el determinant dels coeficients

només s'anul-la per k=1 i k=5, voldra dir que en aquest cas [Al=0,
i per tant el sistema és {compatible determinat|, i com que és un
sistema homogeni, I'anica solucié és la trivial;

[x=0] [y=0] [z=0]

X-pP.y+z=4

X+y+p.z=q
60.
pP.x+y-z=1

Soluci6. Trobem el rang del sistema per mitja del determinant
de la matriu dels coeficients,
11p
1-p1
pl-1

Perqué |Al=0, ha de passar que p.(3+p2)=0, que només . es
verifica per p=0, ja que sempre 3+p2>0. Per tant, estudiarem els
casos segtlients:

IAl= =(p+p+p) - (-p3+1-1)=3p+p3=p.(3+p2)

PRIMER CaS. [p=0|. El sistema quedara

/ X+y=q X +z=4
lx+z=4 = y-z=1

y-Z:l X+y =q
Formem la matriu del sistema i triangularitzem-la,
1014 101] 4 101 4
M=to1-1{1]={01-1| 1 |={01-1] 1
1101lgqg 01-1lqg-4 0001qg-5

El rang de la matriu dels coeficients és p(A)=2, perd el de
l'ampliada dependra del valor de q. Es presenten dos subcasos:

PRIMER SUBCAS. . El rang sera p(M)=2, ja que q-5=0, i com
que n=3, el sistema sera Lcompatible indeterminafl amb 1 g.d .1l




96 ALGEBRA MATRICIAL

Si posem com a parametre z=a, tindrem
x+z=4 _, [x=4-a (1)
y-z:l y=1+a 2)

I 1a soluci6 ja és directa |x=4-a| [y=1+a| |z=a|.

SEGON SUBCAS. . Ara q-5#0 i p(M)=3 en la matriu M anterior.

D'aquesta manera el sistema és |incompatible|, o sigui, sense cap

solucié6.

SEGON CAS. . Com que la matriu dels coeficients només s'anul.la
per p=0, voldra dir que en aquest cas |Al=#0, i aixi tant el rang de
la matriu dels coeficients com el de I'ampliada sén iguals a 3. El
sistema és [compatible determinat)|.

Per resoldre'l podriem fer servir el métode de reduccié de
Gauss, com en els problemes anteriors, peré per variar ho
resoldrem emprant la regla de Cramer. Apuntem de nou el sistema,

f X +y+p.z=q
X-py +z=4
\p X +y -z=1

El determinant dels coeficients ja 'hem calculat, 1Al=p. (3+p2)

Trobem, doncs, els de les incognites,

qlp
|Axl=|4-p 1| =(p.q+4p+1) - (-p%+q-4)=p2+p.q+4.p-g+5
11-1
Iagp
IAyl=|1 4 1| =(-4+p+p.q) - (4.p%+1-q)=-4p?+p.q+p+q-5
pl-1 ‘
11q
[Azl=|1-p 4| =(-p+q+4p) - (-p2. q+4+1) p2.q+3p+q-5
pll
La soluci6 del sistema és expressada per
_ 1Axl _|p2+p.q+4p-q+5 _ 1Ayl _1-4.p%p.q+p+q-5
A p-(3+p2) A p.(3+p3

_ 1Azl _|p2.g+3p+g-5

A p.(3+p?)

Per exemple, si p=1 i q=2 tindrem x=5/2, y=-11i z=1/2.

En resum:
(1) Si p=01ig=b Compatible indeterminat
(2) Si p=01i g#b Incompatible
(3) Si p=0 Compatible determinat.
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61. Donat el sistema P+Q+m.R=1, P+m.Q+R=1 i m.P+Q+R=1, on P,
M i Q s6n tres variables econdmiques, calcula el rang de la matriu del
sistema per determinants. Estudia'l per Rouché segons els diferents
valors del parametre m i resol el sistema per la regla de Cramer en
els casos compatibles determinats. Si m=3, quant valdran P, Q i R?

Solucié. Determinem el rang de la matriu del sistema
1m
1m 1| = (m+m+m) - (m3+1+1) = -m3+3.m-2
mll1l
Si fem |Al=0 resulta l'equaci6 -m3+3m-2=0, m3-3m+2=0.
Comprovem per la regla de Ruffini que una solucié és m=1,

lAl=

1 0 -3 2
1) 1 1 1 -2
1 1 -2 (o

Ens queda l'equacié de 2n grau, m2+m-2=0 que té per solucions
m=1 i m=-2. En resum, tenim dues possibilitats, m=1 i m=-2.

PRIMER CAS. . La matriu conjunta del sistema és
111741 1111

M=(1 11 1)5(000 O)

11111 0o0o01lO0

Els rangs sén p{A)=p(M)=1 i com que n=3, es tractara d'un

sistema d'equacions Icompatible indeterminat} amb d=3-1=2 graus

de llibertat. Si-posem els parametres Q=a i R=b, tindrem
P+Q+R=1 , P=1-Q-R , P=1l-a-b

La seva soluci6 és [P=1-a-b|] [Q=a] [R=b|.

SEGON CAS. . La matriu conjunta del sistema és

11-2|1 11-2(1 11-2(1
M={1-21|1]|=|l0-33|0|={0-33|0
-21111 03-313 0001-9

Els rangs son diferents, p(A)=2 i p(M)=3, i en conseqtiéncia, el

sistema sera |incompatiblel: no tindra soluci6.
TERCER CAS. [m#1 i m#-2]. En aquest cas |A120 i per tant p(A)=3 i,

logicament, p(M)=3. Com que n=3 resulta que el sistema és
|compatible determinat]. Podem trobar la solucié del sistema
aplicant la regla de Cramer.

Els determinants dels coeficients son:

11m 11m 111
lApl={1m 1 [Agl=[111 IARl=|{1m 1
111 im11 ml 1
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Operant, tenim I|Apl=I1Agl=1ARl= -m2+2m-1 i com que al
principi ja hem trobat [Al, tindrem

P:Q:R: '_m2_+_2_..n'£_1_ = 1112'2m+1 = (m_1)2 = 1
-m3+3m-2  m3-3m+2  (m-1)2(m+2) |m+2

Si fos m=3 tindriem P=Q=R=1/(3+2)=1/5=[02].

62. Calcula el valor del parametre k perqué el sistema homogeni
5Q1+3Q2-4Q3=0, 2Q1-Q2-6Q3=0 i 3Q1+k.Q2+8Q3=0 sigui compatible
indeterminat. Troba dues solucions que estiguin normalitzades, és a
dir, que es compleixi (Q1)2+(Q2)2+(Q3)2=1.

Solucié. Com que el sistema donat és homogeni, per tal que
tingui infinites solucions haurem de verificar que 1Al=0.

En aquest cas tindrem p(A)#n i el sistema sera compatible
indeterminat. Calculem, per tant, el valor de k que anul-la IAl,

53-4
|Al=|2-1-6| =(-40-8.k-54)-(12-30.k+48)=22.k-154
3k8
SilAl=0, tindrem 22.k-154=0 , 22.k=154 , [k=7].

Per aquest valor el sistema i la seva matriu seran

5.Q1+3.Q2-4.Q3=0 53-4|0
{2~Ql -Q2-6.Q3=0 M= (2 -1-6 O)
3.01+7.Q2+8.Q3=0 37810
Resolem-lo pel métode de reduccié de Gauss,
5 3 -4 |0 53-410 53-4|0
ME(O-11-22OE(012050120
0 26 52 10 01210 ooolo/

Obtenim p(A)=p(M)=2 i com que n=3, el sistema sera logicament
compatible indeterminat amb un grau de llibertat. Prenent Qs=a
com a parametre, el sistema queda reduit a

5.Q1+3.Q2-4.Q3=0 - 5.Q1+3.Qo=4a (1)
Q2+2.Q3=0 Qo=-2a (2)
Substituint (2) en (1), 5.Q1+3.(-2a)=4a , 5.Q1=10a , Q1=2a.

Per tant, la soluci6 és |Q1=2a] [Qo=-2a| [Qs=a]
Si volem que (Q1)2+(Q2)2+(Q3)2=1, tindrem 4.a2+4.a2+a2=1 ,

9.a2=1 , a2=1/9 d'on a;j=1/3 i al=-1/3. Per tant, les dues
solucions normalitzades s6n

[81=(2/8.-2/3,1/3)] i [S2=(-2/3,2/3,-1/8)].
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3.2 SISTEMES D'EQUACIONS NO LINEALS
Sistemes no lineals amb dues incognites

Resol els sistemes d'equacions no lineals amb dues incodgnites
seguents:

4.x2+9.y2=72

63. 3.x2-2y%=19

Solucié. El sistema anterior és no lineal, perqué la x i la y estan
elevades al quadrat. Per resoldre els sistemes d'equacions no
lineals no hi ha métodes generals com els estudiats abans.

El sistema donat es pot convertir en lineal fent el canvi de
variable x2=u i y2=v, doncs tindrem
4.u+9.v=72 (1)
3.u-2.v=19 (2)

El podem resoldre,bper exemple, per la regla de Cramer,

_l49|_ _|72 9| _. =|472 _
IAl=|2 91=35 lAdl=| T2 D]=-315 1A/l=|3 (2| =140

Per tant,
u=lAyl/1A1=-315/(-35)=9 v=1lAyl/1Al=-140/(-35)=4
Desfent el canvi, .
x2=u=9 , x=+\V9=#3 y2=4 , y=t\4=12
Combinant els valors de x i de y obtenim les quatre solucions
[P1(3, 2)] [P2(3.-2)] [P3(-3.2)] [Pal-3, -2)]

La figura segiient, encara que no es demana en l'enunciat,
il-lustra la interseccié de l'ellipse c1: 4.x2+9.y2=72 amb la hipérbola
co: 3.x2-2.y2=19,

Observem que es tallen en els quatre punts trobats.
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64 x2+y2+x-5y=24
"\ x+y-7=0

Solucié. La primera equacié representa una circumferéncia,
mentre que la segona, que és lineal, és una recta. De la grafica es
veu que es tallen en dos punts.

N

Trobem aquests dos punts de tall, resolent el sistema donat. De
la 2a equaci6 podem aillar la y, y=7-x, i substituir-la en la 1a,

X24(7-%)24x-5.(7-x)=24 , x2+49-14x+x2+x-35+5x-24=0
2.x2-8x-10=0 , x2-4x-5=0. Fem aquesta equaci6 de 2n grau,
x= 44Y16+420 - 4+6

2 2
Substituint, y1=7-x1=7-5=2 , y9=7-x9=7-(-1)=8

=243 = x1=56 A Xo=-1

Les dues solucions seran |P1(5,2)[ |P2(-1,8)|.

65. Calcula els punts de tall de dues hipérboles que sén definides
per les matrius corresponents que s'indiquen. Passa en primer lloc
les equacions matricials a polinémiques i resol el sistema:

3 0 -3 1 0 -1
A= 0 -1 2 i B=[ 0 -1 2
-3 2 -28 -1 2 42

Solucié. L'equacié matricial d'una conica, que és la corba
resultant de tallar un con amb un pla (i que pot ser circumferéncia,

el-lipse, hipérbola, parabola), és expressada per XeA*X'=0, on X és la
matriu (x y 1).

PRIMERA HIPERBOLA.

30 -3 X\ - 3x-3
XeAX=(x y 190-1 2 JV|=(xy 1N -y+2 =0
-32 298 /\1 -3x+2y-28
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Multiplicant,
XeAeX'=x.(3x-3)+y.(-y+2)+1.(-3x+2y-28)=3x2-3x-y2+2y-3x+2y-28=
=3x2-y2-6x+4y-28 [8x2-y2-6x+4y-28=0] (1)
SEGONA HIPERBOLA.
10 -1 \(X x-1
XeAX=(x y 140-1 2 §Y|=(xy 1)} -y+2 |=0
-12 42 /\1 -xX+2y+42
Opérant,
XeAeX'=x(x-1)+y(-y+2)+1.(-x+2y+42)=x2-X-y2+2y -x+2y+42=
=x2-y2-2x+4y+42 [x2-y2-2x+4y+42=0| (2)

Si féssim la grafica veuriem que es tractaria de dues hipérboles
que es tallen en quatre punts.

c; Y ¢
Co
P3 Py
X
P4 PZ
] &

Trobem aquests punts analiticament, resolent el sistema format
per les seves equacions,
3.x2-y2-6x+4y -28=0 (1)
x2-y2-2x+4y+42=0" (2)
Fent la diferéncia (1)-(2) podrem eliminar la y. Ens quedara
2x2-4x-70=0 , x2-2x-35=0 que té€ per arrels x3=7 i x9=-5
També podem eliminar la x fent (1)-3.(2), que ens donara
2y2-8y-154=0, y2-4y-77=0. Resolent-la tindriem y;=11 i ya=-7
Combinant els possibles valors de x i de y queden les solucions
[P1(7.11)] [P2(7,-7)] [Pa(-5.11)] [P4(-5,-7)].

66. Siguin la circumferéncia de centre C(-1,1) i radi r=5, i la
hipérbola d'equacié y=(x+13)/(x+1). Escriu-les en forma polinémica i
calcula els seus punts d'interseccio.
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Solucié. Si representéssim la circumferéncia c¢; de centre i radi

els donats, i després dibuixéssim la hipérbola cg que té
d'asimptotes y=1 i x=-1, veuriem que tindriem quatre punts de tall.
La figura seria similar a la segiient:

Trobem aquests quatre punts analiticament, és a dir, resolent el

sistema format per les equacions de les coniques.

Com que l'equacié d'una circumferéncia de centre C(a,b) i radi r

ve donada per (x-a)2+(y-b)2=r2, tindrem

(x+1)2+(y-1)2=52 , x2+2x+1+y2-2y+1-25=0
Ordenant, [x2+y2+2x-2y-23=0] (1).

D'altra banda, en la hipérbola y=(x+13)/(x+1) tindrem
(x+1).y=x+13 , xy+y-x-13=0 , |x.y-x+y-13=0| (2)
Haurem de resoldre el sistema

x2y2+  2x-2y-23=0 (1)
X.y-X +y-13=0 (2)

Si multipliquem la 2a equaci6 per 2 i la sumem amb la la,
2.2)+(1): x2+42.x.y+y2-49=0 , (x+y)2=49 , x+y=t\49
Resulten dues possibilitats,

a) X+y=+7 , (3) b) x+y=-7 , @)

PRIMERA POSSIBILITAT. Substituint (3) en (2),
x.(7-x)-x+(7-x)-13=0 , 7xx2-x+7-x%x-13=0 , -x2+5x-6=0
Resolent l'equacié x2-5x+6=0, obtenim x;=2 i x9=3.
Per x1=2 tenim y1=7-2=5 i per x2=3 ens queda y2=7-3=4.
Els dos primers punts sén [P1(2,5)] i [P2(3,4)].

SEGONA POSSIBILITAT. Substituint (4) en (2) i fent exactament el

mateix procés, obtenim |£3(-5,-2)| i|P4(-4,-3)I.
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Sistemes no lineals amb tres o més incognites

67. Dos mercaders anaven a vendre els seus productes que, en
total, eren 175. Un d'ells portava més productes que l'altre pero,
com que els venia més barats, hagués fet la mateixa quantitat de
diners amb la venda en el cas que tots dos ho haguessin venut tot. El
primer diu al segon:

«Si jo vengués els meus productes al teu preu faria 18900 PTA i, en
canvi, si tu venguessis els teus al meu preu només faries 8400 PTA».

Quants productes va vendre cada un d'ells? I a quin preu?

Solucié. Llegint l'enunciat ens adonem que hi ha en total quatre
incognites que les simbolitzem per:

Mercader Nomb. prod. Preu unitari
1r nj P1
2n ng P2

Haurem de plantejar quatre equacions:
1) Nombre total de productes: nj+ng=175
2) Haguessin fet la mateixa quantitat de diners: nj.pj=n2.p2
3) Si el 1r ho vengués tot al preu del 2n: n;.p2=18900
4) Si el 2n ho vengués tot al preu del 1r: ny.p1=8400

El sistema resultant és
ni+no=1 75 (1)
np.pi=n2.p2  (2)
n;.ps=18900 (3)
o.p 1=8400 (4)

Eliminarem p; i po-entre les tres ultimes equacions. Aillant p; i
p2 en (4) i (3), respectivament,
p1=8400/ng p2=18900/n;
Substituint en (2),
ni.8400/n92=n2.18900/njy , 84.(n1)2=189.(n2)2 , 4.(n1)2=9.(n2)2
Traient l'arrel quadrada de cada membre, 2.n1=3.n2.

Hem pres unicament el valor positiu de l'arrel perqué n;>0 i
ng>0. Ens queda, per tant, el sistema d'equacions lineals,

n; +ny=175 (1)
2.n1-3.n,=0 2)

Multiplicant la (1) per 3 i sumant amb la (2),

5.n1=525 , n1=525/5 , [n;=105 prod.
Substituint en (1), ng=175-105=70 , |ng=70 prod.

Substituint en (4), p1=8400/70=120 , [p1=120 PTA/prod.|
Substituint en (3), pz=18900/105=180 , [p2=180 Pta/prod.|.
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68. L'empresari d'una granja té gallines per criar i una certa
quantitat de pinso que li durara un temps ja previst. El granger es
pregunta: .

«Si només venc 75 gallines, les reserves de pinso em duraran 20
dies més dels previstos, mentre que si compro 100 gallines les
reserves de pinso em duraran 15 dies menys dels previstos».

Quantes gallines té actualment? Quin és el nombre de dies
previstos per a la durada del pinso? Quines sén les racions de pinso?

Solucié. Sigui g el nombre de gallines que té actualment, d el
nombre de dies previstos per a la durada del pinso i p les racions
totals’ de pinso, entenent per racié la quantitat de pinso que menja
cada gallina en un dia. '

Podem esquematitzar el problema a la figura segtient,
Racions totals de pinso (p)

. /

Plantegem tres equacions per poder resoldre el sistema.

1) Actualment com que es necessiten g racions/dia i s'ha previst
que en d dies es menjaran les p racions totals, tindrem .

2) Si ven 75 gallines diu que les podra alimentar 20 dies més,
fent servir el mateix pinso. Per tant, |(g-75).(d+20)=p].

3) De manera similar, si en compra 100 diu que el pinso li
durara 15 dies menys. En conseqiiéncia, [(g+100).(d—15).=p].

Ens queda, aixi, el sistema
{ g.d=p (1)
(g-75).(d+20)=p (2)
(g+100).(d-15)=p (3)

Substituint la p de (1) en (2) i (3), i operant i simplificant,
g.d+20g-75d-1500=g.d = 4g -15d=300 (2
g.d-15g+100d-1500=g.d -3g+20d=300 (3

Resolent aquest sistema i després substituint la g i la d en p,
obtenim la soluci6 del problema:

|g=300 gallines] [d=60 dies] [p=1.800 racions|.




SISTEMES D'EQUACIONS 105

69. Hem calculat els preus creixents P;, P i P3 d'un objecte
durant tres anys consecutius Perqué el model economic en estudi
sigui compatible s'ha de complir que la suma de preus, la suma de
tots els productes binaris de preus i el producte de preus siguin
respectivament igual a 9, 23 i 15. Quins sén els tres preus?

Solucié. Com que la suma de preus ha de ser 9, tenim
P1+P2+P3=9. Quant a la suma de tots els productes binaris,
observem que tenim P;.P2+P;.P3+P2.P3=23. Finalment, el producte
dels tres preus ha de valdre 15, aixé és, P;.Pg.P3=15. Ens ha
resultat el sistema

P1+Po+P3=9 (1)
PI.P2+P1.P3+P2.P3=23 2)
P1.P5.P3=15 3

Per resoldre aquest sistema no lineal, podem comencar traient
factor comu P; en (2), Py.(P2+P3)+P2.P3=23.

Peré com que de (1), Pa+P3=9-P;, substituint en l'equaci6
anterior ens quedara Pp.(9-P1)+P2.P3=23.

Si multipliquem ara aquesta tultima equacié per Pj, obtindrem
(P1)2.(9-P1)+P1.P2.P3=23.P; i podrem substituir per l'equacié (3), i
obtenir una equacié polinémica de tercer grau:

(P1)2.(9-P1)+15=23.P; , 9.(P1)2-(P;)3+15-23.P1=0

Ordenant i canviant signes, |(P1)3 - 9.(P)2 + 23.P; -15=0] (4)

Observem que els coeficients, que es van alternant de signe, sén
precisament els termes independents del sistema inicial.

Aix0 passa sempre. Per exemple, en l'equacié x3-9x2+26x-24=0,
que té per arrels 2, 31 4, la suma de les tres arrels és 9, la de
productes binaris 26, i el producte, 24.

Resolem l'equaci6 (4) veient que P1=1 és una arrel,

1 -9 23 -15
Dy 1 -8 15
1 -8 15 (0 (P1)2-8.P1+15=0 , P;=3, P;=5

Per la simetria del problema, si en lloc de trobar l'equacié de
tercer grau en P; ho haguéssim fet per Pg i P3, haurien resultat les
mateixes arrels.

Com que s'especifica en l'enunciat que els preus sén creixents,
per P; agafarem el preu més petit, Py el mitja i P3 el gran:

[P1=1]  [P2=3] [Ps=5]

Comprovarem que la suma és A=1+3+5=9, la suma de productes
binaris B=1.3+1.5+3.5=3+5+15=23 i el producte C=1.3.5=15.
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70. Un estudiant d'Empresarials s'ha oblidat del namero del seu
carnet d'identitat, peré sap que consta de quatre parelles diferents
de xifres. Si restem una certa quantitat al primer parell, o si la
sumem al segon parell, o si multipliquem la tercera parella de xifres
per aquesta quantitat o, finalment, si dividim l'altima parella per
aquesta quantitat, sempre ens déna el mateix valor. Sabent que les
dues ultimes parelles formen l'any en qué va néixer, quin és el
numero del DNI? Quin any va néixer l'estudiant?

Solucié. Siguin x, y, z i t les quatre parelles de xifres que formen
el namero del carnet d'identitat, sigui m la quantitat desconeguda
que ens serveix per a operar i sigui finalment k el resultat de les
operacions anteriors, que sempre és igual.

Si ens fixem que les ultimes xifres han de formar I'any en qué va
néixer l'estudiant d'Empresarials, que ha de ser logicament un any
del segle XX i que comenc¢a per 19, veurem que z=19.

En resum, podem'plantejar el sistema d'equacions segtient:

x-m=k (1)
y+m=k (2)
19.m=k. (3)
t/m=k (4)
Substituint (3) en (1), (2) i (4),
x-m=19m , y+m=19m , t/m=19m

Es a dir, la solucié ens queda en funcié del valor m,
[x=20m| [y=18m| [z=19] [t=19m2]|

Ara bé, hi ha una altra dada en el problema que potser ens ha
passat desapercebuda: “el DNI consta de quatre parelles diferents
de xifres”. Provem pels diferents valors de m.

Per m=1 tindriem el DNI 20-18-19-19, que no és valid per tenir
dues xifres iguals. Per m=2, DNI=40-36-19-76, possible. Per m=3,

DNI=60-54-19-171, que no val perqué 171 no és un ntmero de
dues xifres.

En resum, [DNI=40-36-19-76] [Any de naixement=1976].

71. Calcula I'tnic punt que estigui simultaniament en les tres
esferes de l'espai, realitzant la resolucié del sistema d'equacions no
lineals, si les esferes son expressades en forma matricial XeAeX'=0,
XeBeX'=0 i XeCeX'=0, on X=(xy z 1) i

100-3 (170 0 -7 1 00-12
010-4 01 0-12| |, 0 10 5
= , B= =

A=l001-1 00 1 -1 1 C=l 5 01 -1
3-4-11 -7-12-1169 212 5-1 1
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Solucié. Posem les equacions de les esferes en la seva forma
implicita, realitzant el producte de les matrius,

100-3\(X x-3

- -4
rwetxy s NS L0 etxy 2y T oo
-3-4-11/1\1 -3x-4y-z+1

Multiplicant,
x(x-3)+y(y-4)+z(z-1)+1(-3x-4y-z+1)=0
x2-3x+y2-4y+z2-z-3x-4y-z+1=0

Simplificant, [x2+y2+22-6x-8y-2z+1=0| (1)

Podriem fer el mateix amb els altres productes matricials, pero
es poden deduir directament de la matriu observant que els
coeficients del termes de primer grau s6n precisament el doble
dels termes aj4, a24 i ag4 i que el terme independent és el ag4. Aixi,
obtindrem

[x2+y2+22-14x-24y-22-169=0| (1) [x2+y2+22-24x+10y-2z+1=0] (2)

Resolem el sistema {(1),(2),(3)} restant a la la equaci6 la 2a i
després la 3a perqué se'ns anul-lin els termes de segon grau,
8x+16y-168=0 = x+2y=21 (1"
18x-18y+0=0 ' x-y=0 29

De (2') resulta y=x, que substituida en (1') déna x+2x=21 ,

3x=21 , i també, com que s6n iguals,
Substituint en (1), 49+49+2z2-42-56-2z+1=0 , x2-2z+1=0 |,
(z-1)2=0 , z-1=0 , |z=1

- L'tinic punt de tall de les tres esferes és |P(7,7,1)|.

72. Siguin les dues quadriques (x/15)2+(y/20)2=13z (paraboloide
el-liptic) i (x/18)2-(y/45)2=z (paraboloide hiperbdlic). Escriu les
equacions de la seva corba intersecci6, en el primer octant on x>0,
y>0 i 2>0, posant com a parametre z=t2. Quin sera el punt de tall
d'aquesta corba amb el pla donat per 2x+3y+4z-121=0?

Solucib. Arreglem primer les equacions de les dues primeres
- superficies, reduint a comt denominador:

la EQUACIO. (x2/225)+(y2/400)=13z , 400x2+225y2=1170000z
Simplificant per 25, 16.x2+9.y2=46800.z (1)

2a EQUACIO. (x2/324)-(y2/2025)=z , 2025x2-324y2=656100z
Simplificant per 81, 25.x2-4.y2=8100.z (2)
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Ens queda el sistema
16.x2+9.y2=46800.z (1)
25.x2-4.y?2= 8100.z (2)

Aquest sistema es pot transformar en lineal fent el canvi de
variable x2=u i y2=v. A més, com que consta de dues equacions i
tres incognites, el sistema queda indeterminat i podem posar com
a parametre z=t2, E] sistema quedara

{16;u+9.v=46800.t2 (19
25.u -4.v= 8100.t2 (2)

Resolent-lo per. qualsevol dels métodes coneguts arribem a la
solucié u=900.t2 i v=3600.t2

Desfent el canvi, x=\u i y=\/;. La soluci6 és

[x=30.t] [y=60.t] [z=t2
Aquestes equacions representen una corba de l'espai, que és la
interseccié de les dues quadriques.

Encara que no és necessari fer la grafica, dibuixem les tres
superficies donades per visualitzar el problema. El sistema format
per les seves equacions equivaldra a trobar els punts en qué es
tallen les tres superficies anteriors.

z z
e
Y
Y
X
Paraboloide %7 Paraboloide
el-liptic hiperbdlic. Pla

A més, la cdrba resultant de la intersecci6 amb els dos
paraboloides, I'hem de tallar amb el pla 2x+3y+4z-121=0 (3).

Cal plantejar, doncs, el sistema format per la corba i el pla.
Substituint les equacions de la corba en (3),

2.30.t+3.60.t+4.t2-121=0 , 4.t2+240.t-121=0 (4)
Resolent l'equacié de segon grau,
_ -2404v240%-4.4.(-121) _ -2404Y59536 _ -240+244
2.4 8 8

Hem de prendre necessariament el signe positiu, perqué si t fos
negatiu també ho serien x i y, i aixéd no pot ser ja que som en
l'octant positiu. Per tant, t=(-240+244)/8=4/8=0'5.

Llavors tindrem x=30.0'5=15 , y=60.0'56=30 , z=0'52=0'25
El punt de tall demanat és [P(15, 30, 0'25)].

t
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Sistemes amb equacions diofantiques

73. Al mercat hem gastat 500 PTA per comprar 100 unitats de tres
classes de fruita: melons (50PTA/unit.), pomes (10PTA/unit.) i cireres
(1IPTA/unit.). Quantes fruites hem comprat de cada classe?

Soluci6. Plantegem el sistema d'equacions diofantiques, fent
préviament la factura de la compra,

Fruita Preu nit: Cost
Melons 50 b 50.x
Pomes 10 y 10.y
Cireres 1 z : l.z
Total: 100 unit 500 pTA

El sistema sera clarament el segiient:
x +y+z=100 (1)
50.x+10.y+z=500 (2)
Restant ambdues equacions, podrem eliminar la z,
49.x+9.y=400 , 9.y=400-49.x , y=(400-49.x)/9
Fem una taula de valors que relacionin la x amb la y,

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y 39 335 28'1 22'6 17'2 11'7 6'3 0'8 -4'5

Els sistemes diofantics sén aquells que tenen més incognites
que equacions, i el sistema quedaria indeterminat si no fos que

s'exigeix una condicié suplementaria: que les solucions han de ser
nombres naturals o enters.

Veiem que l'inica solucié possible és x=1 i y=39, perqué han de
ser nombres naturals. Substituint en (1), 1+39+z=100 , z=60.

Concloem que hem comprat

|1 meﬂ, 139 pomgl i @cirergl.

74. El conjunt d'animals d'un afeccionat a la zoologia esta format
per aranyes, escarabats, rates, ocells i serps. Se sap que en total hi ha
42 caps, 270 potes, que el nombre d'animals petits és el quadrat del
d'animals grossos i, finalment, que el nombre d'animals que tenen
plomes és el doble dels animals que tenen escames. Quants animals
de cada classe hi ha en la seva col-lecci6?

Soluci6é. Posem primer les lletres que assignarem a les cinc
incognites, que seran la quantitat d'animals de cada classe. Posem a
cada incognita la inicial de I'animal que representa.

Aranyes: a Escarabats: e Rates:r Ocells:o Serps:s
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Llegim l'enunciat i plantegem les equacions:

1) Com que cada animal té un cap, tindrem [a+e+r+o+s=42|.

2) Si recordem que les aranyes tenen 8 potes, els escarabats 6,
les rates 4, els ocells 2 i les serps O, podrem plantejar l'equaci6

8.a+6.e+4.r+2.0+0.s=270. Simplificant, [4.a+3.e+2.r4+0=135|.

3) Considerem com a animals petits les aranyes i els escarabats i
com a grossos les rates, els ocells i les serps. Com que el nombre
dels primers ha de ser el quadrat del dels altres, . '

4) Finalment, els animals que tenen plomes sén els ocells i els

que tenen escames son les serps. De l'enunciat resulta [0=2.s|.
El sistema d'equacions ens quedara

a+e+r+o+s=42 (1)

4.a+3.e+2.r+0=135 (2)
a+e=(r+o+s)? (3)
0=2.8 (4)

Si ens fixem en les equacions (1) i (3) veiem que es pot
transformar en un sistema de dues equacions amb dues incognites,
ja que si anomenem p=a+e i g=r+o+s, que sén precisament el
nombre d'animals petits i grossos, tindrem

p+g=42 (1)
p=g2 3

Substituint (3) en (1), ens queda l'equaci6é de segon grau

g24g-42=0 que té per arrels g=6 i g=-7

La segona solucié no és valida, perqué el nombre d'animals
grossos ha de ser un nombre natural. '

Per tant, i, en conseqiiéncia, resultara [p=36.

Si prenem les dues equacions que no hem fet servir, juntament
amb aquestes dues 1iltimes, tindrem el nou sistema,

4.a+3.e+2.r+0=135 (1)

0=2.s 29
r+0+s=6 (3
a+e=36 : 4)

Com podem veure és un sistema d'equacions lineals que té
quatre equacions i cinc incognites i queda indeterminat. Perd hi ha
una condicié més: les incognites han de ser nombres naturals:
1,2,3,.... Per aixd s'anomena sistema d'equacions diofantiques.

Substituint (2') en (3, r+2.s+s=6 , r+3.s=6 , r=6-3.s.
Si donem valors a s veurem que ltinica solucié possible és s=1 i
r=3, perqué pels altres valors no ens queden naturals.

Substituint en (2'), 0=2.s=2.1=2. Substituint després en (1')
tindrem 4.a+3.e+2.3+2=135 , 4.a+3.e+8=135 , 4.a+3.e=127.
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Amb aquesta nova equacié i amb la (4) ens queda el sistema
4.a+3.e=127 (1)
a +e=36 (4)

Multiplicant la 2a equaci6 per (-3) i sumant-la amb la la tindrem
a=-3.36+127 , a=19. Substituint en (4'), e=36-19 , e=17
Finalment, el nombre d'animals de cada classe és

| 19 aranyes| |17 escarabats| [3rates| [2 ocells| [1 serp].

75. En el seu llibre de profecies i encanteris, el mag Merli
reflexionava sobre un famés descobriment que tindria lloc un
mil-lenni després i que acabava de desxifrar en la plana de l'esquerra
on tenia el dit que li servia de punt.

«Que curidésl, es deia, «precisament aquest numero de pagina és
I'any en qué estic vivint. A més, si sumés tots els numeros de les
pagines des del comencament fins a aquesta pagina, donaria
exactament el mateix que si sumés totes les restants».

Entre quines pagines tenia el dit? Quantes pagines tenia el llibre?
De quin descobriment es tractava?

Solucié. En aquest problema no ens donen cap dada. Haurem de
fer-ho amb els métodes del mag Merli!

Fem un esquema per aclarir idees:

PAGINES A L'ESQUERRA DIt PAGINES A LA DRETA

NUMEROS: 1,2,3,...m m+1l, m+2, ..., n
SUMA: 1+2+3+...+m (m+1)+(m+2)+...4n

Es clar que tant m com n han de ser nombres parells perqué sén
les pagines de darrere. Trobem les dues sumes anteriors,

S1=1+2+43+...+m So=(m+1)+(m+2)+...+n

Per a la suma S; podem observar que es tracta de la suma de m
termes d'una progressi6 aritmética, que és expressada per la
férmula

Si=(ai+am).m/2=(1+m).m/2

Per trobar Sg podriem procedir de la mateixa manera, perd és
més clar si trobem, en lloc de Sg, la suma total S de les n pagines
del llibre,

S=(1+n).n/2

Ara b€, com que S1=S3 i en ser S1+S2=S, voldra dir que S=2.S;.
Substituint,
(1+n).n/2=2.(1+m).m/2 , (1+n).n=2.(1+m).m
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Ens ha quedat l'equaci6 diofantica [n.(n+1)=2.m.(m+1)], on min
s6n nombres naturals parells.

Per resoldre l'equaci6é anterior podriem anar provant per tanteig
les possibles solucions, perdé és un procés una mica llarg. Un
possible métode de resoluci6 és fer un programa en BASIC... i que
treballi l'ordinador!:

10 FOR M=1 TO 2000 50 N=(R-1)/2

20 Q=8*M*(M+1)+1 55 PRINT "M=";M;"N=";N
30 R=SQRI(Q) 60 STOP

35 PRINT M;R 80 NEXT M

40 IF INT(R)=R THEN 50 ELSE 80 90 END

Anem obtenint les solucions (2, 3}, (14, 20), (84, 119) que hem
de rebutjar perqué a la primera i la tercera la n és imparell i a la
segona el 14 no és l'any en qué va viure Merli (és un mag llegendari
ambientat en el segle V, dins les sagues britaniques del rei Artur).

Pocs segons més han de passar per obtenir la solucié correcta
(492, 696) i ja no se n'obté cap més. Per tant, el mag Merli tenia el
dit entre les planes 492 i 493, i el nombre de planes del llibre era
de 696. ‘

L'any en qué aixd passava era el 492 i el descobriment... quin
haver de ser sin6 el de l'any 1492, el descobriment d'Ameérical
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f) PROBLEMES PROPOSATS
3.1 SISTEMES D'EQUACIONS LINEALS

Sistemes classics de dues equacions lineals

Resol pel métode de substituci6 els sistemes segiients, posant-los
préviament en la seva forma canénica:

4x-y=3.(x-2+y) _ _

) { 18X+15y=2,(x_2y_6'5) Sol. x=-2 y=1
(3x/8)-(2y/5)=5 o

7 { (x/2)+3y=95 Sol. x=40 y=25

Pel métode classic d'igualacié resol aquests sistemes d'equacions
lineals, posant-los préviament en la seva forma candnica:

Gebl)/y = 1/4 Sol. x=5 y=24

78\ x/ty+1) = 1/5

79. { 5.(x-y)=4x-1 Sol. x=-6 y=-1

14.(x-2y-83)=15x+8y

Posant primer el sistema d'equacions en la seva forma candnica,
troba la solucié de cada un d'ells pel métode classic d'eliminacio (o
reduccid) en els exercicis segiients:

(2x-3)/4 - (y-8)/5 = {y+3)/4 _ _
80. x-7)/3 + (4y+1)/11 = 3 Sol. x=7 y=8
(x+y)/2 - (x-y)/3 = 11 - -
81. x=(2y/5) + 12 Sol. x=16 y=10

Planteja per mitja d'un sistema de dues equaéions lineals amb dues
incognites i resol per algun meétode classic els problemes segiients:

82. Troba una fraccié sabent que si augmentem el numerador en
dues unitats i el denominador en una, obtenim una meitat, mentre
que si augmentem el numerador en una unitat i disminuim el
denominador en dues, obtenim tres cinquens.

Sol. (x+2)/(y+1)=1/2 , x+1)/(y-2)=3/5 , x=2 , y=7 , F=2/7.
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83. Cinc quaderns i vuit llapis costen 115 PTA, perd tres quaderns
i set llapis costen 80 PTA. Quant valdran quatre quaderns i nou llapis?

Sol. 5x+8y=115 , 3x+7y=80 , x=15 , y=5 , P=105 PTA.

84. Un empresari vol gratificar els seus empleats repartint una
.certa quantitat de diners. Si donés 5.000 PTA a cadascu li sobrarien
2.500 PTA, mentre que si volgués donar 5.500 PTA li faltarien 1.000
PTA. Quin és el nombre d'empleats? Quina és la quantitat que s'ha de
repartir? :

Sol. 5000x+2500=y , 5500x-1000=y , x=7 emp. , y=37500 PTA.

85. Preguntant a una familia quants fills i filles té, ens respon el
més petit: «Tinc tantes germanes com germans». Després, la més
gran afegeix: «La veritat és que jo tinc el doble de germans que de
germanes». De quants fills i filles consta aquesta familia?

Sol. x-1=y , x=2(y-1) , x=4 fills , y=3 filles.

Sistemes classics de tres equacions lineals

Resol els sistemes segiients per qualsevol del tres métodes
classics, posant-los préviament en forma canoénica:

[ (x+3y)/(2y-2)=9/5
86. { (3y-22)/(x+2y)=8/7 Sol. x=-3z y=-2z
\ (x+52)/(7y+232)=2/9

(x+2)/15 - (y-1)/21 + (z+8)/105 = 9/35
87.{ 5y/4 + 4x/3 =z +5/6 Sol. x=1 y=2 z=3
By+1)/7 - x/14 + 1/6 = 2x/21 + z/3

88. En una granja d'avicultura preparen un pinso constituit per una
mescla de blat, civada i ordi. El pinso de classe superior, que consta
de 3 kg de blat, 2 de civada i 1 d'ordi, resulta valer 868 PTA/kg. El
de classe mitjana, format per 1kg de blat, 3 de civada i 2 d'ordi, val
830'50 pra/kg. El de classe inferior, integrat per 2 kg de blat, 1 de
civada i 3 d'ordi, té un preu de 812'5 PTA/kg. Quin és el preu per
quilo del blat, la civada i l'ordi?

Sol. (3x+2y+2)/6=868 ,... , x=912 (b), y=873 (c), z=726 (0).
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Rang de les matrius i tipus de solucions

89. Resolent els sistemes segilients pel meétode d'eliminacio,
després de passar-los a la seva forma canoénica, digues si es tracta

d'un sistema compatible determinat, compatible indeterminat o bé
incompatible:

a) [X+3y=4 b) {2x y=5 9 {3x=2y+3
2x-1=y 2y=7+4x x- 2y/3 =1

q) [x+3)/4=(2y-1)/6 o {2 .(x+3)=7+y f [x+2-(y-2)/3=5
3x-2=4y 7=x - 2.(y-4) 3.(x-2)=1+y

Sol. C.Det.:a)ie). C.Ind.:c)if). Incomp.:b)id).

90. Resol, si és possible, els dos sistemes segilients pel métode de
substituci6, indicant el tipus de solucié. Després calcula els rangs de
la matriu dels coeficients i de la matriu ampliada:

2x+3y-4z=1 x+7y+5z=-22
a) {3x-y+2z=-2 b) (x-9y-112=26
5x-9y+14z=3 X-y-3z=2

Sol. a) Incomp. Cap solucié , p(A)=2, p(M)=3
~ b) C. Indet. Inf. soluc. x=2z-1, y=-z-3, p(A)=2, p(M)=2.

91. Escriu en forma matricial els sistemes segiients. Fes la seva
resolucié per algun dels métodes classics de substitucio, igualaci6 o
eliminacié, indicant el tipus de soluci6:

2x-y+2z=-8 3x-2y=1 ’4x+2y-6z+t=10
a) {x+2y-32z=9 b) {4x+3y=41 c) {3x-y-9z-t=7
3x-y-4z=3 - 6x+2y=23 \7x+y- 11z-t=13

Sol. a) x=-1, y=2, z=-2. Comp. Det. b) Cap soluci6. S. Incomp.
c) x=7t/10, y=2-23t/20, z=-1+t/4. S. C. Indet.

92. Pel métode de substituci6, resol el sistema segiient trobant la
seva soluci6. Com s'anomena aquest sistema? Quant val el rang de la
matriu dels coeficients? I el de la matriu ampliada? El sistema
d'equacions lineals és:

’3x+6y+8z+t=8

\’éﬁyﬁ%ﬁigé Sol. x=2, y=1/5, z=0, t=4/5 p=4 C. Det.

2x+2y+22-3t=2
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Discussi6é d'un sistema. Teorema de Rouché

93. Estudiant per mitja de determinants els rangs de la matriu
dels coeficients i de la matriu ampliada, comprova que els tres
sistemes segilients tenen el mateix tipus de solucié. Troba-les
després aplicant el métode classic d'eliminaci6:

xX+2y+2z=4 2x+y=2 ’2x-3y+52=4
a) {3x-y+4z=25 b) {z-4y=0 ) {3x+2y+2z=3

3x+2y-z=-4 4x+2=6 \4x+y—4z=-6
Sol. p(A)=p(M)=3 Comp. Det. a) x=2, y=-3, z=4

b) x=1/2, y=1, z=4 c) x=-1/3, y=2/3, z=4/3.

94. Aplicant determinants, calcula els rangs de la matriu dels
coeficients i de la matriu ampliada. Analitza després aquests rangs, i
tenint en compte el teorema de Rouché indica el tipus de solucié de
qué es tracta. Troba-la després pel métode de substitucié. Els
sistemes que s'’han d'estudiar sén:

2x-3y+2=0 x+2y+3z=2 X+y+z=4
a) {x+5y-3z=3 b) {2x+4y+z=-1 c) {2x-4y+11z=-7
5x+12y-8z=9 3x+6y+5z=2 4x+6y+z=21

Sol. p(A)=2, p(M)=2 _
a) x=(4z+9)/13, y=(7z+6)/13
b) x=-1-2y, z=1
c) x=(3-52)/2, y=(5+32)/2.

95. Per a aquests quatre sistemes calcula per determinants els
rangs de la matriu dels coeficients i de la matriu ampliada i aplica a
continuacio el teorema de Rouché, indicant el tipus de solucions i els
graus de llibertat en cas que hi hagi infinites solucions. Troba-les per
algun meétode classic:

x-3y+11=0 x-2y=8

a) { 3x+2y-33=0 b) { 3x+y=3
2x-3y+4=0 -X+10y=32

o) 2x-y+3z=8 d) -x+2y-3z=4
x+3y-2z+3=0 2x-4y+6z+8=0

Sol. a) p(A)=p(M)=2 C. Det. x=7, y=6
b) p(A)=2, p(M)=3 Incomp.
¢) plA)=p(M)=2 C. Ind. d=1, x=3-z, y=-2+z
d) p(A)=pM)=1 C. Ind. d=2 , x=-4+2y-3z.
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96. Calcula els rangs p(A) i p(M) en els sistemes seglients i, sense
resoldre'ls, indica el tipus de solucié i els graus de llibertat, aplicant
el teorema de Rouché:

x-by-z+w=6 2x-5y+3z+w=7 2x-y-2z+3w=-1
x+3z+2w=-10 - b) 3x-2y+4z-3w=-1 ) 3x+2y+4z-w=5
2x+3y+3w=1 x+3y+z-4w=-8 2x+4y+z-5w=-7
3x-2y-z-4w=7 4x+y+52z-7Tw=-9 4x-3y+2z+w=8

Sol. a) p(A)=p(M)=3 S. C. Det. d=1, b) p(A)=p(M)=2 S. C. Ind.
d=2. c) p(A)=pM)=4 S. C. Det. d=0.

Sistemes quadrats, quadrables i de Cramer

97. Emprant el rang de la matriu dels coeficients i el de
l'ampliada, trobat per determinants, fes que siguin quadrables els
tres sistemes segtients. Resol per substitucié el que sigui compatible
determinat. Quins sén els graus de llibertat en cada cas?

3x+8y+4z=2 2x-5y+3z=4 3x-y+2z=-6
a) 2x-9y-3z=4 b) 5x+y-4z=9 o) [4x+2y+3z=9
X+7y+2z=3 3x+6y-7z=5 7x+y+5z=3
4x+6y+3z=5 7x-4y-z=13 x+3y+z=8
Sol. a) p(A)=8 m=4, p(M)=3 Comp. det, d=0
x=2, y=1, z=-3.

b) p(A)=2 m=4, pM)=2 C. indet. d=1.
c) p(A)=8 m=4, p(M)=4 Inc.

Resolucio de sistemes per la matriu inversa

Per als sistemes segiients comprova que tots ells sén compatible
determinats, calcula després la matriu inversa dels coeficients i resol
el sistema per mitja d'aquesta matriu:

X+2y+3z=1 1-32 x=2
98. | 2x+4y+5z=-1 Sol. Al=(.33-1 y=-5
3x+5y+6z=-1 2-10 z=3

’2x+3y+4z=6 -10 4 9 f x=1
99. ! 4x+3y+z=14 Sol. A'l=% 15 -4 -14 y=4
\x+2y+4z=1 -5 1 6 \\z=-2
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En aquests sistemes quadrats compatibles determinats de quatre
equacions lineals, calcula la matriu inversa de la matriu dels
coeficients i després resol el sistema:

3x+4y+2z+7t=-2 -1 11 7 -26 x=-3
oo | BOSISAE, so g T 08) (v

2x+3y+2z+3t=-1 1 -1 -1 2 t=1

’x+y+z+t=5 2 16 -6 4 %=5
o \BRESS, s B0 803 (0

3x-4y-5z+8t=38 4 -13 6 -1 t=2

Resolucio de sistemes per la regla de Cramer

Donats els sistemes d'equacions lineals segiients, aplica la regla de
Cramer per trobar la seva solucié:

(3+1).x+(7+51).y=13+39i CARAS e Bad o0l
102. (C2+41) 3+ (5+31).y=-13+39i Sol. IAI,_46 4i, x=5+, y=2+3i
2x+y-z=3
103. { x+y+z=1 Sol. 1Al=5, x=2, y=-1, z=0
x-2y-3z=4
104. { 3x+5y=9z+2 Sol. 1A1=6 , x=4, y=7, z=5

6y+1=2x+7z

2x+y+5z+t=H |
x+y-3z-4t=-1 _ _ } o
3x+6y-2z+t=8 Sol. 1Al=-120 , x=2, y=1/5, z=0, t=4/5

2x+2y+22-3t=2

{ 7x+82=5+9y

106. Posa en primer lloc el sistema d'equacion's en la forma
candnica i després troba el determinant dels coeficients. Calcula la
seva solucié aplicant la regla de Cramer:

Syl _6z.x,9 Bx, 42-y+5 Sxtl.z,l-22.%
4 5 2 5 4 7 14 6 21 3
Sol. 10x+15y-24z=41, 15x-12y+16z=10, 18x-14y-7z=-13

1A1=8831, x=2, y=3, z=1.
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107. Emprant la regla de Cramer, troba.les quantitats qj, q2, q3 i
q4, mesurades en kilograms, que s'han de mesclar de quatre
productes diferents per fabricar una determinada peca, sabent que
es verifiquen les quatre relacions:

(1a): q1+q2+q3+qa=10, (2a): 2q1-q2-93+q4=2
(3a): 3q1+2q2+q3-2q4=7  (4a): 3q2+2q4=12.

Sol. 1A1=45, q1=q2=2 kg, q3=q4=3 kg.

Métode de reduccié de Gauss

Estudia pel teorema de Rouché i resol, si és possible, pel métode
de Gauss, els sistemes segiients: '

{x+2y+z=10
108. { 2x-3y-z=0 Sol. C. Det. x=4, y=2, z=2
3x-4y+2z=8 ’

3x-2y+52=7 : ‘
2x+3y-2z=6 Sol.” C. Indet. x=
x+8y-9z=5

11.(3-2) _ 4.(1+42z)

1
09 13 13

X+2y+2z-3t=6
2x+y-z+t=-4
3x-y-z+2t=0
2x+3y+z+4t=-5

-<
‘{
'{

110 Sol. C. Det. x=1, y=-2, z=3, t=-1

2x-y+z-2t=2
x+2y-z+t=-3
3x+4y-3z-t=1

111 Sol. Incompatible

3x-2y+4z-5u=6

4x+5y-2z+3u=2 : _34-16z+19u  ,,_ -18+222z-29u
x+7y-6z+8u=-4 Sol. C.1.x 23 4 23
7x+3y+22z-2u=8

112

2x+2y-z+t-u=1
113.{ x-3y+2z+t+4u=2 Sol. C. Ind. {
8y-5z-t-9u=-3

x=(7-z-5t-5u)/8
y=(-3+5z+t+9u)/8

2x+y-z-t+u=1

114, | X y+z+t-2u=0 Ind. x=(1+u)/3

14 Zx+gy-gz-g€+z;u=§ Sol. C. Ind y=(1+32z+3t-5u}/3
x+5y-52z-5t+7u=
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Planteja el sistema donat pels enunciats segiients, posa'l en forma
canonica i troba la seva solucié aplicant el metode de Gauss:

115. En l'analisi de la demanda Qp=a-b.P i l'oferta Qs=-c+d.P, on P
és el preuia, b, ¢, i dsén parametres positius, s'arriba a l'equilibri
quan les dues quantitats sén iguals, Qp=Qs. Expressa aquestes tres
equacions en un sistema de forma canoénica i troba després la seva
solucié. Aplica-ho després al cas Qp=1231-19.P i Qs=-1163+23.P.

Sol. P=(a+c)/(b+d)=57 , Qp=Qs=(ad-bc)/(b+d)=148.

116. Sigui el model de determinacié d'ingressos simplificat
Y=C+I+G, on Y representa els ingressos, C el consum, I les inversions
i G les despeses. Sabem que el consum depén linealment en la forma
C=a+b.(Y-T), on T representa les taxes, i suposem que T=t.Y, essent
a>0, O<b<l1 i O<t<l1.

‘Suposant que I i G sén constants i que el sistema depén només de
les variables Y, C i T, escriu el sistema de tres equacions lineals i
troba la seva solucié. Aplica-ho després al cas particular en qué
1=346.000 PTA, G=529.000 PTA, a=23.000 PTA, b=12% i t=15%.

{1-1).0+G) t.(I+G+a)

Sol. Y=—1+G+a , C_a'*'b (1-t).(  T=

o 1.0 1-b.(1-0) 1-0.(1-0)
Y=1.000.000 pTA, C=125.000 PTA, T=150.000 PTA.

117. Pel cami del mercat i ben carregats de paquets es troben dos
amics, I'Antoni i I'Enric. Aquest ultim, veient que el seu amic
protesta, li diu: «De qué et queixes? Si jo t'agafés un paquet la meva
carrega seria el doble que la teva, mentre que si jo et donés un
paquet la teva carrega seria igual a la mevar. Quants paquets portava
cadasca?

Sol. x=A, y=E, y+1=2.(x-1), y-1=x+1, x=5, y=7.

118. Una empresa d'alimentacié disposa de tres supermercats A, B
i C, on en total treballen 48 dependentes. Es vol reagrupar el
personal de manera que a cada supermercat treballi el mateix
nombre de gent. Per aixo, es fan els canvis segiients:

Del supermercat A es passen al B tantes persones com hi ha en
aquest segon. Després, del B es passen al C tantes dependentes com
hi ha en aquest altim. I, finalment, del C es passa al A tanta gent com
hi ha en aquest A.

Calcula quanta gent treballava inicialment a cada supermercat.

Sol. (x,y.2)—(x-y,2y.2) > (x-y,2y-2,22)—(2x-2y,2y-Z,22-X+Y)
X+y+z=48, 2x-4y+z=0, x+y-32=0, x=22, y=14, z=12.
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119. Els cinc treballadors d'un banc han de realitzar les visites als
seus clients durant els cinc dies feiners de la setmana. L'empleat
més jove fa festa el dilluns, el segon el dimarts, etc. Si sabem que el
dilluns s'han visitat en total 56 clients, el dimarts 54, el dimecres
57, el dijous 58 i el divendres 55, quantes visites ha fet cadasct?

Sol. x+y+z+t=56, x+y+z+u=54,... x=15, y=12, z=13, t=16, u=14.

120. Per a renovar les existéncies d'una fabrica, es disposa de
quatre empreses proveidores A, B, C i D, on anteriorment les
quantitats de génere rebudes de cada empresa eren de x, y, z i t kg,
respectivament. Actualment s'ha disminuit la produccié i s'ha
estudiat que les necessitats de material brut sén d'uns 41.761 kg.

Durant el primer any s’ha demanat el doble d'abans a l'empresa A i
la 3a part a les altres tres empreses. Durant el segon any, el triple a
la B ila 4a part a les altres. Durant el tercer any, el quadruple a la C i
la 5a part a les altres. Durant el quart any, el quintuple a la D i la 6a
part a les altres.

Quina ha estat la disminucié de la demanda del material brut?

Sol. 2x+(y+z+t)/3=41761, 3y+(x+z+t)/4=41761, ...
x=16.367 kg, y=11.236 kg, z=8.703 kg, t=7.142 kg
Do=x+y+z+t=43.448 kg AD=1.687 kg.

Meétode de reduccié de Gauss-Jordan

Estudia per Rouché el tipus de solucions d'aquests sistemes i resol
pel métode de Gauss-Jordan aquells que siguin compatibles:

3x+2y+z=1
121. { -2x+y-2z=-1 Sol. C. Det. x=-1, y=1, z=2.
-X-y+z=2 '

X+3y+z-2t=11

2x+4y+3z+t=5 =3 v=-2. z=4 t=-
122. x+3y+5z+t=12 Sol. C. Det. x=3, y=-2, z=4, t=-5.

2x+4y+7z+5t=1

123. A tres mercats diferents, hi competeixen tres articles
substitutius de preus Pj, P2 i P3 pessetes. Les equacions de les seves
quantitats en l'analisi de l'oferta sén QS;=-8+5.P], QS=-10+3.Py i
QS3=-5+8.P3, mentre que les corresponents quantitats en l'analisi de
la demanda s6n QD;=18-P;+2.P9+P3, QD2=14+2.P1-4.P9+P3 i
QD3=26+P;+Py-3.P3.
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Sabent que les condicions d'equilibri de mercat sén QD=QS, troba
I'equacié del sistema en forma candnica i calcula els tres preus
d'equilibri pel métode de Gauss-Jordan.

Sol. 6.P1-2.P2-P3=26, -2.P1+7.P2-P3=24, -P1-Pg+11.P3=31
P1=7 PTA, P2=6 PTA, P3=4 PTA.

Sistemes homogenis d'equacions lineals

Déna els graus de llibertat i els conjunts solucié dels sistemes
d'equacions lineals homogénies segtients:

x+y+z+t=0
124. { 2x-3y+22z-8t=0 Sol. C. Ind. d=2, x=-z+t, y=-2t

2x+7y+2z+12t=0

’ x-3y+z-4t=0

X'Y'Z'2t=0 = = = =

125. l2x+3y+z-15t=0 Sol. C. Ind. d=1, x=5t, y=t, z=2t
3x-7y-2z-4t=0

x+2y+4z=0

2x+y-2z=0 O v
126. 3x-4y+22=0 Sol. C. Det. d=0, x=y=2=0

5x-3y+z=0

Per mitja del determinant de la matriu dels coeficients, dedueix si
aquest sistema quadrat tindra tnicament la solucié trivial:

4x+2y+3z-t=0

3x-y+t=0 . _ .
127. 9x-3y-72+2t=0 Sol. 1AI=96#0 C. Det., Sol. triv.

-2x-4y+3z+5t=0

128. Per mitja d'enquestes i d'un estudi detallat, una empresa
dedicada a l'estadistica ha emés les conclusions segiients entorn
d'una campanya electoral amb quatre possibles candidats A, B, Ci D:

«Els vots de A seran la meitat de la suma dels altres tres junts, els
del B seran la 3a part de la suma dels altres tres, i el mateix amb els
del C que seran la 4a part, i els del D que seran la 5a part».

Quins serien, segons aquest estudi, els vots de cadascun dels
candidats? Son fiables aquestes conclusions?

Sol. x=(y+z+1)/2, y=(x+z+t)/3, z=(x+y+t)/4, t=(x+y+2)/5
[Al#0 Sol. trivial x=y=z=t=0. No s6n fiables.
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Sistemes d'equacions lineals amb parametres

Pels valors dels parametres que s'indiquen, estudia a partir del
teorema de Rouché els diferents tipus de solucions dels sistemes

amb parametres:

x+(a+2)y+z=a-1 a=-1 1) Incomp.
129. { x+ay+(a-1)z=a-1 a=0 Sol. 2) C. Indet.
(a+1)x+{a+l)y=a-1 a=2° 3) C. Det.
I ax+by+z=1 a=1, b=0 1) Incomp.
133.{ x+a.b.y+z=b a=2, b=1 Sol. 2) C. Det.
\_x+b.y+a.z=1 a=1, b=1 3) C. Indet.
aZ.x+y+z=3 a=-1 1) Incomp.
131.{ x+a2.y+z=4-a a=0 Sol. 2} C. Det.
x+y+a2z=2+a? a=l 3) C. Indet.

Per als sistemes d'equacions lineals segtients, estudia els diferents
tipus de solucions segons els diferents valors dels parametres i, en
cas que el sistema sigui compatible, troba'n la solucié6:

2x+y=1
xX+y-2z=1
3x+y+a.z=b

132,

133.{ 2x-4y+2z=1

5x-11y+9z=a

2x+43y-2z=4
6x+5y-3z=5a
a.x-y+z=2

134.

x-3y-z=1-2a
3x+a.y+z=2-a
a.x+2y+a.z=1

135.

{
{ x-3y+5z=2
|
=

Sol. a=2 b=1 C.I. x=-2z, y=4z+1
a=2 b#1 Inc.; a#2 C.D. x=(2-2b)/(a-2)
y=(a+4b-6)/(a-2), z=(b-1)/(a-2)

Sol. a=4, C. Ind., x=(14z-5)/2

y=(82-3)/2 ; a#4 Inc.
Sol. a#2 C. D., x=-5, y=10a+18, z=15a+20
a=2 C. I, x=(-z+10)/8, y=(3z+2)/4

Sol. a=1 C. Ihd. x=(1-2)/5, y=2x ; a=-4 Inc.
a#l i a#-4 C. Det. x=(-2a2-4a+9)/(2a+8),
y=(a+2)/(a+4), z=(2a2+4a-11)/(2a+8)

136. Les variables Pji, Py, P3 i P4 i el parametre k, que s'ha de
determinar, estan lligades per les equacions P;-2.P2+4P3+2P4=0,
2P1+P2+P3+2P4=0, 2P;+k.P2+P3+P4=0 i 3P;+(k-1).P3-2P3-P4=0.
Calcula el valor que hauria de tenir el parametre k perqué aquest
sistema homogeni de preus tingués solucié diferent de la trivial.

Sol. 1Al=0, k=-1
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1.2 SISTEMES D'EQUACIONS NO LINEALS
Sistemes no lineals amb dues incognites

Resol els sistemes d'equacions no lineals amb dues incognites
seglients:

137.{"3‘Y‘°’=28 Sol. (1, -3), (3, -1)

x-y=4

138. { ’2‘;3’;}’;'1)(’“” Sol. (-1, 1), (4, 11)

139. 22'79;":2854 Sol. (7, 3), (8'4, 2'6)

140. Si 5x2+3y2-20x+6y-69=0 i 2x2+5y2-8x+10y-39=0 s6n les
equacions de dues el-lipses, troba els seus quatre punts d'intersecci6.
Escriu també les matrius d'aquestes coniques i les seves equacions
matricials.

Sol. 5.EQ1-3EQ2=0 P1(6,1), P2(6,-3), P3(-2,1), P4(-2,-3)

5 0 -10 2 0 -4\ (xeasx=0
A4 0 3 3 |,Bf 0 5 5 |.(porom)
-10 3 -69 -4 5 -39

141. Considerem les dues paraboles horitzontals y2-3x-2y-11=0 i
y2-2x-2y-10=0. Calcula els seus punts d'interseccié, fent de dues
maneres diferents el sistema: anul-lant primer les x i després les y.

Sol. a) Aillar x. b) EQ1-EQ2=0. P;(-1,4), Pa(-1,-2).

Sistemes no lineals amb tres incognites

142. Tres variables econdmiques X, y i z positives s6n
determinades pel sistema no lineal segiient:

2xy+4xz+2yz=xyz , -9xy+6xz+12yz=2xyz i 12xy-12xz+9yz=xyz
Calcula el valor d'aquestes tres variables.
Sol. Dividir per xyz, canvi m=1/x, n=1/y, p=1/z, Sist. Lin.
x=6, y=8, z=12.
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143. Dos negociants s'han de trobar en una ciutat durant dos dies
determinats del mes de mar¢. Un d'ells no recorda gaire bé les
dates, per6 sap que fent la suma, la diferéncia, el producte i el
quocient de les dates i després sumant-ho tot s'obté 243.

A més, recorda que aquests nombres naturals estaven situats
simétricament en el full del calendari, quant al comencament i
I'acabament de mes. Quines eren aquestes dues dates?

Sol. (x+y)+x-y)+(x.y)+(x/y)=243, x+y=31+1, x=24, y=8.

144. Tenim tres boles de fusta que, col-locades una a continuacié
de l'altra, ocupen una longitud de 12 cm. Sabem que la quantitat de
pintura que hem necessitat per a decorar tota la seva superficie ha
estat de 175'84 cm?2 i que per a construir-les hem emprat 150'72
cm3 de fusta. Quins sén els radis de les tres boles?

Sol. x+y+z=6, x2+y2+z2=14, x3+y3+23=36
(1)2 ... xy+xz+yz=11 , (3).(1) ... x.y.z=6,
x3-6.x2+11.x-6=0 , Radis: 1, 21 3.

145. Un constructor disposa actualment de tres paletes A, Bi C
per reparar un edifici. Ha calculat que si treballen A i B es tardara
unes 8'47 hores, si ho fan A i C es tardara unes 8'18 hi si ho fan B i
C unes 7'74 h. Quant tardaria cada un d'ells si ho fes tot sol? Quant es
tardaria si ho fessin tots tres junts?

Sol. (1/ta)+(1/tp)=1/8'47, ...to=18 h, tg=16 h, tc=15h
(1/18)+(1/16)+(1/15)=1/t t=5'41 h.

146. Un economista és pagat pel seu govern per residir durant un
cert temps en un pais de l'estranger per poder iniciar-hi relacions
comercials. S'han efectuat cinc pagues que casualment corresponen
als quadrats de cinc nombres naturals consecutius.

L'economista ha comprovat que tant la suma de les tres primeres
pagues com la suma de les dues ultimes, coincideix amb el nombre
de dies d'estada en aquest pais. Quant temps hi va estar? Quines van
ser les pagues en milers de pessetes?

Sol. x2+(x+1)2+(x+2)2=t, (x+3)2+(x+4)2=t. x=10
P1=100, Py=121, P3=144, P5=169, Pg=196 milers PTA.
t=365 dies (1 any)
(Relaci6: 102+112+122=132+142),
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147. Donades les tres quadriques en forma canénica, el-lipsoide,
hiperboloide d'una fulla i hiperboloide de dues fulles respectivament,
calcula els seus vuit punts de tall. Les quadriques son:
= , X2+L2-ZZ=1 i XE-_}'_Z_-ZE-=1

12 32 8 9 8 2 6 16 4
Sol. Canvi x2=m, y2=n, z2=p = Sist. lineal, x=13, y=t4, z=t1.

P1(3v4:1)| P2(3,4'-1)0 P3(3|-411)1 P4(3--40-.1)
P5(-3v41 1), P6(-3!4l-1)l P7('3,'4, 1] i P8(-3I-4v-1)'

Sistemes amb equacions diofantiques

148. En una oficina han donat 500 PTA a l'ajudant perqué compri
20 segells de correus, de tres tipus diferents: de 40 PTA, de 25 pTA i
de 5 PTA. Si l'amo li ha dit que fos diferent la quantitat de cada classe
que compri, quants en comprara de cada classe?

Sol. x+y+z=20, 40x+25y+52z=500 = y=(80-7x)/4 Tab. valors
Diferents: x=4 de 40 PTA, y=13 de 25 PTA, z=3 de 5 PTA.

149. Un pagés s'ha gastat al mercat 18.700 PTA per comprar
porquets (a un preu de 2.100 PTA/unit.), cabrits (2.500 PTA/unit.) i
gallines (400 PTA/unit.). Quants n'ha comprat de cada classe sabent
que el nombre de potes d'aquests animals és en total 447?

Sol. 21.x+25.y+4.2=187, 4x+4y+2z=44, = x=5 pbrquets,
y=2 cabrits, z=8 gallines.

150 INVENTA TU LES DADES. A) Pensa en un numero N de dues
xifres diferents. Multiplica'l per 3. Suma a aquest producte els dos
nameros anteriors a ell. Agafa les xifres d'aquest resultat i suma-les.
Torna a sumar-les, si és necessari, fins a obtenir un ntimero d'una
sola xifra. Anomena A el seu quadrat.

B) Al numero N pensat al comencament, afegeix-li una altra xifra
diferent de les anteriors, de manera que el niimero resultant P tingui
tres xifres. Inverteix les seves xifres, formant un altre namero. Fes la
diferéncia entre els dos ntimeros anteriors de manera que el resultat
quedi positiu. Inverteix les xifres de la resta obtinguda. Suma aquests
dos ultims numeros. Calcula l'arrel quadrada B del seu resultat.

C) Torna a afegir una altra xifra a P de manera que el nou namero Q
tingui quatre xifres diferents. Reordena les xifres formant dos
nuameros: el més gran que es pugui formar i el més petit. Fes-ne la
diferéncia.
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Torna a reordenar les xifres del resultat; i obtén el namero més
gran i el més petit. Torna a fer la seva diferéncia i procedeix aixi fins
que no es pugui més. Simbolitza per C el numero més petit obtingut.

D) Finalment, calcula el valor de D que verifica el sistema, on tots
els niimeros s6n naturals: '

[Ax2+Bys=C
x2+ y2=D2
Sol. x=4, y=3, D=5

Com que és l'dltim problema, I'explicarem esquematitzat. El
lector pot fer el mateix procés, peré emprant altres
numeros.

A) PRIMER NUMERO. Prenem per exemple N=38 que té dues xifres
diferents. Fem 38.3=114 , 114+113+112=339, 3+3+9=15,
1+5=6, 62=36. Per tant, A=36. :

B) SEGON NUMERO. Afegim una xifra a N, per ex. P=385, invertim
xifres, 583. Restem 583-385=198. Invertim, 891. Sumem,
891+198=1089. Arrel quadrada, B=33.

C) TERCER NUMERO. Afegim una altra xifra, Q=3852. Niimero més
gran, 8532 i més petit, 2358. Restem 8532-2358=6174.
Més gran, 7641 i més petit, 1467. Restem, 6174. Sempre
igual, més petit, C=1467.

Equacié diofantica: 36.x2 +33.y3 =1467. Simplificant ens queda
12.x2+11.y3=489. Si aillem la y, tindrem

- 2/489 - 12.X
Y 11
Provant per valors de x naturals obtenim (1,7'8), (2,3'4), (3,3'2),
(4,3), (5,2'5), (6,1'7), (7,-4'6) i a partir d'aqui tots negatius.

Lianica soluci6é natural és x=4 i y=3. El valor de D demanat ser3,

per tant, D=\ 42+32=5.






APENDIX

A) Prova d'autoavaluacioé

B) Bibliografia escollida

C) Glossari de conceptes






APENDIX 131

PROVA D'AUTOAVALUACIO

PROBLEMES PARAMETRITZATS

Presentem a continuacié una série de dotze problemes que, com
és logic, no abasten la totalitat de I'amplia gamma d'exercicis que es
podrien proposar. Tots aquests problemes de sistemes d'equacions
depenen d'un parametre “a”, que pot valer 1, 2, 3 o 4. Per a
cadascun d'aquests valors obtindras una resposta diferent entre les
vuit possibles donades.

En els problemes parametritzats seglients, substitueix en primer
lloc el parametre a pel valor que vulguis entre 1, 2, 3 0 4, resol el
" problema, escull 1'opcié correcta i després fes una creu al quadre de
respostes:

Resolucid de sistemes pels métodes clissics |

1. Sigui el sistema de tres equacions lineals amb tres incognites:
a.(a+l).x + (12-a9.z=a2-9.a- 12y
x/7) = [(a-2.2-1)/35] - [(y+1)/5]
x/3) + (y/2) + 1 = (a-z-1)/6 '

Escriu-lo en forma candnica i després calcula el valor de la suma
de les dues primeres incognites, s=x+y, aplicant algun meétode
classic de resolucid (substitucié, igualacié o reduccid). Obtindras:

A) s=1 B) s=2- C) s=3 D) s=4
E) s=5 F) s=6 G) s=7 H) s=8

2. Planteja i resol el sistema resultant del problema segiient:

«S'esta celebrant una.gresca universitaria. Al comencament, una
part dels reunits (x) esta jugant a les cartes, una altra part (y) esta
xerrant i la resta (z), que és la quarta part de tots els estudiants (t),
esta ballant. Més tard, 4 deixen el joc pel ball, “a” deixen la xerrada
pel joc i 2 deixen el ball per la xerrada i, aleshores, resulta la mateixa
quantitat de gent que juga, que xerra i que balla. Es demana: quantes
persones estaven xerrant al comencament de la gresca?

A) y=10 B) y=7 C) y=8 D) y=12
E) y=6 F) y=11 G) y=10 H) y=9

3. Classifica el sistema lineal x+1=z , a.y+3z=14 1 4x+y=10+a.z,
indicant si és compatible determinat (CD), compatible indeterminat
(CI) o bé incompatible (I}. _ ‘
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En cas que sigui compatible determinat, troba el valor de m=z/7 i,
si és compatible indeterminat, indica els graus de llibertat (g):

A)CD,m=1 B)CD,m=-1 C)CD,m=2 DI
E) CI, g=1 F)CD,m=2 G)CD,m=0 H) CI, g=2

4. Partim de les quatre equacions

E;: 2x-3y+bz=4 Eg: 4x+5y-2z=5

E3: (a2-7a+14).x+(12-a).y-7z=1 E4: 6x+2y+(a2-3a+5).z=a+8
i formem els dos sistemes S;=(E;, E2, Es} i Sg=(E1, Eg, E4}.

Sense resoldre'ls, troba els rangs de la matriu dels coeficients i de
la matriu ampliada, estudia'ls pel teorema de Rouché si s6n
incompatibles (I), compatibles determinats (CD) o bé compatibles
indeterminats (CI). Trobaras que S; i Sg s6n respectivament:

A)CIiCD B)CD1iCI CIil D) IiCI
E)CIilI F)CIiCI G)CDil H)CDiCD

Altres métodes de resolucié

5. Sigui el sistema matricial A*X=B on A és la matriu dels coeficients
de files f1=(3 4 9-a), fo=(5 7 a+1)if3z=(2 3 2a-7), X=[x y 2) ésla
matriu d'incognites i B=(a+2 12/a 6-a)” és la matriu dels termes
independents. Si resols aquest sistema pel métode de la matriu
inversa veuras que la 3a fila de Al és (1 -1 1), pero el seu terme ajo
i la incognita z del sistema valen respectivament:

A) 77 1 -5 B)22i4 C)441i-4 D)11i5

E) 5513 F) 33i2 G)88i-2 H) 661 -3

6. Sigui el sistema d'equacions lineals:

4x +7.y 49.z +10.t = 7.a+123

3x+6.y +8.z +9.t = 7.a+104

2xX+4.y +6.z +7.t = 5.a+75
X +2.y +3.z +4.t = 2.a+40

Si el resols pel métode de reduccié de Gauss, utilitzant la regla del
pivot, simplificant les files proporcionals, tindras que els elements
pivot s6én p1=4, p2=3, p3=2 i ps=1. Si tens en compte la incognita x i
la columna dels termes independents de la matriu escalonada, que és
de la forma B=(m n p q)°, veuras que el valor de S=x+[(n-p)/6] és:

A) S=10 B) S=16 C) s=12 D) S=14
E) S=17 F) S=13 G) S=15 H) S=11
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7. Resol per la regla de Cramer el sistema:
x-by+6z=50-15a , 3x+2y-4z=16a-31 1 2x-3y+5z=44-9a
Els valors de m=(Dy)/35, on Dy és el determinant de la x, i n=y+z sén

respectivament:
A)3i9 B)4i5 C)2i3 D)51i8
E)9i6 F)7i7 G612 - H)8i4

8. Sigui el sistema homogeni:
x +2.y +3.z +4t=0
x +(a+3).y +z +2.t=0
b4 +4.y +{(12/a).z +t=0
X +3.y +4.z+m.t =0
Calcula el valor que ha de tenir el parametre m perqué el sistema
sigui compatible indeterminat, és a dir, que tingui solucions diferents
de la trivial. Aquest valor és:
A) m=5/7 B) m=-1/4 C) m=2 D) m=31/11
E) m=35/13 F) m=0 G) m=-8/9 H) m=-5

9. Donat el sistema paramétric
X+my+z=a , mx4+4y+z=a+l {1 X +y+m.z=a+2
estudia’l pels diferents valors del pardmetre m. Veuras que, si és

compatible determinat, el valor de x és de la forma x=k/(m+2), on la
k té de valor:

A) k=4 B) k=1 C) k=7 D) k=5
E) k=2 F) k=3 G) k=8 H) k=6

Sistemes d'equacions no lineals

10. Siguin les dues funcions y=f}(x) i y=fa(x) donades per:
)= 80.(x+a;5) i )= 90.(x+e;—5)
_ (x+a-5)=-1 (x+a-5)“+9
Troba els tres punts de tall Pi(xy, y1), Pa(x2, y2) i P3(x3, y3).
resolent el sistema no lineal format per les seves equacions. Observa
que la mitjana de les ordenades és nul-la, yp=0, i que la mitjana de
les tres abcisses, xm, val:

A) Xm=2 B) Xm=5 . C) Xm=3 D) Xm=8
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11. Partim de les dues el-lipses, XeA;°X =0 i XeAg°X =0 on la matriu de
les indeterminades és X=(x y 1) i les matrius dels coeficients, on
m=a+1l, sén:

25.a2/9 (0] 0 a2/9 0 -0
A= 0 36 36.m |1 A= 0 9 9.m -
0 36.m 36.m2-2500 0 9.m 9.m2-289

Si escrius les el-lipses en forma polindmica i calcules els seus
quatre punts de tall trobaras que les ordenades sén: '

A)51-5 B)1i-9 Q7i-3 D)6i-4
E)41-6 F)31-7 G)21-8 H) 01i-10

Sistemes d'equacions diofé.ntiques

12. Els preus de tres productes sén, respectivament, x, y i z. Un
comerciant ha comprat 6 unitats del primer producte, 11 del segon i
7 del tercer i ha hagut de pagar 2.(31+2a) unitats monetaries. A la
setmana segiient compra 13 unitats del primer, 19 del segon i 23 del
tercer, amb un cost total de 11.(57+2a) unitats monetaries. Sabent
que els preus sén nombres naturals, resol aquest sistema diofantic,
calculant x, y i z. El preu del primer producte és:

A) x=6 B) x=9 C) x=13 , D) x=11
E) x=7 F) x=10 QG) x=12 - H) x=8
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QUADRE DE RESPOSTES:

AEE
BIOE
EEE

EAEE
BOE
e

‘EEE
BOME
FEE

L]

B1E]]
R1O[=]

EE]

‘EEE
BIOE
&

T

E1E][E]
ElfE][e]

les respostes que

consideris

B
IO | IO

B[]
E]f][e]

correctes.

Si creus que la resposta

no figura entre les vuit

donades, posa la creu -
al cercle central.

6
Després de resoldre |_I

tots els problemes,
fes una creu a

o]

[@]
1O | IO
Elk]le]

[a][e][d]
[0l OLxl
BEE

AEE
B0
Bleln

FEE BEE | BE

21Ol
1 E]e]

Puntuacio:

Respostes encertades: [::l Punts positius (x4): |:
negatius (x(-1)):

equivocades: |:|

[ ]

Puntuacid total: [ |

Respostes correctes en funci6 del parametre:
(a=1, 2, 3 i 4, respectivament)

P;: E-D-C-B Po: B-C-H-G
Ps: C-F-B-D Pg: F-C-H-A
Pg: E-F-A-D Pio: E-C-A-G

P3: E-F-D-C
P7: A-D-F-E
Pji: F-G-B-H

P4: B-G-H-A
Pg: D-E-
Pjs: E-B-D-C

C-B
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Qualificaci6:

Per obtenir la nota N farem servir la “Part entera”, on prendrem
I'enter inferior a la puntuacié donada. Aixi, E(5'3)=5. Quant a la
qualificaci6, ens basarem en el barem segiient:

Susp. (N<5) Apr. (5sN<7) Not. (7<sN<9) Exc. (N29)

Nota (N=E[(P+3)/5]): [ | Qualificacié: | |

Si la puntuacié no ha estat prou alta, es pot tornar a resoldre la
prova, repassant abans els conceptes i exemples, peré ara emprant
un valor diferent per al parametre “a”, que ha de ser 1, 2, 3 o 4.
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CALCUL FUNCIONAL

GLOSSARI DE CONCEPTES

Exposem a continuacié un recull dels termes matematics emprats,
seguits de la plana en qué es poden trobar. Els numeros en negreta
indiquen que el concepte és a la part de “Formulacié matematica”.
En cas contrari, és a la part de “Conceptes i exemples”:

o A o

- B e

Ampliada, matriu 14 29
Ampliada, rang matriu 16

= QC -

Canodnica, forma 12
Classics, métodes 12 29
Coeficients del sistema 12 29
Coeficients, determinant 19 30
matriu 14
rang matriu 16
Compatible determinat,
sistema 15 29
Compatible indeterminat,
sistema 15 29
Compatible, sistema 15 29
Cénica 25 34
Codniques, intersecci6 25 34
Conjunt de solucions 29
Corbes en el pla 25 34
Cramer, regla 19 30
sistemes 19 30

)

Eliminacié, métode 13 29
Equaci6 12 29
diofantica 26 34
homogénia 24 34
lineal 12 29
matricial 25 34
polinémica 24 25 34
polindmica, grau 24
Equacions no lineals, resolucié
sistema 25 34
Equacions, sistema 12 29
Equivalents, sistemes 16 20 29
32
Escalonada, matriu 20 31
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Forma canonica 12
matricial 14 29

Frobenius-Rouché, teor. 16 30

o G -

Determinant dels coeficients
19 30

Determinants de les incognites
1980

Determinants, discussié per 24
- Determinat, sistema
compatible 15 29
Diagonalitzacié 32
Diofantica, equaci6 26 34
Discussio de sistemes 16 30
per determinants 24
per reduccié matricial 23

Gauss, métode reduccio 20 31

Gauss-Jordan, métode de
reduccié 21 32

Grau equacié polindmica 24

Graus de llibertat 17 30

- & -

Homogeni, sistema 21 33
equacié 24 34

-1 =

Igualacié, métode 13 29
Incognites 12 29
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Incdgnites principals 18 30
secundaries 18 30

Incognites, determ. 19 30
matriu 14

Incompatible, sistema 15 29
Independents, termes 12 29

Indeterminat, sist. compatible
15 29

Interseccié de coniques 25 34
de quadriques 26 34

Inversa, métode matriu 19 30

o d o

Meétodes classics 12 29
matricials 18

N

No lineals, resoluci6 sistema
equacions 25 34

Notacié matricial 14 29

o P o

Jordan-Gauss, métode de
reducci6é 21 32

o, -

Lineal, equaci6 12 29
Llibertat, graus 17 30

- M =

Parametres 18 22 30 33
Paramétrics, sistemes 22 33
Pla, corbes en el 25 34
Polinémica, equacié 24 25 34
grau equaci6 24
Principals, incdgnites 18 30

= =
) .

Matricial, discussié per
reduccié 23
Matricial, equaci6 25 34
forma 14 29
notacié 14 29
Matricials, métodes 18
Matriu ampliada 14 29
amp., rang 16
coeficients 14
coefic., rang 16
escalonada 20 31
incognites 14
inversa, métode 19 30
" solucidé 15
termes independents 14
Matriu, triangulacié 31
Matrius, rangs 14 29
Métode d'eliminaci6o 13 29
d'igualacio 13 29
de la matriu inversa 19 30
de reduccié 13 29
de reduccié de Gauss 20 31
de reduccié Gauss-Jordan
21 32
de substituci6 12 29

Quadrat, sistema 18 30
Quadrica 26 34
Quadriques, interseccié 26 34

=R -

Rang matriu ampliada 16
matriu coeficients 16

Rangs de les matrius 14 29

Reduccié de Gauss, mét. 20 31
Gauss-Jordan, mét. 21 32

Reduccié matricial, discus. 23
Reduccid, métode 13 29
Regla de Cramer 19 30

Resoluci6 sistema 12 18 29 30
sistemes no lin. 24 25 34

Rouché-Frobenius, teor. 16 30

-8 -

Secundaries, incdgnites 18 30
Sistema compatible 15 29
_comp. determinat 15 29
comp. indeterminat 15 29
Sistema d'equacions 12 29
eq. no lineals, resol. 25 34
equivalent 20 32
homogeni 21 33
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incompatible 15 29
quadrat 18 30
Sistema, coeficients 12 29
" resoluci6 12 29
solucié d'un 15 29
Sistemes de Cramer 19 30
equivalents 16 29
no lineals, resolucié 24 34
paramétrics 22 33
Sistemes, discussi6 16 30
resolucié 18 30
Soluci6 del sistema 15 29
trivial 21 33
Solucid, matriu 15
Solucions, conjunt 29
tipus 15 29
Submatriu unitat 32

Substitucié, métode 12 29

= T =

Teorema de Rouché-Frobenius
16 30

Termes independents 12 29
independ., matriu 14

Tipus de solucions 15 29
Triangulacié d'una matriu 31
Trivial, solucié 21 33
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