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Nota

Aquest text pretén ser una guia util per als estudiants del Grau en
Enginyeria Industrial. El document s’estructura en setze temes organitzats
en cinc blocs. El primer bloc és un repas de la dinamica de la particula
puntual, en el segon es fa una introduccié als conceptes basics de la
dinamica dels sistemes de particules i del solid rigid, en el tercer es descriu
el moviment oscil-latori i ondulatori, el quart esta dedicat a la descripci6
dels fluids i en el cinqué s’introdueixen conceptes basics de la
termodinamica. Per a cada tema s’estableixen les competéncies
especifiques (objectius) que s’han d’assolir, es desenvolupen de manera
esquematica els continguts i s’adjunten exemples resolts de problemes.
Al final de cada tema s’inclou també una col-lecci6 de questions i
problemes. Aquest llibre només pretén ser una breu i concisa recopilacié
dels continguts basics de l'assignatura. Al final del llibre trobareu una

bibliografia recomanada per poder desenvolupar exhaustivament la matéria.
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1. Introduccio a la fisica

Objectius
Que¢ és la fisica?
Que son els sistemes d’unitats?
Classificaci6 dels diferents tipus de magnituds
Sistemes d’unitats SI, CGS 1 MKS
Analisi dimensional

Que és lafisica?

La fisica és una ciéncia natural, és a dir, intenta descriure el nostre entorn, 1 en particular
els fenomens més fonamentals. En general, el nivell de coneixement disminueix amb la
complexitat dels fenomens estudiats; per aquesta rad, la fisica assoleix uns nivells de
comprensié molt elevats. D’aquesta manera, gracies al coneixement generat, la fisica ha
propiciat el desenvolupament tecnologic. A més, actualment la fisica proporciona bases
metodologiques per al desenvolupament quantitatiu d’altres ciéncies.

La descripci6 dels fenomens es fa a partir de les lleis de la fisica. En termes generals,
una llei relaciona diferents magnituds; per exemple, el temps de caiguda d’un objecte
amb I’espai recorregut.

Tipus de magnituds:
Escalars —— valor numeric (per exemple, la temperatura)
Vectorials ~———— valor, direccio i sentit (per exemple, la velocitat del vent)
Tensorials ~——— matricials (per exemple, la resposta elastica dels materials)

Problema: quantificar les magnituds, donar o assignar un valor numeéric que permeti

comparar les observacions fetes per diferents laboratoris.

Sistemes d’unitats

Cal una referéncia (estandarditzacio) que unifiqui les magnituds: els sistemes d unitats.
En aquest curs treballarem basicament amb el sistema d’unitats internacional (SI).
També¢ treballarem amb el sistema d 'unitats cegesimal (CGS) 1 amb el sistema d unitats
tecnic (MKS).

Magnituds fonamentals i derivades

La majoria de magnituds fisiques es poden expressar en funcid d’unes unitats
fonamentals. Pel que fa a la mecanica:
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SI CGS
Longitud m (metre) cm [L]
Temps s (segon) s [T]
Massa kg (quilogram) g [M]
Per exemple:
: [L] _m
La velocitat: [V] = m =5
(M[L]? Magnituds derivades
La forga: [F] = = N (newton) |
[Fl ==~ =N (newton) |

A partir de les unitats fonamentals es pot construir el sistema complet d’unitats.

També es podria agafar com a unitat fonamental la forca [F] en lloc de la massa [M].
Aquesta és I’opci0 triada en el sistema tecnic MKS.

MKS
Longitud m (metre) [L]
Temps s (segon) [T]
Forca kp (quilopond) [F]
. F|[T
Aixi: [M] = [[2][2]

El kp és el pes d’1 kg de massa: 1 kp = mg = 1kg-9,81 m/s? = 9,81 N.

Els canvis d’unitats es poden fer mitjangant els factors de conversio:
km 1.000m 1h 1min
180 —- =50m/s

h  1km 60min 60s

A e el i M T R

I.«!‘JIIH

El desembre del 1998 Mars
Climate es va estavellar per un
problema d’unitats.

Lockeed Martin Astronautics va
dissenyar i construir la nau
espacial. Els calculs de
I’acceleracio 1 altres mesures les fa
en el sistema d’unitats anglosaxé
(peus 1 lliures).

La NASA fa el llancament de la [~ - :
nau. Quan el Jet Propulsion | " METRIC, ENGLISH, WHATeveR..
Laboratory rep les dades de la nau sense unitats, assumeix que estan en unitats del
sistema internacional per fer els calculs de la trajectoria.

Els errors en el calcul de la trajectoria fa que la nau s’estavelli contra la superficie de
mars, enlloc de quedar orbitant al voltant del planeta.

En total uns 350 milions de dolars es varen perdre per culpa d’un error d’unitats, en
particular, perque es varen donar unes magnituds sense indicar-ne les unitats.
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Molt important: és inacceptable una magnitud sense unitats.
Font habitual d’errors: us simultani d’unitats de diferents sistemes. Cal que totes les
magnituds s’expressin sempre en un Unic sistema d’unitats.

Analisi dimensional
Les lleis es poden expressar com equacions matematiques. Per exemple:

La segona llei de Newton: F = md i els seus desenvolupaments.
El moviment rectilini uniformement accelerat (MRUA): x = x, + vyt + %atz.
Totes les relacions entre magnituds han de ser homogenies, per exemple per al MRUA:

1 2
x:x0+v0t+§at

L’analisi dimensional té dues utilitats:

1) Ens fa entendre que vol dir i per a que serveix una llei a través de les magnituds que
relaciona.

2) Ens permet evitar i detectar errors en expressions, per exemple:

2

U? v ”
=m-—= oEsp—mH.

Analisi dimensional, for¢a centripeta:

També ens permet elaborar relacions. Per exemple, sabem que en una molla la forca
elastica és proporcional a I’allargament, x:
F=k-x = k=£ = [k] = (M][L] = M]
X [L1[T]?  [T]?
Quant val el periode d’oscil-laci6 d’una massa m penjada verticalment d’una molla de
constant elastica K?

1? depende m, g1 K

T ocm®- g° -k = [T] = [M]*
at+c=0
b=0 (=a=1/2,b=0ic=-1/2
~2c—-2b=1

Aixi doncs, el periode no depén de I’acceleraci6 de la gravetat, g:

Tom/? k2= |2
k
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Com veurem al tema 8, la constant de proporcionalitat és 2m:
T = 2m |-
= 2T |—
k

Exemple: Un projectil llangat amb una inclinaci6é de 45° recorre una distancia total
R, anomenada abast, que només depén de la velocitat inicial v i de
I’acceleracié de la gravetat g (dimensions L772). Mitjangant 1’analisi
dimensional, esbrineu com R depén de la velocitat i de g.

b&ﬁ \\\‘ .
[L]1* [L] — [L]a+b [T]—a—2b

. a b —

% R xvig® = [L] []a[T]Z;
a+b=1 o v
_a_szo}za—Zlb— 1:»Roc—g




Qiiestions del tema 1

Analisi dimensional

1. Una pilota llangada horitzontalment des d’una altura H a velocitat v recorre una
distancia horitzontal total R. @) Que hem d’esperar, que R augmenti o decreixi en
disminuir H? I en augmentar v? b) Mitjancant 1’analisi dimensional, esbrineu una
possible dependéncia de R amb H, vi g.

Sol.: @) R augmenta quan H i v creixen; b) R « v\/g

2. Una massa m esta enganxada a una molla de pes negligible i constant elastica k. Es
comprimeix la molla i després es deixa anar sobtadament. La massa es posa a oscil-lar
al voltant de la seva posicio d’equilibri (suposeu que no hi ha fregament). Trobeu, a
partir de I’analisi dimensional, la dependéncia del periode 7" de I’oscil-lacio, en funciod
dels parametres del sistema m, k1 g.

Sol.: T < \/E
k

3. Un objecte lligat a I’extrem d’una corda es mou descrivint un cercle. La forca feta
per la corda depén de la massa de 1’objecte, de la seva velocitat i del radi del cercle.
Quina combinacié d’aquestes variables té les dimensions correctes (MLT?) d’una
forga?

2
Sol.: F ocmvT

4. La tercera llei de Kepler relaciona el periode d’un planeta amb el radi » de la seva
orbita, la constant G de la llei de Newton de la gravitacio (F = Gm;m,/r?) i la massa
del Sol, ms. Quina combinaci6 d’aquests factors té les dimensions correctes del periode?

r3

Sol.: T «

5. Un projectil llancat amb una inclinacié de 45° recorre una distancia total R,
anomenada abast, que només depen de la velocitat inicial v 1 de 1’acceleracio de la
gravetat g (dimensions LT?). Mitjancant I’analisi dimensional, esbrineu com R depén
de la velocitat i de g.

Sol.: R « v
g

6. Buscant per la xarxa es troba la segiient relacid per a I’equacido de Stefan-
Boltzmann, que representa la maxima calor que pot emetre un solid per radiacié a una
temperatura donada: O=c-T>, on T és la temperatura del solid en Kelvin (K), ¢ és la
constant de Stefan-Boltzmann (6=56,7-10° Wm2K™*) i O és la densitat de flux de calor
emesa (Wm™). Es correcta aquesta relacié?
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2. Cinematica

Objectius
Propietats basiques dels vectors
Descripcié del moviment
Conceptes de velocitat instantania 1 mitjana
Conceptes d’acceleracié mitjana i instantania
Descomposicio del moviment
Descripci6 del tir parabolic
Descripcié del moviment circular

Analisi vectorial

Tant les forces com les acceleracions, velocitats 1 moments son vectors.

Vector: modul, direccid i sentit

Suma de vectors: u + v = (ux + vy, uy + vy, u, + UZ)

- v
Regla del paral-lelogram: 0
, u+v

1%

Commutativa: U + v =v + U

Producte d’un escalar per un vector: a - U = (a Uy, @ Uy, A uz). Pot canviar el
modul i el sentit, perd no la direccio:

11
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Resta de vectors: & — ¥ = U + (=1 - D) = (uy — vy, uy — vy, u, — v,)
—
-V

-
u
—
u
- —>
u-v
—>
—>
A%

Modul: u = \JuZ + u? + u?

. . u
Vector unitari: é = ~.e= 1

Vector: modul — magnitud i vector unitari — direccio i
sentit.

En dues dimensions:

= (cos0,sinf)

=

z
Components vectorials: N
U = (uy, uy, uy) = uy(1,0,0) +,(0,1,0) + u,(0,0,1) k
= u, U+ u,j + u,k J
1,7, k vectors unitaris en la direccio dels eixos x,yiz, i y
respectivament.
X
Producte escalar de vectors:
U-V=U"V-c080 = Uy Vy + U, V), + U, 1,
El resultat és la projecci6 de U sobre .
S’anomena producte escalar perque el resultat del producte és un
escalar.
Propietats:
ULV=>0=90°0270°=>cos =0=>uU-v=0
u N
o R N . ——————> |
u//v=>0=0=>cosd=1>u-v=uv
fanti//?=>60=180°=>cos = —1=>u-0v=—-uv H ~ ~ 180° .

Commutativa: U - v =V - U

12



Cinematica

Producte vectorial:

En components:

-

T ] k
— - —>
UXV=(uy uy u, e
Ve Uy U
Anticommutativa: U X ¥ = —U X U

- —
vV Xu

Exemple 1:  Si F4 = 6007 — 8007'N i Fz = 2007 — 2007 N, quina és la magnitud
de F = F, — 2F,?

F = (600,—800) — 2(200,—200) = (200, —400) N = (2007 — 400 /)N
F =200% + 4002 = 447N

Exemple 2: els vectors % = 3 —4j — 12Kk i % = —{ + 7] + 6k. Determineu el
modul de U i U, els angles &, 6 i € que forma el vector i amb els
eixos de coordenades, i el modul del vector R = 2% + 3.

u =32+ (—4)2 + (—-12)2 = 13,
v=1(-1)2+7%2+62 =86 = 9,27

U -V=U-V-C0S0 = Uy Uy + U, V), +U, 1,

u-v u, 3 .
COSQx:T:72E2>BZ:76,6

Uy u, - .
C050y=7=7=E$922107,9

ik uw, - .
COSHZ:—:Uzl—3:>HZ:157,4

u
R = 21 + 3% = (6, -8, —24) + (—3,21,18) = (3,13,—6)
=37+ 13]— 6k
R =+/32+132 462 = 14,63

13



Cinematica

Exemple 3:  El vector forca F t un modul de 800 N i forma un angle de 60°

. = o
respecte de 1’eix y. Expresseu Fen funcié de les seves dues
components.

F, = Fsin(60°) = 693 N

F, = Fcos(60°) = 400 N} = F = (6937 + 400)) N

Exemple 4:  Considereu els vectors 4 = 67— 2] —3k i # = —127+ 4] + 6k.
Calculeu el seu producte vectorial i comenteu qué ens indica el

resultat.
T ]k . S
uxv=| g —2 —3|=-121+24k+36]—24k+127—36]
—-12 4 6

Sitl X ¥ = 0, llavors els vectors sén o paral-lels o antiparal-lels.

De fet. ¥ = —21u. és a dir. son antinaral-lels.

Descripcié del moviment

Vector posicio i vector desplacament

Zh...
Per establir la posici6 d’una particula puntual s’utilitza un | e
vector. Les components del vector indiquen les coordenades g@ ;
segons els eixos. Q//\‘P :
7= (x,y,2)7 Py
On 7 és el vector de posicio. P
S O AP >

Les unitats en sistema internacional son metres. Totes les components del vector tenen
les mateixes unitats.

En un objecte en moviment, la posicié depén del temps, 7(t).
La trajectoria, 7(t), és la corba descrita per I’objecte durant el
seu moviment (corba discontinua de color blau del dibuix).

El desplagament d’un objecte quan va del punt 7 =
(x1,¥1,21) al punt 7, = (x5, y,, 2,) és igual a:

AS =7 =71 = (X — X1, Y2 — Y1, 22 — Z1),
1 correspon al vector indicat en color verd al grafic. Les unitats del desplacament en
sistema internacional també son metres.

Finalment la distancia entre dos punts, d, és igual al modul del vector desplagcament As,
és a dir, és igual a la longitud del vector desplagament As:

d = |45] = \/(xz —x1)2+ (2 —y1)? + (22 — 1)

14



Cinematica

Les unitats de la distancia tamb¢ son metres. Noteu que la distancia no és una magnitud
vectorial sind que €s una magnitud escalar, i el seu valor sempre €s positiu.

Exemple 5: Una mosca es desplaca des del punt 7, = (2,1,3) m al punt #, =
(1,0,2) m.
a) Calculeu el desplacament i la distancia recorreguda.
b) Calculeu el desplagament 1 la distancia recorreguda si ara la mosca
torna exactament al punt de sortida.

Solucio:
a)As=7% -7 =(1-20-12-3)m=(-1,-1,-1)m
d=145] = (-1)2+ (-1)2+(-1)2m=v3m~ 1,732 m

)AS=%—-7%H=(2-11-03-2)m=(1,1,1) m
d=143=V12+ 12+ 12m=vV3m=~ 1,732 m

Noteu el canvi de signe en les components quan el desplacament es fa en el sentit
oposat. Una component negativa vol dir que la particula es mou enrere en aquella
direccio; per exemple, si la component x és —1 vol dir que la particula retrocedeix 1
m en la direcci6 de I’eix x. En canvi, la distancia entre dos punts €s la mateixa amb
independéncia de si el trajecte és d’anada o de tornada.

Equacio posicio-temps

La trajectoria descrita per un objecte, 1’equacid posicio-temps, es pot descriure amb una
equacio paramétrica, 7(t), on la posicié és una funcié del parametre temps.

Exemple 6: El moviment d’un projectil és determinat per la segiient equacio
posicio-temps: 7(t) = (10t,20 + 15t — 5t%,0) m, on ¢ és el temps
en segons. Calculeu:

a) laposicio quan =0 s
b) laposici6 quan =2 s
¢) laposici6 quan =4 s
d) quina distancia ha recorregut entre els instants /=0 s 1 =4 s

Solucio:
a)7(0) = (10 x 0,20+ 15x 0 —5x 0,0) m = (0,20,0) m
b)7(4) = (10x 2,20+ 15x 2 —5%4,0) m = (20,30,0) m
c)7(4) = (10 X 4,20+ 15 %X 4 —5x% 16,0) m = (40,0,0) m
d) As = 7#(4) — 7(0) = (40 — 0,0 — 20,0 — 0) m = (40,—20,0) m
d = |4s| = \/402 + (—20)?2 + 0°m =+v2000 m = 44,72 m

Velocitat vectorial mitjana

La velocitat vectorial mitjana, ¥,,,, és el quocient entre el desplagament entre dos punts,
AS, i I’interval de temps que triguem a passar del primer punt al segon, At:
A§ Fz - ?1
‘Um = —=
At tz - tl

15



Cinematica

La velocitat vectorial mitjana €s una magnitud vectorial perque és el quocient entre una
magnitud vectorial 1 una magnitud escalar.

Les unitats de la velocitat vectorial mitjana en el sistema internacional son
metres/segon.

Exemple 7: El moviment d’un projectil és determinat per la segiient equacio
posicio-temps: 7(t) = (10t,20 + 15t — 5t%,0) m, on ¢ és el temps
en segons. Calculeu la velocitat vectorial mitjana entre els instants
=0sit=4s.

Solucio:
De I’exemple anterior:
AS =7(4) —7(0) = (40 — 0,0 — 20,0 — 0) m = (40,—20,0) m
i

-

43 (40,-20,0)m m
Ym =TT 420

i (10,-5,0)m/s

Velocitat mitjiana

La velocitat mitjana, v,,, és el quocient entre la distancia entre dos punts, d = |4s], i
I’interval de temps que triguem a passar del primer punt al segon, At:

_d |-l

At t,—t

La velocitat mitjana és una magnitud escalar perque ¢és el quocient entre dues magnituds
escalars. Les unitats de la velocitat mitjana en el sistema internacional son metres/segon.

Um

Exemple 8: El moviment d’un projectil és determinat per la segiient equacio
posicié-temps: #(t) = (10t,20 + 15t — 5t2,0) m, on ¢ és el temps
en segons. Calculeu la velocitat mitjana entre els instants f =0 s1i¢=
4s.

Solucio:
As = 7(4) —7(0) = (40 — 0,0 — 20,0 — 0) m = (40,—20,0) m i
d = 45| = \/402 + (—20)2 + 02m =+v2000 m = 44,72 m

d 44,72m
Vo =—=——""=11,18 m/s

Exemple 9:  Un cotxe triga una hora a recorrer els 100 km que separen Barcelona
de Girona. Quina ¢és la velocitat mitjana d’aquest cotxe?

Solucio:
_d_100km_100k b
Ym =T T 1n m/
km 1000 m 1h 1 min

=100— x X X
Vm I kT 6o T60k

=27,8m/s
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Velocitat instantania

La velocitat instantania —o simplement velocitat— ¢és la velocitat vectorial mitjana en el
limit quan I’interval de temps, 4t, tendeix a zero:
50 = Ui As ds (dx dy dZ)
v =m-—=——=\—-—,—4,—5
At-0 At dt dt dt dt
La velocitat instantania ens dona el ritme amb qué un objecte canvia de posicié en un
instant donat. El concepte de derivada ¢€s justament el de determinar com canvia o varia
un parametre en funcié d’un altre; en aquest cas, com varia la posicié en funcio del
temps.

Exemple 10: El moviment d’un projectil és determinat per la segiient equacio
posicié-temps: #(t) = (10t,20 + 15t — 5t2,0) m, on ¢ és el temps
en segons. Calculeu:

a) la velocitat instantania quan =0 s
b) lavelocitat instantania quan ¢ =2 s
¢) lavelocitat instantania quan ¢t =4 s

Solucio:
La velocitat instantania és:
R ds dx dy dz d d 5 d
U(t) = E = (E,E,E) = (Elot,a(ZO + 15t - 5t ),EO)

= (10,15 — 10t,0) m/s

) $(0) = (10,15 — 10 x 0,0) m/s = (10,15,0) m/s
b) v(2) = (10,15 - 10 x 2,0) m/s = (10, — 5,0) m/s
c)v(4) = (10,15 — 10 x 4,0) m/s = (10, — 25,0) m/s

Exemple 11: Existeixen tres tipus de radars que fa servir Transit per determinar la
velocitat d’un vehicle. Els de microones i els piezoeléctrics, que
determinen la velocitat instantania d’un vehicle a partir de les ones
que es reflecteixen en el cotxe (efecte Doppler) i del senyal mesurat
per uns sensors situats sota la calcada. El tercer tipus son els de tram,
que mesuren el temps que triga un vehicle a desplagar-se entre dues
posicions concretes on es fotografia el vehicle, €s a dir, determinen la
velocitat mitjana. Suposant que els radars funcionen perfectament, €s
possible excedir el limit de velocitat en el tram de deteccié abragat
pels radars i no ser multat?

Solucio:
Amb els radars de microones i piezoelectrics no és possible, ates que
mesuren la velocitat instantania. Per tant, si en un instant qualsevol superem
el limit de velocitat el radar detectara la infraccio.

En canvi, amb els radars de tram podem excedir puntualment la velocitat
limit. Si disminuim la velocitat en el tram entre les dues fotografies, podem
aconseguir que la velocitat mitjana sigui inferior al limit, i com que aquest
radar només mesura la velocitat mitjana, llavors la infracci6 no queda
registrada. La majoria de radars instal-lats a les nostres carreteres son radars
de microones.
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Acceleracio vectorial mitjana

L’acceleracid vectorial mitjana, d,,, és el quocient entre la diferéncia de velocitat entre
dos punts, A7, i I’interval de temps que triguem a passar del primer punt al segon, At:
Aﬁ 1_7)2 - 1_7)1
am = —
At tp, — t4
L’acceleracio vectorial mitjana és una magnitud vectorial perque €s el quocient entre

una magnitud vectorial i una magnitud escalar. Les unitats de I’acceleracié vectorial
mitjana en el sistema internacional sén m/s?.

Exemple 12: El moviment d’un projectil és determinat per la segiient equacio
posicié-temps: 7(t) = (10t,20 + 15¢t — 5t2,0) m, on ¢ és el temps
en segons. Calculeu I’acceleracid vectorial mitjana entre els instants ¢
=0sit=4s.

Solucio:
De I’exemple 10 sabem que la velocitat instantania €s:
L.y _di _(ad d 2y 2 0) _
B(t) == = (5101:,5(20 + 15t — 5¢2), % 0) = (10,15 — 10t,0) m/s
7(0) = (10,15 —-10 x 0,0) m/s = (10,15,0) m/s
7(4) = (10,15 — 10 x 4,0) m/s = (10, —25,0)m/s

Per tant, I’acceleracid vectorial mitjana sera:
_Av_ 9(4)—v(0) (10,—250)m/s —(10,150) m/s _
T T T a-0 4s -

0,—40,0) m/s
:( 45) / = (0,—10,0) m/s?

Acceleracio mitiana

L’acceleraci6 mitjana, a,,, ¢s el quocient entre el modul de la diferéncia de la velocitat

entre dos punts, 4v, i I’interval de temps que triguem a passar del primer punt al segon,
At:

_1av| (v, — 7
™At t, —ty

L’acceleraci6 mitjana és una magnitud escalar perqué €s el quocient entre dues

magnituds escalars. Les unitats de 1’acceleracio mitjana en el sistema internacional sén
m/s.

Exemple 13: Un cotxe triga 5,7s a augmentar la seva velocitat de 0 a 100 km/h.
Quina és ’acceleracié mitjana?

Solucio:
k 1000 1h 1 mi
v, = 100 = x —— _ x —= =27,8m/s
h 1 km 60min 60 s
|1-])2_131| 27,811’1/5
Ay = = = 4,87 m/s?

tz - t1 5,75
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Exemple 14: El moviment d’un projectil és determinat per la segiient equacio
posicio-temps: 7(t) = (10t,20 + 15t — 5t%,0) m, on ¢ és el temps
en segons. Calculeu ’acceleracio mitjana entre els instants t =0 s i ¢
=4s.

Solucio:
La velocitat instantania és:

*(t)—dg—(dlotd(zo+15t 5t2)d0>—(1015 10¢, 0)
e P VTR T dt ) 0y m/s

v(0) = (10,15 - 10 x 0,0)m/s = (10,15,0) m/s
v(4) = (10,15 — 10 X 4,0)m/s = (10, —25,0) m/s
v(4) — v(0) = (10, — 25,0)m/s — (10,15,0) m/s = (0, — 40,0) m/s
|49| = /02 + (—40)2+0% = 40 m/s.
Per tant, I’acceleracio mitjana sera:
|Av] 40 m/s
mZ T4 T as

= 10 m/s?

Acceleracio instantania

L’acceleraci6 instantania —o simplement acceleracio— és 1’acceleracio vectorial mitjana
en el limit quan I’interval de temps, At, tendeix a zero:
AV dv (dvx dv, dvz)

a) = fim oo =17 dt ' dt ' dt

At-0 At dt

L’acceleracio instantania ens dona el ritme amb que un objecte canvia de velocitat en un
instant donat.

Exemple 15: El moviment d’un projectil és determinat per la segiient equacio
posicio-temps: 7(t) = (10t,20 + 15t — 5t2,0) m, on ¢ és el temps en
segons. Calculeu:

a) 1’acceleraci6 instantania quan =0 s
b) 1’acceleracio instantania quan =12 s
¢) l’acceleraci6 instantania quan =4 s

Solucio:

La velocitat instantania és:
sy = 45 _ (dx dy dz\ _ (d a _2y 20) =
v(t) = dat (dt’dt’dt) - (dt 10¢, dt (20 +15¢ - 5¢ )'dt 0) -
= (10,15 — 10t,0) m/s

Per tant, I’acceleraci6 instantania és:

S dv _ (dvx dvy d d d d
d(e) == = (22,22, 2%) = (£10,2 (15— 106),5-0) =
dt at’ dt’ dt at =’ dt dt
= (0,—10,0) m/s?
Com podeu comprovar, 1’acceleracio instantania és constant, €s a dir, no depén del

temps:

)

a(0) = a(2) =d4) =(0,-10,0) m/s?
En aquest exemple, com que ’acceleracid instantania és constant, I’acceleracid
instantania i ’acceleraci6 vectorial mitjana coincideixen.
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Moviment rectilini

En el moviment rectilini la direcci6 es manté constant durant tot el trajecte. Aquest
moviment és unidimensional. Per exemple, si fem coincidir I’eix de les abscisses (eix x)
amb la direccid en queé es desenvolupa el moviment, llavors només cal indicar la
component x del vector posicio per descriure completament el moviment:

7(t) = (x(t),0,0) o simplement x(t).

y4
Llavors, el desplagament d’un objecte quan va del y)r X
punt 7 = (x1,0,0) al punt % = (x,,0,0) és igual  \ f— e ?
a e ST 2
As =7 — 7 = (x; — x1,0,0) X

o simplement 4s, = x, — x;.

Finalment la distancia entre dos punts, d, és igual al modul del vector desplacament:
d =48] = \/(x; — x1)% + 0% + 0% = |x; — x4

Observeu la diferéncia entre la distancia d = |x, —x;| i la component x del
desplagament, 4s, = x, — x;. Les dues magnituds tenen el mateix valor absolut i
unitats (metres), ara b€, la distancia és sempre positiva (noteu les barres verticals, que
indiquen valor absolut) mentre que la component del desplagament pot ser positiva (si
avanga) o negativa (si retrocedeix). El signe de la component x del desplagament ¢és
resultat del seu origen vectorial, 1 esta associat al sentit del moviment. Aix0 és
important de recordar-ho, atés que com que en el moviment unidimensional només
s’utilitza una component, sovint ens oblidem del caracter vectorial d’aquestes
magnituds i aixd pot portar a interpretacions erronies del signe de la component x de la
posici6, del desplacament, de la velocitat i de 1’acceleracio.

Exemple 16: La trajectoria d’un objecte és rectilinia i esta descrita per la segiient
equacié posicio-temps: x(t) = 5+ 10t — 5t m, on ¢ és el temps en
segons. Calculeu:

a) laposicio quant=0s

b) laposicio quant=2s

¢) laposicio quant=4s

d) quin és el desplagcament i la distancia recorreguda entre els
instants t=0sir=4s

Solucio:
a)x(0)=5+10xXx0—-5X0m=5m
b)yx(2)=5+10Xx2—-5%X4m=5m
c)x(4) =54+10%x4—-5%x16m=—-35m
d)As, =x(4) —x(0) =(-35—-5)m =—-40m
d = |4s,]| = |-40| m = 40 m

Exemple 17: La trajectoria d’un objecte €s rectilinia i esta descrita per la segiient
equaci6 posicid-temps: x(t) = 5+ 10t — 5t m, on ¢ és el temps en
segons. Calculeu la velocitat vectorial mitjana i la velocitat mitjana
entre els instants =0 s 1 =4 s.
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Solucio:
De I’exemple anterior: 4s, = —40 m
As, —40m
Whin, o =~ a1-0s " —10m/s
Noteu el signe negatiu de la velocitat vectorial mitjana, que ens indica que I’objecte
no avanca sind que retrocedeix. Aquest signe esta associat a la seva naturalesa

vectorial.

d = |4s,] =40 m
d 40 10 m/
U, =—= =10m/s
™At 4-0s
En canvi, la velocitat mitjana no €s una magnitud vectorial, no té sentit, 1 esta
definida com a positiva.

Exemple 18: La trajectoria d’un objecte €s rectilinia i esta descrita per la segiient
equaci6 posicio-temps: x(t) =5 + 10t — 5t m, on ¢ és el temps en
segons. Calculeu:

a) la velocitat instantania quan =0 s
b) lavelocitat instantania quan ¢ =2 s
¢) lavelocitat instantania quan ¢ =4 s

Solucio:
La velocitat instantania és:

ve(8) = 9 = £ (5.+ 10t — 5¢2) = (10 — 10t) m/s
a) v,(0) =10 — 10 X Om/s = 10m/s
b) 1,(2) = 10 — 10 X 2m/s = —10m/s

) v,(4) =10 —-10 X 4m/s = —30m/s

En canvi, la velocitat mitjana no €s una magnitud vectorial, no té sentit, 1 esta
definida com a positiva.

Exemple 19: La trajectoria d’un objecte és rectilinia i esta descrita per la segiient
equaci6 posicio-temps: x(t) = 5+ 10t — 5t m, on ¢ és el temps en
segons. Calculeu:

a) D’acceleraci6 instantania quan ¢ =0s
b) T’acceleracio instantania quan =2 s
¢) Dacceleracid instantania quan 1 =4 s

Solucio:

La velocitat instantania é€s:

v (t) = d’;(t” = 2 (5 + 10t — 5¢2) = (10 — 10t) m/s
L’acceleracio instantania €s:

a,(t) = 2% = = (10 — 10t) = =10 m/s?

Com podeu comprovar, 1’acceleracio6 instantania és constant:
a,(0) = a,(2) = a,(4) = =10 m/s?

En aquest darrer exemple, com que [’acceleracié instantania és constant,
I’acceleracio instantania i I’acceleracio vectorial mitjana coincideixen. Noteu també
el signe negatiu de I’acceleracid, que esta associat a la naturalesa vectorial d’aquesta
magnitud 1 que ens indica que 1’objecte frena (es redueix la seva velocitat).
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Moviment rectilini uniforme (MRU)

Es el moviment en qué un objecte manté una velocitat constant. Es a dir, la velocitat és
constant en direccio (trajectoria rectilinia), sentit i modul. Les equacions de posicio,
velocitat 1 acceleracid son:
x(t) = xo + vyt
v, (t) = v
a,(t)=0

on xo i vo soOn respectivament la posicio i la velocitat inicials (x, = x(0)i vy = v,(0)).
Noteu que, com que el moviment és rectilini, podem situar els eixos de manera que la
direccié del moviment coincideix amb 1’eix x, 1 d’aquesta manera el moviment queda
completament descrit per les components en 1’eix de les abscisses dels vectors posicio,
velocitat i acceleracid. Per altra banda, com que la velocitat és constant i I’acceleracio és
la mesura del canvi de velocitat, llavors 1’acceleracio és nul-la.

Exemple 20: Quant de temps trigara un ciclista a recorrer una distancia de 40 km si
descriu un moviment rectilini uniforme amb una velocitat de 28,8

km/h?
Solucio:
En unitats del sistema internacional, la distancia i la velocitat son:
d = 40 km x 222 — 40.000 m

1000 m 1h 1 min
- =8m/s
1 km 60 min 60s

vy = 288" X

Per altra banda, el desplacament és:
As, = x(t) — xg = x5 + Vot — x5 = Vt

I com que el desplacament i la distancia coincideixen en magnitud:

d=vyt=>t=2=229"_5000s=1h23min20s

Vo 8m/s

Observeu que si coneixem ’equacié de moviment, podem determinar I’expressio de la
velocitat 1 I’acceleracio instantanies a partir de les seves derivades, per al MRU: :
x(t) = xo + vyt
() =2 x(©) = = (o + vot)
% =—x(t) =—(xy+vot) =v
X dt dt 0 0 0
dv,(t) dv,
dt  dt

ax ) =

Per altra banda, si apliquem el teorema fonamental del calcul integral que estableix que
la integracid és 1’operacid inversa a la derivada:
a,(t) =0

0, () = 22 5 v (6) = [ a,(O)dt = [ 0dt = 0+ v(0) = v,

v, (t) = %x(t) = x(t) = [v(0)dt = [vodt = vyt + x(0) = vyt + x,
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Moviment rectilini uniformement accelerat (MRUA)

Es el moviment en qué un objecte descriu una trajectoria rectilinia amb acceleracio
constant. Si fem coincidir la direcci6é del moviment amb I’eix x, llavors les equacions de
posicio, velocitat i acceleracid son:
1
x(t) = x¢ + vot + Eat2
v, (t) = vy +at
a,(t) =a

on xo 1 vo so6n respectivament la posicio i la velocitat inicials (x, = x(0)i vy = v,(0)).

Per altra banda, si de la segona equaci6 aillem el temps que cal per assolir una velocitat
Vr: tp = (Vf — Vp)/a i el substituim a la primera equacio, obtenim:
Vp = VoV + Uy VF — V5

a 2 2a

1 1
As, = Xp — Xy = oty +Eat]3 =ty (vo + Eatf) =
I si de I’equacio anterior aillem la velocitat obtenim:
v} — v§ = 2ads, = 2a(x; — x)
Com veurem més endavant, aquesta darrera expressid6 €s especialment util per
determinar la velocitat si coneixem 1’acceleracio i el desplacament.

Exemple 21: Llancem una pedra cap amunt amb una velocitat de 8 m/s des d’una
alcada de 3 m sobre el nivell del terra.
a) Fins quina algada maxima arribara?
b) Amb quina velocitat arriba a terra?

Solucio:

Els objectes que es mouen sota I’accio del seu pes pateixen una acceleracio vertical i
cap avall de g=9,81 m/s’>. En aquest cas, tot el moviment es desenvolupa en la
direccio vertical, i com que ’acceleracid és constant, es tracta d’un MRUA.
Com que el moviment es desenvolupa en la direccio vertical, farem coincidir 1’eix y
amb la direccié del moviment. A banda del fet que substituim 1’eix x per 1’y, no hi
ha cap altra diferéncia en el tractament del MRUA.

Vo = 3m, vy = 8m/sia =—-9,81 m/s

Equacions de moviment:
y(t) = (B3 +8t—49t*)m
v, (t) = (8 -981t) m/s
a,(t) = —9,81 m/s?

a) En el punt de maxima al¢ada la velocitat és nul-la:

8
v,(t)=(8-981t)m/s=0=>t=

9,81

=0,815s

I I’algada és:
y(t) = (B +8t—49t*)m=6,26m

b) Arriba a terra quan y =0
—8+.,64+589 {— 0,314s

—9,81 1,94 s
Com que el temps €s positiu, la solucid correcta és ¢+ =1,94 s. I finalment:
v,(t) =(8-981t)m/s = —11,1m/s

y@)=(B+8t—49t ) m=0=>t=
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Exemple 22: La marca de la frenada que deixa un cotxe que circula a 120 km/h
quan s’atura sobtadament t¢ una longitud de 20 m. Suposant que
descriu un moviment rectilini uniformement accelerat, quina és
I’acceleracio durant la frenada?

Solucio:

. . , km 1000 m 1h 1 min
La velocitat inicial és: vy = 120 — X -
h 1 km 60 min 60 s

=33,3m/s
La velocitat final és: v, = 0 m/s

I el desplacament: 4s,, = 20 m
Finalment podem obtenir I’acceleracid de la segiient relacio:

2
2 .2 _ Y% _ 2
vV — vy = 2ads, > a = Pk 27,8m/s
El signe negatiu ens indica que la velocitat disminueix (frenada).

Observeu que si coneixem ’equacié de moviment, podem determinar I’expressio de la
velocitat 1 I’acceleracio instantanies a partir de les seves derivades, per al MRUA:

1
x(t) = xo + vyt + = at?

2
d d 1,
v, (t) = Ex(t) = E(xo + vt + Eat ) =v, +at
dv,(t) d
a,(t) = T E(vo +at) =a
I si apliquem el teorema fonamental del calcul integral,

ay(t) =a

a,(t) = d"st(t) = v,(t) = [ a,()dt = [ adt = at + v(0) = vy + at

v, (t) = 2 x(t) = x(t) = [ ve(t)dt =

1 1

Descomposicio del moviment: tir parabolic

Un moviment 3D es pot reduir a tres moviments 1D, 1 aixo simplifica molt les coses.

Per exemple un objecte que es mou per 1’aire, si ignorem la resisténcia de I'aire, llavors
només existeix I’acceleracid deguda a la gravetat en la direccid vertical, de magnitud g
=9,81 m/s? i dirigida cap avall.

Aixi doncs, si I’objecte es llanga amb una certa velocitat inicial ¥, el moviment en la
direccio vertical (direccié y) és un MRUA 1 el moviment en la direcci6 horitzontal

(direccid x) és un MRU: y
{ X = Xg + Vgt = vocosOt
— 1 2 _ ; 1 .2
Y =Yot vyt +oaytt = VoSinft — gt
Uy = Vgy = VyCOSH
vy = Vgy + a,t = vysing — gt
{ a, =0
a, =—dg
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Descripcio del moviment circular

La distancia recorreguda per una particula que es desplaga sobre un cercle de radi » és
igual a I’arc, que ¢és el producte del radi per 1’angle girat, en radians:

As =rAf N

Definicié de velocitat angular:

do
dt
unitats: rad/s SN

w =

A partir de la velocitat angular podem determinar la
velocitat lineal:

_ As_l_ rd6
V=A% ar T atse ae @

L’acceleracio angular es defineix com
_dw
T oat

unitats rad/s’

Definici6 de velocitat 1 acceleracio angulars vectorials: a))
V=wXT
G =axt a

La direccio ¢és la de I’eix de gir; d’aquesta manera el N
producte vectorial dona com a resultat la velocitat lineal. v

Per conveni, el sentit es defineix com a positiu si I’objecte =2
gira en sentit antihorari; aixi es pot determinar a partir de la v
regla de la ma dreta: els dits han de seguir el sentit de gir i el polze indica el sentit de la
velocitat angular.

Representacio 2D en el pla de gir: si el vector velocitat angular surt cap enfora, veiem
un punt (com si veiéssim arribar la punta d’una fletxa o un dard). Si el vector velocitat
angular entra cap endins, veiem una creu (com si veiéssim allunyar-se la cua d’una
fletxa o dard):

v ¥

C
R
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o  Moviment circular uniforme (MCU):

Es un moviment en qué la velocitat angular és constant:
a=0 =>w=const. >0 =6 +wt
Es defineix la freqiiencia f com el nombre de voltes que fa 1’objecte en un segon:
f=w/21n o w=2nf
Unitats: cicles/segon o Hz.

El temps que triga a fer una volta és el periode 7:
T=1/f o w=2nr/T.
o Moviment circular uniformement accelerat (MCUA):

a=const.=»a)=w0+at:»0=00+w0t+§at2

En general, 1’acceleraci6 es pot descompondre en dues components, una de tangencial al
moviment, I’acceleracid tangencial angular, i una de perpendicular al moviment,
I’acceleracio centripeta o normal:

., dv d _, ., dwo , _ dfr . . L L .
a—a—a(wxr)—EXT+wXE—aXr+wxv—at+aN
L’acceleracid tangencial, d, = @ X 7, és paral-lela a la (_5
velocitat 1 determina el canvi en el modul de la velocitat. N
Si el sentit és el mateix que el de la velocitat, llavors el oL
modul de la velocitat augmenta; si té sentit oposat, llavors
el modul de velocitat disminueix. El modul de P
I’acceleracio tangencial és: ]7 aN V
dv -
a =ar =—p a,

L’acceleraci6 normal o radial, dy =w XV, és
perpendicular a la velocitat i va dirigida cap al centre de la circumferéncia. Determina el
canvi en la direccio de la velocitat. El modul de I’acceleracié centripeta és:
2 v?
ay = WY = w'r =—
Per exemple, 1’acceleracid centripeta d’un rotor d’una aspiradora és de prop de

400 m/s?, que és 40 vegades més gran que g.

Exemple 23: Sabent que la terra triga 23 hores, 56 minuts 1 4 segons en donar una
volta sencera al voltant del seu eix. Determina: a) la velocitat lineal a
I’equador 1 b) a Girona. Dades, el radi de la terra és 6.371 km 1
Girona es troba a una latitud de 42° Nord.

Solucio:

a)
2T _ 2T 5992 % 105 rad
T ~ 86l64s s

v =wR; =464 m/s = 1670 km/h

w =

b)
R;; = Rpcos42° = 4,734 X 10 m
v = wR = 345 m/s = 1240 km/h
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Exemple 24: Determina a I’equador 1 a la superficie de la terra les acceleracions
normals associades a (a) la rotacio de la terra sobre el seu eix (espin) 1
(b) al voltant del Sol (orbital). Dades: el periode orbital és 365,256
dies i la distancia mitja orbital és 149,60 milions de km.

Solucio:

a)
2T _ 2T 992 x 105 rad
T ~ 86164s s

ay = w?Ry = 0,0339 m?/s

w =

b)
21 _ 2m =199 x 107 rad
T 3156x107s  ° Y

ay = wZRorb = 5,93 X 10_3 mz/S

Exemple 25: Un ciclista tarda 10 s a recorrer una pista circular de R=20 m de radi.
El radi de les rodes de la bicicleta és 7=0,5 m. Si es considera que tant
el ciclista com les rodes giren a velocitat constant, es demana: a) la
velocitat lineal 1 angular del ciclista, b) la velocitat lineal 1 angular de
les rodes, c) el periode i la freqiiéncia de rotacié de les rodes i d)
I’acceleracio normal o radial del ciclista.

Solucio:
a)
_5_27TR_27t20_4
v—t— T mm/s
P v 4r q T q
= - = == — ==
v=w a)Rzora/ssra/s
b)
Uciclista = Vrodes — Vrodes — 4m m/s
v 4n
V= WR = Woqes = - = 05 rad/s = 8mrad/s
c)
TIe 2T _277.'_1 _ —1—4H
_wmdes_Sn_éLS'f_T_ z
9 2 2
v (4m)
an=H=w2R:an=T m/52
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Moviment qualsevol

En general, I’acceleracié es descompon en dues components:
., . . . \ . dv
e Acceleracio tangencial associada al canvi del modul de la velocitat: a; = ™

2
(4 . . . .y v
e Acceleraci6 normal, associada al canvi de direccioé: ay = "y

~ -
Srermm=="

Si R és constant tenim una trajectoria circular, i si R=co tenim una trajectoria rectilinia.

Demostracio alternativa de les dues components de 1’acceleracio:

Desglossem primer el moviment en dues components, normal i tangencial:
b=v-t,>d=2=%g, 4p
- v Tat dt v dt’

U, és el vector unitari tangencial (en la direccié del vector velocitat, tangent a la
circumferéncia). Els dos termes que surten de 1’acceleracio corresponen respectivament

. - dv - ..,
a la component tangencial (a, = Eu”)’ que correspon a la variacio en el temps del

\ . . ‘r > du \ .
modul de la velocitat, i I’acceleraciéo normal (ay = vd—t”), que esta relacionada amb el
canvi de direccio de la velocitat.

- dv - dﬁv - -
a=—Uu,+v—=a,+a
dat v dt t N

- V-

on dy = 1,

Per calcular ’acceleracio centripeta, dy, expressem el vector 4, en coordenades polars

7, 8, 1 posteriorment derivem: JRY;
— . - I av
U, = —sinft + cosO] 7
0 X
. X
dily, > . de N
— = —(cosOt + sinfj) — = —wu
dt ( 7 dt r
el L G T
2 2 o 4 g
Ay = —W°TlU, = W ruy = —1Uy
r
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Qiiestions del tema 2

Calcul vectorial

40°

1. Els cables 4 1 B de la figura exerceixen forces TAi TB. Quina ha
de ser la tensi6 al cable B per tal que la forga total exercida sigui
perpendicular a la paret?

Sol.: Ts=81,5N S
20°

2. La forga ﬁA té una magnitud de 400 N i forma un angle de 136,6° respecte 1’eix x.
Calculeu les components d’aquesta forga.

Sol.: Fy = (=2917+ 275]) N

3. Laforca F ', 1€ una magnitud de 200 N i forma un angle de 54,2° respecte, la forca F B
té una magnitud de 160 N 1 forma un angle de —72,2° I’eix x. Calculeu ﬁA + ZﬁB.

Sol.: Fy 4+ 2Fg = (— 2157+ 142)) N

4. Les quatre forces concurrents que es mostren a la figura
donen una suma vectorial nul-la. Si |ﬁB| =800 N, |ﬁc| =1.000 N
1 |ﬁD| =900 N, quin és el valor de |ﬁA| i1 de I’angle o?

Sol.: |Fy| = 1.630 N, o= 43,2°

5. La magnitud de cadascuna de les forces de la figura és de 100 N.
Se sap que el suport cedira quan la magnitud de la forga total exercida
sobre seu sigui de 150 N. Per a quin interval de ’angle « resistira.

Sol.: 82,8° <ar <180° 6 —180° <ar <—82,8°.

6. Les tensions als cables son totes iguals. Si la
magnitud de la forga total exercida sobre la paret és 6
de 200 kN, quina és la tensi6 dels cables?

Sol.: 68,9 kN

4m T 4m
7. Considereu els vectors % = 7+ 2] + 4k i B = 27 — 3k. a) Determineu ’angle que
formen els dos vectors. b) Calculeu quant hauria de valer la segona component del
vector ¥ per tal que els dos vectors fossin perpendiculars.

Sol.: @) 127,2° b) vy=5
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8. Considereu els vectors % = 87— 4] + 6k i © = —27 — 3] — 4k. Determineu el
modul de U, els angles ., 6 i € que forma el vector i amb els eixos de coordenades, i
el modul del vector R = 3% + 2.

Sol .: |d] = 10,8; &= 42,0°, 6= 112°, 6= 56,1% |R| = 28,7.

9. Considereu els vectors % = 27— 3]+ 5k i ¥ = 17+ 4] + 2k. Calculeu el seu
producte vectorial i comenteu que ens indica el resultat.

-
Sol.: U - ¥ = 0; els dos vectors son perpendiculars

10. Una forga de 140 N s’aplica sobre una recta que va del punt 4 (200, 200, —100) mm
al punt B (800, 500, —300) mm. La for¢a apunta cap a B. Expresseu la forca en
components.

Sol.: F = (1207 + 60] — 40k) N

11. Tenim el vector F = (31— 47— ZE) N. Trobeu el modul de F i les components del
vector unitari que té la mateixa direccio.

Sol.: |F| =538 N; % = 05577~ 0,743 — 0,371k

-

12. Els dos vectors i = u,l — 4] i ¥ = —21 + 6J son perpendiculars. Trobeu el valor de
la component u.

Sol.: ux=—-12.
13. Determineu el producte vectorial i X Pamb U = —2T+jiv = 37— 4j.
Sol.: 5k.

14. Considereu els vectors % = 27 — 4] — 5k i ¥ = —6i + 4] + 6k. Calculeu I’angle
que formen. Calculeu el producte vectorial fent servir la relaci6 amb components.
Calculeu el modul del vector producte vectorial i calculeu aquest modul fent servir la
relacio U X ¥ = u - v - sinf. Comproveu que els dos calculs donen el mateix resultat.

Sol.: 157,2°% U X = —4T+ 18] — 16 k; | x B| = 24, 4.

y
15. Els vectors de la figura tenen moduls |u| = 10 i || = 20. i
Determineu 4 X ¥ i ¥ X U usant tant la regla del determinant 450 Vv
com la definicié del producte vectorial. 300

Sol.: 1 X ¥ = —51,8k.# x @ = 51, 8k.
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Equacions del moviment

16. Una pedra és llangada verticalment cap amunt des del teulat d’un edifici amb una
velocitat de 20 m/s. L’edifici t¢ una altura de 50 m. Utilitzeu /=0 com !’instant del
llangament. Trobeu: a) temps necessari per assolir 1’altura maxima, b) altura maxima, c)
temps necessari per tal que la pedra retorni a I’altura de llangament, d) velocitat de la
pedra en aquest instant i e) velocitat 1 posicio de la pedra a I’instant /=5 s.

Sol.: a) 2,04 s; b) 70,4m; c) 4,08 s; d) —20 m/s; e) 29 m/s 1 27,4 m.

17. L’acceleraci6é de fregament d’una bola dins un fluid té la forma a = —3v? (en
unitats del SI). Si la bola entra en el fluid amb una velocitat de 1,5 m/s, quin sera el
temps necessari per tal que la velocitat inicial de la bola es redueixi a la meitat? Nota:
integreu I’equaci6 a = dv/dt.

Sol.: 0,222 s

18. A partir de la grafica, en que s’indica la posicié d’un objecte en funcid del temps,
determineu:

a) la velocitat mitjana entre els 10
instants f=01¢t=12s,

b) la velocitat mitjana entre els 8
instants t=01¢t=4s,

¢) en quin interval de temps la
velocitat és negativa,

d) la velocitat mitjana entre els
instants f=41t=6s,

e) la velocitat a I’instant = 5 s.

posicio (m)

Sol.: a) 5 m/s; b) 0 m/s; c) entre
els segons 214; d) 3 m/s; e) 3 m/s 0

0 1 2 3 4 5 6
temps (s)

19. Un objecte descriu un moviment rectilini que obeeix la relacio x(t) = t3 — 2t? +
4t + 3, en unitats del sistema internacional, determina: (@) la velocitat mitjana en el

interval de temps entre 1 s i3 s, (b) I’acceleracio mitjana en el interval de temps entre 1
s13s,1 (c) I’acceleracio als instants de temps 1 si3 s.

Sol.: a) 9,0 m/s; b) 8,0 m/s?; c) 2,0 m/s i 14,0 m/s?.

20. La velocitat d’una bala a partir de la percussio dins el candé d’un rifle ve donada per
v=-5%107t2+3 x 10°t on v és en m/s i ¢ en s. Sabent que en el moment en que la
bala surt del canod 1’acceleraci6 és zero, determina: (a) la posicio i ’acceleraci6 de la
bala dins el can6 en funci6 del temps, (b) el temps que la bala és dins el cano, (c) la
velocitat amb la que la bala surt del cano, i (d) la longitud del cano.

Sol.: a) a=—1x 108+ 3 x 105 (fen s, a en m/s2), x = —z x 107¢3 +%>< 105t% (tens,
x enm); b) 3 1073 s =3 ms, c) 450 m/s; d) 0,9 m.
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21. L’avantatge dels frens magnetics respecte els de friccid €s que requereixen menys
manteniment. Aquest frens generen una acceleracio de frenada proporcional a la
velocitat, a = —Cv, on C és una constant, C = 0,9 s’\. (@) Demostra que la velocitat varia
com v = vye~‘t on v, és la velocitat inicial. (b) Quin temps triga la velocitat a reduir-se
a la meitat?

Sabent que els frens de friccid aconsegueixen una acceleracié de frenada constant, (c)
quin fre és més eficient a altes velocitats, el de friccid o el magnétic?

Sol.: b) 0,77 s; c) el magnétic.
Descomposiciéo del moviment

22. A Tl'instant ¢t = 0 es dispara verticalment una pilota des d’un carro que es mou
horitzontalment a una velocitat constant de 1,5 m/s. Si la velocitat amb qué surt la pilota
del carro és 3,0 m/s:

a) Quina és la velocitat inicial (¢ = 0) de la pilota vista per un observador exterior?

b) Escriviu I’equacio de la posicio i la velocitat en funcio del temps.

Agafeu com a origen de coordenades la posici6 del carro quan ¢ = 0.

Sol.: a) By = 1,57+ 3,0/ m/s; b) x = 1,5t, y = 3t — 4.9t%,v, = 1,51 v, =3,0-9,8t

(tens,xiyenmivyiv enm/s).

bola B per I’eix y. Totes dues estan lligades per una barra de

23.La bola 4 de la figura esta limitada a lliscar per I’eix x i la T
longitud constant L = 20 cm. Coneguda la velocitat de la bola 4, p
¥, = (3,0) m/s, i I’angle o = 30°, determina la component y de ’ \

la velocitat de la bola B.

Sol.: 5,196 m/s.

24.Donat el vector de posicio 7 = (4t? — 3t + 5)7 + 8t?j, en unitats del sistema
internacional, determineu: a) les components i el modul de la velocitat instantania quan
el temps €s 5 segons; b) les components i el modul de I’acceleracié al mateix instant.

Sol.:a)) (377+ 80)) m/s, 88,14 m/s; b) (87 + 16 ))m/s?, 17,89 m/s>.

Tir parabolic
25.Una puga salta 0,1 m en un salt vertical. @) Quina és la seva velocitat inicial? b) Si
ha assolit aquesta velocitat mitjangant I’extensi6 de les potes una distancia de 0,0008 m,
quina ha estat la seva acceleracio inicial? ¢) La distancia d’acceleracio de ’home ¢és de
0,5 m. Si un home saltés amb la mateixa acceleracié que la puca, a quina altura
arribaria?

Sol.: a) 1,4 m/s; b) 1.225 m/s?; c) 62,5 m

26. Llancem una pilota amb el peu a una velocitat de 25 m/s i un angle de 30°. Quant
triga a arribar al punt de maxima altura i quina €és aquesta posicié en aquest instant?

Sol.: 1,28 s; (27,6 T+ 7,97)) m.
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27.Quina ¢és la velocitat a la qual surt una llagosta si 1’angle del seu salt és 55° i el seu
abast és 0,8 m?

Sol.: 2,9 m/s

28.Un avid de rescat a Alaska deixa caure un paquet de provisions a un grup
d’exploradors extraviats. Si 1’avié viatja horitzontalment a 40 m/s i a una altura de
100 m sobre el terra, on cau el paquet en relacié amb el punt on s’ha deixat anar?

Sol.: 181 m

29. Un estudiant de la UdG viatja sobre la plataforma d’un tren que es desplaga en MRU
a una velocitat de 10 m/s. L’estudiant llanga una pilota enlaire amb un angle inicial de
60° respecte a 1’horitzontal. El seu professor, que es troba aturat a 1’estacid, observa que
la pilota puja verticalment (sense moviment horitzontal). A quina altura trobara
I’estudiant que ha pujat la pilota?

Sol.: 15,3 m

Moviment circular
30. Amb quina velocitat angular gira la Terra sobre el seu eix?
Sol.: 7,27-107 rad/s

31. Un motor assoleix una velocitat angular de 3000 rpm partint del repos i després de
realitzar 5 voltes complertes. Suposant que es tracta d’'un MCUA, determina: (a)
I’acceleracio angular, (b) I’acceleracidé normal en un punt situat a 30 cm de I’eix de
rotacio, (c) I’acceleraci6 tangencial en un punt situat a 30 cm de 1’eix de rotacid i (d) el
modul de I’acceleracié en un punt situat a 30 cm de 1’eix de rotacio.

Sol.: @) 1570 rad/s*; b) 29.600 m/s?; ¢) 471 m/s?; d) 29.600 m/s>.

32.Una pedra de massa 200 g es lliga a I’extrem d’una corda d’un metre de llargada i es
fa girar en un pla vertical. Calculeu a) la velocitat minima en el punt més alt perque
pugui descriure una trajectoria circular completa. ) Si la velocitat al punt més alt és el
doble de la velocitat minima, calculeu la tensi6 de la corda als punts més alt i més baix
de la trajectoria. ¢) Quina trajectoria descriura la pedra si la corda es trenca al punt més
alt?

Sol.: @) 3,13 m/s; b) 5,89 N, 9,81 N; ¢) parabolica

33.La informacid, en un CD de musica, esta enregistrada en una pista que segueix una
trajectoria espiral que pot arribar a tenir una longitud de 5,4 km. La lectura de la
informaci6 continguda es fa a partir de la llum provinent d’un laser que es reflecteix a la
superficie del disc. El laser es mou de forma radial des del principi de la pista, que es
troba a uns 2,3 cm del centre, fins al final, a uns 5,9 cm del centre. Per tal que la lectura
estigui sincronitzada, la velocitat lineal en el punt on incideix el feix laser ha de ser de
1,2 m/s. Determineu la velocitat angular al principi i al final del disc.

Sol.: 52 rad/s 1 20 rad/s.
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34. A la pel-licula 2001: una odissea de I'espai es pot observar com el periode de gir de
la estacio espacial és duns 60 s. Quin ha de ser el radi de I’estaci6 espacial per tal
d’obtenir una gravetat artificial igual a g als anells?

Estaci6 espacial astronauta corrent a I’anell exterior gracies
a

la gravetat artificial.
Sol.: 894 m.

35.Si suposem que la Terra descriu una orbita circular al voltant del Sol, quin és el
periode del moviment circular? I la seva velocitat angular?

Sol.: 365 dies, 2,0 10”7 rad/s

36. Un tocadiscos gira a una velocitat angular constant de 33,33 rev/min (rpm). Si quan
es desconnecta triga 26 segons a aturar-se completament, quina €s la seva acceleracio
angular, suposant que és constant?

Sol.: —0,134 rad/s?

37.Una centrifugadora de 12 cm de radi que esta inicialment en repos accelera
uniformement durant 20 s. En aquest interval de temps la seva acceleracié angular és
100 rad/s* i després manté la velocitat adquirida. @) Amb quina velocitat gira la
centrifugadora quan fa 20 s que funciona? b) Quantes voltes ha fet la centrifugadora
després de funcionar 50 s? ¢) Calcula 1’acceleraci6 tangencial i normal que, com a
maxim, tenen els objectes a 1’interior de la centrifugadora quan aquesta fa un minut que
gira.

Sol.: @) 2000 rad/s; b) 12730; c) 12 m/s? i 4,8-10° m/s>
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3. Dinamica de la particula

Objectius
Concepte de forga
Descripcid6 de les tres lleis de Newton
Concepte de la quantitat de moviment
Concepte d’impuls 1 forca mitjana
Concepte de forces internes
Forces de friccio
Descripci6 de la dinamica de rotacio
Concepte de moment de forces
Concepte de moment angular

Forces a la natura

Qu¢ és una forga? Es la causa del moviment.
. de contacte
Tipus de for(;a{ o
a distancia
Les forces a distancia actuen sense que hi hagi contacte entre els cossos. Les forces a
distancia soén d’origen fonamental:
e  Gravitatories:

F = Gni—;",a la superficie de la Terra: F = G%m =mg,g = 9,81 m/s?
T

e Electriques: associades a la carrega eléctrica.

e Nuclears fortes: mantenen el nucli atdomic unit contra la repulsid eléctrica.

e Nuclears febles: origen de la radioactivitat i de la desintegracié dels nuclis
radioactius.

Les forces de contacte son les forces que apareixen quan hi ha contacte entre objectes
solids. Al nivell microscopic, estan relacionades amb els enllagos moleculars (forces de
friccid) 1 les repulsions eléctriques (reaccions).

Lleis de Newton

Les tres lleis de Newton donen una descripci6é completa de la mecanica de particules! en
el marc de la fisica classica.

Primera llei de Newton
Tot cos roman en el seu estat de repos o moviment rectilini uniforme (MRU) si la for¢a
resultant aplicada sobre seu és nul-la.

! Quan parlem de particula o objecte puntual s’entén que les dimensions de ’objecte son suficientment
petites per poder negligir el moviment de rotacid. No obstant aixo, les lleis de Newton es poden aplicar a
qualsevol objecte, petit o gran; en aquest cas 1’aproximacié de particula o objecte puntual simplement
suposa que negligim la rotacié de 1’objecte, és a dir, que les lleis de Newton permetran descriure només el
moviment de translacio.
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Dinamica de la particula

La forga resultant o neta és la suma vectorial de totes les forces aplicades sobre un

objecte:
F, =Zﬁ = (ZFx,ZF ,ZFZ)
% = 0 repods

Llavors,siﬁR=6=(0,0,0)@2Fx=2Fy22P}:0:> 0
¥ = constant (MRU)

Noteu que en el MRU la velocitat és constant en modul, sentit i direccio.

La dificultat d’observar aquesta llei esta en les forces de friccid. No obstant aixo, un
dels principals perills dels astronautes quan maniobren a 1’espai exterior és que es
puguin allunyar irremeiablement de la nau en un MRU a causa de la manca de forces de
friccio.

Nova magnitud de caire vectorial, quantitat de moviment:
p=mv unitat: kg-m/s

Primera llei de Newton, conservacid de la quantitat de moviment:
Fr =0 = (0,0,0) © p = m#¥ = constant

El concepte de repos o MRU depen del sistema de referéncia:

7 =ct,d=0 w7 ct, G # 0

= =

O O O O

Sistema de referéncia inercial (SRI), Sistema de referéncia no inercial (SRNI),
lleis de Newton valides. lleis de Newton no valides.
Forces 1 acceleracions ficticies

Recordeu que els sistemes que descriuen rotacions estan accelerats.

La Terra és un sistema de referencia inercial?

Segons I’exemple 24 del tema 2, I’acceleraci6 de la rotacid de spin de la Terra a
I’equador és 0,034 m/s* (rotacié al voltant de 1’eix de la Terra) i 1’acceleracié de la
rotacio orbital de la Terra: 5,9-10 m/s? (rotaci6 al voltant del Sol).

Totes dues son molt més petites que g, per tant, en moltes situacions practiques la terra
es pot aproximar a uns sistema de referéncia inercial.
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Segona llei de Newton

L’acceleracio que experimenta un cos sotmes a una forc¢a neta és proporcional a la
forga, i la constant de proporcionalitat és la massa:

-

F:ﬁR:ma

ﬁR ¢s la forca neta o resultant 1 és la suma vectorial de totes les forces aplicades sobre la
particula. Conseqiiéncies:
1) aiFg son magnituds vectorials.

2) Definicio de massa inercial: resisténcia o oposicio al canvi, tant a ser accelerat
com a ser frenat.
.oy r__a
sim =2m >a = >
Inercia: tendéncia a quedar-se en el mateix estat de moviment.

3) SiFR=0 = d =0 = ¥ = constant, és a dir, recuperem la primera llei.
4) Només ¢és valida per a SRI.
Unitats de forga: N, newton (SI); kp, quilopond (MKS) i dina (CGS).

m 1.000g 100 cm ) 5 o
IN=1kg—- . = 100.000 dines = 10~ dines
s2  1kg 1m

La segona llei ens permet establir com varia la quantitat de moviment. Si derivem

I’expressio anterior respecte al temps obtenim:
dp dv

— =m—=md=F

dt dt R

Per tant, podem enunciar la segona llei de Newton com:
dp
dt = R

¢s a dir, els canvis en la quantitat de moviment sén provocats per la forca resultant.
Podem entendre la quantitat de moviment com la dificultat per aturar el moviment d’una
particula.
I la primera llei de Newton esdevé:

L2 — dp — >, . .. .7 .
SiFR=0 = d—’: = 0 & p ésconstant, principi de conservacié de la quantitat de

moviment.

Exemple 1:  Una bala de massa 1,8-107 kg té una velocitat de 500 m/s quan xoca
amb un bloc fix de fusta, 1 s’atura després de travessar-ne 6 cm. Suposant
constant la desacceleraci6 de la bala, determineu la for¢a exercida per la
fusta sobre la bala.

v? — 2 =2aAs > a= vi —v6 _ —500% m* _ —2081062
Foovo 24s 2-0,06s2m ’ s2

Fe=m-a,=-18-10" -2,08-10°kg = —3750 N = F = 3750 N [
F =3750N
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Impuls

Amb forces variables que actuen durant un interval de temps, per exemple en col-lisions
0 quan xutem una pilota, és dificil avaluar F, i el que fem és mesurar I’impuls:

dp = Fpdt

FA > -

Unitats: N-s
At
< >
/ \ Aix0 ens permet fer una estimacio de la forca i
» de I’acceleracio mitjana

. T 4B, Fy

=—=—,d,, = —
moAt AT m

Exemple 2:  Quan xutem una pilota, passa d’estar aturada a adquirir una velocitat de 5
m/s. SiI’estona que ha durat el contacte entre el peu i la pilota ha estat 2 ms 1
la massa de la pilota és de 250 g, calculeu la forca i I’acceleracié mitjanes a
que ha estat sotmesa la pilota durant el xut.

I = detzAp =mvy = 1,25kgm/s

I
FE,=—-—=0625N
m At
am = —* = 2500 m/s?

Tercera llei de Newton (altrament coneguda com el principi d’accio i reaccid)
Si un cos B exerceix una for¢a sobre un cos A, llavors el cos A exerceix una for¢a sobre
B igual pero de sentit oposat.

Important: Els punts d’aplicacio son diferents i per tant no s’anul-len. Un objecte només
rep les forces que s’apliquen a sobre seu. Si el punt d’aplicacié fos el mateix el

moviment seria impossible:
Si el punt d’aplicaci6 és el mateix, Punts d’aplicaci6 diferents
la forga resultant és nul‘la

- —
FB;’I F4B

El moviment és impossible!!!! Es mou!!
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Reaccions degudes al contacte entre superficies:

Rl
| <G—

N N
P P=mg=N=N’ P F+P=N=N’
h.¥ i h " N i N
YN’ N’
No sempre es compleix que N = P.
Exemple 3: Una caixa es manté en una posicié determinada
sobre un pla inclinat sense friccid gracies a un .
cable. a) Si 8= 60° 1 m = 50 kg, calculeu la tensio
en el cable i la forca normal exercida pel pla N
inclinat. ») Trobeu la tensié com a funcié de i m, i 0

comproveu el resultat per a 6= 0°1 6= 90°.

a)

T = mgsinf = 425N
N = mgcosf = 245 N

b) T =mgsinf,sif =0° =T =0isi0 =90°=>T =mg

Forces de friccio

Forces de contacte.
S’oposen al moviment.
Sén de dos tipus: estatiques i dinamiques.

Estatica: intenta mantenir 1’objecte en repds; el moviment relatiu respecte a la superficie
de contacte és nul:

—

FApZ

m—)> - 7 R N
N v=0 F F,E_'F Apl
FFE

<
O

e La magnitud de la for¢a de friccio és igual a la component horitzontal de la forca
aplicada sobre 1’objecte.

e Ladireccio ¢és paral-lela a la superficie de contacte.

e FEl sentit és oposat a la forca aplicada.

e Valor maxim: Fggax = UgN

39



Dinamica de la particula

Ug ¢és el coeficient de friccid estatic; és un parametre adimensional que depén de les
caracteristiques de les dues superficies en contacte.

Quan Fyp > Fyg, 'objecte es posara en moviment i comencara a actuar la forga de
friccié dinamica: Fgp = ppN. En general es compleix Fpp < Fpgmax © Up < Ug

Fi=pN

Fr
FF:MDN

Q@

V4
(Q N
" /nohiha hi ha
moviment moviment

F Apl

Exemple 4: El bloc M de la figura t¢ una massa de 0,5 kg, i
els coeficients de friccid estatic i dinamic del pla
inclinat sén 0,25 1 0,18 respectivament. @) Quins
son els valors de 1’acceleracio i1 de la forga de o
fricci6 st a=30°? b) Quins son els valors de
I’acceleracio i de la forga de friccid si a=10°?

N R
N = mgcosa = 4,25 N
Y B max = 1sN = 1,06 N < mgsina = 2,45 N
Fr = Fpp = upN = 0,765 N a
el J
a= W = 3,37 m/s? mg

b N = mgcosa = 4,83 N

) Fegmax = N = 1,21 N > mgsina = 0,852 N
Fr = mgsina = 0,852 N
a=0m/s?

Problemes de dos o més cossos: forces internes

Forces internes: forces de contacte entre objectes. Segons la tercera llei de Newton, son
iguals 1 oposades: s’anul-len dos a dos quan considerem el sistema com un tot.
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Dinamica de la particula

Exemple 5: Determineu I’expressio del valor minim que pot C
assolir la forca horitzontal F' de manera que el F ’l; M
bloc B no llisqui cap avall. La massa del carro )

(bloc C) és M, la massa del bloc B és m 1 el
coeficient de friccid estatica entre els blocs €s . @ @
T M+m Tot el sistema:
F/ F=M+m)a=a= —
_> /w
by ' Bloc B (cas limit):
@ - @ Frgmax = HgN
FFE
F—N=ma } mg mF
———=ma=
Frgmax = pgN = mg Ug M+m F|B| N
m mg M mg m|<4—
F(1- ):—:>F( >=—:>
M+m UE M+m Ug
o (1 N m) P=mg
HE M
myg
Frgmax = ugN =mg = N = —
HE
Que passa amb el bloc C?
N =Ma=M C
M m N
FFE,méleJEszg:)N=#_ tmo g
P91 o 0
HE M
Dinamica de rotacio a
Vv
Quan sobre un objecte actua una ',"' =
forca paral-lela a la velocitat, la / , 5 F
particula descriu una trajectoria ' .:
rectilinia. En canvi, si sobre un 5 i
objecte actua una forca que no és “\ ’,/'
paral-lela a la velocitat, llavors la s -~

~ -
--------

component normal a la trajectoria provocara un canvi en la direccid, mentre que la
component tangencial provocara un canvi en el modul de la velocitat.

Fr =ma, = m—

Fy =may =m—
T

Si 7 és constant, llavors la trajectoria és circular.
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Dinamica de la particula

Exemple 6: Una particula de massa m esta suspesa d’una
corda de longitud L i es mou a velocitat constant
en el pla horitzontal (pla xy) descrivint un cercle
de radi . La corda forma un angle & amb I’eix
vertical (eix z). Determineu a) la tensidé de la
corda, i b) la velocitat de la particula en funcié de -

m,L10. ‘e
X
Solucio:
2
a) Eix radial: Tsinf = mVT
e o _ _mg .
Eix z: TcosO =mg=T = o~ v

Dividim les dues equacions:
2

v S Rt 3 ...:
tan@ = 5 >V = ,/rgtane = p = /gLSinetane { L

r = Lsinf

Transmissio del moviment de rotacio

Quan unim politges, corrioles, rodaments o rodets a través de cordes, corretges o
cadenes, la velocitat lineal al llarg de les cordes, corretges o cadenes és unica, és a dir,
la velocitat lineal de la corda es transmet d’un rodament a I’altre.

W,

Suposeu que tenim dues politges de
radis R; 1 R> unides per una corretja.
La relacié de transmissio €s igual a la T
relaci6 entre els dos radis (o diametres, b,
#). Com que la velocitat lineal al llarg |’
de la corretja és unica i és la velocitat l
en el perimetre de les politges, llavors
la relaci6 de transmissio és igual a la -
relaci6 inversa de les velocitats angulars. Aixi, coneguda la velocitat angular d’una de
les corrioles, podem determinar la velocitat de ’altra:
v, = w1 R,
v, = wyR,

®1 R w
}UlzvziwlRlzszzﬁng—zzw—l

La funcié d’aquests mecanismes de transmissio és transportar una rotacio i adaptar la

freqliencia de rotacid. Aquests mecanismes son la base dels canvis de marxa dels cotxes
1 de les bicicletes.
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Dinamica de la particula

Exemple 7: Una rentadora funciona amb un motor eléctric
que gira a 3500 rpm 1 que, a través d’un
sistema de transmissi6 de politges, mou el
tambor de la rentadora. Si les politges son de
8 cm 1 56 cm de radi, calculeu: a) la velocitat
angular del tambor i b) ’acceleracié normal
del motor.

Solucio: e
N _ e ;w/lmm 21T/Pad _

motor min 60s 1rev

_ 3500 - 2m
60

3500 - 2w
VUmotor = Wmotor” = [T] - 0,08 m/s =29,3 m/S

= 116,67ntrad/s

Vmotor = Vtambor = 29,3 m/S

_ R _ Vtambor
a) Vtambor = Wtambor* ™ Wiambor = R

@tambor = 29,30,56 = 16,67mrad/s = 52,4 rad/s

8
Weambor = %wmomr = g 116,67mrad/s = 52,4 rad/s
tambor

b) a, = Wi oor” = [116,677]%0,08 = 108972 m/s? = 10750 m/s?

Moment de forca

Moment de forca: Especialment adient per
estudiar el moviment de rotacié. El moment
respecte d’un punt O es defineix com:

M, =#xF, |A70| = rFsind
Unitats: N-m

Propietats:
e Es proporcional a la distancia i a la forga.

e Depén de I’angle entre 7 i F

e Si?1F 0=900270°=sinfd =10 — 1, el modul és maxim, M = rF
e Si#//F,0=00180°=sind =0,M =0
e Sentit de la rotacid: regla de la ma dreta.

Es pot calcular també a partir del brag de
forca d o a partir de la component
perpendicular de la forga.

rsin -F=d-F

M = rFsind ={r-FSin9 =r-F,
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Dinamica de la particula

Moment angular L =7xp

Moment angular: Quantitat de moviment
associada a una rotacio.

Lo =7Xp=%xmb
Unitats: kg m?/s

Si derivem respecte al temps tenim &
dLO ( 5 = dr o . dv
FXmv)=—Xmv+7Xm—
dt dt dt

.. , = ar S
isi O ésun punt fix, ¥, = 0, llavors ¥ = —» vegeu la demostracié més avall,

Lo _ omirixm® _Giix x> F=H
dt —17 mv T mdl = T ma—r = R,0

= MO és el moment total sobre la particula respecte al punt O. Noteu que ¥ X

on Mo =
m# = 0 atés que el producte vectorial de dos vectors paral-lels és zero.

Obtenim una equacid que és equivalent a la segona llei de Newton:

M RO = ddﬁ (noteu la similitud amb la segona llei de Newton: FR = —)

-

Observeu que si MR 0= 0 llavors 222 = = 0, és a dir, si MR 0= =0 el moment angular no

varia en el temps, diem que el moment angular respecte al punt O es conserva. Aixo €s
equivalent a la primera llei de Newton.

. L, = L ar A0
Demostracioé que quan vy = 0, llavors v = — 7
dr, dr, dr 7
Tp=Tp+7r2V=—=—+— 9
moen dt ~ dt = dt m
Sitp =021, =22=0
dr dr
13 = 1_}0 +—=— y
dt dt ¥
L,
Trajectoria circular: moment angular o
%
(6
Si la particula descriu una trajectoria circular i calculem el
moment angular respecte al centre de la circumferéncia, O .
tenim 7
Lf?”fl’}:Zo @) = 25 — [
V=rXw m

I, = mr? és el moment d’inércia de la particula i les unitats sén kg-m?.

Io és una mesura de la inércia o oposicié que presenta una particula a ser accelerada
angularment a través d’una trajectoria circular de radi :

=  _dlp _ , dd _ ; 5 = «id 1 o=

MR,O = _dt = 103 = 100( (0] MR,O = ZMO = Ioa

Noteu la similitud entre aquesta darrera equacio i la segona llei de Newton: ﬁR = mad.

44

<l



Dinamica de la particula

Exemple 8: Un bloc de massa 50 g esta lligat a una corda que
passa per un forat fet en una superficie horitzontal ad @/}m
sense fregament. El bloc gira al voltant del forat / y
descrivint una trajectoria circular de 20 cm de radi i =
amb una velocitat angular constant @ = 3 rad/s.
Estirem amb més forga 1’altre extrem de la corda, Tl
de manera que el radi de la trajectoria es redueix a
10 cm. Calculeu la nova velocitat angular.

Solucio:
o - . . 0 — i
Mp o = 0 ates que la suma del pes i la normal s’anul-len i el 7 7 :
producte vectorial entre 7 i T és zero. Llavors Ly = o és \
constant: m
Ipi mri2 2
lpjw; =lpjwr = wr =——"—w; = ——=w; = (—) X 3rad/s = 12rad/s
’ ’ lo s mr¢ 10

Impuls angular

De la mateixa manera que hem definit I’impuls quan tenim forces variables que actuen
durant un interval de temps, podem determinar I’impuls angular a partir del canvi de
moment angular:

F A dZO = MR,Odt
]O = jMR,Odt - ALO

A Unitats: kg-m?/s o N-m's

< >
\ Aix0 ens permet fer una estimacioé del moment
P mitja:

M, ,=2=—"2
MmO T At T At

Per altra banda, I’impuls i I’impuls angular estan relacionats:

70=fM’R,Odt=ffxﬁRdt=fxfﬁRdt=fxf=foﬁ
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Qiiestions del tema 3

Lleis de Newton

1. En la figura segiient els objectes estan subjectats per dinamometres calibrats en
newtons. Doneu les lectures dels dinamometres en cada cas, suposant que les cordes no
tenen massa i que el pla inclinat no té friccio.

/
1 0,{»&}
T ;
3m % 0'{'8
30°
10 kg 10 kg l
10 kg 10 kg
5,2 m
(a) (b) (c) (d)

Sol.: @) 98,1 N; b) 98,1 N; ¢) 49,05 N; d) 49,05 N

2. Quina for¢a F minima cal aplicar per moure el bloc B de la F
figura? Dades: el coeficient de friccid estatic €s 0,2, I’angle a és 0L/ ™ rB
30° 1 la massa del bloc és 100 kg.

Sol.: 256 N.

3. Per arrossegar sobre el terra una caixa a velocitat constant cal aplicar una forca
horitzontal de 200 N. (a) Que pots dir de la forca que ha calgut aplicar per poder iniciar
el moviment? (b) si ara col-loquem una caixa idéntica damunt de la primera, quina forca
horitzontal caldra aplicar per mantenir el moviment a velocitat constant? (c¢) ara posem
les dues caixes a terra i les unim amb una corda, quina for¢a horitzontal caldra aplicar
per mantenir el moviment a velocitat constant?

Sol.: @) >200N; b) 400 N; ¢) 400 N

4. Una cotxe de 1600 kg de massa circula a 120 km/h i frena sobtadament. La longitud
de la marca de la frenada és de 150 m. Suposant constant la desacceleracié del cotxe,
determineu la forca de friccid entre les rodes i el paviment.

Sol.: 5.926 N

5. Un cos es deixa anar des de dalt d’una rampa de 37° d’inclinaci6. Calculeu la
velocitat que té a Dl’instant en qué ja ha recorregut el primer metre. Considereu
negligible la friccio.

Sol.: 3,4 m/s
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Qiiestions del tema 3. Dinamica de la particula

6. Volem ubicar una capsula espacial entre la terra i la lluna de manera que la forca
gravitatoria neta deguda als dos astres sigui nul-la. A quina distancia de la Terra s’ha de
situar? Dades: massa de la terra 5,97x10** kg, massa de la lluna 7,35x10?*> kg, G =
6,6743x107'" m*/kg s? i la distancia mitjana Terra-Lluna és 384000 km.

Sol.: 3,456x10% m.
Impuls

7. Determineu la for¢a mitjana exercida per un
cinturd de seguretat d’un cotxe sobre un passatger
(de massa 80 kg) quan el cotxe xoca frontalment
amb un mur de formigd a 90 km/h. Suposeu que en
el xoc la part davantera del cotxe s’ha deformat de
manera que s’ha escurgat aproximadament 1 metre.

Fm~25.000N

8. Una pilota de 50 g xoca amb la raqueta de tennis d’un jugador a una velocitat de 60
m/s, i rebota de manera que surt en la mateixa direccid perod sentit oposat amb la
mateixa velocitat. Si la pilota ha estat en contacte amb la raqueta 0,3 s, quina ¢€s la forga
mitjana exercida per la raqueta sobre la pilota?

Sol.: 20 N
Forces de friccid

9. Sobre un terra horitzontal es dispara un cos a una velocitat de 6 m/s. Si el coeficient
de friccid entre el cos i el terra és de 0,20, calculeu el temps que triga a parar-se.

Sol.:3s

10. Sobre un cos de 20 kg s’exerceix, mitjancant una corda, una forga de 100 N, la
direcci6 de la qual forma un angle de 37° amb I’horitzontal. Calculeu la forca de friccio
i I’acceleracio amb la qual s’arrossega el cos si el coeficient de friccio és de 0,20.

Sol.: 27,2 N; 2.6 m/s?

11. Un cos de 20 kg esta sobre un pla inclinat de 37°, amb un coeficient de friccio de
0,20. Sobre aquest cos exercim una forga horitzontal de 300 N i el fem pujar per la
rampa. Calculeu el temps que tarda a recorrer 3 m des que comenga a pujar.

Sol.: 1,5 s

12. Uns cavallets (“tiovivo”) completen una volta cada 12
s. Un nen de 45 kg esta assegut a una distancia de 3 m del
centre de la plataforma. Calcula el coeficient de friccio §
estatic minim per tal que el nen no llisqui enfora. ‘

Sol.: 0,0838.
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13. El coeficient de fregament estatic entre la plataforma T
del camid 1 la caixa que transporta és de 0,3. Determineu la T"O":Lé.

distancia minima de frenada s que pot recorrer el camid

sense que la caixa rellisqui cap endavant, si la velocitat del camié abans de comencar a
frenar és de 72,4 km/h. Suposeu que la desacceleracié és constant durant tot el temps
que triga a aturar-se.

Sol.: s =68,7m

14. Si el coeficient de fregament estatic entre la plataforma 1 la carrega del cami6 del
problema anterior és de 0,3, calculeu la velocitat maxima que pot assolir el camid sense
que la carrega rellisqui cap enrere en un recorregut de 45 m, si inicialment esta aturat 1
puja per un pendent del 10 %.

Sol.: 13,13 m/s

15. La carrega del camio pesa 750 kp. En engegar el
camid, amb una acceleraci6 constant, la caixa rellisca cap
avall una distancia de 3 m en el mateix temps que el cami6
ha assolit una velocitat de 40 km/h 1 ha recorregut 15 m al
llarg del pendent. Determineu el coeficient de friccid entre
la caixa 1 la plataforma.

Sol.: up =10,386
Problemes de dos 0 més cossos
16. Determineu 1’acceleracio del conjunt i la tensio de la corda en

funci6é de la massa dels blocs. Podeu negligir els efectes de friccid
entre els cossos i la massa de les cordes i de la corriola.

Solia = —2— g; T = 272
” mq +m; g ! mq +my
17. Demostreu que el modul de la forga maxima que podem F

— A

aplicar sobre el bloc B de la figura sense que aquest llisqui

és: - 3
= pema 1+ = —

on m és la massa del bloc B 1 M, la massa del bloc C. Podeu
negligir la for¢a de friccid entre el bloc C'1i el terra.

18. Dos blocs de pedra de masses mi =3 kgimz2 =15
kg estan lligats per una corda i situats sobre una taula
que té un coeficient de friccio p = 0.3. El bloc de
massa m> esta lligat també a un tercer bloc de massa
mo = 4 kg que penja de I’extrem de la taula de manera
que el seu pes fa lliscar els altres dos blocs. Calcula
I’acceleracio amb que lliscaran els blocs.

Sol.: 1,308 m/s>.
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19. Sila Forga F'és de 12 N, les masses del cossos 4 i B son 2 i,
kg 1 3 kg respectivament, i els coeficients de friccio estatic 1

dinamic sén 0,3 i 0,24 respectivament. Determina: (a) el B
modul de I’acceleracié del cos 4, (b) el modul de I’acceleracid ﬁ
del cos B, i (c) el modul de la forga de friccid entre els blocs 4

iB.
Podeu negligir la forca de friccié que actua entre el cos B i el terra.

A

Sol.: a) 3,64 m/s%; b) 1,57 m/s*; c) 4,71 N.

20. Quina for¢a F horitzontal cal aplicar al carretd de la m
figura per tal que els blocs romanguin quiets respecte del f
carretd? Suposeu que totes les superficies son llises (no hi ha — M 7]
friccid) 1 que no hi ha friccio a les rodes ni a la politja. Dades |
M=20kg, mi=10kgim>=5Kkg. O O

Sol.: 172 N.

21. Trobeu totes les forces de contacte entre els cossos de la F=700N

F

figura 1 ’acceleracid que actua sobre ells. El coeficient de o1
fregament €s 0,3 i m1=3 m2, ma= 1,5 m3 i m3= 10 kg. 2 3]

Sol.: 250 N, 100 N; a = 7,06 m/s*

22. Ates el sistema de la figura, on només hi ha fregament entre
la massa de 2 kg i1 la massa de 3 kg, amb un coeficient de friccio
dinamic de 0,3: @) dibuixeu el diagrama de solid lliure per a cada
bloc; b) determineu I’acceleracid del sistema; ¢) trobeu la tensio

de les cordes. =
Sol.: @) 5,75 m/s* b) T>=17,4N; c) T1 = 40,5 N

23. El bloc B descansa sobre el bloc 4, tal com s’indica a la
figura adjunta. El coeficient de friccio entre els dos blocs és d’1/4 B F
i entre el bloc 4 i el terra és d’1/3. El bloc 4 té una massa de 30

kg i el B, de 20 kg. Quina forga seria necessaria per iniciar el A ﬁ"
moviment?

Sol.: F=22521 N

24. S’aplica una forca horitzontal F sobre un carretdé de

massa M. Gracies a les rodes podem negligir la friccio entre  E %
el terra i el carretd. Sobre el pla inclinat del carreté descansa —9 M

un bloc de massa m que es troba en repos respecte al carreto.

Determina la magnitud de la forca de fricci6 estatica entre la C) @
superficie del carreto i el bloc. Dades F = 30 N, M = 15 kg,

m =5 kg, 0=30°, up=0,38 1 ue = 0,5.

Sol.: 23,11 N.
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25. El cilindre de la figura t€¢ una massa de 25 kg 1 recolza sobre
un carretd sotmes a una acceleracio de 2g en el sentit ascendent de
la rampa, que forma un angle de 15° amb I’horitzontal. Calculeu
les reaccions a 4 ia B.

Sol.: Na=574 N, N =385 N

26. Dos cossos estan lligats per una corda de massa negligible
que passa per una politja sense friccid, 1 un descansa sobre un
pla inclinat. Els coeficients de friccid estatic i dinamic sén
1s=0,4 1 ux=0,35 (vegeu la figura). En quin sentit es moura el
sistema? Quina sera ’acceleraci6 del sistema? Quant valdra la
tensio? Quant valdra la for¢a de friccié?

Sol.: No es mou, 0 m/s%, 490 N, 98,6 N

27. Dos cossos estan lligats per una corda de massa
negligible que passa per una politja sense friccid, un
descansa sobre un pla inclinat. Els coeficients de friccio
estatic i dinamic son us=0,4 i uxk=0,35 (vegeu la figura). En
quin sentit es moura el sistema? Quina sera 1’acceleracio6 del
sistema? Quant valdra la tensié? Quant valdra la forca de
friccid?

Sol.: Cap a la dreta, 0,966 m/s?, 884 N, 297 N
Dinamica de rotacié

28. Una carretera esta peraltada de manera que un cotxe movent-se a 40 km/h pot
agafar un revolt de 30 m de radi fins i tot si hi ha una capa de gel equivalent a un
coeficient de fricci6 aproximadament igual a 0. Determineu 1’interval de velocitats dins
del qual un cotxe pot agafar aquest revolt sense relliscar quan la carretera no esta gelada
(1e = 0,3 entre les rodes 1 la carretera).

Sol.: vmin = 20,1 km/h, vimax = 56,0 km/h

29. Degut a la forga gravitatoria, la lluna orbita al voltant de la
terra amb un periode de 27,3 dies. Si suposem que la lluna descriu
una oOrbita circular determineu el radi de la trajectoria. Dades:
massa de la terra 5,97x10%* kg, G=6,6743x10"!! m3/kg s2.

Sol.: 383x10° m.

30. Fem girar una galleda plena d’aigua descrivint una circumferéncia
vertical de radi r. Si la velocitat de la galleda a la part més alta de la oy
trajectoria €s vr, calculeu la forca exercida per la galleda sobre ’aigua. .~ \
Calculeu també¢ el valor minim de vr de manera que 1’aigua no es vessi. \
La massa de 1’aigua és m. ~

Sol.:Fzm(é—g) i Umin =79 o
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31. Una pedra de massa 200 g es lliga al extrem d’una corda d’un metre de llargada i es
fa girar en un pla vertical. Avalua: (@) la velocitat minima en el punt més alt per a que
pugui descriure una trajectoria circular complerta i (b) quina trajectoria descriura la
pedra si la corda es trenca al punt més alt?

Sol.: a) 3,132 m/s, b) tir parabolic.

32. Una bola de massa m = 5 kg esta penjada del sostre 21
mitjan¢ant una corda de longitud L = 2 m. La bola descriu un o
moviment circular en el pla horitzontal de tal manera que la /9
corda forma un angle € = 40° amb la vertical. Aquest sistema es
coneix com el péndol conic. Calcula: (a) el modul de la velocitat
v de la bola, (b) la velocitat angular w de la bola, i (c) La tensio
T de la corda.

Sol.: a) 3,25 m/s; b) 2,53 rad/s; c) 64,0 N.

33. Un bloc de massa m esta lligat a una corda i es mou en un S
cercle vertical de radi ». Quan la corda forma un angle € amb la ’
vertical, el bloc té una velocitat v. Calculeu 1’acceleracio / |
tangencial, el modul de 1’acceleracio total i la tensié de la corda. :

. . v2\2 v?2 N
Sol.: ar = gsind; |a| = [g?sin?6 +(7) ;T:m(7+ gcosH) R
Transmissio del moviment de rotacio

34. La figura representa un muntacarregues.
Un motor eléctric fa girar una roda de 15 cm de
diametre a 60 rad/s i transmet el moviment a
una politja de 75 cm de diametre, a ’eix de la
qual hi ha un tambor que, en girar, enrotlla la
corda 1 aixeca la carrega. Calculeu la velocitat
a que es mou la carrega si el cilindre sobre el EE
qual s’enrotlla la corda té un diametre de 20 cm.

15 e

75 cm

Sol.: 1,2 m/s

Moment angular
35. Una particula de massa m té una velocitat —v,J en el punt R
(—d,0). La particula s’accelera cap avall a causa del seu pes. (@) (-d,0) O

><V

Determineu 1’expressio del moment angular en funcid del lv
temps. (b) Calculeu el moment de forga respecte a 1’origen de !
coordenades que actua sobre la particula en funci6 del temps i

(c) a partir dels resultats dels apartats a) i b), comproveu que
T

Mo =~

)

<!

Sol.: @) Ly, = md(v, + gt)E by M, = mgdl_c).
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Qiiestions del tema 3. Dinamica de la particula

36. Un vagd que circula per una muntanya

russa descriu una trajectoria circular de radi R.

Si negligim la friccio i les Uniques forces que

actuen sobre el vagé ¢€s la reaccio de la via i la R
gravetat, determineu els valors de 1’acceleracio

angular 1 tangencial en funcié de I’angle 6 que

forma el vago respecte la vertical.

Sol.: :a = %sinH; ar = g sinf.

Conservacio del moment angular

37. Un bloc es mou amb una velocitat ¥ en el pla horitzontal (pla xy) damunt d’una
taula d’aire, de manera que podem considerar que al friccid és nul-la. En aquestes
condicions la suma de forces és zero i1 segons la
primera llei de Newton el moment lineal es
constant. Demostreu que el moment angular
respecte un punt qualsevol O ¢és constant 1 €s

— -
igual a L, = mvdk, on d ¢és la distancia entre O i
la linia que conté ¥, és a dir, que si la suma de

forces ¢€s zero, llavors L, €s constant.

1 es mou a velocitat constant en el pla horitzontal (pla
xy) descrivint un cercla de radi ». La corda forma un
angle 8 amb I’eix vertical (eix z). La corda passa per una
politja de manera que la distancia entre la politja i la
massa m ¢és L. Tirem de la corda molt lentament cap
avall de manera que la longitud entre la politja i la
massa m ¢s L’. Durant el temps que tirem de la corda, la
component vertical del la velocitat és constant.
Demostreu que es compleix la segiient relacio:
L3sin®0tand = L"3sin®6'tan6’

z
38. Una particula de massa m esta sospesa d’una corda 0
0

X
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4. Treball i energia d’una particula puntual

Objectius:
Conceptes de treball 1 energia d’una particula puntual
Concepte de poténcia
Que son les forces conservatives?

Treball i energia

Treball: mesura de I’aportacié d’una forga, F, al moviment d’una particula.
Suposem F = constant.

7 W:Fx(xf—xo)=Fcost9(xf—xo)=ﬁ-A§
/' on
O B 00) A5 = (4x,0,0) = (x; — x,,0,0)
5 B

Unitats en SI: N-m =J (joule)

Unitats en CGS: dina-cm = erg 1J=10" ergs

Perque W # 0 cal: B W > 0 ajuda al moviment
e moviment, sino 45 =0 (—90° < 8 < 90°)

e F+0

e F no pot ser perpendicular al W < 0 s’oposa al moviment
desplagament (si F L A3 = W = 0). (90° < 6 < 270°)

Exemple 1:  Calculeu el treball que fem amb una maleta de 15 kg si: a)
I’aguantem 5 minuts esperant I’autobus, b) correm darrere 1’autobus
una distancia horitzontal de 10 m en 2 segons, a velocitat constant, 1
¢) ’aixequem 1 m verticalment, a velocitat constant.

a) 0, no hi ha desplacament.
b) 0, forca i desplacament son perpendiculars.

F-d$=F-ds-cos90° =0

¢c) v=ct=>a=0=>F=mg
ooy o _ _ m _
d) W = [Fds=[mgcos0 ds =mgds =15-9,81-1kgm = 147 ]

53



Treball 1 energia d’una particula puntual

Per exemple, la for¢a normal resultat de la reaccié d’una superficie no fa treball:

h

N 7 W,=W,=0 atés que s6n L al moviment.

Nl

Quin treball fa la for¢a de friccio estatica?

\ N\ \ \ \

Quin és el signe del treball fet per la for¢ca de friccio
dinamica?

Qu¢ passa si F 0 6 no son constants? Podem aplicar la relacio anterior per a un
desplagament curt (infinitesimal):

dW = F - d3
Llavors la contribucio total s’obté sumant les contribucions infinitesimals al llarg de tot
el desplagament (integrant):

W= [F-ds

Exemple 2: Una for¢a donada per F =2x27 (en unitats del SI) actua sobre una
particula en un desplagament bidimensional (pla xy) de 5 m. Trobeu
el treball realitzat per la forga sobre la particula (m=1 kg) quan: a) es
desplaga en linia recta al llarg de 1’eix y entre els punts (2,2) 1 (2,7), 1
(b) en linia recta entre (2,2) i (5,6).

Energia cinética
Teorema de les forces vives: el treball realitzat per la forga neta aplicada sobre un
objecte puntual es converteix en energia cinetica. F }72

1

Aquest treball I’anomenem treball total (Wror): <\.<'A 3

WTot=jﬁ1d§+]ﬁ2d§+fﬁ3d§+...=f(ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3+...) p

vl
I
—
ot
U
vl

Determinem ara aquest treball:

1 . 1
Wroe = Emvf - Emvo =Ecr—Eco
. : 1
on I’energia cinética es defineix com: E. = Emv2
1

. 1
Per rotacions, es pot demostrar queE, = Emv2 =3 low
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Treball 1 energia d’una particula puntual

Potencia

La potencia és la velocitat a la qual es fa un treball. També es pot interpretar com la
velocitat a la qual podem transferir energia cinética.
aw _ ﬁES) = Ez = Y

P=—=——=F—=F-v
dt de o dt
Unitats en SI 1 MKS: Tm = £ = W (watt)
Unitats en CGS; 222 — %, dina-cm = erg 1 W =107 ergs/s

S
Cavall (CV) 735 W=1CV
Horse power (HP) 746 W =1 HP

N w
Potencia mitjana: P, = —
At

En el cas de rotacions, és molt 1util I’expressio:
P=F 5=F - @xr) =& -(rxF)=&-M,

Exemple 3:  Calculeu la poténcia mitjana desenvolupada per un Seat Ibiza 1.61 per
accelerar de 0 a 100 km/h en 10,8 s si la seva massa ¢s de 1.000 kg.

km 1.000 m 1h
Uf = -_—

h 1km 3.600s
W = AE. = Smv? — 0 = 21000 282 k (m)2—392000
= C_vaf =5 gs = . J
p W _392000)
™At 10,8 s

= 28m/s

= 36.300 W =49 CV

Exemple 4:  Calculeu la poténcia mitjana desenvolupada per un ciclista si pedala a
una freqiiéncia de 4 Hz i aplica un parell de forces (moment creat per
dues forces iguals i oposades) de 5 Nm.

cicles 2T

w=4 s Tcices — 25,1rad/s

P=w-My=251-5=126 W

Forces conservatives Vl{ig

Forces conservatives: el treball fet
per una forca conservativa no A
depen del cami. 2

Llavors, per a les forces conservatives el treball només depen dels punts inicial i final:
Wap = Uy —Up = —(Up —Uy) = AU

Per determinar el treball fet per una forga conservativa no cal calcular W = | F-ds;

n’hi ha prou amb calcular la diferéncia d’energia potencial W = —AU. Les unitats sén

les mateixes que les del treball, J.
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Treball 1 energia d’una particula puntual

Exemple 5: Calculeu el treball que fa el camp
gravitatori quan movem la vagoneta des L
del punt 4 fins al punt B si: a) la portem
fins al muntacarregues situat a C i
després la pugem fins al punt B, b) la A H

pugem passant per la rampa. ¢
a) W=[F-dS$+ [F-ds=0- [mgdy =—-mgh L B
b W =[F-ds=[mgdlcos(90°+60) =
= —mgsind [ dl = —mgLsinf = —mgh A 0+90° h
0

L’energia potencial es calcula com:
UF —U(F) = Wi ;= — f%f Fdr = — ffzf(dex + E,dy + F,dz)
Si el problema ¢és unidimensional,
X
U(x) = U(xo) = ~Wyyoy = — [/ Fdx

Si apliquem el primer teorema fonamental del calcul:

dU(x
Fo U@
ax U U U
En el cas de tres dimensions: F, = % b= E=-g F=-VU

Si només actuen forces conservatives sobre un cos:

WA—>B = UA - UB = EC,B - EC,A = UA + EC,A S UB + EC,B
Si definim 1’energia mecanica com:

E,=U+E;
llavors tenim que |’energia mecanica és constant:

Ema=Emng
Aquest resultat es coneix com a teorema de la conservacié de 1’energia.

Es interessant de veure que quan només actuen forces conservatives 1’energia mecanica
¢és constant, no hi ha perdues d’energia. Per aquesta ra6 es poden fer servir les forces
conservatives per a I’emmagatzemament i transport de 1’energia. Exemples de forces

conservatives: gravitatoria i elastica.

Energia potencial gravitatoria -

Si estem a prop de la superficie terrestre, F= —-mg k. mgk

Noteu que la forca només té una component, atés que va

»

dirigida en la direcci6 vertical (perpendicular a la superficie
de la Terra).

ny

X
Per simplificar, agafem com a referéncia que a una certa algcada zo I’energia potencial és

0,U(zy) = 0.
U(2) — U(zo) = U(z) = ~Wy,z = — [ Fdz = — [ ~mgdz =mgz
Comprovem que:

au
Fo=—>=

ax

ou
0, Fy——E—O, FZ— E——mg
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Treball 1 energia d’una particula puntual

Exemple 6: Ajuntem dos blocs mitjancant una corda
lleugera que passa per una politja (vegeu la
figura). Inicialment els mantenim aturats, i quan
els alliberem es posen en moviment. a)
Comproveu que la suma del treball fet per la
corda sobre ambdoés blocs €s zero. b) Utilitzant
el teorema
de conservacido de I’energia, calculeu el modul de la velocitat
comuna d’ambdoés blocs a I’instant que la massa m; ha baixat una
altura /. Expresseu el resultat en funcio de mi, m2, g 1 h. Negligiu

el fregament.
T T
a) Wy,=[T-ds=[T-ds=TAs =_d_,,—>
s
W,=[T-ds=[-T-ds=—T4s -
ds
W =W, + W, = —TAs + TAs = 0
b) m,
N NN\ hz,f:hz
777777 hl,OZO’ U:O - -
hl,f:_h
Epmo =0+ mygh, +0 Ep s =—mygh+mygh, + %mlv2 + %mzvz

Conservacio de I’energia mecanica:
1
Epmo = Ep s = mygh, = —mygh + mygh, + E(m1 + my)v? = mygh
1 2
=5 (my +my)v

my

= |2gh————
v \ gm1+m2
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Treball 1 energia d’una particula puntual

Energia potencial elastica

La forga elastica aplicada per una molla és proporcional a Fre—kx
I’allargament x, que ¢€s igual a la diferéncia entre la longitud / de W%—
la molla i la longitud natural de la molla /o. | ——>
x=1-1, ' x>0
Es a dir, quan la longitud de la molla és Iy, la forca elastica Mm_'
exercida per la molla és zero. :

La constant de proporcionalitat és la constant elastica de la

molla k: PRI —
F =—kx !
Les unitats de & son N/m. [ x<0

La direccio de la forga és paral-lela a 1’allargament i el signe negatiu esta associat al
sentit:

e Quanx >0, la molla esta estirada i la forga és cap endins.

¢ Quanx <0, la molla esta comprimida i la for¢a és cap enfora.
Es a dir, la resposta elastica de la molla és oposar-se al canvi en I’allargament; és una
forca recuperadora.

Per al calcul de I’energia potencial s’agafa com a conveni que aquesta €és zero quan la
molla esta a la seva longitud natural, U(0) = 0.

L’energia potencial elastica €s:

U) —U(0) = U(x) = —Wo, = — [ —kxdx = %kxz

Comprovem que

Exemple 7: A quina velocitat surt un objecte de 4 kg d’una molla de constant 400
N/m, si inicialment I’objecte estava en repos en contacte amb la
molla, que esta comprimida 5 cm? Tot el moviment es desenvolupa
en el pla horitzontal. Negligiu el fregament.

Inici Final
Al=5cm,v=0 Al=0cm, v="

(i s -

1 1 k
Em,o=Em,f=>§kAl +0=0+§mv > = EAI=0,5m/S
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Treball 1 energia d’una particula puntual

Energia mecanica i forces no conservatives

Cas general: forces no conservatives + forces conservatives:
Wasp = Wasgne + Wasscons = Waspne +Ua —Up = Ecp — Eca =
Up+EcatWyspne =Up +Ecp &
Ema+Waspne = Emp ©

AEym = Enp — Ema = Waspne
El treball de la forga de friccid és negatiu; per tant, I’energia mecanica disminueix en un

sistema en el qual les Uniques forces no conservatives son les forces de friccid. Les
forces de fricciod dissipen I’energia.

Exemple: Sobre un cos de 20 kg situat en un pla horitzontal actua una forga de
200 N, que forma un angle de 37° amb I’horitzontal. El coeficient de
friccio entre el cos i el pla és 0,2. Calculeu el treball realitzat per la
forca aplicada 1 per la gravetat i el desenvolupat per la forca de
friccio en traslladar 1I’objecte 5 m pel pla.

_F (200 N)
1 N + 200sin(37°) =mg=> N =76 N
F, N \37 ds
¢ ' Wg =200-5-c0s37°Nm = 799]
4 W,=m-g-5-cos(90°) m =0
N R SO \ 9 g (90°)
Comprovacio:
1 2-723]
AEC=§mvf=WT0t=(799—76+0)]=>vf= 20 kg =8,5m/s
I aplicant la segona llei de Newton, arribem al mateix resultat:
153 —-15,2 N m m
Fcos37 —Fr=ma=>a = Tk_g = 7,235—2 = vy =V2as = 8,5?
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Treball 1 energia d’una particula puntual

Exemple: Un petit vehicle experimental que es mou |
mitjangant un motor de reaccié i que té una \
massa de 100 kg, inicialment aturat al punt 4,
es mou amb un fregament negligible al llarg
de la pista vertical, tal com es veu a la figura.
Si el motor exerceix una forga constant de
1.780 N entre els punts 4 1 B (es talla I’aixeta
de combustible en el punt B), calculeu la
distancia

s que recorre abans d’aturar-se. Podeu negligir tant els efectes de
fricci6 com la peérdua de massa deguda al motor de reaccio.

\
\

305\\ Tramd’4 a B
E \\ — —
g \\\B Em'A—O-I_O—O
h=0U=0.2, _—3h hg =90 —90cos(30°) = 12,06 m
A

Emp = 3mvh + mghp = 50 kg - v} + 11.816 ]

5 s
Wye = de§ =FAs =1.780 N - 30m90m = 8,39 -10*]

Epma+Wigne=Eng=0+839-10*] =50kg v+ 11.816]
= vg =37,96 m/s

Tram de B 4.C
\‘\ Em,B = Em,C
Emc = mghe
Enp =839 10% )

E
he =22 =856m
mg

h
€ 5 _147m

hc=hB+S'Sln(30)=>S=m
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Treball 1 energia d’una particula puntual

Resum de relacions de la dinamica de la particula puntual

Dinamica de la

Moment de forga i

Moviment de rotacid

particula moment angular (radi constant)
p =mv Ly =7XB=7xmv L, =1,3
F=F,=md Mo:f)x_)F
ﬁ — dL
dp - _O Vi —_ =
E: R R,0 dt MR,O —Ioaf
f=j13rdt=Aﬁ Jo=Tox1=
jMR,Odt = ALO
szﬁdsf szﬁode
1 2 1 2
EC =Emv EC =210(l)
P=F-v P=M,
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Qiiestions del tema 4

Treball i energia

1. Un cotxe de massa 1200 kg, es mou a una velocitat constant de 36 km/h pujant per
un pendent que forma un angle de 5° respecte 1’horitzontal. Determineu el treball
desenvolupat pel motor durant 5 minuts. Negligiu totes les forces de friccio.

Sol.: 3,069-10° J.

2. Una persona arrossega una caixa al llarg de 10 m sobre una superficie horitzontal.
Posteriorment aixeca la caixa una algada de 50 cm per tal de poder-la carregar dins una
furgoneta. Determineu el treball fet per la persona, per la friccid i per la gravetat quan:
a) es desplaca la caixa horitzontalment, b) quan puja la caixa a la furgoneta. Dades:
massa de la caixa 50 kg, coeficient de friccié entre la superficie i la caixa 0.2. Ates que
les velocitats del moviment son molt petites podeu negligir els canvis d’energia cinética.

Sol.:a) 98,1 J,-98,1J101J; b) 245,257, 0 J1-245,25].

3. Un cos de massa 20 kg es llanga cap amunt per un pla inclinat de pendent 37° a una
velocitat de 20 m/s. Calculeu la distancia recorreguda fins que s’atura: a) si es negligiu
la friccio; b) considerant que el coeficient de friccid entre el cos i el terra €s 0,2.

Sol.: @) 34 m; b) 26,8 m.

4. Tirem d’una massa amb una forca horitzontal i constant
F=200 N. L’objecte es mou a traves d’una guia semicircular. _—
Gracies a ’accio d’aquesta forga desplacem 1’objecte des de

la posicio6 inferior de la semicircumferéncia fins a la posicio ... e SO SN
més alta, tal i com s’indica a la figura. Determineu el treball desenvolupat per aquesta
forca durant aquest recorregut. Si no hi ha fricci6 entre la guia i la massa, quin treball ha
exercit la guia sobre la massa? Dada: el radi de la guia és 0,5 m.

Sol.: 100 J; 0J.

5. Un diposit t¢ un volum de 107 m?. Si l’aigua del diposit cau des d’una altura
mitjana de 30 m i si el 80 % de I’energia potencial perduda per ’aigua es transforma en
energia eléctrica mitjangant turbines, quanta energia eléctrica es produeix? (Densitat de
’aigua: 1.000 kg/m?)

Sol.: 2,354-10" J.

6. Un cos de 2 kg experimenta un desplagament A7 = (3,3,—2) al llarg d’una linia
recta (totes les unitats son SI). Durant el desplagament és afectat per una forga constant

F= (2,—1,1). a) Determineu el treball realitzat per la forca durant el desplagament. b)
Determineu la component de la forga en la direccio i sentit del desplagament.

Sol.: @) 1J;5) 0,213 N.

62



Qtiestions del tema 4. Treball i energia d’una particula puntual

7. Una forga actua sobre un carro de massa m de tal forma que la velocitat augmenta
amb la distancia en la forma v = Cx, on C és una constant (totes les unitats en el SI). @)
Determineu la forca F en funci6 de la posicio. b) Determineu el treball que realitza F
entre x=0 1 x=1 m.

Sol.:a) F = C?*mx; b)) W = C?*m/2.
Poténcia

8. L’atleta jamaica Usain Bolt ha estat capag¢ de recorrer 100 m en 9,58 s. Determineu
la poténcia mitjana que ha desenvolupat durant aquest cursa. Negligiu la friccio. La
massa de I’atleta és 94 kg.

Sol. 2140 W.

9. Un esportista ben entrenat es capag de pujar per una corda i a velocitat constant 4 m
en vertical en 20 segons. Quina ¢€s la poténcia desenvolupada per 1’esportista?
La massa de I’esportista és 75 kg.

Sol.: 147 W.

10. La llum solar arriba a una superficie horitzontal a un ritme de 200 W per metre
quadrat d’area. Aquest valor €s el resultat de la mitjana entre dies i nits, estacions de
I’any 1 dies navols i clars. Suposeu que el 10 % d’aquesta energia solar es pogués
convertir en energia eléctrica, quina area es necessitaria per substituir una gran central
nuclear que produeix 10° W?

Sol.: 50 km?.

11. Els salts d’aigua del riu Niagara, al Canada, fan aproximadament 50 m d’altura i
800 m d’amplada. L’aigua es mou a una velocitat de 10 m/s i té una profunditat d’1 m
en el moment de caure. @) Quin volum d’aigua cau cada segon? b) Quina ¢és la perdua
d’energia potencial d’aquest volum d’aigua en caure? c¢) Si aquesta energia es convertis
directament en energia eléctrica, quina poténcia es produiria? d) La capacitat total de
producci6é d’energia eléctrica dels Estats Units és aproximadament 5-10'" W. Quin
percentatge d’aquesta energia es podria produir si s’aprofités el 80 % de 1’energia dels
salts d’aigua del Niagara?

Sol.: @) 8000 m*; b) 3,92-10° J; ¢) 3,92-10° W; d) 0,63 %.

12. En una erupcié volcanica sén expulsats 4 km> de muntanya amb una densitat de
1.600 kg/m® a una altura de 500 m. @) Quina energia s’ha alliberat en I’erupci6? b)
L’energia alliberada per les bombes es mesura en megatones de TNT, on una megatona

de TNT equival a 4,2-10"° J. Expresseu el resultat anterior en megatones de TNT.

Sol.: a) 3,14-10'° J; b) 7,47 megatones de TNT.
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Qiiestions del tema 4. Treball i energia d’una particula puntual

13. Quina poténcia minima ha de tenir el motor que estira de la capsula Fenix II,
encarregada del rescat dels miners atrapats a la mina San José, a Xile? Dades:
profunditat del pou: 622 m; temps que triga la capsula Fenix II a pujar: 20 minuts;
massa de la capsula: 450 kg; massa d’un miner: uns 80 kg; a cada viatge només puja un
miner.

Sol.: 2700 W.

14. El motor d’una bomba d’aigua pot desenvolupar una poténcia de 1000 W. Si el
canvi d’energia cinética és negligible, quants quilograms d’aigua pot pujar per segon
des d’un pou de 20 m de profunditat?

Sol.: 5,10 kg.

15. Un ciclista és capag de desenvolupar una poteéncia mitjana de 200 W durant
periodes relativament llargs de temps.

a) Quant de temps trigara a recorrer

els 20 km del pla inclinat de la figura, 20K

a velocitat constant?

b) Si durant el recorregut, i com a

resultat d’un corrent d’aire paral-lel al ““igy 0

pla, apareix una forca de 40 N que
ajuda el ciclista durant 1’ascens del pla inclinat, quant de temps trigara a recorrer els 20
km del pla inclinat de la figura, a velocitat constant?

Dades: negligiu les forces de frec; massa del conjunt ciclista i bicicleta = 82 kg.

Sol.: @) 3 h 53 min, b) 2 h 46 min.

. . N = )
16. Una petita grua, que és moguda per un motor electric d’1,84

kW que gira a una freqiiéncia angular de 1350 rpm, acciona un :ﬁ;

tambor de 74 mm de diametre on s’enrotlla el cable. La
transmissio es fa mitjancant un con de politges reductores. En la

posici6 intermedia del con de politges, 1 tenint en compte que la

transmissid presenta un rendiment del 95 %, determineu: a) el .
parell de forces que proporciona el motor, b) la poténcia '

disponible a la sortida de la transmissio, ¢) la velocitat angular

disponible a la sortida de la transmissio, i d) la carrega maxima Q
que podra aixecar la grua i la velocitat lineal amb que ho fara.

Els diametres de les politges motriu (unida al motor) i conduida
(unida al tambor) s6n 120mm i 300 mm.

Sol.: a) 13,02 Nm; b) 1748 W; ¢) 56,55 rad/s; d) 835,4 N 12,1 m/s.

17. L’escala mecanica d’uns grans magatzems s’ha dissenyat de manera que pugui
traslladar 100 persones per minut des d’una planta a la superior, que es troba 6 m per
sobre. Si el pes mitja de les persones ¢és de 68 kg i el 30 % de la poténcia es perd per

culpa del fregament, calculeu la poténcia que cal que subministri el motor.

Sol.: 8672 W.
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Qtiestions del tema 4. Treball i energia d’una particula puntual

A

Forces conservatives
y B=(3,6)m

18. Calculeu el treball que fa la forca F= (47 + 3)) quan actua
sobre un objecte que es desplaca des del I’origen al punt B D,
seguint les trajectories (1), (2) 1 (3). Aquest forca ¢&s

. 3
conservativa? ®)

Sol. Wo_g 1) = Wosp,2) = Wo-p,i3) = 30]. No es pot afirmar. O > X

19. Repetiu el problema anterior perd per una for¢a F= (4yT + 3x?)). Aquest forca és
conservativa?

Sol. W0—>B,(1) =72 ], W0—>B,(2) =90 ], W0—>B,(3) =162 ] No.

20. Quin treball ha de fer una bomba per pujar 100 kg d’aigua des del fons d’un pou de
300 m fins a la superficie a velocitat constant?

Sol.: 294.000 J.

21. El bloc de massa m de la figura es troba inicialment al \
punt A4 aturat en contacte amb la molla de constant elastica

k, que esta comprimida una llargada L (x4 = —L). Quan es h
deixa anar, el bloc puja per la rampa fins a una altura j 4 L
maxima 4. Calculeu L en funcio de ’altura 4. Determineu B

la velocitat de la massa quan passa pel punt B (x = 0) en x=-L  x 0

funci6 de I’altura 4. La posicié d’equilibri de la molla es
troba ax = 0.

Sol.:L = |92 ; v, = \[2gh.

22. Dues forces iguals actuen sobre dos cossos de masses diferents (1 kg i 1 g,
respectivament) i que inicialment estan aturats. Si el temps que actuen ambdues forces
¢és el mateix, calculeu: a) la relaci6 entre les velocitats d’ambdues masses; b) la relacid
entre I’energia cinética d’ambdues masses.

Sol.: @) vovi = 1.000; b) Ec/Ee1 = 1.000.

23. Una esfera de massa m esta enganxada a una vareta lleugera
(de massa negligible) que pot girar al voltant de I’eix O. La
distancia entre 1’eix i la massa és r. Si I’esfera se situa inicialment
amb un angle @ = 0° 1 es deixa anar amb velocitat inicial nul‘la,
determineu el valor de I’angle @ per al qual la forca feta per I’esfera
sobre la vareta passa de compressié a estirament.

Sol.: @=48,21°.
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24. La forga que actua sobre una particula és F, = —ax?, sent a una constant. Calculeu
la funcié d’energia potencial sabent que U(0) = 0].

Sol.: U = §x3.

25. El péndol de la figura esta constituit per un fil de longitud L i
de massa negligible del qual penja una bola de massa m. Si
inicialment esta en repos formant un angle 6 amb la vertical,
calculeu la seva velocitat quan passa pel punt 4 1 la maxima altura
que assolira al costat dret del punt 4.

Sol.: v, = /2gL (1 — c0s6y) ; hpmsx = L (1 — cosBy) S R

A
Forces no conservatives
26. Calculeu la velocitat a la qual arriba al final del pla inclinat la ~ 40kg
massa de 40 kg representada a la figura, si inicialment esta
aturada a la part més alta del pla (4 m) i el pla forma un angle de 4T
30° amb I’horitzontal. El coeficient de fregament dinamic entre la
superficie del pla i el bloc és de 0,2. L 30°

Sol.: v=17,16 m/s

punt A, aturat en contacte amb la molla de constant elastica \
12.000 N/m, que esta comprimida 10 cm. Quan es deixa anar B
el bloc, s’atura en el punt B. Calculeu la distancia entre els punts A 1 B. (Dades: el
coeficient de friccio dinamic entre el bloc i el terra és 0,2.)

27. El bloc de massa 2 kg de la figura es troba inicialment al W
|
A

Sol.: 152 m

28. Un cos de 20 kg de massa es llanca cap amunt per un pla inclinat 37° a una velocitat
de 20 m/s. Calcula la distancia que recorre fins que s’atura. El coeficient de friccid
dinamic entre el cos i el terra és 0,2.

Sol.: 26,8 m.

29. Es deixa caure un bloc de massa 0,73 kg al llarg d’un pla
inclinat de 5 m de longitud 1 sense friccio. Al final de la rampa hi
ha una molla de constant £ = 1.200 N/m. a) Determineu la
compressio de la molla quan la massa es troba a baix 1 aturada. b)
Quina magnitud té la velocitat quan la massa entra en contacte amb

la molla?

Sol.: 0,19 m; 7,7 m/s.

30. Repetiu el problema anterior, perd suposant que hi ha fregament entre el pla inclinat
1 la massa. Suposeu que el coeficient de friccié dinamic és up = 0,1.

Sol.: 0,18 m; 7,14 m/s.
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Qtiestions del tema 4. Treball i energia d’una particula puntual
15k

31. Es deixa anar amb velocitat inicial nul-la una i
massa de 15 kg des d’un punt 4 situat a 3 m d’algada.
a) Si la massa baixa per un pla inclinat de 35° de a
pendent sense fregament, amb quina velocitat arriba al l
punt B? b) Si la massa queda aturada al punt C, quina distancia separa els punts B i
C? (Dades: el coeficient de fregament entre B i C és de 0,3.)

35° B

'

Sol.: @) 7,67 m/s; b) 10 m.

32. L’objecte M de la figura esta aturat, t€¢ una
massa de 0,6 kg 1 la constant elastica de la
molla és de 900 N/m. En el tram horitzontal el
fregament ¢és negligible; per contra, el
coeficient de friccié dinamic del pla inclinat és
0,15. Quina longitud minima s’ha de
comprimir la molla per tal que el bloc arribi fins al punt B?

Sol.: 22 cm.

33. Volem que l’objecte de massa m=4 kg
assoleixi el punt A4, a dalt de tot de la
semicircumferéncia de radi R = 0,5 m que forma la
pista. Per donar energia cinctica a I’objecte, fem
servir una molla de constat elastica £ = 400 N/m. k m R
(a) quina ha de ser la compressid6 minima de la
molla per que aixo passi? i (b) quin moviment descriu I’objecte quan abandona la pista
en el punt A. Dades: suposeu que no hi ha frec entre 1’objecte i la pista.

Sol.: @) 0,49 m; b) tir parabolic.

34. L’esfera de la figura surt inicialment de la posicio A4
amb una velocitat inicial d’1,82 m/s, oscil-lant en el pla
vertical. A la posicid6 més baixa el cordill xoca amb una
barra fixa B i1 I’esfera continua oscil-lant, segons indica la
trajectoria discontinua. Calculeu la velocitat de la bolaenel  C'_
punt C. ' -

90 ¢m
60 cm

Sol.: 2,5 m/s.

35. Un pes d’1 kg es troba inicialment aturat i comprimint una
molla vertical. La molla t¢ una constant de 60 N/m. Si la
comprimim 45 cm respecte a la posicié d’equilibri inicial, calculeu
I’altura maxima que assolira el pes per damunt de la posicid
d’equilibri. Quina és la velocitat maxima que assolira el pes?
Suposeu que 1’objecte esta soldat a la molla.

- =1
|
[

I45 cm

k =60 N/m

e

M

Sol.: A=45 cm; v= 13,48 m/s.
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Qitiestions del tema 4. Treball i energia d’una particula puntual .

36. Un esquiador, inicialment aturat al punt 4, llisca fins al punt
B amb un fregament negligible. En el punt B salta i aterra a la
muntanya, que té un pendent de 45° Calculeu la distancia
maxima s que pot assolir I’esquiador si negligiu el fregament
amb D’aire. Nota: suposeu que la velocitat és horitzontal quan
I’esquiador deixa la plataforma de salt.

Sol.: 88,6 m.

37. Una petita esfera de 0.5 kg de massa es pot
desplagar sense fregament al llarg d’una guia

semicircular. Inicialment, la esfera es troba aturada al \
punt més baix de la guia. Posteriorment i mitjancant una R

corda tirem de la esfera aplicant una tensié constant de

150 N. a) Calculeu el treball que hem fet amb la tensid oo Y o

de la corda. b) Determineu la velocitat final de I’esfera. Dades: el radi R de la guia és de
30 cm.

~l

Sol.: a) 70,7 J; b) 16,6 m/s.

38. El piu del pist6 vertical de 2,3 kg ocupa la posicié marcada m=2,3 Kg
amb ratlles discontinues quan es troba en equilibri sota 1’accid
de la molla, de constant elastica £ = 17,5 N/cm. Els extrems de

la molla estan soldats a la part superior del pist6 i a la placa k=17,5 N/em
base. Aixequem el pistd 3,8 cm pel damunt de la seva posicid

d’equilibri, 1 després el deixem anar amb una velocitat inicial

nul-la. Calculeu la velocitat v del pistd quan colpegi el bloc 4. ™ 06cm
Podeu negligir els efectes de fregament. 3.8 C'“I 5 ! % '

Sol. v=1,035 m/s.

39. El collar lliscant de 2,5 kg de massa (indicat com a C a la
figura) esta soldat a una molla i es mou des d’4 fins a B al llarg o
de la barra fixa. El collar C té una velocitat d’1,8 m/s quan es _
troba en el punt A i una velocitat de 2,4 m/s quan es troba en el
punt B. Calculeu el treball fet per la for¢a de friccio del collar
amb la barra. La molla té una constant de 30 N/m 1 una longitud
natural de 0,9 m. Trobeu també la for¢a de fregament mitjana Fn
entre la barra i el collar en el trajecte de 4 a B.

Sol.: Wrm=-8,69J; Fin=5,0 N.

40. Els dos objectes de la figura, 4 i B, tenen la mateixa massa, m.
Estan connectats mitjangant unes varetes pivotades de massa
negligible. Si es deixa anar I’objecte 4 amb velocitat inicial nul-la
des de la posicio indicada a la figura, calculeu la seva velocitat, v4,
en passar per la linia vertical central. Podeu negligir tots els efectes
de fregament.

Sol.: v4a=2,32 m/s.
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A

41. Es deixa anar, des de la posicid 4, un cursor de 200 g de massa.
La velocitat inicial és zero, i el cursor llisca cap avall sense frec.
Determineu la reaccio N de la guia quan el cursor passa pel punt B. ) 60 cm

Sol.: 11,53 N.

42. Hem de construir un teleesqui constituit per un
cable al qual podran agafar-se, de les corresponents
manilles, els esquiadors que han de ser remolcats. El
pendent de la pista per on son remolcats és de 30°.
L’angle que formen les manilles respecte el cable és de
45°. El cable i els esquiadors han de pujar a una velocitat
de 10 km/h. EI sistema ha de tenir la capacitat de pujar {
uns 50 esquiadors de 75 kg de massa. L’eficiéncia del
sistema és del 80% 1 el coeficient de friccid dinamic
entre els esquis i el terra és de 0,1. Quina potencia ha de
tenir el motor que tira del cable?

30° 45°

30°

Sol.: 68.000 W.

43. La cinta transportadora superior de la figura descarrega petits blocs metal-lics a la
rampa amb una velocitat de 27 m/min. Si el

. . ) 27 m/min
coeficient de fregament entre els blocs i la rampa ¢€s <«
de 0,3, determineu .l’angle 0 que ha de formar la A& .-
rampa amb I’horitzontal de manera que es B3} & — 0 —>
transfereixin els blocs, sense relliscar, a la cinta
transportadora inferior, que es mou a una velocitat —
de 9 m/min.

Sol.: 8=16,63°.
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ll. Dinamica de sistemes de particules i del solid
rigid
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5. Sistemes de particules

Objectius
Concepte de centre masses
Dinamica del centre de masses d’un sistema de particules
Conservaci6 de la quantitat de moviment en un sistema aillat
Descripcié del moviment relatiu respecte al centre de masses
Concepte de treball fictici
Descripcid dels xocs elastic 1 inelastic

Un sistema de particules és
un conjunt de particules
puntuals considerades com
un tot. Un sistema de N
particules queda descrit pel
conjunt de posicions 7; i

masses mi de les particules. Anomenarem ﬁ'l- la forga resultant aplicada sobre la particula
I

En aquest tema descobrirem que el moviment del sistema de particules esta governat per
les forces externes. A més, les conclusions d’aquest tema també seran valides per al
tema 6, ates que el solid rigid és un cas particular de sistema de particules.

Centre de masses

El centre de masses d’un sistema de particules es defineix com:

N
> TiLamty  mty + mot, + o myty - -
Tem = N = (=4 Mmrtey = m;r;

onmy = YN, m; és la massa total del sistema.

En components s’expressen com:

1w )
Xcm = mT . m;Xx;
=1
N
_ 1 3 _ - - E
Yem = —— ) MY r = Tem = Xeml + YemJ + Zem
Ti31
N
=
Zcm = m;z;
m
Ti=1 J

El centre de masses €s una posicid mitjana ponderada per la massa de les particules.
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Sistemes de particules

Exemple 1:  Determineu el CM d’una molécula d’aigua
(figura), formada per un atom d’oxigen,
amb massa 16 u (u = unitat de massa
atomica) 1 dos d’hidrogen, cadascun de
massa 1 u. La distancia entre el centre d’un
atom d’hidrogen i1 un d’oxigen ¢és de 9,6
nm. Aixi mateix, 1’angle d’obertura de la
molécula és de 104,5°.

m=1u

104,5°

16 X 0+ 2(1 X 9,6 X cos52,2)
Xcm = 18 = 0,654 nm

16 X0+ 1X%X9,6 Xsin52,2 —1 X 9,6 X sin52, 2
Yem = 18 = 0 nm

Tot seguit veurem que el centre de masses té una serie de propietats que el fan molt
adient per descriure d’una manera més senzilla la dinamica d’un sistema de particules.

Dinamica del centre de masses

Si derivem respecte al temps,
R N S N
drey 5 dr; 5 5 5 5
mT dt == mTUCM == ml E == Z mlvl == m1171 + mzvz + .- vaN

i=1 i=1

I si tornem a derivar respecte al temps,
N R N
- dvl - - - -
mTaCM == ml _dt = mlal = m1a1 + m2a2 + "‘mNaN
i=1 i=1
Si notem com a F; la forga resultant sobre la particula 7, és a dir, que F; és la suma de
forces aplicades sobre la particula i,

Fi = miC_ii

N
mTaCM=ZFi=ZFint+zFext=ZFext
i=1

Per la tercera llei de Newton, les forces internes s’anul-len dues a dues; aixi doncs,
el centre de masses d’un sistema de particules es mou com una particula puntual de
massa mr sota I’accid de la forca externa resultant que actua sobre el sistema.

Aixi doncs,

Tot i que el moviment del saltador de la dreta és complicat, el CM segueix una
trajectoria parabolica com si d’una particula puntual es tractés.
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Sistemes de particules

Aix0 representa una simplificacio, atés que el moviment d’una particula del sistema pot
ser molt complicat; en canvi, és facil calcular el moviment del centre de masses.

Exemple 2:  Un home de 70 kg esta dret al centre
d’una canoa de 30 kg de massa i
13,4 m de longitud que esta aturada.
L’home es desplaga cap a la part
davantera de la barca, la proa. Quina
distancia es bellugara la canoa?

Com que no hi ha forces externes horitzon-
tals, el centre de masses no canvia de posicio.

_70x(67—d)—30d _
M= 100 B

0Om

469m = 100d
d =4,69m

La importancia d’aquest darrer resultat rau en el fet que el moviment de les particules
individuals pot ser molt complex, a causa de les forces internes, perd el moviment del
centre de masses ¢és el mateix d’una particula puntual sotmesa només a les forces
externes, que és, per tant, un moviment molt més simple.

Conservacio de la quantitat de moviment

Per altra banda, la quantitat de moviment del centre de masses és:
N
Pom = Mrp¥em = ) Dy =P1 + D2+ Dy
i=1
Es a dir, la quantitat de moviment de tot el sistema de particules és igual a la quantitat

de moviment del centre de masses.

Si derivem I’expressio anterior tenim que
dpem =
d t - F ext

Llavors, si ), ﬁext =0, la quantitat de moviment del centre de masses —i, per tant, la
quantitat de moviment total- roman constant, no varia amb el temps. Aquest resultat és
el teorema de la conservacio de la quantitat de moviment, 1 es compleix sempre que
tinguem un sistema aillat.>

Es important tenir present que, encara que les forces internes poden ser molt grans, per
exemple en una explosié o un xoc, si el sistema esta aillat, la quantitat de moviment
total es manté constant.

2 Sistema aillat: conjunt de particules aillades dels voltants, és a dir, que I’exterior no exerceix cap for¢a
sobre el sistema.
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Sistemes de particules

Exemple 3:  Es deixa caure una bola d’1 kg de massa des d’un edifici alt. Calculeu
la direccid 1 el sentit de la velocitat que adquireix el planeta Terra
com a resultat de la forca gravitatoria exercida per la bola al cap d’1 s
d’iniciar-se el moviment de caiguda lliure de la bola.

El sistema Terra-bola és un sistema aillat: Proyp = Prots m

5 = I Vv
PToto = 0 S
- _ 2 - pMT - _pm

PTotf = Pmy + Pm

V= —gtE =—-981m/sk /\

v

Pm = —9,81 kgm/s k . Terra: | Z

By = My = —Pm = 9,81 kgm/s k M,=5,98 10™ kg
9,81 kgm/s k - —

B = B/ K o 6ax 102 m/sk  R=6370 km

T 7598 x 1024 kg

Moviment relatiu al centre de masses

En aquest apartat descriurem el moviment

del sistema de particules agafant com a

origen de coordenades el centre de masses:
T, =Tom + Tiom Tiom =T, — Teu
Vi =Vem+ U = U =7 — Ve

-

a; = dacu + A;cm ajcm = a; — dem

on 7icy és la posicio de la particula i
respecte al centre de masses, on U; és la
velocitat de la particula i respecte al centre x
de masses i d; oy ¢s I’acceleracio de la particula i respecte al centre de masses.

Un resultat que farem servir:
N

N N N
- - - - - -
mrrem = Z m;1; = Z m;(Tem + Tiem) = z m;Tcm + Z m;7; cm
i=1 i=1 i=1
N

i=1

_ - -
=mriem + ) MiTicm
i=1

N
E mTiem = 0
=1

Observeu que, com que la quantitat de moviment total del sistema és igual a la quantitat
de moviment del centre de masses,

N N N N N
pr= ) mpy; = Z m;(Vem + U;) = § m;Vem + Z m;u; = mpUey + Z mu;
=1 i=1 =1 =1

i=1
N
=pr+ Z m;u;
i=1

Llavors,
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Sistemes de particules

llavors la quantitat de moviment relativa al centre de masses €s nul-la:
N
Z miﬁi = 6
i=1

Energia cinetica del sistema de particules

L’energia cinética total no coincideix amb 1’energia del centre de masses: cal afegir-hi
la contribuci6 del moviment relatiu respecte al centre de masses, és a dir, que [‘energia
cinética del sistema de particules = energia del centre de masses + energia relativa al
centre de masses.

N N
1 , 1 1 5
Ec = EZ mvi =5 Mrliy + > Z m;u;
i=1 i=1
Demostracié: 0 .
N N 0
1 - o 1 =
Ec = EZ m;v;v; = Ez ml(vCM + ul)(vCM +/Z;l) =
i=1 i=1
N N N N N
1 2 1 2 > o 1 2
= Ez m;Vey + Ez myu; + Z M;Vemtt = 5 MrViy + > Z miu; + Vem Z m;u;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

1 2 1 2
= EmTUCM + Ez miui

Recordeu que hem vist abans que

Noteu que el teorema de les forces vives segueix essent valid, per a cada particula:

| , 1 5
W, = | F;ds; = Emivf —Emivo
on F; és la suma de forces aplicades sobre la particula i i ds; és el desplagament de la

particula i. I, per al sistema de particules,

N N N
L1 , 1 ,
WTOt = Z j Fi dsi = Ez mivi‘f - Ez mivO,f = EC,f — EC,O
i=1 i=1 i=1

Com que I’energia total del sistema no coincideix amb la del centre de masses, del
teorema de les forces vives és evident que el treball fet sobre el centre de masses no és
igual al treball total, sin6 que només ens dona ’energia cinética del centre de masses.
Aquest treball es coneix com a treball fictici,

N N
Wrictici = Z f ﬁi dSem = .[ (Z ﬁz) dSem = f (Z ﬁext) dSewm
i=1 i=1
1 1

2
mrv ——myv
2 T Ycm,f 2 T Ycm,0
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Moment angular

El moment angular respecte a un
punt O qualsevol és la suma dels
moments angulars individuals de

cada particula:
N N
L L Z miTy; X U;
i=1 i=1

També podem expressar el moment d’un punt O respecte al CM:

=zerlxvl Zml(rCM+rLCM)X(UCM+u) =

i=
N
ZmlFCMxvCM +Zerqul+ZmrlCMxvCM+Zm Tiom X U =

i=

=

= mTFCM X GCM + ?CM X Zml’ﬁi + 0 X GCM + LCM = mTFCM X ﬁCM + FCM X O + LCM =
i=1
- - 7
= mrrem X Vem + Lem

Es a dir, el moment angular respecte d’un punt O és la suma de dues contribucions:
Lo = mriowm X Peum + Lo
e La primera contribucid €s el moment angular que resultaria de concentrar tota la
massa del sistema en el centre de masses, MyTey X Vem
e La segona contribuci6 correspon al moviment relatiu al centre de masses. Es el
moment angular respecte del centre de masses, tenint en compte només les

. . 7 - —
velocitats relatives a aquest punt: Loy = YN, m#iom X U;

Per altra banda, els canvis del moment angular estan determinats exclusivament
per la suma dels moments de les forces externes. Si O és un punt fix, U, = 0:
ddif = Mext,o
Es important tenir en compte que la darrera relacido només €s valida si la velocitat del
punt O és nul‘la, B, = 0.

Demostracio:
del tema 3 sabem, per a una particula, que si v, = 0
dLo; O —
Llavors, per a tot el sistema
dL dLy; < N A
0 0,i v =
LTI Y A
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En la demostraci6 anterior hem considerat
nul-la la contribucié de les forces internes,
atés que s’eliminen dues a dues. Per a les
forces internes, segons la tercera llei de

Newton: ﬁAB = —FBA,

Moap + Mopa = Top X Fap + 7o 4 X Fga =
:ﬁAB'd‘E_ﬁAB’d'E:
=F_)ABdl_{)—F-)ABdE=6

Moment angular relatiu al centre de masses

Igual que per a la quantitat de moviment, el calcul del moment angular és relativament
senzill per al centre de masses, encara que es mogui amb una velocitat no nul-la. Aixo
¢s degut a les propietats exclusives del centre de masses:

ALy d % d
it dtZrlCMXmul Zd rlCMXmul+ZnCMxmld

i=1 —> i=
N N

N
= Zui X?{i:li +Zri,CM XmiQicy = ZriCM xm;(a; — acy) =

i=1 i=1 i=1
N

N N N 6’
ZZFl’CMXm‘ai_ZrLCMXmaCM z (mec )X&CM=
i=1 i=1
_TLCMX ZFext-l'Z/L:Lt)_TLCMXZFext_ZMextCM

dLcy _,
dt = Mext,CM

Es a dir,

N
encara que Uey # 0, sempre és valid per al centre de masses.

Xocs

En els xocs entre objectes es desenvolupen unes forces molt intenses en un temps
relativament curt. En aquestes condicions, el conjunt dels objectes es pot considerar
com un sistema aillat durant la col-lisio. Les forces associades al xoc son internes, 1 a
més son molt més intenses que les forces externes (friccions, gravetat...), de manera que
durant el xoc el canvi de velocitat dels objectes esta determinat basicament per les
forces internes, i I’efecte de les forces externes és negligible. Per tant, en els problemes
de xocs podem considerar que la quantitat de moviment del conjunt d’objectes es manté
constant durant el curt interval de temps que dura el xoc.

Pel que fa a I’energia, en els xocs podem distingir:

e Xocs elastics: els objectes es deformen elasticament, de manera que 1’energia es

conserva i els objectes recuperen la forma inicial després del xoc.
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e Xoc inelastic: els objectes pateixen deformacions plastiques, és a dir, queden
deformats de forma permanent. Per deformar els objectes cal aplicar un treball;
per tant, una part de I’energia del sistema és absorbida. Quan els objectes queden
enganxats es produeix la maxima pérdua d’energia; aquest cas es coneix com el
xoc perfectament inelastic.

No sempre es perd energia. Un cas particular que es tracta com un xoc inelastic son
les explosions, en qué I’energia cinctica augmenta a costa de 1’energia quimica
alliberada durant 1’explosio. Primer analitzarem els xocs en una dimensio i després
farem una breu descripcio6 dels xocs en més d’una dimensio.

Xoc unidimensional elastic

Com que el sistema ¢és unidimensional, els vectors velocitat i quantitat de moviment
poden ser descrits per una Unica component. El seu valor absolut coincideix amb el
modul, v o p, pero a diferéncia del modul té signe positiu o negatiu segons el sentit del

moviment.
v

_Pl VZZ : _Plf VZ)‘
m, m, m, m,

Inicial: vii 1 vai
Final: vifivar

Conservaci6 de la quantitat de moviment:
mqVq; + MmyVUy; = mlvlf + mzvzf
Conservaci6 de I’energia cinetica:
1 2 4 1 » _ 1 2 4 1 2
—myvi; + —myvy = -myv —myv
. 2 1%1i 2 2Y2i 2 1 lf 2 2 Zf
Combinant les dues equacions s’obté:
—(Vi,f — Vo) = V1,i — Vg
El terme v,; — v,;s’anomena velocitat relativa d’acostament 1 és la velocitat de
I’objecte 1 respecte a I’objecte 2; és la velocitat amb que 1’objecte 1 s’acosta a I’objecte
2. Perque hi hagi xoc, la velocitat relativa d’acostament ha de ser positiva, si no
I’objecte 2 s’allunyaria indefinidament de 1’objecte 1.
El terme vy — v, rs’anomena velocitat relativa de retrocés; €s la velocitat final de
I’objecte 1 respecte a 1I’objecte 2, és a dir, la velocitat amb qué I’objecte 1 s’allunya del
2.

Demostracio:

Conservaci6 de la quantitat de moviment:
_m1(771f — V) =my (V2f — Vi)
Conservaci6 de I’energia cinética:
2 2y — 2 2
—mqy (Vif — Vi) = mp(Vip — v3;) =
= =My (V15 — V1) (V1 + V1) = Mu (Vg — V) (Vof + V)
Si dividim I’equacié de la conservacié de I’energia cinética per ’equacié de la quantitat
de moviment, obtenim:
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(U1f +vy) = (UZf + vy;)
1, reagrupant termes, surt:
Vo —Vif = V1 — VU

Exemple 4: Demostreu que en un xoc elastic en una dimensi6 entre dos objectes
de masses m; 1 m2, amb ’objecte m; que es mou inicialment amb velocitat vy; 1
’objecte m2 que esta quiet, les velocitats dels objectes després del xoc, vyf 1 vy,
son:

v —(ml_mz)v iv —( 21 )v
1f — my+my 1i 2f — my+m, 1i

Quant valen vy 1 Vyf s a) mi >> m2, b) m2>>miic) mi=ma2?

Conservaci6 de la quantitat de moviment: m1v>-<+ MyVy; = My Vyp + MyUyy
Conservacio de I’energia: v, f — vy r = v1; — Uy

Aillem de la segona vyf: v, p = vy + Uy f

I la substituim a la primera: m;vy; = mqvyr + my(vy; + vqf)

Aillem vy 5: My V1 r + MyVyp = MyUy; — MyVy;

Finalment,
mp—my

vip = (Tt) vy QED

I substituim aquest resulta a v, r = v, ; + (

my—mj;

) v,; 1 obtenim:
mq+msy
2m1

Vor = (m1+m2) v1i QED

Casos limit:
a) mip>>m:

Vyp & (Tmn;g) v1; = v1; (Lobjecte 1, quan xoca amb el 2, no es veu alterat)

2m
Vo = <—1) V1 = 20y
my; +0

b) m2>>mi
Vir & (ﬂ) .= —p,. (per exemple, una pilota que rebota contra
1f =~ 1i 1i . .
0+m, una paret; la pilota retorna amb la mateixa
2-0 velocitat pero sentit oposat i la paret no es

Vor=|———|v;; =0
2f (0 + mz) 1 mou)
c) mi=m:

0
Vi = (m) vy; =0 (per exemple, un péndol de Newton; la bola que
zmi impacta queda aturada 1 I’altra bola surt amb la
Vo = (ﬁ) 1i = V1;  mateixa velocitat que la bola incident)

3 Abreviacio de I’expressio llatina quod erat demonstrandum, que vol dir: “tal com es volia demostrar”
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Xoc unidimensional perfectament inelastic

V.. . V,

En aquest cas els dos objectes s’uneixen de manera que només tenim una incognita, que
¢s la velocitat del bloc format pels dos objectes, v. Aixi, el problema es pot resoldre a

partir només de la conservacio de la quantitat de moviment:
My vy + MyVy;

myvy; + Myvy = (Mg + my)vp = vp = e
1 2

Exemple 5: Dos objectes de masses m; i m2, amb 1’objecte m; que es mou
inicialment amb velocitat vii 1 I’objecte m2 que esta quiet, xoquen en un Xoc
completament inelastic. @) Quina €s la velocitat del centre de masses abans del xoc?
b) I després del xoc? Quines son les velocitats dels objectes abans (c) i després (d)
del xoc respecte al centre de masses, Uq;, Uy, Usr 1 Uyr? €) Quina €s Ienergia
cinetica respecte al centre de masses abans del xoc? f) I després del xoc?

Solucio:
a)
Y myvy; + myvy; ( my )
o™ = = 1
m; +m, my; +m,/ !
b)

mq
von = (73 i
Com que la quantitat de moviment total es conserva i és igual a la quantitat
de moviment del centre de masses, la velocitat del centre de masses no
canvia durant el xoc.

)
<m 1m > (m 2m )
1i 1i CM 1i 1_|_ 5 1i 1_|_ 5 1i
0 my mq
uz-:vz-—vM: - — 1]1.:— _— vl.
' Lo my; +my,/ ! my +my,)

d) Com que els objectes després del xoc queden units, es mouen a la mateixa
velocitat que el centre de masses, €s a dir, la seva velocitat relativa al centre
de masses €s zero:uyp = 01 uyr = 0.

e
1 1 1 ml * mz
Ecomi = Emufi + Emu%i =5 (m) ti
5
1 2 1 2
EC,CM,f = Emulf + Emuzf =0
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Com hem vist, I’energia cinética té¢ dues contribucions: 1’energia cinetica del centre de
masses 1 la relativa al centre de masses. La primera no varia, atés que, per la
conservacid de la quantitat de moviment, la velocitat del centre de masses €s constant.
Per altra banda, en el xoc perfectament inelastic u; s = u,r = 0, atés que els objectes
s’uneixen 1 per tant la seva velocitat relativa al centre de masses és nul-la. Aixi doncs,
en el cas del xoc perfectament inelastic la contribuci6 de 1’energia relativa al centre de
masses €s zero, el valor més petit possible (I’energia cingtica és zero o positiva). Per
tant, en_aquest cas és quan_es produeix la maxima perdua d’energia cinética possible.
Noteu que I’energia cinética final minima és la del centre de masses, que no varia durant
el xoc.

Xoc unidimensional inelastic

En el cas que els objectes no s’uneixen perd hi ha deformacio plastica, el xoc és
inelastic, perd I’energia final relativa al centre de masses no és nul-la, no es perd tota
I’energia. Per resoldre aquest cas calen dues equacions: d’una banda, la de conservacio
de la quantitat de moviment

mqvq; + myVy; = mlvlf + mzvzf

I de I’altra, el balang energétic, amb 1’anomenat coeficient de restitucio, e:
- —(V,r — V2 p)
Vi,i = V2
El coeficient de restitucid no té unitats i és immediat comprovar que e = 1 en el xoc
elastic 1 e = 0 en el xoc perfectament inelastic. En el xoc inelastic, 0 < e < 1. De fet, el
coeficient de restitucid esta directament relacionat amb la pérdua relativa d’energia
cinetica respecte al centre de masses:

Demostracio:
g 1, N 1,1 ( myv, +m2v2)2 N 1 ( myv, +m2v2)2
=—muf+-mu5s=-my (v, ————= -m, v, - ——=| =
) 172 27\ my, +m, 2 2\"2 m; +m,
1 mzvl_mzvz 2 1 mlvz_mlvl 2
B N L Rl O 1
2 my +m, 2 my +m,
1 mymj , 1 mymi 1mym,(m,; + m,)
= (v, —V,) ot =———— (v, — V)’ == vy — 1)
2 (m, +m2)2( L 2) 2(m1+m2)2( 2 1) 2 (my;+my,)? (v, 2)
1 mm, )
=—— (v, —v

Eccwm, (W1,5=2,)?
f — 1f 2f2 = 62 QED
Eccmi (v1,i-v2,0)
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Xoc bidimensional

En dues dimensions el problema és forca més complex, Vi
atés que hem de determinar quatre incognites, que son les
dues components de les dues velocitats finals: b

731f = (vlf,x' 171f,y) i 732f = (sz,xl sz,y)

m,

Per una banda, tenim dues equacions com a resultat de la conservacié de la quantitat de
moviment:

My Vyjx + MVpix = M Vsifx + MyVss
mlvli,y + mzvzi'y = mlvlf'y + mzvzf'y

Encara necessitem dues equacions més; una ens la dona el
balang energetic: m,
=V — Vo) =
o= — o "2f/ 0,
V1i = Va,i ~
La darrera equacio depén de I’anomenat parametre d’impacte, b (vegeu la figura), que
¢s la distancia entre el centre geometric dels dos objectes.

La for¢a durant I’impacte esta dirigida en la direccio que
uneix els dos centres geomeétrics quan es produeix el
contacte (vegeu la figura). Llavors, en aquesta direccio,
la quantitat de moviment de les particules varia, mentre
que la quantitat de moviment en la direccid
perpendicular es manté constant:
P11i = P1Lr

En general, és un problema complex de resoldre, perd en
alguns casos particulars la soluci6 és relativament facil:

e Xoc frontal. En aquest cas »=0, i la component perpendicular coincideix amb la
direccid vertical, de manera que les components de les velocitats inicials i finals
en aquesta direccid son nul-les. Llavors el problema es redueix a un xoc
unidimensional: totes les velocitats només tenen component horitzontal.

e Xoc perfectament inelastic: el nombre d’incognites es redueix a 2, atés que
només cal resoldre la velocitat final del bloc format per la uni6 dels dos objectes.
El problema es resol fent servir només la conservacié de la quantitat de
moviment.

e Xoc elastic amb dos objectes d’igual massa i un dels quals té velocitat inicial
nul-la. En aquest cas es pot demostrar que les direccions de les velocitats finals
formen un angle de 90°.

Conservaci6 de la quantitat de moviment:
ml’l_])li + mz’l_])zl' = mlﬁlf + mz'l_}zf = ﬁli = ﬁlf + 1_7)2f
Conservaci6 de I’energia:
%mlvfi + %mzvgi = %mlvlzf + %mzvzzf = vf; = v + 3
De la primera equacio, ¥;; = V17 + U,f, la suma de vectors es pot representar
com un triangle, i la segona equacié v{; = vlzf + vzzf és el teorema de Pitagores
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per a un triangle rectangle, de manera que la solucid ¢és que les dues velocitats
finals formen un angle de 90°.

—

v]f/(
m

N\,
N - -
\ — Vl.f"’l,f'—f_‘);f

Resum de propietats del centre de masses

1. El centre de masses d’un sistema de particules es mou com una particula puntual de
massa mr sota 1’accid de la forca externa resultant que actua sobre el sistema:

= -
Z Fext = MrdcMm

2. La quantitat de moviment de tot el sistema de particules és igual a la quantitat de
moviment del centre de masses:

N
Bow = mrdow = ) i =Py +Ba+ -+ Bu
i=1

3. L’energia cinética del sistema de particules €s igual a I’energia del centre de masses
més I’energia relativa al centre de masses.

N N

1 , 1 ) 1 )

Ec. = EZ mvf = EmTvCM + EZ m;u;
= =

4. Encara que Ucy # 0, és valid per al centre de masses que
dL _
M= Mext.cm
dt ’
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Calcul del centre de masses

1. Tres particules, 4, B i C (figura), tenen masses de 3 kg, 1 .
kg i 1 kg, respectivament. Trobeu les coordenades del CM. | : 1 C

Sol.: 7oy = (2T + 1,4]) m. Y

2. A quina posicié hem de col-locar una massa de
2 kg per tal que el CM del sistema es trobi a I’origen.
Dades: ma=1 kg, ms=3 kg, 1 mc=2 kg. Les unitats de
les posicions son metres

1 €
=T <

Sol.:x=—-1m,y =25m. o 5

Conservacio de la quantitat de moviment i del moment angular

3.  Un mariner de 75 kg esta damunt d’una planxa de I m
windsurf de massa 120 kg i que fa 2 metres de llarg.

Inicialment el mariner esta situat al centre geométric de

la planxa 1 la velocitat del sistema és zero. El centre de

masses de la planxa també esta situat al centre

geometric. El mariner es desplaga a ’extrem de la 3
planxa. Quina distancia x s’ha desplagat el centre de @?‘j
masses de la planxa? Negligeix la friccid entre la x?
planxa i 1’aigua i suposa que el mariner aguanta

I’equilibri 1 que la planxa sempre esta horitzontal.

Sol.: 0,385 m.

4. Un persona de 70 kg esta dret al centre d’una canoa de 30 kg de massa 13,4 m que
esta aturada. Si es mou cap a un seient que es troba 2 m més a proa, quina distancia
recorrera la canoa?

Sol.: 1,4 m.

5. Es deixa caure una bola d’1 kg de massa des d’un edifici alt. Calculeu la direccid 1
el sentit de la velocitat que adquireix el planeta Terra com a resultat de la forca
gravitatoria exercida per la bola al cap d’1 s d’iniciar-se el moviment de caiguda lliure

de la bola.

=2
Sol.: 1,6-10">* m/s cap amunt. | e
6. La figura mostra un projectil just després d’esclatar en tres .
fragments. Quina era la velocitat del projectil just abans d’esclatar? . L
(mi1=2m, mo=m3=m, v2=2v; vertical cap amunt i v3 horitzontal cap m

a la dreta)

Sol.: v3/4 cap a la dreta. ' Vi
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7. Un cano dispara projectils amb un cert angle. El cand t€¢ un abast de 55 m, de
manera que tots els projectils cauen aproximadament a una distancia de 55 m del punt
on son disparats. Un projectil explota en dos fragments idéntics en el punt més alt de la
trajectoria. Un dels fragments cau en vertical cap a terra (sense velocitat inicial). On cau
I’altre fragment? Negligiu el fregament amb 1’aire.

Sol.: 82,5 m
Xocs elastics i inelastics

8. Un cotxe que circula a 90 km/h xoca amb un altre cotxe que esta aturat. Després del
xoc, ambdos cotxes queden enganxats. Si la massa de cada cotxe és de 1.000 kg,
calculeu la velocitat dels dos cotxes després del xoc i I’energia cinética abans i després
del xoc.

Sol.: ve =45 km/h; Eco=312.500J, Ecr=156.250]

9. Dues masses d’1 kg 1 2 kg es mouen a velocitat constant de 30 m/s 1 10 m/s,
respectivament, en el pla horitzontal i en el mateix sentit. Determineu la velocitat de les
dues masses després del xoc. Suposeu que el xoc ha estat elastic.

Sol.: v (1 kg) =3,33 m/s; v (2 kg) = 23,33 m/s

10. Dues masses d’1 kg i 2 kg es mouen a velocitat constant de 20 m/s 1 10 m/s,
respectivament, en el pla horitzontal i en sentits oposats. Determineu la velocitat de les
dues masses després del xoc. Suposeu que el xoc ha estat elastic.

Sol.: v (1 kg) =-20 m/s; v (2 kg) = 10 m/s

11. Una pilota de 50 g xoca amb la raqueta de tennis d’un jugador a una velocitat de 60
m/s i rebota de manera que surt en la mateixa direccid perd sentit oposat amb la mateixa
velocitat. @) Calculeu I’energia cinética de la pilota. b) Si la pilota ha estat en contacte
amb la raqueta 0,3 s, quina és la for¢ca mitjana exercida per la raqueta sobre la pilota?

Sol.:90J; 20 N

12. Es dispara horitzontalment una bala de 30 g de massa
contra una caixa plena de sorra. La massa total de la caixa amb \ '
la sorra és de 20 kg. La bala queda incrustada dins de la caixa. 500 \
Aquesta caixa esta penjada del sostre mitjancant uns fils e -l-
verticals 1 paral-lels de 180 cm de llarg. A causa del xoc la =3 ;
caixa retrocedeix fins a formar un angle de 5° amb la vertical.
Calculeu la velocitat de la bala. Quina quantitat d’energia cinética es perd durant el xoc?

Sol.: 245 m/s, 99,85 %

13. Una pilota d’1 kg cau a terra i rebota. La velocitat de la pilota quan xoca ¢s de 10
m/s cap avall. a) Si el xoc és elastic, quina és la velocitat de la pilota just després del
xoc? b) Quina és la velocitat de la Terra després del xoc? ¢) Quina és 1’energia cinética
inicial de la pilota? d) Quin ha estat I’increment d’energia cinética de la Terra després
del xoc? (La massa de la Terra és de 5,98-10%* kg).
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Sol.: @) 10 m/s cap amunt; b) 3,35-10>* m/s cap avall; ¢) 50 J; d) 3,35-10 2 ]

14. Es deixa anar una pilota de tennis damunt d’una pilota de
basquet for¢a més pesada des d’una altura d’uns 3 m. La pilota de
tennis rebota molt per sobre dels 3 m. Calculeu a quina altura
arriba la pilota de tennis suposant que el rebot €s el resultat de dos
xocs unidimensionals, en que primer la pilota de basquet rebota 1
posteriorment xoca contra la pilota de tennis que esta caient, de
manera que en el segon xoc les dues pilotes tenen velocitats en
sentits oposats. Suposeu que els dos xocs son elastics 1 que la
massa de la pilota de basquet és molt més gran que la de la pilota de tennis.

Sol.: 27 m

15. Una patinadora de 40 kg s’esta entrenant amb dues peses
de 5 kg cadascuna sobre uns patins de massa 1,5 kg cadascun.
Partint del repos llenga els pesos horitzontalment un després
de I’altre. Després de cada llancament la velocitat de cada pes 4
és de 7 m/s relatiu a la patinadora. (a) Quina velocitat tindra &*
després de llengar el primer pes, i (b) després de llencar el

segon? Considera que els patins es mouen sense friccio. =

Sol.: —1,39 m/s.

16. Un bomber de 60 kg llisca a través d’una barra, la forca de friccid dinamica és
constant i val 300 N. Al final de la barra, per tal d’esmorteir el cop, hi ha una plataforma
horitzontal de 20 kg recolzada sobre el terra mitjangant una molla de constant 2.500
N/m. Si el bomber baixa 5 m abans de tocar la plataforma horitzontal, i suposant que
inicialment la seva velocitat €s zero, calculeu: a) la velocitat del bomber just abans del
xoc amb la plataforma; b) la distancia maxima que es comprimeix la molla.

Sol.: 6,93 m/s; 1,14 m

17. Una bala de 5 g es mou amb una velocitat inicial de 400 ————s |
m/s i travessa un bloc d’1 kg, tal com es veu a la figura “00™ RIS

!
adjunta. El bloc, en repos sobre una taula horitzontal sense
friccid, esta enganxat a una molla de constant k = 900 N/m. Si |5 cm,

. > =y
el bloc es mou 5 cm cap a la dreta després de I’impacte, . m |
trobeu a) la velocitat amb qué la bala surt del bloc, b) la RARATAR-

. )

quantitat d’energia cinética que es perd durant el xoc.
Sol.: @) 100 m/s, b) 93,5 %

18. Un bloc de 3 kg es mou cap a la dreta a 5 m/s, 1 un segon bloc de 3 kg es mou cap a
I’esquerra a 2 m/s. @) Trobeu I’energia cinética total del sistema. ) Determineu la
velocitat del CM del sistema. ¢) Trobeu les velocitats dels dos blocs respecte al CM. d)
Calculeu I’energia cinctica del sistema respecte al CM. e) Verifiqueu que 1’energia
cinetica total és igual a la suma de I’energia cinética del CM més [’energia cinética

. 1 1 1
relativa al CM: E¢ = ¥;omviz = -mpvdy + 5 Ximauf.

Sol.: a) 43,5 J; b) 1,5 m/s; ¢) 3,5 m/s 13,5 m/s; d) 36,75 J.
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19. Un objecte de massa mi= 0,5 kg que es mou a una V,
velocitat de 2 m/s xoca amb un objecte de massa mx=0,8 kg = == i
que inicialment esta aturat. El xoc és perfectament inelastic. m, m, 00

Si el segon objecte esta unit a una molla de constant 100
N/m. Quina és la maxima compressio que pateix la molla?

Sol.: a) 0,0877 m.

20. Els blocs 4 1 B estan untis per una molla i es troben v

sobre un carril d’aire de manera que el fregament entre els A T B

blocs i el carril és negligible. La molla esta comprimida

gracies a un fil que uneix els dos blocs. Quan tallem el fil

I’energia elastica de la molla es converteix en energia cinética dels blocs 4 i B.

Demostra que es compleix la segiient relacio: 24 = 8
Ecg my

Suposeu que la massa de la molla és negligible.

21. Un prot6 de massa 1,01 uma (1 unitat de massa atomica = 1,66-1077 kg) que es
mou a una velocitat de 3,60-10% m/s pateix un xoc frontal amb un nucli d’heli que esta
aturat. La massa del nucli d’heli és 4,00 uma. Quines son les velocitats del proto i del
nucli d'heli després del xoc?

Sol.: Vprors = —=2,15 - 10* m/s i vp.os = 1,45 - 10* m/s.

22. Des d'un edifici de 60 m d'algada deixem caure una pilota de massa 200 g amb
coeficient de restitucié respecte el paviment del carrer de 0,8. Determineu 1'altura a la
qual ascendeix després de botar tres vegades contra el terra.

Sol.: 15,7 m.

23. Quan una pilota xoca en una dimensi6 contra una paret i rebota, el xoc és
practicament elastic. La velocitat de la pilota durant el xoc no canvia de modul; per tant,
la seva energia cinética no varia. En canvi el sentit de moviment de la pilota és 1’oposat,
aixi que la quantitat de moviment de la pilota abans i després del xoc és mv 1 —mv,
respectivament, on m €s la massa de la pilota 1 v la velocitat de la pilota (hem triat com a
positiu el sentit de moviment inicial de la pilota). Per la conservacié de la quantitat de
moviment, la quantitat de moviment final de la paret és igual a 2myv. Per altra banda, la
conservacid de I’energia cinética ens diu que si la paret inicialment esta quieta, després
del xoc també ho ha d’estar (recordeu que I’energia cinética de la pilota no canvia).
Com ¢s possible que canvii la quantitat de moviment de la paret i no canvii la seva
energia cinetica?

24. Quan fa vent, ’aire impacte a una certa velocitat contra les parets i queda aturat.
Aquest canvi en la quantitat de moviment de 1’aire es tradueix en una forca aplicada
contra la paret. Bufa un vent de 80 km/h 1 incideix frontalment contra una paret d'un
edifici de 12 m d'ample per 40 m d'al¢ada. L'aire té una massa de 1,3 kg per metre
cubic. Determineu la for¢a mitjana del vent sobre 1'edifici.

Sol.: 308 kN.
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Qtiestions del tema 5. Sistemes de particules

25. Un coet que consta de dos moduls de masses m1 = 600 kg i ma2 =
900 kg puja amb una velocitat v. = 24.000 km/h vertical cap amunt. Les
dues seccions es separen gracies a una explosio controlada. Després de
la explosid la seccid mi es mou amb una velocitat ve = 11.000 km/h
respecte a al seccid mz, €és a dir, la seccid m2 veu que la seccid mi
s’allunya d’ella cap amunt a una velocitat ve. Si negligim 1’efecte de la
gravetat i de la fricci6 en I’interval de temps que dura la separacio dels
dos moduls, ;quina és la velocitat del primer modul just després de la
separacio?

Sol.: 8.500 m/s.
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6. Dinamica del solid rigid

Objectius
Conceptes de solid rigid i de cos deformable
Conceptes de densitat i de solid homogeni
Descripcié del moviment del solid rigid: translacio i rotacio
Que és i que vol dir el principi de transmissibilitat?
Concepte de vectors lliscants
Conceptes de moment de forga i parell de forces
Concepte de moment d’inércia: calcul i propietats
Dinamica del solid rigid a partir del centre de masses
Concepte d’eix instantani de rotacio
Dinamica del solid rigid a partir d’un eix fix o instantani
Descripci6 de I’energia del solid rigid
Xocs amb solids rigids

Que és un solid rigid?

Aproximacio de solid rigid:
e Fisica: sistema de particules en el qual la distancia entre dues particules
qualssevol es manté constant.
e Enginyeria: objecte que no es deforma.
Que un objecte sigui un solid rigid depen de la intensitat de les forces que actuen sobre
ell: un cotxe en moviment es pot considerar com a solid rigid, pero en el cas de col-lisio
es comporta com un objecte deformable.
El solid rigid es pot descriure com un z
sistema format per infinites particules puntuals de
massa infinitesimal dm; son els elements de massa
infinitesimals
Aixi doncs, totes les propietats descrites en
el tema anterior per als sistemes de particules
segueixen sent valides per al solid rigid.

El solid rigid, pero, té una propietat particular, i és
que la posici6 relativa de tots els elements
infinitesimals és invariant, no varia en el temps. Com veurem més endavant, aixo tindra
unes conseqiiéncies mot importants en la dinamica del solid rigid.

D’altra banda, la massa, dm, 1 el volum, dV, dels elements de massa infinitesimals

estan relacionats per la densitat. La densitat es defineix com la massa per unitat de
volum:

_am _ . . E
p=—= dm = p dV, unitats: 3

En un material homogeni, p €s constant i no depén de la posicio:

m=] dm=f pdV=pf dv = pV
14 4 4

Es adir:p = %, on m ¢és la massa del solid rigid.
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Dinamica del solid rigid

Centre de masses

En un solid rigid, on esta situat el centre de masses?

Recordem el cas d’un sistema de particules:
N - - - -
. Disi Myt Myt + mply + - myTy
CM — N -
i=1 1M mr
En components, s’expressa com:

N
1 )
Xem = m—T m;X;
=1
N

1 - - - 7
Yem = —— Z my; ¢ = Tem = Xeml + YemJ + Zemk
T «
=1

N
: Z
Zem = — ) mz;
m
= J

En un sistema continu, les sumes d’elements infinitesimals esdevenen integrals:
fodm=fxpdV J, ydm J, zdm

Xcm = Yem = ——— lZey =
fV dm m m m

En general, els objectes son homogenis, de manera que la densitat és constant
J, xdm pf xav [ xdV
J, dm 4 4

Aixi doncs, per a un material homogeni

1 )
xCM:V x dV
%4

Xcm =

Mitjana de les posicions:

"

centre geometric

1
=— av
Ycum VJ‘-, y

1
ZCM:VJ. ZdV)
1%

Es a dir, en un solid homogeni (densitat constant) el centre de masses coincideix amb el
centre geometric.

. d . .k . .
Per a superficies: 0 = d—? = dm = o dS, unitat: m—gz (densitat superficial de massa)

I per a un material homogeni x¢y = %fs x dS, yem = %fs ydSizey = %fs z dS.

Per a objectes longitudinals 1 = (Z—T = dm = A dL, unitat: % (densitat lineal de massa)

[ per a un material homogeni x¢y = %fL x dL, yom = %fL ydLizey = %fL zdL.
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Dinamica del solid rigid

el centre de masses d’una
barra homogenia de longitud
L 1 massa m.

Exemple 1: Determineu per integracio Y
I dm=M\dx

v

v

~

Solucio:
Solid homogeni:
2™
L

1 1 (- 1x?
xCM=Efx/1dx=zj xdx=z7
0

Yem =0, zcy=0

Com ja sabiem, el centre de masses coincideix amb el centre geometric.

E le2: Donat el ianell h idel N

xemple onat el semiane on?ogem‘de a y dm=hds\.Rdo
figura, de gruix molt petit, radi R 1
massa m, determineu les coordenades
del seu centre de masses.

R
Solucio:
Solid homogeni:
TR
1 1 (" R
o = Ef’“ls - _j Rcosf Rd6 = —sinb|g = 0

w/2 R nj2 _ 2R
YCM=_fY s——j R51n9Rd9———c050| =

Exemple 3:  Trobeu el centre de masses N4
d’un semicerclederadiR e
Solucié: Dos metodes. dS\:\‘;«ﬁd@d,/
Integraci6 directa: r “
0
Solid homogeni: .
Xcm = 0
a0 s, [ - i -
YoM = <R2/2 =3 rsinf rdfdr = _—p r2cosf|Tdr =
4 (R 43" 4R
=— | rédr=
R? ), mR? 3 o ~3r
Superposici6 de semianells d’amplada dr i superficie dS=nrdr i y ’CM=2r/n:
1 2 (Rar 4 r3 4R
ou = ez | VoS = o e ] R
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Dinamica del solid rigid

En general els materials son homogenis; les inhomogeneitats dels objectes apareixen
quan es combinen diferents materials en la fabricaci6. La solucié ¢és analitzar
separadament cada peca fabricada amb un mateix material i posteriorment resoldre el
problema com si es tractés d’un sistema de particules. Aquesta aproximacié també es
pot emprar en el cas de geometries complexes, analitzant separadament cada element
senzill.

Exemple 4: Calculeu el centre de masses del solid rigid homogeni de la figura.

y

Coordenada x:
. x; = =b,A; = ~b(2R)
‘ ]: % x2=b+%c,A2=c(2R)
2 e _1 _p2
| A -“ x3=b+c+__,A; =-mR
e L | .
2p —
b + ir -
b+ ¢+ 4—R -
arr
2, (1 1 4RN1 .,
i} _XM1+@AT+%A3_§b6bﬂ0+(b+§é%2R+(b+c+§9§nR
CM — - =
Artds +4s %b(ZR)—Fc(ZR)%—%nRZ
4.2 2 4R
_3b*+dbet2 +7rR(b+c+§)
2b + 4c + R
Coordenada y:
1
yl ZEZR
Y. =R
| y3 =R
X
1 1 1 .,
oy LAty ¥ sy (32R) (3b(2R)) +Re(2R) + R5 7R
CM — =
Atz + 4 T(2R) + c(2R) + 5 R?

—R<1 2 b )
B 32b + 4c + nR
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Dinamica del solid rigid

Centre de gravetat

La forca de la gravetat en un solid rigid no
s’aplica en un punt sindé que ¢és una forca
distribuida en tot el volum. No obstant, Ila
dinamica del solid rigid es pot resoldre suposant
una Unica forg¢a aplicada en un punt anomenat
centre _de gravetat. Perqué aquesta solucio sigui
equivalent ha d’aplicar la mateixa for¢a i moment
que la forca de la gravetat distribuida en tot el
solid rigid; d’aquesta manera [’efecte sobre la
translacio 1 la rotacio sera el mateix.

Pel que fa a la forca equivalent, ha de ser igual a la suma de la contribuci6 de la
gravetat a tots els elements del solid rigid:

ﬁR=—jgde=—g(jdm)l_c)=—mgl_c)

Pel que fa a la rotacid, el moment de ﬁR aplicat al centre de gravetat ha de ser igual
al moment resultant de la forca de gravetat. Primer analitzarem un sistema de particules:

CG ‘____:_,_:f' y N -
Z s = Fr = —(my + my)gk

ey T mg
ZMO == Fl X_mlgk-}'?z X_ngk =
mg = M7y + myr) X —g k =
m,7, + m,r,
my; +m,

o
v
<

)x —(my +m2)gE =

N >
= Tc X Fr
Posici6 del centre de gravetat:
2 m +mpty) s (m1x1 + mzxz) Yoo = (m1x1 + mzxz)
=" =T = \—"—7—F—)Yec=\—"7—F )~
m; +m, my+m, /' m+m, /'

Podem comprovar que el centre de gravetat coincideix amb el centre de masses.
Aquest resultat és logic, atés que el centre de masses és la mitjana de posicions
ponderada a la massa i, com que el pes €és proporcional a la massa, també és la mitjana
ponderada a la forga de la gravetat.

Observeu que si analitzem problemes a escala astronomica, ja no podem suposar
que la forca de la gravetat és proporcional a la massa, i per tant el centre de gravetat ja
no coincideix amb el centre de masses.

Demostracio:

Zﬁo=Uf’X(—gde)]= (f?dm)x—gl?: %(f?dm)x—mgﬁz
1

— de)xﬁ = Pe X F
L ([ fam) x =5

, 15
Per tant, 7pq = — [ #dm
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Dinamica del solid rigid

Cinematica del solid rigid

Com hem vist, en el solid rigid les distancies es mantenen constants; per aquesta rao, el
moviment general d’un solid rigid es pot descriure com la superposicio de dos
moviments: una translacio + una rotacio.
Demostracio:
Descriurem el moviment de tot el solid a partir d’un
punt de referéncia qualsevol, 4.

- - -

Tg =14+ 1B

Derivem respecte al temps:

Vg = Uy + Upp
Ara bé, 4 1 B s6n dos punts del solid rigid; per tant,
la distancia entre 4 i B, |74g|, és constant, llavors el
moviment d’4 respecte a B €s un moviment circular,
una rotacio:

Upp = @ X Tyg
Llavors

Vg = Uy + @ X Thp

dg =dy + d& X7Tag + @ X (0 X Tpp)

Es a dir, el moviment d’un solid rigid es pot descompondre en una translacié del punt A
i una rotacio respecte al punt 4. L’unica condicid és que el punt 4 pertanyi al solid
rigid. El punt A també pot ser el centre de masses, atés que la posicio del centre de
masses respecte al solid rigid és fix (la distancia del centre de masses a qualsevol punt
del solid rigid és constant). Per exemple, el moviment de la moto i el motorista és molt
complex, perd es pot descriure com una translacié del centre de masses (tir parabolic)
més una rotacio al voltant del centre de masses:

,'ﬁi@é@%@%@%

Per altra banda, en un solid rigid 1’orientacié relativa entre segments rectes és
constant, de manera que la relacié d’angles es manté constant. Es a dir, I’angle d’un
determinat segment depén de la tria del punt 4, pero 1’angle
que es gira, A8, durant un interval de temps At és el mateix per
a tots els segments rectes, amb independéncia de la tria del
punt 4. Com que la velocitat angular es calcula com a

46
~ar
la velocitat angular és la mateixa per a tots els segments i no
depén de la tria del punt A.
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Dinamica del solid rigid

Translacio

L’orientaci6 d’un  segment  rectilini
qualsevol dins del solid no canvia.

,,,,,,,,,,,,

En un solid rigid on I’Gnic moviment
existent és el de translacid, tots els punts es
mouen amb la mateixa velocitat i acceleracio.

La translacio pot ser rectilinia, és a dir, el solid rigid descriu un moviment rectilini, o
pot ser curvilinia, és a dir, la trajectoria no és una linia recta.

@ IIHIII

(L o g e e o e

translacio rectilinia translacié curvilinia

La dinamica d’un solid rigid que només descriu una translacid és equivalent al
moviment d’una particula puntual. Per aquesta rad en alguns casos descrivim objectes
no puntuals com a particules.

Rotacio

L’orientaci6 d’un  segment
rectilini qualsevol dins del solid
canvia, no ¢és fixa. En les
rotacions respecte a un eix fix
tots els punts del solid rigid
descriuen trajectories circulars al voltant de 1’eix. No cal que 1’eix estigui contingut en
el solid rigid. En un solid rigid en rotacid, tots els punts es mouen a la mateixa velocitat
1 acceleracio angulars.

El moviment de la Terra al voltant del Sol, és una translacid o una rotacio?

Es descriu com una translacio, malgrat que es tracta d’un moviment circular (periode
365 dies). Aquest moviment circular té associat un moment angular que s’anomena
moment angular orbital. En canvi, el gir de la Terra al voltant del seu eix (periode 1 dia)
¢és una rotacid. La rotacié d’un objecte al voltant del seu eix t€ un moment angular que
s’anomena intrinsec o d’espin. Per tant, el moviment de la Terra es descriu com la
superposicid d’una translacid, que és un moviment circular al voltant del Sol, i una
rotacio, que és un gir al voltant del seu eix. Observeu que la translacio pot ser un
moviment circular!!!
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Dinamica del solid rigid

Si la rotacio és al voltant d’un eix que no canvia d’orientacio, llavors tot el moviment és
coplanari 1 la descripcid del problema se z A
simplifica notablement.

En aquest cas, la velocitat angular de

la rotacid, la corresponent acceleracid F
angular 1 el moment angular d’espin =
, )
només tenen una component, que per !
o N > !
conveni triarem que sigui 1’eix z: Y oo
— 1
w=twk X cm
a=ztak
- - U
Lespin = iLespin k

Cal no confondre la component +w@ amb el modul w. El modul és sempre positiu,
mentre que la component pot ser positiva o negativa segons el sentit de gir (vegeu el
tema 2, pero resumint és + en sentit antihorari i — en sentit horari). Tots els exemples i
exercicis que farem seran moviments coplanaris.

La realitat pot ser més complexa, com per exemple amb
les anomenades rotacions respecte a un punt, en que 1’eix no
té una orientacid fixa, sind6 que descriu un moviment de
precessio. Es el cas del moviment del planeta Terra o el
d’una baldufa.

Principi de transmissibilitat

Les condicions d’equilibri i moviment d’un solid rigid no canvien si una for¢a que actua
en un punt es desplaga al llarg de la seva linia d’aplicacio.

— - Les forces sobre objectes puntuals sén

F . .
/ vectors fixos o lligats; la forca s’aplica en
= un punt concret.

F
/ Les forces que actuen sobre els solids
- rigids son vectors lliscants; és a dir, es
poden desplagar al llarg de la seva linia
d’aplicaci6 dins del solid rigid.

Per exemple, és el mateix empenyer un cotxe per darrere que estirar-lo per davant.

Aquest principi no és valid per a un cos deformable:

Solid rigid Solid deformable
F F F F F F
F=0
F F F F - e—
[ |
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Dinamica del solid rigid

Dinamica del solid rigid. Descripcidé respecte al centre de
masses

Per descriure el moviment d’un solid rigid cal trobar les equacions que regeixen els
moviments de translacio i de rotacid. Recordem que un solid rigid és un cas particular
de sistema de particules i que en un sistema de particules el centre de masses es mou
com si fos una particula puntual a la qual s’apliquen totes les forces externes. Per tant, si
agafem com a referéncia el centre de masses, ja tenim resolt el moviment de translacio:

=> ->
Z Feye = macu

Es a dir, que el moviment de translacié es redueix a tractar el solid rigid com si fos
una particula puntual que té tota la massa localitzada al centre de masses.

Pel que fa a la rotacio, pel tema 5 sabem que:

dLcy _,
dt = ext,CM

Aixi, per resoldre la rotaci6 el que farem sera calcular el moment angular del centre
de masses. Pel tema 5 sabem que

Lo = Xi=1Loi = Zizi miTo,; X U;
En el cas del solid rigid, el sumatori es transforma en una integral:

1 si descriu una rotaci6 coplanaria,
el producte 7 X ¥ es pot escriure
com

N\
VY

rxv=rvk=r*wk < >

Si substituim, obtenim ! CM >

ZCM = f dZCM = (j- O)T'Z dm) E \\\\~\\ X ]_". e dm

Si tenim en compte que la U
velocitat angular és la mateixa per
a tots els punts, obtenim

ZCM = ((,l)frz dm) E = ICMB

on lcum és el moment d’inércia respecte al centre de masses i es defineix com
Icy = [ r%dm (unitats, kg-m?)

on r ¢s la distancia d’un punt del solid rigid a 1’eix que passa pel centre de masses.
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Dinamica del solid rigid

Aixi, la dinamica de rotacio esta governada per la relacio segiient:
i dLey  dloy@ . da
ext,CM — dt - dt — ICM dt

-

= ICMCZ

En resum, la suma de forces externes governa el moviment de translaci6 del CM 1 la
suma de moments de for¢a governa el moviment de rotacio al voltant del CM:

= -
Z Foxt = macy

=3 -
Mextcm = Iema

Observeu que les dues equacions formalment soén idéntiques. A un costat tenim la
causa del moviment, la for¢a en ¢l cas de translacions 1 el moment en ¢l cas de les
rotacions, 1 a l’altre tenim un parametre que identifica el canvi en el moviment:
I’acceleracio i ’acceleracio angular, respectivament. En 1’equacié de forces la massa
representa 1’oposicio o la inércia que el sistema oposa a ser accelerat, llavors e/ moment
d’inércia és l’oposicio o inercia que presenta un solid rigid a un canvi en el moviment
de rotacio.

A partir dels resultats anteriors es pot deduir immediatament que en el cas de forces
variables que actuen durant un interval de temps, podem fer servir I'impuls per
determinar el canvi en la quantitat de moviment:

B, > F
C_)lpCM = ;Fext dt A
I = szextdt :AﬁCM
1 el canvi de moment angular respecte al centre At
de masses, a partir de I’impuls angular: < \’
dLey =3 Mext,CM dt =

fCM = fzﬁext,CM dt = AZCM

Igualment, en el cas de xocs en que estiguin involucrats solids rigids podem
imposar la conservacio del moment si la resultant de les forces externes és nul-la, i la
conservacié del moment angular si la suma dels moments de les forces externes és nul.

Moment i parell de forces

Com hem vist, el moment de forca €s el responsable del moviment de rotacié. En el
tema 3 vam definir el moment respecte a un punt O com:

MO = F X F-)
Observeu que el moment de forga depén: i F
e de la distancia: com més lluny més gran N .
e de la magnitud de la forca o r,

[ _ > >

e de I’orientacio de la forca

maximsi7 L F

0si?//F 0) r
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Dinamica del solid rigid

Observeu que el moment de for¢ca compleix el principi de transmissibilitat; és a dir,
que si fem lliscar la forca al llarg de la linia d’aplicaci6é el moment no varia, atés que la
seva magnitud és

M =rFsina =d-F

1 el bra¢ de forga, d, és la distancia de la linia d’aplicacio6 al punt O (o la distancia a I’eix
0). Si fem lliscar el vector al llarg de la linia d’aplicacid, la distancia » i ’angle o
varien, pero el brag de for¢a és sempre el mateix 1 per tant el moment no canvia. Els
canvis en » queden compensats pels canvis en I’angle a.

Parell de forces

Un parell de forces son dues forces de magnitud i direccid iguals, perd sentits
oposats.

- - -
Fr = ), F = 0 =no provoquen canvis en el moviment de translacio.

Les unitats son les del moment de for¢a, N-m.

Els parells de forca només alteren el moviment de rotacio. En un objecte
inicialment aturat només provocaran 1’aparicié d’un moviment de rotacid, no hi haura
moviment de translacio.

—

MO=F1XF1+72><F2=F1XF1_F2XF1=
| =R —1)XF =7, XF

My =1yF -sina=F -d

El moment d’un parell de forces ¢és
independent del punt de referéncia triat, O.

En dispositius que provoquen rotacions
pures, com ara motors, en lloc d’indicar la
forga que pot transmetre s’indica el parell de
forca que pot transmetre. De vegades el parell
de for¢a també es coneix amb el nom de parell

motor.

Exemple 5: Un motor és capag de generar un parell motor de 150 Nm. Si I’eix
d’un motor esta unit a un volant d’inércia que t¢é un moment d’inércia
de 300 kg-m? respecte a I’eix del motor (que passa pel CM del volant),
calculeu I’acceleraci6 angular del volant quan apliquem aquest parell
motor.

Solucio:

=7 -
) Meyiom = Iema

Z Mext,CM 150 Nm
a = =

Iy 300 kgm?

= 0,5 rad/s?
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Dinamica del solid rigid

Exemple 6:

Solucio:

a)

Un bloc de 2,85 kg s'uneix a una politja en
forma de disc de radi 0,121 m i massa 0,742
kg. Inicialment el sistema esta aturat i el
deixem lliure:

(a) quin ¢és la acceleraci6 del bloc?

(b) Quina és l'acceleracid angular de la
politja?

(¢) Quina distancia es mou el bloc durant els
primers 1,50 s?.

1
I = EmpR2 = 5,43 X 1073 kgm?

mg

b)

Al bloc:
Zpsz—mgzmay:T=may+mg ng :
~.a
A la politja: r \\
zFext=0=mPaCM=>dCM=O R) [
MCM = —TR = ICMCZ
Ieya 1 -
\ R /) ,
T =ma, + mg 1 o o
1 = ma, + mg = —-mpRa
T = —EmPRa Y g 2 F
1 o R
ayzaR:>may+mg=—§mPay 4
mp :
(m+7) 2y = -ma "
. = — = —8,68 m/s?
Y1452
m

a
a= ?y = —71,7 rad/s?

1
v=—a.t?=-975m

100




Dinamica del solid rigid

Calcul del moment d’'inéercia

El moment d’inércia és la mitjana, ponderada a les masses, de les distancies al quadrat
d’un solid respecte d’un eix O:

Ip = [r?dm
Definicio de radi de gir:

Rspo = \/5 Dimensions [L], unitat en SI: m.
! m

Exemple 7:  Calculeu el moment d’inércia i el radi de gir d’un rectangle
homogeni de base b, altura 4 i massa m respecte dels eixos indicats a la
y figura.

A b
L= fohyde =f0hy20'bdy = %by3|8 — gth — ;mhz
v
y G,x - 3
X 1
x Iy=—mb2,RGy:T§b

Exemple 8: Calculeu el moment d’inércia d’un
cilindre massis i homogeni de radi R i1
massa m respecte a I’eix de simetria de
revolucio.

Solucio:

I, = frzdm = frzpdV = pj-rZanLdr =

—2Lf3d _ZLmr4R_27TLmR4_
=2nlp | ridr =2l ol = T T

t~

= EmRZ

Propietats
e  Additivitat: El moment d’inércia d’un conjunt d’objectes és la suma dels moments
d’inércia de cada objecte.

Exemple 9: Calculeu el moment d’inércia de I’objecte de la figura respecte a I’eix x.
I b1 i i
h, =
b, -
1 2, 1 2 _ 1 3, 1 3 _ 1 3 3
Ix = §m1h1 + §m2h2 = §O-b1h1 + §U(b2 - bl)h = §G(b1h1 + (bz - bl)hZ)
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Exemple 10: Calculeu el moment d’inercia d’una esfera
massissa 1 homogenia de radi R i massa m
respecte I’eix de simetria de revolucio.

Solucio:
1 1
I, = f dl = f—xzdm = —fxzpﬂxzdz =
2 2
1

R 1 R
= —npf x*dz = —npf (R? — z%)?%dz =
2P ), 2P ),

1 2 z°
= ET[,D <R4Z —§RZZ3 ais €>

_8 3m R5—2 p2
“15anR3"t 5™

e  Teorema de Steiner o dels eixos paral-lels.

Donats dos eixos paral-lels, un dels quals passa
pel centre de masses 1 que estan separats una
distancia d, es compleix:

14

Io = ICM + mdz i
Es a dir, un cop conegut el moment d’inércia i
per a un eix que passa pel centre de masses, !
llavors podem determinar el moment de segon GCM

ordre de qualsevol altre eix que sigui paral-lel
mitjancant el teorema dels eixos paral-lels. U

Donada una certa direccio, quin és [’eix per al qual el
moment d’inercia és més petit?

Del teorema dels eixos paral-lels, I, = Iy + md?; com que md? > 0, llavors el
moment d’inércia per a qualsevol eix lo és més gran que 1’eix paral-lel que passa pel
centre de masses, ¢s a dir, que fixada una direccio, el moment d’inércia és minim per a
[’eix que passa pel centre de masses. Aquest resultat és evident si es t€ en compte que el
centre de masses €s la posicid mitjana ponderada a la massa; llavors, la suma de
distancies al quadrat per la massa és minima, si triem com a origen el centre de masses.

Exemple 11: El moment d’inércia d’una esfera de massa m i
. o5 , 2 <y
radi R respecte a un dels seus diametres ¢€s EmRz. Quin és el

moment respecte a un eix tangent a la superficie?

Apliquem el teorema de Steiner:

lo = Iy +mR? = ZmR? + mR? = ZmR?
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Demostracio:
Triem com a eix z la direccio dels eixos que passen pel punt O i1 pel CM, notem com a
x’ 1y’ la posicié d’un respecte al centre de masses. Llavors, la posicio respecte a I’eix O
és:

X =xcym + X'

y=Ym+y

O -
4

o= @2 +y%) dm = 16"+ vew)? + (' + x3)? dim =
= f[x’2 + xty + 2 xcy + V2 + iy + 2y xcy] dm =
= f(x'z + y'?)dm + f(ng + y&y) dm + 2xcpy f x' dm + 2ycy f y'dm =

=ICM+jd2dm+0+O=ICM+md2

1 1 . -
Recordem que — [x"dm i — [ ¥"dm son per definici6 les coordenades del centre de

masses respecte a un sistema de coordenades amb origen en el centre de coordenades, 1
per tant tots dos termes son nuls.

e Teorema dels eixos perpendiculars

Aquest teorema només és valid per a superficies ]Z: ]x + ]y

3 dm
planes. A

Donats dos eixos continguts en el pla de I’objecte i : =
perpendiculars entre ells, I+ 1 I, el moment f#}
d’inércia respecte a un eix perpendicular al pla que
conté 1’objecte, I, és igual a

I;=1L+I,

Exemple 12: Trobeu el moment d’inércia d’un disc de massa m i radi R respecte a
I’eix 1, que és coplanari amb el mateix disc 1 que passa pel centre. Nota: apliqueu el
teorema dels eixos perpendiculars sabent que el moment d’inércia respecte a 1’eix 2

, 1
és I, =EmR2 1

Apliquem el teorema dels eixos perpendiculars:

L=l+L=2l = I =2I,=mR? ~2
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Moments d’inércia Esfera buida
R
\ e
l..., =—mR
CM 3
— 12 ) |
= —ml [, = mL R
'2 oM = 12 m -
R i 3 sfera
) s mass1ssa "
ley =R ~ . o 2R
w ] 2 5
g 1 b
' 1. =—mR>+—ml? 2 ~
R CM 4 12 3 mL e T
’ a
1-,J 1 .l--
zgm(Rf—{—Rzz) ICM:Em(az"'bz)

Exemple 13: Un taulé de massa m i longitud L esta en posicid
horitzontal aguantat per dues cordes verticals lligades als
extrems. Calculeu, a I’instant que una d’aquestes cordes es
trenca, a) ’acceleracié angular del tauld, b) I’acceleracio del g
centre de masses i ¢) la tensio de la corda que no s’ha trencat. - =

Suma de forces:

ZFzmaCM =>T—-—mg=m-acy

Suma de moments:

ZM I T L ! L?. o
= . > —] +— = —
M ™M "a 5 127’1 a .
1 == =
T=——-m-L-«a
6 L2
mg
Acceleraci6 lineal del centre de masses:
L
em = @5

I si combinem les tres relacions:

L

T— =] . = —_
mg=m-a=T mg+m2a L _ 1 _ 2
=>|(gt+tsa ——gLa=>g——§La

2
T=—=-m-L-
6m a
Llavors,
__39
a) a = 2 | 3
byam=a-5=-2g
c)T———m L- a—i m-
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Dinamica del solid rigid, descripcio respecte a un eix fix
z

Quan un solid rigid esta unit a un eix fix, la
dinamica se simplifica notablement, atés que el
solid rigid descriu una rotacié al voltant d’aquest
eix. Aleshores la dinamica es redueix a:

_ dL,

Mext,O = T - IOa

Demostracio:
Del tema 5 sabem que

- -
Lo = myTem X Vem + Len .

A més, per al solid rigid, tenim que Ley = Iow@; llavors
zo = mT'FCM X 1_7)CM + ICMG

Com hem vist al tema 5, si ¥, = 0 es compleix que

dzO =
dt Z Mext,O

Aixi, si derivem respecte al temps, tenim
d'FCM - - d‘l_J)CM da
XVepy + Mgy X ——+ Icpyy— =
at cM M X Ty M ;

= m"})CM X ﬁCM + m?CM X C_iCM + ICM& = 0 + m?CM X (FCM X &)) + ICM& =

4 d - - —
XMeyio = E(mTCM X Vey + Icyw) =m

= mrdyd + Ieyd@ = (mréy + ley)@
Si apliquem el teorema de Steiner
Iy =mréy + Icy
obtenim
dLo

> M, I,a
= —_— a
ext,0 dt 0

Eix instantani de rotacio6

En un solid rigid sempre hi ha un punt O que compleix que ¥, = 0. Aquest punt es
coneix com I’eix instantani de rotacio. En el cas anterior, aquest punt és precisament
I’eix fix. Quan no existeix un eix fix, aquest punt pot variar en el temps; és a dir, no ha
de coincidir amb un punt concret del solid. Es el cas, per exemple, del rodolament, com
veurem més endavant.

L’eix fix es pot localitzar a partir de tracar la
perpendicular a la velocitat en dos punts qualssevol, 4 i B,
on la velocitat no sigui nul-la. El punt d’intersecci6 de les
perpendiculars correspon al 1’eix instantani. El moviment
dels punts 4 i B es pot descriure com una rotacio al voltant
de I’eix instantani O:

Uy = @ X Top

Up = @ X Tpp

A més, com que U, = 6, també podem aplicar el resultat anterior,

_ dL,
Mext,O - E - IOa

on O és un eix instantani o un eix fix.
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Exemple 14: Un taulé de massa m i longitud L esta en posicid
horitzontal aguantat per dues cordes verticals lligades als
extrems. Calculeu, a I’instant que una d’aquestes cordes es
trenca, a) I’acceleracio angular del tauld, b) ’acceleracio del
centre de masses i ¢) la tensio de la corda que no s’ha trencat. P — —*

a) Teorema de Steiner:
1 5 A
Ip =—mlL +m(—) =-mL
12 2 3
Suma de moments:
ZMozloaz)—mgézgmLza

N
__39 g
o -
- —— — |
b) Acceleracio lineal del centre de masses: LD
L
ey = @ -7 mg
Gy = b2
M = S

¢) Suma de forces:
YF=magy =T —mg=m-:agy
T=mg+maCM=mg—zmg=%-m-g

Rodolament

Quan una roda rodola, la distancia recorreguda

QQ' és igual al perimetre de la roda que ha estat en
contacte amb el terra, és a dir,

QQ' =R6
I si derivem respecte al temps obtenim
Vem = Vg = —wR
El signe “—” esta associat al conveni de signes: observeu a la figura que la roda avanca,

vem > 0, 1 en canvi la rotacid €s en sentit horari, és a dir, w < 0. Si tornem a derivar,
tenim
acy = —aR
El moviment d’un solid rigid es pot descompondre com la suma de dos moviments, una
translaci6 més una rotacio. Per a un punt P qualsevol tenim:
‘l_}p = ECM + ?CM,P X 5
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Dinamica del solid rigid

La translacid es resol considerant que el solid rigid €s una particula puntual situada al
centre de masses:

= -
Z Fext = Mdacy

I la rotacid, a partir de la suma de moments respecte al CM:

4 -
Z Meyiom = Iem@

Observeu que en el punt O, el punt on la roda esta en contacte amb el terra, la velocitat
¢s nul-la, és a dir, O és un eix instantani de rotacié (no €és un eix fix, atés que
I’acceleracio en el punt O no és nul-la). Llavors, la dinamica de rodolament també es
pot resoldre a partir del moment de forces respecte a 1’eix instantani de rotacio:

a4 -
Z Mext,O = IOa

En aquesta foto, amb temps d’exposicio llarg, veiem la trajectoria de dos punts on s’ha
ubicat una font de llum. La llum blanca esta en el centre de masses, que descriu una
trajectoria rectilinia. Una font de llum vermella esta situada en el perimetre de la roda i
descriu el moviment combinat de translacid i rotacio.

En la fotografia del costat veiem que la part superior de la
foto és borrosa, aixo és degut al moviment, com més rapid
es mou una part de I’objecte, més borros es veu. En canvi,
com el punt que esta en contacta amb el terra esta aturat, la
part inferior de la roda és veu més nitida, és a dir, la
fotografia ens mostra que quan una roda rodola, la
velocitat lineal augmenta a mesura que ens allunyem de
I’eix instantani de rotaci6 que es troba justament al punt de
contacte de la roda amb el terra.

Perque un objecte rodoli cal que hi hagi friccio entre la roda o 1’objecte que rodola i el
terra. En cas contrari la roda llisca, com en el cas d’un cotxe que es mou sobre una placa
de gel i derrapa: les rodes, en lloc de rodolar, el que fan és només girar, 1 el punt de
contacte amb el terra ja no té velocitat nul-la, i per tant el cotxe llisca.

Quan un solid rodola, guina forca de friccio actua, [’estatica o la dinamica?

L’estatica, ates que el punt O no es mou, té velocitat nul-la.
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Quan un solid rodola, guina gquantitat d’energia es dissipa a causa de la
friccio amb el terra?

Zero, si el rodolament és perfecte. Com que el punt que esta en contacte amb el terra té
velocitat nul-la, ¥, = 0, el producte forga per desplagament és zero:
Wip = [ Frg - ds = [ Feg - Bodt = 0

De fet, com hem vist, quan actua la for¢a de friccid estatica no es dissipa energia.
Aquest és el gran interés del moviment de rodolament: permet el desplacament
d’objectes tot minimitzant les perdues d’energia per friccio.

Exemple 15: Es deixen anar per un pla inclinat d’altura 4

un cilindre 1 una esfera de la mateixa massa m 1 radi R, tots Rlm
dos amb velocitat inicial nul-la. Quin dels dos arribara

abans a la base del pla inclinat? Suposeu que des del
principi tots dos realitzen un moviment de rodolament.

Teorema de Steiner:
lp = =mR? + mR? = ZmR?
Suma de moments per a I’esfera
YM, =1, -a= —mgRsinf = %mRza

_ 59 .
Xcilindre = _ESIHQ

T
AcMcilindre = —@R =~ gsinf

Teorema de Steiner:
lop =>mR? +mR? = 2mR?
Suma de moments per al cilindre
YM, =1, a = mgRsinf = %mRza
2:g

Xcilindre = 5 sinf

2
AcMcilindre = AR = £ gsin@

5 2 .
Com que ~ > 3> AcMesfera > AcMcilindre 5 I’esfera arriba abans!

I quant val la forca de friccid per a I’esfera?

N
Fext = Mdadcy

mgcosf = N

mgsing — Frp = macy = 7mgsin9

2
= Frp = 7mgsin9
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Un ultim detall és el principi de funcionament del sistema de frens ABS. L’objectiu del
sistema ¢€s intentar que la roda sempre rodoli i no Ilisqui. Si la roda llisca, la frenada es
basa en la friccié dinamica, atés que Uy # 0. En canvi, si la roda rodola actua la forga
de friccid estatica. Com hem vist al tema 2, la for¢a de friccido estatica maxima és
superior a la dinamica, 1 per tant podem obtenir una for¢a de frenada superior si fem
servir la friccid estatica, és a dir, si la roda rodola.

Energia cinética d’un solid rigid

Com hem vist al tema 5, I’energia cinética total d’un
sistema de particules no coincideix amb 1’energia
del centre de masses, sind6 que cal afegir-hi la
contribucié del moviment relatiu respecte al centre
de masses,

N N

1 , 1 ) 1 )

Ec = EZ mvf = EmTvCM + EZ miu;
= =

A més, en el cas del solid rigid, el moviment relatiu respecte al centre de masses és una
rotacio

u= wr
on r és la distancia del centre de masses a un element de massa dm. Llavors:

1 1 1 L ! L
Ec = 5mvdy +5 [ 0?r?dm = mvéy +;0* [1? dm = Smvdy +;Ienw?

Un cas particular és la rotacid respecte a un eix fix o instantani, en qué tots els punts
descriuen una trajectoria circular respecte a O,
V= wr
on ro és la distancia de I’eix fix O a un element de massa dm. Llavors:
1 1 1 1
Ec =-[vidm = [w’rgdm =-w? [1§dm = I,0?

Treball en el solid rigid

Respecte als sistemes de particules, el calcul del treball total fet sobre un solid rigid se
simplifica significativament, atés que només cal tenir en compte el treball fet per les

forces externes.
Next

N
WTot =21Fid§i = Z erxt,idgi
i=1 i=1

La ra6 per la qual la contribucid del treball de les forces internes és nul €s perque
s’anul-len dues a dues: d’una banda, segons la tercera llei de Newton, les forces d’accio

1 reaccio son iguals en magnitud 1 direccid pero i linia /
. . S -

tenen sentits oposats, i per altra banda els 3} .-

desplacaments sobre la linia d’aplicacio son els . ~F

- 12

-

mateixos, ates que dos punts en un solid rigid F,
sempre es mantenen a la mateixa distancia i ,1-<@
posicio relativa: _ s
dWl = F21d§1 = F21d51C0591 = —F12d51C0591

dW2 = F12d§2 = FlzdSZCOSHZ

-

S
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Com que la distancia entre 1 1 2 no varia, els desplacaments al llarg de la linia / son
iguals:

ds,cos@; = ds,cos0,

Llavors:
dWl + dWZ == —F12d51C0591 + FlzdSZCOSHZ S —F12d51C0891 + F12d51C0591 = O

Observeu que en un sistema de particules la relaci6 anterior no sempre €s certa; penseu,
per exemple, en un objecte que explota: I’energia cinética augmenta a causa de la
velocitat dels fragments després de I’explosio, malgrat que les forces involucrades en
I’explosid son internes. Noteu que en aquest cas la distancia entre dos punts no es manté
constant i, per tant, la demostraci6 anterior no s’aplica.

A més, noteu que el teorema de les forces vives segueix essent valid:
Next

Wra= " [ Foesd5; = B = Boo
i=1

Rotacio respecte a un eix fix o instantani

En una rotacid respecte a un eix fix o instantani O, el treball també es pot calcular a
partir del moment de les forces externes:

dW = Fd$ = Fdscos® = +Frdf = +M,d0 = M,d6

El signe depén de si el moment té el mateix
sentit que la rotacid (+) o s’hi oposa (—).
Llavors,

Wrtot = Zfﬁext,odg :fzﬁext,o ae

I pel que fa a la poténcia,

AW Y Mextodf = —
dt dt Tot,0

Exemple 16: Si un tocadiscos passa de 0 a 33,33 rpm en una volta, calculeu el
parell de forces exercit pel motor sobre el disc. Dades: el diametre del disc és de 30
cmiel pes, 25 N.

Solucio:

22 0,152 = 0,0287 kgm?
29,81
w; = 0

1 min 2w rad

= 3,49 rad/s
60 s 11 rev ) )
Wrot = Ecp —Eci = EICMa)}Z — EICMa)iZ =-0,0287 - 3,49% = 0,175 ]

10 - ICM - %mRZ -

wr = 33,33 rpm

Per altra banda:
Woor = fMexth = Moy - 2w = 0,175]

Me = 222 = 0,0278 Nm
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Moviment general en el pla
_Parell de

. . /A >forces
Per al moviment en general, podem substituir cada :

forga externa per la mateixa forga aplicada al
centre de masses més un parell de forces (aixd
s’aconsegueix sumant i restant la mateixa forca al
centre de masses). Aixi doncs, si sumem totes les
contribucions tenim com a resultat:

e Una forga resultant aplicada al centre de
masses que ¢és la responsable de la translacio

FTot = Z Fext = maCM
1 que aportara un treball

= -
VVtranslaci() = fFTot dSCM

e Un parell de forces resultant, que com hem vist generara una rotacio pura

MTot,CM =X Mext,CM = ICM&
1 que aportara un treball
Wrotacis = f MTot,CMd9

Si sumem les dues contribucions, tenim:

W= fFTot dScm + f Mror,cmdf
I pel que fa a la poteéncia:
P = Fro - Oem + Mrorem - @

Exemple 17: Un ciclista de massa 70 kg utilitza una
bicicleta de massa 8 kg (1,5 kg la roda posterior, 1 kg la
roda davantera i 5,5 kg la resta) per pujar un pendent de
5°. El radi de gir de les dues rodes ¢€s igual a 40 cm.

a) Si puja el pendent amb una acceleracid de

0,5 m/s?>, quin és el valor de la forca de frec
estatica?

b) Si tenim en compte que practicament tota la
forca de frec s’aplica a la roda posterior, que el seu
radi és de 50 cm i que el radi del piny6 és de 5 cm,
quina és la tensio de la cadena?

¢) Un cop ha assolit el cim, el ciclista baixa 55 m de desnivell sense pedalejar partint
d’una velocitat inicial nul-la. Quina és la velocitat lineal del sistema quan el ciclista
arriba al final de la baixada?

a)
N = Pcosb

Frp — Psin5 = ma _|_} = Fr = ma + Psin5

m=70+8=78kg

P=mg=765,2N}:>FF:105'7N
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b)

Acm 0,5 m/s?
dem « « R 0,5m
= —1rad/s?

XMy = Iena

Icm = Myoqa - RE = 1,5 - 0,4* = 0,24 kgm®
{Z Mgy = Fr+ 0,5 — T+ 0,05 = 52,8 Nm —T - 0,05

52,8 Nm — T - 0,05 = —0,24 kgm? - 1 rad/s?
=>T=1062 N

9
Em,o = Em'f; Em,o = mgh = 42.085]

Rodolament: voyy = —w r
1 1 1, 1 Iem I'cm
Emf = Emng + EICM(UZ +EI CM(,I)Z + 0= E(m +F + F ng =

1 1,5-0,4% 1,0- 0,42>

~3(7s+

1
Véy = 5(78 + 0,96 + 0,64)v2,, = 39,8 - vZy

2 0,52 * 0,52

Em,O = Em,f; 42085] = 39;8 : U(Z;M = Vcm = 32,52 m/s

Conservacio del moment lineal i angular
Si la suma de forces externes és nul-la, el moment lineal d’un solid rigid es conserva:
YE, ., =0=>p=ct

De la mateixa manera, si la suma de moments respecte al centre de masses és nul-la, el
moment angular respecte al centre de masses es conserva:

— — -
Meyeom = 0 = Loy = ct

O si la suma de moments respecte a un eix fix és nul-la, llavors el moment angular
respecte a aquest eix es conserva.

Exemple 18: Els pulsars son estrelles de neutrons que giren a gran velocitat i
emeten grans quantitats de raigs X de forma polsada, son com fars de raigs X. Les
estrelles de neutrons es formen al final del cicle d’estrelles de massa superior a la
del nostre Sol. Aquestes estrelles pateixen una gran explosié anomenada supernova.
En aquestes explosions, la major part de la massa es comprimeix en el que es
coneix com a col-lapse gravitatori. Aquestes estrelles estan formades per neutrons 1
son els objectes més densos que es coneixen: el radi €s tipicament de 1’ordre de 10 a
20 km 1 la seva massa és del mateix ordre que la massa del Sol. L’any 1054
astronoms xinesos van observar la supernova que va donar lloc a la formaci6 del
pulsar de la nebulosa de Cranc. Sabem que el periode de rotacio d’aquest pulsar és

de 33-1073 s, la seva massa és 1,4 myi el seuradi és R =1,44-107° R,,
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Determineu: a) la freqiiéncia angular de rotacio, b) la velocitat lineal al perimetre
del pulsar i ¢) el periode de rotacié abans de la supernova, suposant que la peérdua
de massa durant la supernova ¢és negligible i que el radi inicial de 1’estrella és R=1,2

R,
Dades del Sol: my=2-10*° kg, R,= 6,96-10° km i T,= 24,5 dies

Solucio:

a) wp =2 =T =190 rad/s

b) v=w-R=190rad/s-1,44-107°-6,96-10% = 1,90 - 10° m/s =
1.900 km/s

c)

2
I 2/5mR%3  R? 1,2'R
lo _ 2/5mRg §=—(2’=(—_? ) = 6,94 - 10°
If Z/Sme Rf 1,44-107>-Rpy

Conservaci6 del moment angular:

_ Iy 190 _s
lywy = Ifwf = Wy = wa = G0a10° 2,736 - 10~ °rad/s
_ v _ 2mrad

To=—=————=230-10%s =3,12- 108 s = 2.660 dies
wo  2,736:10~8 rad/s

Un altre exemple de conservacié del moment angular son les piruetes creuades sobre un
peu dels patinadors artistics, que consisteixen a iniciar un moviment de rotacié d’espin
amb els bragos 1 una cama estesos (moment d’inércia gran) i posteriorment recollir
bragos i cama (moment d’inércia petit). Atesa la conservacié del moment angular (les
perdues per friccid son petites), 1’efecte que s’aconsegueix €s un augment considerable
del moment angular:

Xocs

En aquest apartat analitzarem xocs entre solids rigids i1 entre solids rigids i1 particules
puntuals. Cal distingir dos casos, els solids units a un eix fix i els solids Iliures.

Si els solids estan units a un eix fix, durant el xoc la reaccid associada a I’eix fix pot ser
molt intensa. De fet, I’eix fix evita que el solid inicii un moviment de translacio. A
causa de la contribucid de la reaccid a 1’eix, les forces externes no séon nul-les, i no
podem aplicar ni la conservacido del moment lineal ni la del moment angular. Ara bé,
podem aplicar la conservacié del moment angular respecte a 1’eix fix.
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Exemple 19: Es dispara una bala amb velocitat vo contra una ks _d@,y"‘
barra homogénia de longitud L i massa mpsara que esta d |
travessada en un extrem per un eix (tal com es veu a la v, '
figura). A quina distancia d a partir de I’eix haura de xocar = = =] 1 |L
la bala horitzontalment si volem que el moment lineal es !
conservi? i v
D Wewo=0= 1o =ct .

Moment angular inicial de la bala (particula puntual) m 5 : d
Z’%f}"":?xﬁzf’va:)L%‘f‘ila:mvd =

Moment inicial de la barra

barra _ i, _ —
Loi®=Ilow; =1p-0=0
Moment angular inicial total: L, ; = %f‘ila + L%f{ra = mvd

Moment d’inércia després del xoc (la bala queda encastada):

1
Ig = gmbmmL2 + md?

Moment angular final: L, ; = Iga)f = G Mparral® + mdz) Wy

Conservaci6 del moment angular:
— 1 2 2) = — mvd
mvd (3 Mparral® + Md* ) 0 = wf _;—mbarraLZ'i'mdz
Per tant, conegudes la velocitat de la bala i la distancia d, podem determinar la

velocitat angular final del sistema bala+barra.

Per determinar el valor particular de d per al qual es conserva el moment lineal,
calculem
Po = mv 1
Pr = mvf+mbarraUCM} = mv = (md " EmbarraL) wr
Finalment, si substituim el valor de wsobtingut de la conservacié del moment
angular, obtenim:

mvd

L
mv = (md + Mparra E) 1
§mbarmL2 + md?

= —Mpgrrgl? + md? = md? + mygpqd ==

3 2
1L 1 d
=L =—
3 2
I finalment:
d=-=L

Noteu, de I’exemple anterior, que si d # 2/3 L llavors el moment lineal ja no es
conserva. Quant val la reacci6 de I’eix quand = 2/3 L?

114



Dinamica del solid rigid

En els solids lliures, generalment podem suposar que durant el xocs les forces externes
son negligibles i podem imposar la conservaci6é dels moments lineal i angular de tot el

sistema.

Exemple 20: Una barra de massa m 1 longitud d
inicialment descriu un moviment de translacié de velocitat
vo. Posteriorment xoca amb una barra idéntica que esta

“«——»

aturada. Després del xoc les dues masses queden o
enganxades, tal com es veu a la figura. Quin és el moviment T Vy
del conjunt format per les dues barres després del xoc? d
Quina ¢és I’energia cinetica després del xoc? l
abans després

Conservacio de la quantitat de moviment
v cr. \
mvy = 2Mmvey f = Veyp = 70; la translacio ja esta resolta.

La conservacié del moment angular s’ha d’aplicar al CM de tot el conjunt, és a dir,
al punt per on queden unides les dues barres. Per calcular el moment angular
inicial, només tenim la contribucié de la barra que es mou. Com que el CM del
sistema no correspon al de la barra, hem d’emprar I’expressié de calcul del moment
angular respecte a un punt O:

0
I{ Yo > 5 S > _ d 1. 42, — d
l Lo =mqrey X Vepy + Loy = Lo = mvy -+ omd w; =mvy 3

En canvi, per calcular el moment angular final, com que les dues
barres queden unides, el CM 1 el punt O coincideixen:

Los = Lew s = —2m(2d)?w; = =md? O
of = CM'f_IZ m a)f—3m O)f
I si imposem la conservacié del moment angular, obtenim
mvog = gmdzwf = wp = %%; la rotacio ja esta resolta. després
Finalment, 1’energia cinetica després del xoc és:
B, 1(2)2 +112(2d)22 8 + e f = vl
==(2m)v ——2m Wf = —=mv§ + —mvi = —mv
52 MI T 212 F=477 "167° T 16 °
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Resum de relacions

A la taula segiient es resumeixen les principals relacions pel que fa a la dinamica de la
particula puntual 1 del solid rigid. Observeu que les dues primeres columnes son
identiques; aixo és per recordar que un solid rigid sobre el qual el moment de forces
externes €és nul i la velocitat de rotacid és nul-la descriu un moviment de translacio pur i
la seva dinamica ¢s equivalent a la d’una particula puntual localitzada al centre de
masses 1 de massa igual a la massa total del solid rigid.

Particula puntual  Solid rigid, només Rotacio eix fix o Cas general solid rigid
translacio, instantani
> Meyeem =0
FR =ma Z Fext = maCM Z Mext,O = 10& Z Fext = maCM
Z MeXtCM = Icua
p = mv p=mv P = dLo _
dl_j) — dﬁ C—I:/I LO_,_ Iow’ dt - p mvCMa dt Z Fext
dac IR a Z ext X Meoxto LCM = Ieud,
dL
- Z Mext cM
W:fﬁ.dz w W=f2Mext,q'd9 W= fZFext dScy +
— j Z ﬁext dScuy (mov. coplanari)
j Z Mext CM - do
1 1 1 2
Eczimv E. :Emvcm Ec =§Ioa) Ec ——mvCM+ZICMa)
P=F-v P:ZFeXt"B P:ZMext,O'a P = ZFEXt UCM+
+ z Mext,CM 7]
i:fﬁRdtzAﬁ ! Jo=Tox 1= f:fZﬁextdt
iO = jz Fexe dt j Z Mext0 dt = AL, = AﬁCM
= M)R,odt = Abew Jem = fzﬁext,CM dt
= AZO = AZCM
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Calcul del centre de masses

2
1. Un bat de beisbol de longitud L té una densitat lineal donada per A = 0,1 - (1 + 32_2),

on x = 0 correspon a I’extrem prim del bat. a) Trobeu la massa del bat. b) Trobeu la
posicié del CM.

Sol.: @) 2L/15; b) xcy = 9L/16.

y
dm=\d.
2. La densitat d’una barra de longitud L 1 massa m I "
varia de forma lineal segons la distancia de I’extrem: /+_’x
A =a - x. a) Expresseu el coeficient a en funcio de L * dx ,
i m. b) Trobeu la posici6 del CM. L
Sol.:a)a =2m/L?; b) xcy = 2L/3.
Ly
3. La densitat d’un semicercle ve donada per o = ar. |
a) Expresseu el coeficient a en funcié de R i m. b) TN
Trobeu la posicio del CM. .
0
Sol.: a) a = 3m/mR3; b) #:y = 3R/2m J (origen de > x
coordenades al centre del cercle).
4. Trobeu el centre de masses de 1’objecte de la figura (semicercle al
qual li manca una part).
Sol.: 7oy = —R/67+ 14 R/9 7 J (origen de coordenades al
centre del cercle). sy
>

5. Trobeu el centre de masses d’un triangle rectangle d’altura
h ibase b.

Sol.: 7oy = 2b/3 T+ h/3 J (origen de coordenades al centre a

del cercle de la base).
6. Trobeu el centre de masses d’un triangle isosceles d’altura 4 1 b
base 2a.
Sol.: ey = h/3 J (origen de coordenades al centre de la base). T
cm

7. Trobeu el centre de masses de la figura. 4em
Sol.: ey = (87 + 15,3 ) cm T?OTmn

_*4 cn:_ X
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Qtiestions del tema 6. Dinamica del solid rigid

8. La destral de pedra amb manec de fusta de la figura esta
formada per una pedra simetrica de 8 kg lligada a I’extrem
d’un pal homogeni de 2,5 kg. (A quina distancia de
I’extrem esquerra del manec es troba el centre de masses?

; 18em |
- -

80 cm

Q0.

Sol.: 0,773 m.

9. Troba el centre de masses de I’objecte de la figura respecte J',T
els eixos indicats. Dada: 1’objecte esta fet d’un material i
homogeni de manera que la densitat és constant, no depen de
la posicid.

4 cm

Sol.: (0,0914, 0,03714) m.

10. Troba el centre de masses de I’objecte de la figura respecte V.
els eixos indicats. Dada: [’objecte esta fet d’un material
homogeni de manera que la densitat és constant, no depén de la
posicid.

Sol.: (0,07087, 0,04) m.

Calcul del moment d’inércia

11.  Determineu el moment d’inércia S SIS
del sistema format per quatre masses e
identiques m: a) respecte a I’eix 1 de la

figura esquerra 1 b) respecte a I’eix 2 de 2%
la figura dreta.

Sol.: a) I,;,; = 4ma?; b) 1,5, = 8ma?. N 5
12.  Determineu el moment d’inércia d’una barra

homogénia molt prima de massa m i longitud L < —
respecte a un eix que passa pel seu extrem (figura).
Feu aquest calcul utilitzant la definici6 de moment x
d’inércia 1 emprant els elements de massa dm indicats x dx
a la figura.

dm=M\dx

Sol.: I;, = %mLZ.

L !
13. Trobeu el moment d’inércia d’una barra prima de massa m, longitud L
1 homogenia respecte a I’eix 2 dibuixat a la figura. Nota: utilitzeu el |
teorema dels eixos paral-lels sabent que el moment d’inércia respecte a 2' L/2

I’eix 1 que passa pel CM és: [} = 1—12 mlL? .

Sol.: I, = %mLZ.
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14. Determineu els moments d’inercia respecte als eixos x 1y Y
del rectangle de la figura. Noteu que l’origen dels eixos
coincideix amb el centre geometric de la figura. Calculeu el
moment d’inercia respecte a un eix, z, perpendicular als eixos
x 1y 1 que passa pel centre del rectangle. Nota: per calcular /,
cal integrar els elements de massa indicats a la figura. - el v b/2
podeu calcular emprant el teorema dels eixos perpendiculars. h b
m
dm = —hdx
1 1 1 bh
oy =X g2 1 g2y 1 2 2
Sol.: [, = 12mb , L 12mh ,11, 12m(b + h?).

15. Calculeu el moment d’inercia d’un disc de radi R 1 massa m respecte al >
seu eix de simetria de revolucio.

Sol.: [ = ngZ.

16. Calculeu el moment d’inércia d’una esfera de radi R 1 massa m respecte a
|

un dels seus diametres.
2 2
Sol.: I = EmR .

17. Trobeu el moment d’inercia d’un tub foradat de radi R i massa m
respecte al seu eix de simetria de revolucio.

Sol.: I = mR>.

18. Calcula el moment d’inércia d’una escorca esférica gruixuda de massa 2 kg amb
radi interior (cavitat) 20 cm 1 radi exterior 30 cm respecte a un eix tangent a la
superficie exterior de 1’esfera.

19.

Sol.: 0,2688 kgm?.

20. Determina el radi de gir de 1’objecte pla de la figura
respecte un eix que passa pel punt O (situat a un vertex) i es
perpendicular al pla de la figura (eix z). Dades: el radi R és
de 20 cm i la densitat superficial de massa o és 25 kg/m?.

0 > X
Sol.: 0,220 m.
21. Una roda de vago de 1 m diametre esta formada per una llanta molt prima de massa

8 kg i sis radis, cada un dels quals té una massa de 1,2 kg. Determina el moment
d’inércia 1 el radi de gir respecte I’eix de la roda.

16 cm
. 2.
Sol.: 2,6 kg m*; 0,413 m 4 em
22. Determina el radi de gir de 1’objecte pla de la figura respecte ! T
I’eix x. Dada: la densitat superficial de massa o és 10 kg/m?. 2{1‘"”1
Sol.: 0,1702 m. T X
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23. Calculeu el moment d’inércia d’un cilindre massis 1

1
homogeni de longitud L i radi R respecte als tres eixos dibuixats a R
la figura. %

Sol.:I; = ~mR%; I, = =mR? +—ml? Iy = ~mR? +-ml2.

24. El volum i el moment d’inércia d’un torus (donut) de radi |

interior a i radi exterior R respecta al eix amb simetria de revolucid “-e
que passa pel centre del forat son V = 2m2a?Ril =m (R2 + zaz).
Calculeu el moment d’inércia i el radi de gir del volant d’acer de la
figura que esta format per un anell exterior en
forma de torus de seccid 5 cm (diametre) i que esta
soldat mitjangant 6 radis cilindrics de secci6 2,6
cm? a un eix central. Aquest eix central consisteix
en un cilindre foradat de 7,6 cm de longitud,
diametre exterior de 5 cm i diametre interior de
2,54 cm. Nota la densitat de I’acer és 7,82 g/cm’. v

40,6 cm

Sol.: I = 0,598 kg-m?; Rg=26,1 cm

25. Tenim una escorga cilindrica gruixuda de massa m amb radi interior (cavitat) R; i
radi exterior R,. Calculeu el seu moment d’inercia respecte a I’eix de revolucio.

Sol.: I = %m(R% + R2)
Dinamica del solid rigid

26. Les dues particules de la figura tenen una massa de 2 kg

1 estan connectades mitjancant una barra lleugera 1 rigida de

4 m de longitud (» = 2 m). El sistema gira en el pla xy al
voltant de 1’eix z amb una velocitat angular de 8 rad/s.
Calculeu: @) El moment d’inércia del sistema. b) L’energia
cinctica del sistema. Mitjangant un mecanisme intern, X
s’aconsegueix doblar la barra, que passa de 4 a 8 m sense
alterar 1’eix de rotacid. ¢) Quin és ara el moment d’inércia del sistema? d) quina és la
nova velocitat angular del sistema? ¢) Quina és la nova energia del sistema? f) Si no hi
ha friccid, quin treball ha fet aquest mecanisme intern?

Sol.: @) 16 kg-m?; b) 512 J; ¢) 64 kg-m?; d) 2 rad/s; e) 128 J; 1) 384 1.

27. Una vareta uniforme de 5 kg de massa i 2 m de longitud pot
pivotar lliurement al voltant d'una articulaci6 unida a una paret. La
vareta esta inicialment aturada i en posicio horitzontal 1 després es
deixa anar. Quan la vareta forma un angle de 30° respecte
I’horitzontal, determineu: a) I'acceleracié angular de la vareta, 1 b)
lI'acceleracio lineal a I’extrem lliure de la vareta.

Sol.: @) 6,372 rad/s*; b) 12,74 m/s>.
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28. Podem considerar el rotor d’un helicopter com un
sistema format per un eix cilindric de massa negligible unit a
cinc ales llargues i primes. Cadascuna de les cinc ales del
rotor té una longitud de 4 m i1 una massa de 150 kg. a)
Calculeu el moment d'inercia del rotor al voltant de l'eix de
rotacid. b) Quin parell de forces cal aplicar perque el rotor
passi d’estar aturat a una velocitat de 6,0 rev/s en 8,0 s?

Sol.: a) 4.000 kgm?; b) 18.850 Nm.

29. Determineu el sentit del moviment del sistema de la figura,
I’acceleracio i la tensid de la corda que uneix els blocs de massa m1=
8 kg i ma= 10 kg, si la politja és un anell d’1 kg de massa i 10 cm de
radi. Els coeficients de friccio estatic 1 dinamic entre el bloc 1 el pla
son 0,25 1 0,2 respectivament.

Sol.: es mou cap a la dreta, 0,65 m/s?; 73,2 N; 72,5 N.

30. Un bloc de massa m esta lligat a una corda lleugera (massa
negligible) que esta enrotllada a una corriola de massa M i radi R. ‘
La corriola és aproximadament un disc homogeni, de manera que
el seu centre de masses coincideix amb el centre geometric, 1 el
seu moment d’inércia respecte al centre de massa és 1/2MR?. Es
deixa anar la massa petita m de manera que baixa fent girar la
corriola. Determineu a) ’acceleracié de la massa m i1 b) la tensio

de la corda. Negligiu la fricci6 al pivot.
. _ g . _ M-m
Sol.:a) a = Ty b)yT =g Y

31. El cilindre de la figura, de massa 10 kg 1 radi 20 cm, entra en
contacte amb la paret i el terra inclinat de la figura amb velocitat
angular wy, = 10mrad/s. Si el coeficient de friccid dinamic amb
el terra i la paret inclinada és el mateix i amb valor u=0,25,
calculeu el nombre de voltes que fa fins a aturar-se.

Sol.: 1,5 voltes

37°

32. La corriola de la figura es compon de dos discos

conceéntrics. Un disc és homogeni, amb radi 2R i massa m.

L’altre disc és de radi R 1 molt més lleuger que el primer, de ’) T

manera que podem suposar que la seva massa és nul-la. ’
®

Enrotllem un fil al voltant del disc de radi R, i I’altre extrem del
fil s’enganxa a la paret. La corriola esta situada al damunt d’un
pla inclinat que forma un angle @ amb I’horitzontal. Calculeu: a) el valor minim del
coeficient de friccid estatic del pla amb la corriola de manera que aquesta no es mogui,
b) I’acceleracio del centre de masses del cilindre si el coeficient de friccid dinamic és
igual a la meitat del valor calculat a I’apartat a).

Sol.: a) u = tg®; b) acyy = g sin®/6.
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33. Dues corrioles de radis R = 8 cm 1 » = 6 cm respectivament,
estan acoblades solidament de manera que formen un unic bloc que
pot girar al voltant del seu eix central horitzontal. De la regata de la
corriola gran penja una massa m = 0,6 kg 1 de la petita penja una
massa m’ = 0,5 kg de manera que el pes d’ambdues masses
tendeixen a fer girar el sistema en sentits oposats. En deixar el
sistema lliure, aquest es posa en moviment. Determina: (a) el sentit
de moviment del sistema? (b) 1’acceleraci6é angular de les corrioles i les acceleracions
de les masses, 1 (c) la tensio a cada corda. Pel calcul del moment d’in€rcia suposeu que
es tracta d’un tnic disc de radi 8 cm 1 massa 0,8 kg.

Sol.: a) gira en sentit antihorari; b) 21,5 rad/s*; ¢) T=4,85 N, T° = 5,54 N.
Rodolament

34. El coeficient de fregament estatic entre els pneumatics d'un cotxe i1 el paviment €s
de 0,8. Calculeu el parell de forces minim que s'ha d'aplicar per accelerar les rodes de
tal manera que aquestes llisquin sense rodolar sobre 1’asfalt (per deixar els pneumatics
“marcats a ’asfalt”). El diametre de les rodes és 60 cm i la massa del cotxe 1200 kg.
Suposeu que el pes del cotxe es reparteix per igual a cada roda.

Sol.: 706 Nm.

35. Quan un ciclista pedala aplica una tensio a la cadena de
200 N. El radi del plat pel qual passa la cadena és 5 cm, el radi
de la roda és 50 cm, el radi de gir de la roda és 40 cm i la
massa total de la roda és 1,5 kg. La massa de tot el sistema
(bicicleta 1 ciclista) és 80 kg. Determineu: a) ’acceleracid
angular de la roda, b) I’acceleracid lineal del ciclista i ¢) el
valor de la forga de friccid estatica. Suposeu que practicament
tota la forca de frec s’aplica a la roda posterior. Considereu com positiu el sentit en que
avanga el ciclista, és a dir, considereu positiva 1’acceleracio lineal del ciclista.

Sol.: @) 0,247 m/s*; b) —0,494 rad/s*i c¢) 19,8 N.

36. Quan juguem a bitlles, en llencar la bola al llarg del passadis aquesta triga un cert
temps a assolir un moviment de rodolament sense lliscament. Calculeu, a I’instant que
la bola assoleix el moviment de rodolament, a) la velocitat del centre de masses de la
bola i b) la distancia recorreguda. Suposeu que la velocitat amb qué és llancada és vo i
que el coeficient de friccio dinamic del parquet del passadis és .

2
Sol.: @) vey = gvo; b) As = i—;:—;.
37. Un disc homogeni i solid de radi R i es fa girar amb una velocitat
angular aw respecte a 1’eix que passa pel centre i perpendicular a la
superficie. Després es situa sobre una superficie horitzontal rugosa, tal
com s’indica a la figura. Si els coeficients de friccid dinamic i estatic
son iguals (up= ue = p), calculeu el temps que triga 1 I’espai que
recorre abans de descriure un moviment de rodolament.

Rw RZw?
Sol.: t = 2. As = —L
3ug 18ug
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38. Deixem un cilindre de massa 1 kg i radi 1 m sobre
un pla inclinat amb angle & = 10° El coeficient de
fregament dinamic és up = 0,2 i el de fregament estatic
és ue = 0,25. Les condicions inicials a # = 0 s son:
velocitat angular inicial wy, = —10mw rad/s (amb el
sentit indicat a la figura) i velocitat inicial de translacio |
del CM v, = 0m/s. Aquest cos, després d’un cert
temps (i un espai recorregut Sjjiscament)> assolira un
moviment de rodolament amb w; 1 v;, 1 després
continuara en condicions de rodolament fins a una
altura maxima (i un espai recorregut Syodolament)- (@) Dibuixeu les forces que actuen
sobre el cos durant I’etapa de lliscament i calculeu 1’acceleracio del centre de masses,
acu, 1 I’acceleracio angular durant I’etapa de lliscament. (b) Determineu el temps t; que
es triga a arribar a la condicid de rodolament, aixi com I’espai recorregut, Syiscament-
Determineu també w, i v;. (¢) Calculeu I’energia mecanica quan arriba al rodolament,
suposant que I’energia potencial gravitatoria a la base del pla inclinat és zero. Quin
treball ha realitzat la for¢a de fregament durant aquesta etapa? (d) Calculeu I’espai que
recorre el cilindre en condicions de rodolament fins a aturar-se.

Sol.: @) @ = 3,86 rad/s?, acy = 0,2287 m/s?; b) 7,68 s, 6,74 m, —1,76 rad/s, 1,76 m/s;
¢) 13,8 J,-232,9 J; d) 1,36 m.

39. Una esfera de radi 50 cm es deixa anar amb una velocitat 0,

del centre de masses inicial de vo = 5 m/s cap endavant i una

velocitat angular inicial de @ = 60 rad/s en sentit antihorari /\
(vegeu figura adjunta). El coeficient de friccié dinamic de
I’esfera amb el terra és up = 0,25. Nota: recordeu que fins que
el sistema no roda sense lliscar la relacio de rodolament (veum =
—Rw) no es compleix. (a) Calculeu el temps que triga la
velocitat del centre de masses a fer-se nul-la i calculeu la
distancia recorreguda durant aquest temps. (b) Quina ¢és la
velocitat angular de I’esfera quan la velocitat del centre de masses €s nul-1a? (c) Quant
de temps triga I’esfera a descriure un moviment de rodolament?

Sol.: a) 5,097 m; b) 35 rad/s; ¢) 4,077 s.

Treball i energia del solid rigid

40. Una barra uniforme de longitud L i massa m pot girar al voltant \ / /"
d’un pivot situat en un dels extrems. Es deixa anar la barra des de la ! 0o/
seva posicio vertical amb una velocitat inicial nul-la. Calculeu, quan i
la barra forma un angle € amb la vertical, a) la seva velocitat angular, |/

b) la seva acceleraci6 angular, c¢) les components tangencial i normal i//

de I’acceleraci6 del centre de masses i d) les components tangencial i
normal de la forga de reaccio al pivot.

|}Q

3gsinf 3g(1-cosh) d) mg sinf ; mg(5cosf—3)

3g9(1- cosh) 39 sinf
L: ;b) — :
Sol.: @) [2E=2sp) o) 2050 S D) ) e .

2L
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41. Una esfera de radi » baixa per una rampa rodant sense
relliscar. Si inicialment I’esfera es troba a una algada 4 amb
velocitat nul-la, @) a partir de quina algada minima % I’hem de
deixar anar de manera que pugui descriure una trajectoria
circular complerta de radi R = 4 m, tal com s’indica a la
figura? b) Amb quina velocitat arribara a la base de la rampa? Considereu que el radi de
I’esfera és negligible en comparaci6 amb el radi de la trajectoria circular.

Sol.: @) h=10,8 m; b) vz = 12,3 m/s. ske | 2ke
42. Les quatre particules de la figura estan connectades mitjancant i
barretes lleugeres 1 rigides. Si el sistema gira en el pla xy al voltant de { ‘ IR
I’eix z amb una velocitat angular de 8 rad/s, calculeu: @) el moment 2m, om] ¥
d’inercia del sistema, b) I’energia cinetica del sistema. 3m
Sol.: a) I =143 kg-m?; b) Ec = 4.576 1. 2 kg 4ke
I

43. Un cilindre massis de 15 cm de radi rodola sobre un pla -
horitzontal. El cilindre t¢ una massa de 90 kg i esta en repos en la
posicid indicada en la figura. La constant elastica de la molla és 450 | 60
N/m i la seva longitud natural és 60 cm. Quina sera la velocitat |
angular del cilindre quan el seu centre s’hagi mogut 50 cm cap a la :
dreta? L

50 cm m

Sol.: 4,94 rad/s.
Impuls
44. Calculeu ’algada a qué hem de colpejar una bola de billar

de radi R perque des del principi rodoli sense relliscar. §
Expresseu el resultat en funcié del radi de la bola de billar.

Sol.: h="7/5R.

45. Es colpeja a una algada # = 7 cm una bola de billar de _
radi R = 8 cm i massa 700 g amb un taco. L’impuls associat a I
I’impacte és 12 Ns. Quin temps triga la bola de billar en
descriure un moviment de rodolament?

El coeficient de fricci6é dinamic de la bola de billar amb el tapet és 0,3.

Sol.: 2,18 s.
Xocs
abans després
46. Una bala de massa 100 gr i amb una velocitat
inicial de vo = 100 m/s xoca i queda enganxada a o
una barra de 10 kg de massa i longitud L =40 cm. d I —_—
La bala impacta a una distancia d = 30 cm d’un ACR -

extrem. La barra inicialment esta aturada i descansa
sobre una taula d’aire, de manera que el fregament
entre la taula i la barra és negligible. Calculeu la velocitat del centre de masses i la
velocitat angular del sistema barra i bala després del xoc.

—»
(0]
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Qtiestions del tema 6. Dinamica del solid rigid

Sol.: 9,09 m/s 1 7,44 rad/s.

abans després
47. Una barra d’1 kg de massa 1 longitud L =40 cm -3~ 3
descansa aturada sobre una taula d’aire, de manera R
que el fregament entre la taula 1 la barra és |d LTI
negligible. Donem un cop a una distancia d = 15 cm L
de l’extrem. La velocitat del centre de masses --*- .
després del impacte és 10 m/s. Calculeu la velocitat v w

angular de la barra després de I’impacte. Indiqueu
amb el signe si gira amb sentit antihorari o horari.

Sol.: —37,5 rad/s.

48. Un disc uniforme de 9 kg de massa i1 45 cm de radi gira a 400 rpm al
voltant d’un eix vertical, tal com s’indica a la figura. Concéntric a aquest
disc se situa un segon disc de 4,5 kg de massa i 10 cm de radi que gira en
sentit oposat amb una velocitat de 200 rpm. Si deixem caure el segon disc
sobre el primer, calculeu la velocitat angular del conjunt de les dues masses.

Sol.: =385 rpm.

49. Una bala de massa 100 g i amb una velocitat inicial de 100 m/s

xoca 1 queda enganxada a la vora d’un volant d’1 kg de massa i 10

cm de radi. Calculeu la velocitat angular del sistema volant i bala _*, @
després del xoc. Suposeu negligible el moment de les forces de

friccio.

Sol.: ® = 166,67 rad/s.

50. Un bat de beisbol (per simplificar, suposeu que és homogeni 1

cilindric, és a dir, de secci6 constant) t€ una llargada de 80 cm i una i!* e
massa d’1,2 kg. Per ’extrem superior esta suspes de les mans del !
batedor. A I’extrem inferior hi incideix, en direccio perpendicular, :
una bola que té una quantitat de moviment de 0,48 kg-m/s. Com a | L
conseqiiéncia del xoc la bola queda encastada al bat. Trobeu: a) el
moment angular total del sistema abans del xoc 1 b) la velocitat
angular del bat immediatament després del xoc. Considereu
negligible la massa de la bola comparada a la del bat.

o——-Alv

Sol.: @) 0,384 kg-m?/s; b) 1,5 rad/s.

51. Sobre una superficie llisa (sense fregament) descansa una barra
homogenia de longitud L i massa m. Colpegem perpendicularment la
barra a una distancia d del centre de masses. L’impuls del cop és I =
[ Fdt = E,At, on Fu és la for¢a mitjana durant el cop. Determineu (a) )y
la velocitat del centre de masses després del cop en funci6 de I'impuls I d
1, la distancia d 1 la massa de la barra m 1 (b) la velocitat de rotacid _F,__ _l_
respecte al centre de masses després del cop en funcié de 'impuls 7/, la

distancia d i la massa i longitud de la barra, m i L. Suposeu que el temps que colpegem
és molt petit. El moment d’inércia de la barra respecte al centre de masses és mL*/12.
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Qtiestions del tema 6. Dinamica del solid rigid

121d
Sol.: @) vem=I/m; b) w = —

52. Tenim dues esferes, 4 1 B, de massa m 1 radi R sobre un pla. L’esfera 4 rodola sense
lliscament amb una velocitat del seu CM vo. L’esfera B esta aturada. Les esferes
xoquen, de manera que just després del xoc la velocitat del CM d’4 és zero 1 la velocitat
angular de B és zero.

a) Calculeu just després del xoc la velocitat de translacio del CM 1 la velocitat
angular de rotacio de les dues esferes, aixo €s vy = 0, wpr, Vs 1 wgr = 0 (on
I’index fes refereix a I’instant just després del xoc).

b) Calculeu la variaci6 de I’energia del sistema durant el xoc.

c¢) Després del xoc cap de les esferes rodola (el coeficient de friccié dinamic esfera-
superficie €s up). Calculeu el temps que triguen a rodolar les esferes 4 1 B, t, 1
tg, aixi com les velocitats del centre de masses quan rodolen, aixod és v, 1 vg.

d) Calculeu la distancia entre els CM de les esferes quan es posen a rodolar.

®,=0,=-V,/R _ , _
G ;=0 /@\A ©,=0
Vie % N - v
—— vBi_O VA/~_O *8
abans després
2
Sol.: a) vpr = 0 M/S, Wyt = Wo, Vgt = Vo.wpr = 0Tad/s:b) 0J:¢) ty = tg = -
D
10 vg
49 upg’
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7. Estatica

Objectius
Representacid del diagrama de cos lliure
Quina ¢s la condici6 d’equilibri del solid rigid?
Descripci6 de diferents punts de suport
Calcul de I’equilibri en estructures senzilles

Condicio d’equilibri de la particula puntual

Equilibri mecanic: abséncia de moviment, situacio estatica.

Condiciéo d’equilibri: primera llei de Newton — condicidé sobre el moviment de
translacio
Fo=) F=0
Plantejament:
e Esquema real: diagrama espacial
e Diagrama de cos lliure:

= Identificar I’objecte a aillar
* Dibuixar les forces que hi actuen tot indicant-ne les direccions

Exemple 1:  Es vol carregar una caixa de fusta de 75 kg sobre un camio, tal com
s’indica a la figura, 1 per a aix0 se suspén de dos cables que passen per
dues corrioles clavades als edificis. Calculeu la tensi6 de cadascuna de

les cordes.
B
Esquema real:
| C
Diagrama de cos lliure: |
7 50° 30°

;23

mg =75kg-98m/s =736N

mg="736 N
Txgc0s50° = Tyccos30° cos50°
. £o 20 — Tac = Thas S
TAgsin50° + Tcsin30° = mg cos30

Txgsin50° + Thgcos50°tg30° = 736 N
P 736N
AB ™ 5in50° + cos50°tg30°

Tac =T, cos50° =480 N
AC ™ TAB 0s30°

= 647N
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Condici6 d’equilibri del solid rigid

Perque un objecte inicialment en repos es mantingui en rep0Os €s necessari que:
= = - o e e N . .y

e Fp =) F = 0 =no s’iniciara el moviment de translacio.
— — — e ey . Ly

e Mpo=2XMy;=0 VO = no s’iniciara el moviment de rotacio.

Si 1\7[)R,0 =0i ﬁR =0 = 1\7I>R’O, =0 per a qualsevol punt O".

Es a dir, si la forga resultant és zero i per a un punt qualsevol el moment resultant és
zero, llavors el solid rigid esta en equilibri.

~ Demostracio:

ZM—O)’:?l’xﬁ1+F2’xﬁ2+...
=(§+i1)xﬁ1t(§+?2)xﬁ2+...
=EXF+SxXF+.)+

(B XE +7H XFE+.)

—

=3xYF+YM,=0+0

Exemple 2: Una barra rigida de pes negligible L1 L2
esta en equilibri estatic sota 1’acci6 de “ pia N
tres forces paral-leles: els dos pesos de
les masses als extrems 1 la reacci6 del o
pivot. Les dades son: /1, /2 i m1. Trobeu Q / \ O

la massa ma2 1 la reaccié del punt de 777,

suport.
= - — “ﬁ
FR—ZF:0:>N=m1g+m2g iy L,
MRO = MO = 6 = lelg = Lzng l o0 l
Ly
= m; _mlL_ mg m,g
2 y N —_
1 N
Ly L, L,
N=m1g+m2g=N:<m1+m1—)g 4 > <
L, O’

=g <L2 + Ll) l l

L,

Provem un altre punt de referéncia:

ﬁR=Zﬁ:6:>N=m1g+m2g

MR,OI = Z Mo, = 6 = L1N = (Ll + Lz)ng

Li(myg + myg) = (L1 + Ly)m,g =2L1m1
== L2m2 = mz == ml_l
L,
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Punts de suport

Les reaccions dels diferents punts de suport son:

Suport Reaccio Nombre
d’incognites
—_
R
1
Direccio
Rodet Balanci Superficie coneguda
llisa
\R/
1
Direccio
Cable Biela coneguda
_) //
/ // |
Lliscadora Passador / Direcci6
sense frec sense frec coneguda

2
Articulacié  Superficie d egégifé?l da
rugosa
3
L Direccié desconeguda
Encastament + parell de forces

Les reaccions estan associades a les limitacions que imposen els contactes i unions al
moviment dels objectes.

Diagrama del solid lliure

Per resoldre un problema d’estatica cal representar el diagrama del solid rigid:

e Esquema del solid rigid.

e Forces: punts d’aplicacié i direccions (cal fer una atencio especial a les reaccions).
e Solid rigid: dimensions, distancies i orientacions.
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Estatica

Exemple 3:  Considereu el sistema representat en el dibuix. La biga cedira si la
magnitud del moment respecte de 4 supera els 600 Nm. Quina és la
massa maxima que pot tenir la rentadora suspesa dels cables?

YMy: My = 600 Nm = T,,3,5in30° m

Thax = 400 N
Tcos30° = T'cos45° , ..cos30°
TSin30° + T'Sin45° = mg} = T - TCOS4-5° - 4’90 N

mg = Tsin30° + T'sin45° = 546 N
m = 56 kg

Introduccio al calcul d’estructures

Estructura: conjunt de barres de pes negligible unides les unes amb les altres (el pes de
les barres €s negligible quan es compara amb la carrega que suporten). Els punts d’unid
s’anomenen nusos.

A les barres:

Z M, = Fl,J_-L=0 = Fl,J.=0

Fiy

A les barres les forces estan dirigides segons la
. direcci6 de la barra (aix0 és conseqiiéncia de
o &L 2L o negligir el pes de laParra): N

F Fiico+Fo120=0= F; -

Fay

A més, la suma de forces ha de ser zero: ﬁl,// + ﬁz,// =0 = ﬁz,// = —F_)'l,//

Per tant, hi ha dues possibilitats pel que fa a les forces aplicades sobre les barres:
;\ Traccio \F_ Compressio

—

-F
Resolucié pel metode dels nusos:
e (Calcul de les forces externes a partir de considerar 1’estructura com un unic objecte.
Les forces internes s’anul-len pel principi d’accid i reaccid. En equilibri, la suma de
forces externes és zero, i la suma dels moments externs respecte de qualsevol punt P
també és zero.
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e Resolucié de I’equacié de forces per a cadascun dels nusos per tal d’obtenir les
tensions a les barres de 1’estructura. Cadascuna de les parts de I’estructura també ha
d’estar en equilibri. Aqui convé tenir clar que un nus €s una petita part de I’estructura.

Per la tercera llei de Newton, si una forga estira un nus, el nus aplica una forca de sentit
oposat que estira la barra i tendeix a allargar-la (traccid).
Igualment, si una for¢a comprimeix un nus, el nus aplica una forca de sentit oposat que

comprimeix la barra (compressio).

Exemple 4: Determineu les forces axials “«— e »
a les barres de 1’estructura de la
figura. El valor de la forga F' és

=
de 600 N. -
A C D
o= i =,
I ﬁ
4 m . L, 3m g
N3 cosf, = sinf, = \/2_5
= cosf, = g
0 - g, =3
R, 4 \91 c 2/ D sinfy =3
Rar |;’~ Ry

Forces externes:

ZFA:O = 4-F=7-R, = R, =343N

= Ry + Rp =F = 600N Rpy = 257N
on:{AY D :>{AY
Z RAX=0 RAX:0

Nusos (suposem que totes les tensions son traccions):

T,p Compressio
R 0 {RAX + TAC + TABC0501 =0 = {TAB = —428, 6N
ax 4 T Rpy + Typsind; = 0 Tac = 342,8N
R ¢ Traccid
AY
Tpe
Tep = Tac = 342,8N
C CD AC ) e, . .,
T2 —T,, { Tye = F = 600 N Traccio 1 traccid
F
Tgp
6,
T D TBDCOSHZ + TCD =0 _ .,
c {RD + Typsing, = 0 = Tgp = —484, 8 N Compressid
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Qiiestions del tema 7

Equilibri de la particula T=1.000 N

1. La caixa de la figura t¢ 300 kg de massa i el cable, una “L A0
tensio d’1 kN. Determineu la for¢ca normal i la de friccid sobre
la caixa, si aquesta es manté en repos.

Sol.: N=2.300 N, Fy="766 N.

2. Es requereix una forca horitzontal de 50 N per tensar
I’arc fins a la posicid indicada a la figura. Quina sera la
tensio de les dues cordes de ’arc?

Sol.: T=43,6 N.

3. Les tres masses de la figura son iguals. Si el sistema R
resta en equilibri estatic, quin és I’angle @? Si cada corda

té una longitud de 4 metres, quant baixen les masses
laterals respecte a la central?

Sol.: ®=130° 2,27 m.

4. La massa de la caixa de la figura és 100 kg. Determineu les
tensions de les dues cordes.

Sol.: T4 =981 N; Tuc= 1387 N.
400 mm 600 mm

—r———>

5. La longitud natural de la molla (en estat de repos) €s de

660 mm 1 la seva constant k£ és de 1.000 N/m. Quina és la s
massa del cos en suspensio? (Recordeu que en una molla F = 35(1 mm

—k(l-lo), on lo és la longitud natural de la molla.)

Sol.: 4,45 kg.

6. Suposeu una barra horitzontal d’extrems 4 1 B separats 6 m. ml 2m 4 2m

Si F1 =50 N1 F2 =100 N, determineu la suma de moments

respecte a 4 i respecte a B. 4 B

Sol.: ) My, = 300 Nm; ) Mz = 0 Nm.

7. La massa de la caixa de la figura és 50 kg. Determineu
les tensions de les dues cordes.

Sol.: T4 =490 N; T4c= 850 N.
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Equilibri del solid rigid

8. Un semafor penja del muntatge de la figura. La
barra uniforme 4B d’alumini t¢ 7,5 m de longitud 1
una massa de 8 kg. La massa del semafor €s de 12 kg. o
El punt 4 és un pivot. Determineu la tensio en el cable
CD horitzontal 1 les components vertical 1 horitzontal
que el pivot 4 exerceix sobre la barra d’alumini.

Sol.: Tep =247 N, Rax =247 N1 R4y = 196 N.

9. Labiga de la figura esta encastada a la paret i aguanta un
rétol de massa 80 kg. La massa de la biga és de 50 kg. Com
el centre de gravetat del retol coincideix amb el seu centre
geométric 1 les cordes estan col-locades a la mateixa
distancia, llavors la tensi6 dels dos cables que uneixen el
retol a la biga és la mateixa (problema 21). Quina es la
magnitud del parell de forces que fa I’encastament?

1.0m

Sol.: 1350 Nm.

10. La palanca de la figura t€¢ una massa negligible i esta clavada a
terra mitjangant una articulacio. @) Quin valor haura de tenir M per ,
tal que la corda AB estigui sotmesa a una tensid de 9.800 N? b)
Quin sera el modul 1 la direccid de la forca neta feta sobre la barra

al punt O?

Sol.: @) M =346,4 kg; b) |[F| = 10.371 N; a = 19,11°. -

11. Una escala de 2 m de llargada 1 30 kg de massa recolza en una
paret formant un angle de 60° respecte a I’horitzontal. El coeficient
de friccid estatic entre el terra i I’escala és de 0,4. La friccio entre
I’escala i la paret és negligible. @) Quant val la forca de friccio
estatica? b) Fins a quina alcada maxima pot pujar una persona de
75 kg de massa abans que 1’escala rellisqui?

Sol.: a) 84,9 N; b) 1,33 m.

12. Un nen famolenc que pesa 712 N camina sobre una
biga intentant agafar una piruleta que penja de I’extrem.
La biga és uniforme, pesa 223 N, t¢ 6 m de longitud 1
esta subjecta a la paret a través d’una articulacio, 1 la
piruleta pesa 89 N. Dibuixeu el diagrama de cos lliure
de la biga. Trobeu la tensio de la corda 1 les components
de la forca de reacci6 al punt O quan el nen es troba a
0,9 m de distancia de la paret. Si la corda pot resistir
una tensido maxima de 890 N, quina és la distancia maxima que podra recorrer el nen
abans que es trenqui la corda?

Sol.: T=355N; R:=177NiR,=717N; 4,8 m.
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2.000N

13. La biga de la figura té un suport de passador a 4 i un

: . |
rodet a B. El pla on es repenja el suport B té una inclinacio Q .
de 30°. Quin valor tenen les reaccions als suports? i - &

Sol.: 4x= 0,69 kN, 4,= 0,80 kN i B = 1,38 kN.

14. La massa del cangur capbussador és de 80 kg i la del 4 B
trampoli és de 45 kg. Dibuixeu el diagrama de solid “ i
lliure del trampoli 1 determineu les reaccions a 4 1 B. N
Trampoli
Sol.: 4x=0N, 4y,=-2,66 kN 1 B = 3,89 kN. RPN B

12m 12m 22m

15. El carreto6 elevador de la figura esta en repos. El pes
de la carrega és de 2 kN i el pes del vehicle ¢és de 8 kN.
Quin valor tenen les reaccions als punts 4 i B?

Sol.: A=9,21 kN i B =0,789 kN. Pes rega Pechro

+————P¢—P¢—>
179m 0Sm 14m

16. Una biga de massa negligible aguanta una 0.8 m 0.8 m
carrega de 750 N, tal com esta indicat a la figura. La

biga esta unida per una articulacié a la paret (punt
A). A I’extrem C de la biga s’ha lligat una corda de
massa negligible. Finalment, I’altre extrem de la
corda (punt B) esta lligat a la paret. @) Determineu
les reaccions als punts 4, B i la tensi6 de la corda. b)
Si la corda pot resistir com a maxim una tensio de
2000 N, quina ¢s la carrega maxima que podem
col-locar al punt D?

Sol.: a) Rax=1200 N, Ray=750 N1 Rg=T= 1200 N; b) 1250 N.

17. En una explotacié agropecuaria
s'ha realitzat el muntatge de la figura
per tal de poder transportar les
vaques a un camid. El sistema
consisteix en un llistd de fusta de 30 =
kg de massa i 2 m de llarg que esta

unit al camid6 mitjancant una
articulacid. L'altre extrem es recolza
sobre una biga de massa 50 kg, longitud 3 m i1 que esta encastada a la paret. a) Si el pes
maxim d'una vaca és d'aproximadament 700 kg, determineu en aquestes condicions
limits el modul i direccid de les reaccions a l'articulacié. b) Determineu el moment de la
reacci6 al punt d'unié entre la biga i la paret. Suposeu que el pes de la vaca esta aplicat
al centre del llisto.

3m

Sol.: a) 3924 N, 76,8° b) 10758 Nm.
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18. Una biga uniforme de longitud 4 m 1 massa 10 kg suporta una
massa de 20 kg, tal com es veu a la figura. a) Feu el diagrama de cos 60°
lliure de la biga. b) Trobeu la tensié de la corda 1 les components de
la forga de reacci6 del pivot.

53°

Sol.: @) T=213N; b) R= 184N, R, = 188 N.

19. Una massa de 50 kg descansa sobre una biga de 150
kg, la qual esta fixada a la paret mitjangant una articulacio,
tal com es veu a la figura. Suposant que el sistema estigui
en equilibri, feu el diagrama de cos lliure del pes 1 de la
biga. Justifiqueu per qué és necessaria la preseéncia del
cargol que uneix el bloc amb la barra. Trobeu la tensio de
la corda i les components de la for¢a de reaccio del pivot.

Sol.: T=125,6 kp; Rx=116,6 kp; R, = 27,7 kp.

20. La barra horitzontal de la figura té una longitud
de 12 m 1 un pes de 600 N. El centre de gravetat
coincideix amb el centre geometric de la barra. La
barra esta unida a un pilar en el punt 4 a través d’una
articulacié que permet que la barra giri lliurement.
D’un extrem de la barra penja un objecte de pes 900
N. A I’altre extrem, punt B, la barra esta unida a una
corda. L’altre extrem de la corda esta unida al pilar.
Determineu la tensié de la corda unida a I’extrem B i
la reaccid a I’articulacié (punt 4).

Sol.: R4x=2800 N, R4,y=3600 N1i7=3500N.

21. La biga de la figura aguanta un rétol de pes 250
N, 1 esta unida per una articulacié a la paret (punt
A). A I’extrem C de la biga s’ha lligat una corda de
massa negligible, 1 ’altre extrem de la corda esta
lligat a la paret, amb el ganxo B. El pes de la biga és
de 150 N. a) Demostreu que si el centre de gravetat
del retol coincideix amb el seu centre geométric,
llavors la tensié dels dos cables que uneixen el rétol
a la biga ¢és la mateixa. Quin és el valor d’aquesta
tensidé? b) Quina és la forca que fa I’articulacié del
punt A? Nota: les cordes que subjecten el retol estan
col-locades a la mateixa distancia del centre del rétol, tal com s’indica a la figura.

Sol.:a) Ti=T>=125N, b) Rax=890 N1 R4y =122 N. Ay

22. Una porta de 60 kg esta agafada per dues xarneres, tal com es < * g
veu a la figura. Calculeu la forca que actua sobre cadascuna 14 If a
suposant que V1 = V>. e

Sol.: 36 kp “om
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23. Una caixa que conté un frigorific t¢ una massa total de 300 kg i t¢ forma de
paral-lelepipede rectangular de 2 m d’alt per 0,8 m x 0,8 m de base. El coeficient de
friccio entre la caixa i el terra val 0,30. Si volem arrossegar-la sobre el terra mitjangant
I’aplicacié d’una forca horitzontal, quina ha de ser la magnitud de la for¢a? A quina
altura maxima sobre el terra podem aplicar-la sense perill de bolcar?

Sol.: 882 N; 1,33 m.

24. La caixa del problema anterior es troba sobre la plataforma d’un cami6. Quan el
camiod frena bruscament, quin risc sera més gran, el de lliscament o el de bolcada de la
caixa?

Sol.: Bolcada si ¢> 0,4; lliscament si < 0,4.

N o A
25. El cilindre de la figura es manté en equilibri mitjangant una corda
que transmet una forga F'1 per la friccio estatica. Calculeu el valor minim
de s per mantenir I’equilibri quan F forma un angle 6 amb 1’horitzontal.

Sol.: u, =

cos '

26. Obteniu I’angle @ amb qué s’han de posar dos cilindres iguals
de pes 1 de radi per tal que mantinguin 1’equilibri sobre el diedre de
la figura. Considereu que totes les superficies son llises.

Sol:tga=2tg f

27. Dues barres estan unides entre elles per una aresta
mitjangant frontisses i formen un angle recte gracies al cable
horitzontal que les uneix, situat a una altura d’1 m sobre el
terra. El conjunt esta en repds. Determineu: a) la forca
normal que fa el terra sobre cada barra, b) la tensio del cable
i c) la forca que cada barra fa sobre 1’altra en el vertex.

I m

Sol.: @) Ni= 150 N, Na= 130 N; b) T=115N; ¢) F = 120 N.

28. Tenim una barra de longitud / = 40 cm i pes 6 kp que per un dels {30
extrems esta fixada a la paret mitjangant una articulacid i per 1’altre extrem
esta lligada a una corda fixada a la paret i formant un angle de 30°. La tensio 90°
maxima que pot aguantar la corda és de 15 kp. Trobeu el pes maxim que pot
tenir una esfera de radi 8 cm col-locada sobre la barra sense trencar el fil.

Sol.: Pmax= 31 kp.

29. Una escala de 4 m de longitud i massa M (el centre de masses esta
situat en el punt mitja) esta recolzada en una paret vertical sense friccio.
El contacte amb el terra t& un coeficient de friccid estatic de 0,4. La
distancia entre el peu de I’escala i la paret és de 2 m. Calculeu la maxima
altura 4 a que pot pujar una persona amb la mateixa massa que 1’escala
sense que aquesta llisqui.

Sol.: 3,07 m.
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30. La porta d’un garatge pesa 60 kp 1 esta muntada sobre
un carril aeri, com s’indica a la figura. Les rodes estan

rovellades, de manera que no roden, sind que llisquen a la j
guia, i el coeficient de friccid cinetic és 0,4. La distancia |
entre les rodes és de 2 m 1 cada una dista 50 cm de les vores F
verticals de la porta. S’empeny la porta mitjancant una forca horitzontal F' constant, de
manera que es mou a velocitat constant. @) Si la linia d’acci6 d’aquesta for¢a dista 1 m
de la guia, quina és la forga per a cada una de les rodes sobre el carril? b) Trobeu la
distancia maxima a la qual es pot aplicar la forga horitzontal F' sense que cap roda se
separi del carril.

Sol .: a) F=24 kp; N1 =18 kp, Fr1 =7,2 kp; No=42 kp, Fr. = 16,8 kp; b) 2,5 m

31. Una vareta homogenia de longitud 2/ i pes P es troba entre
una paret llisa 1 una clavilla llisa. Calculeu I’angle 8 entre la paret
1 la vareta corresponent a 1’equilibri i les reaccions a 4 i a B.

1

Sol.: sinf = (%)5 ; Rg = ﬁ ; R4 = P cotf.

32. La palanca de la figura t¢ una massa negligible i esta
clavada a terra mitjangant una articulacié. a) Quin valor ha de
tenir M per tal que la corda 4B estigui sotmesa a una tensio de
9800 N? b) Quin sera el modul i la direcci6 de la forca neta feta
sobre la barra en el punt O?

Sol.: @) M =346,4 kg; b) [F| = 10371 N; a=19,11°

33. Una biga uniforme de massa m forma un angle # amb 0
I’horitzontal, de manera que I’extrem superior esta suportat per
una corda horitzontal lligada a la paret i I’extrem inferior
descansa sobre un terra rugds. Si el coeficient de friccid estatic
entre la biga i el terra és e, determineu 1’expressio per al pes
maxim Pmax que es pot penjar de la part superior abans que la 0
biga rellisqui.

mg (1-2uc,tanf
Sol.: gy = 10 (124t
max 2 Uetanf—1

34. Una caixa de seccio rectangular i pes 193
kg ha bolcat 1 es recolza sobre una altre caixa de
seccid quadrada i pes 348 kg. El coeficient de I
friccio entre la caixa rectangular i el terra és 0,7 /
1 el coeficient de friccio entre la caixa quadrada i

el terra és 0,6. A quina distancia del punt C es ;o :
troba la for¢a de reaccid entre el terra i la caixa ® i : ®
quadrada? Dades: L=1,3m 160 =41°.

Sol.: 0,8038 m.
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Estructures
lsF

F
35. L’estructura de la figura t¢€ un suport de i
passador a 4 i un rodet a B. Determineu les
reaccions als suports.

Sol.: 4x=0, Ay=3/2F i B=5/2F

36. El pes del mico penjat és de 1000 N. Si
negligim el pes dels elements de [’estructura,
determineu les reaccions als suports 4 1 B. Nota: el
suport a 4 és un passador i a B, un rodet.

Sol.: 4x=-2000 N, 4,= 1000 N i B =2000 N

37. Si negligim el pes dels elements de
I’estructura, determineu: a) les reaccions als
suports 4 1 B (el suport a 4 és una articulacio i a
B, un rodet) i b) la tensié de les barres AC, AD i 4m
CD, i indiqueu si les barres estan sotmeses a
tensions de traccid o compressio.

Sol.: @) A= 0N, 4,=300 Ni B =300 N; b) Tuc
= 225N (t), Tap= 375 N (c), Ten= 375 N (t)

38. Sinegligim el pes dels elements de I’estructura,
determineu: a) les reaccions als suports 4 i B (el
suport a 4 €s una articulacio i a B, un rodet) i b) la
tensio de les barres AC, BD, i CD, i indiqueu si les
barres estan sotmeses a tensions de traccid o
compressio.

Sol.: @) Ax= 1600 N, 4,= 600 N i B = 1600 N; b) Tuz= 600 N (t), Tac= 1600 N (t),
Tse=1000 N (c),Tzp= 800 N (c) i Tep= 1000 N (1)

39. Si les barres de I’estructura dibuixada poden
aguantar amb seguretat 10000 N de traccié i 20000 N
de compressid, determineu la carrega maxima que
podem aplicar al punt D.

Sol.: Fmax=5140 N
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8. Oscil-lacions mecaniques

Objectius
Conceptes de periode, freqiiéncia i freqliencia angular
Concepte de forca restauradora
Descripcié del moviment harmonic simple
Descripcié del moviment del pendol simple
Descripcid del moviment del pendol fisic
Descripci6 de les oscil-lacions amortides
Descripcid de les oscil-lacions forgades
Concepte de ressonancia

Moviment harmonic simple

Estem envoltats d’oscil-ladors. Sovint, quan es pertorba un sistema, aquest es posa
a oscil-lar al voltant de la seva posicid6 d’equilibri. L’oscil-lacié consisteix en un
moviment periodic, és a dir, un moviment que es repeteix en el temps. Definim el
periode, 7, com el temps que triga el sistema a fer una oscil-laci6 completa. La
freqliéncia, f, és el nombre d’oscil-lacions que el sistema fa per segon; les unitats en SI
son Hz (hertzs):

f=7

Per exemple, si la freqiiéncia de la CPU del vostre ordinador és 2,2 GHz, aixo vol
dir que el temps que la CPU triga en fer una operacio €s:

1
T = ]—C =4,54%x1071%s = 0,454 ns

Finalment, es defineix la freqiiéncia angular o pulsacid, w, com a:

a)=27tf=2?n,

1 les seves unitats en SI son rad/s.

Aquestes oscil-lacions son provocades per la preseéncia d’una forga restauradora que
intenta portar el sistema a I’equilibri. Un exemple de forga restauradora és la forca
elastica d’una molla.

Oscil-lacions harmoniques simples

Possiblement ’oscil-lador mecanic més senzill sigui una molla unida a un objecte
en un pla horitzontal en que les forces de friccid son nul-les.

......... F F s

-
T —

La posici6 d’equilibri la defineix la longitud natural de la molla. En aquesta posicio
la forca elastica és zero, la suma de forces €és nul-la i, per tant, el sistema esta en
equilibri estacionari si la velocitat de 1’objecte és nul-la.
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Quan la longitud de la molla no coincideix amb la seva longitud natural, la molla
aplica una forca que empeny 1’objecte cap a la posicid d’equilibri. Si definim com a x el
desplagament de 1’objecte respecte a la posicidé d’equilibri, llavors podem expressar la
for¢a recuperadora com a:

F =—kx
on k ¢és la constant elastica de la molla, i les unitats de £ son N/m (vegeu el tema 4).
Noteu el signe negatiu, que indica que la forca s’oposa al desplagament. Aquest signe €s
representatiu del caracter restaurador de la forga elastica.

Per resoldre el moviment, és a dir per determinar la posicidé en funcié del temps,

x(t), aplicarem la segona llei de Newton:
dzx(t) d? x(t)

F=md = —kx(t) = m + = x(t) =0

dr
Definim la pulsaci6 natural o propia de I’ oscﬂ lador, Wn, COM a:
_ |k
wy = Z
Llavors,
d? x(t)
w2 T w2x(t)=0

L’equacio anterior €s una equacio diferencial. Aquesta equacio descriu el moviment
harmonic simple (MHS), i es pot escriure d’una forma més compacta:
x''(t) + wix(t) =0
d?x(t)

La notacio utilitzada és: x'(t) = x(t) ix''(t) = —

La soluci6 general de I’equacid diferencial anterior és:

x(t) = Asin(w,t + ¢)
on 4 és I’amplitud (4 > 0) 1 correspon al valor maxim que pot assolir x, w. és la
freqiiencia angular de 1’oscil-lador, (wstt+¢) €s la fase (en radians) 1 ¢ €s la fase inicial
(en radians). wn és la freqliencia de 1’oscil-lador lliure, és a dir, és la freqiiéncia de
I’oscil-lador quan la Unica forca que apareix a 1’equaci6 diferencial és la restauradora.
Més endavant veurem la freqiiéncia de 1’oscil-lador es desvia de w. en preséncia de
forces de fregament o forces externes que varien el temps.

L’evolucio de la posicio en el temps, x(¢), té la forma segiient:

x=A -

x=-A-
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Oscil-lacions mecaniques

El periode T,, = 21 /w, (w, =+ k/m) és un parametre caracteristic del sistema
oscil-lant; en canvi, I’amplitud i la fase inicial depenen de les condicions inicials, xo i vo.
Concretament:

Xo = x(t = 0) = Asin(¢)

Pel que fa a vo:
’ dx(t)
v(t) =x(t) = vk Awycos(wyt + @)
Llavors,

vy = v(t =0) = Aw,cos(p)

Coneguts xo 1 vo, de les equacions anteriors podem determinar A4 1 ¢:

VZ
xo = Asin(¢) }@ A =«’w_%+xg

vy = Awy,CoS
0 ncos(¢) ¢ = arctan (—w;lxo)
0
Exemples de condicions inicials:

Xo>0,v0=0, ©@A=xy; ¢p=1/2

X=0,vy>0, ©@A=vy/ w,; ¢ =0
X <0,vp=0, ©@A=—-x5; ¢p=-1/2
Xo=0,1v,<0, ©A=-v,/w,; =1

Podem comprovar que x(t) = Asin(w,t + ¢) és soluci6 de I’equacié diferencial si
tornem a derivar:

a(t) =x"(t) = dl;—(tt) = —Aw?sin(w,t + ¢) = —wix = x"(t) + w2 x(t) =0

Exemple 1: Una massa de 2 kg fixada a I’extrem d’una molla horitzontal de constant
elastica £ = 196 N/m amb 1’equilibri a x = 0 es troba inicialment a xo = 3 cm, amb
una velocitat vo = —25 cm/s. Esbrineu la freqliencia angular, el periode, ’amplitud 1
la fase inicial del moviment. Escriviu I’equacié del moviment.

Solucio:
w, =+ k/m=9,90rad/s
2T 21T
(Al)n=T—n$'1171=C‘)_()=(),635S
o
A= | +x}=392cm
wn
¢ = arctan (wn_x0> = { —0,871rad = x, = M
B vy /  (-0,871+ mrad = x, = Asin(¢) = 3 cm

x(t) = Asin(w,t + ¢) = 3,9sin(9,90 t + 2,27) (ten s, x en cm).
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Exemple 2: La posici6 d’una particula esta determinada per [’equacid
x(t)=2,5-cos(mf), amb x 1 ¢t mesurats en metres 1 segons, respectivament.
Determineu:

a) La velocitat 1 ’acceleracié maximes de la particula.

b) La velocitat i I’acceleracio quan x = 1,5 m.

Solucio:
x(t) =2,5-cos(m-t) = 2,5 sin(n-t + m/2)
a)

x(t) = 2,5 sin (nt 4 g)

} =>A=25mw, =nrad/si¢ =2 rad
x(t) = A - sin(w,t + ¢) 2

v(t) = Awpcos(wpt + @) = Vg = Aw, = 2,5-m = 7,854 m/s
a(t) = —A- wp-sin(wpt + @) = apay = Awj = 2,5 - 1% = 24,67 m/s?

b)
larcsin (1—5) — 0,5 = —=0,295s
. T T 2,5
x:1,5m:>1,5=2,551n(7rt+5):>t= 1 15
= [n — arcsin (—)] —0,5=0,295s
T 2,5
v=A"w,cos(w,t +¢) =25 mcos(r-03)=>v=-628m/s
a=-w?-x=-n%-15=a=-1480m/s?

Alternativament, podem obtenir 1’equacié diferencial del moviment oscil-latori
harmonic simple a partir d’imposar la conservacié de I’energia, atés que no existeixen

forces de friccio:
1 1 1 1
En=U+E;= Ekx(i:)2 + Emv(t)2 = Ekx(i:)2 + me’(t)2 = constant

Si derivem respecte al temps, obtenim la mateixa equaci6 diferencial,
%ka(t) x' + %2mx’(t)x”(t) =0=>kx(t)+mx"(t) =0=x""(t) + %x(t) =0
Per altra banda, I’energia total del sistema és:

1 1 1 1
En=U+E;= Ekx(t)2 + Emv(t)2 = Ek(A sin(w,t + ¢))? + Em(Aa)ncos(a)t +¢))? =
1 22 L 2,202
= EkA sin“(w,t + ¢) + EmA wycos*(w,t + @P) =

1 1 1
= EkAzsin2 (wpt + @) + EkAzcosz(wnt +¢) = EkAZ

Com que no hi ha forces dissipatives, 1’energia mecanica ¢és constant 1 1’oscil-lador
no s’atura mai: es diu que és un oscil-lador lliure.

Que passa si col-loquem la molla verticalment? A banda de la forga elastica, tenim
el pes; aixo canvia la freqiiéncia del sistema?

En aquest cas la posicido d’equilibri no coincideix amb la longitud natural de la
molla. Definim:

o(1): estirament de la molla = F = —ké6(t)
Oeq: estirament de la molla a la posici6 d’equilibri
x(1): desplagament respecte a la posicio d’equilibri: x(£)= 0(f)— deq
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Per obtenir I’equacié de moviment, primer cal
determinar la posicid d’equilibri; és un problema
d’estatica (vegeu tema 7):

5 o mg
F=0 :>mg=k6eq=>66q=7

Seguidament, apliquem la segona llei de Newton S F
quan la molla esta estirada una longitud 6. §
mg — ké(t) = ma :
Llavors, expressem [’equaci6 en funcié del P.’ N
desplagament respecte a la posicio d’equilibri, x(7): o
x(t) = 8(t) — beq = 6(t) = x(t) + beq
mg — k(x(t) + 60q) = mx"'(t) l
mg — kx(t) — kb.q = mx"(t)
Substituim la condicié d’equilibri, mg = ké,:
mg — kx(t) — mg = mx"'(t)
I finalment reagrupem:
x(£) + = x(t) = 0
Obtenim el mateix resultat que quan la molla estava col-locada horitzontalment:
x''(t) + w2x(t) = 0.

Pendol simple

Un péndol també és un oscil-lador que en el limit
d’oscil-lacions petites descriu un moviment harmonic
simple:

T —mgcosO(t) = may
—mgsinf(t) = ma; = ms''(t) = mL8" (t)

I si reagrupem els termes:
0" (t) + %sine(t) =0

En el limit d’oscil-lacions petites, i si 0 esta en radians,
sinf = 6

Llavors I’equaci6 de moviment esdevé 1’equacio diferencial del moviment harmonic
simple,

0" (t) + %H(t) -0

I a freqiiencia natural del pendol és:

Wn =+49 /L
Observeu que antigament es feia servir els rellotges de pendol per mesurar el temps, el
calibratge es feia ajustant la longitud del pendol.

Noteu que la freqiliencia d’oscil-lacié no depén de la massa del péndol, de fet, a partir de

la mesura del periode d’un péndol es pot determinar amb precisio la intensitat del camp
gravitatori, g.
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L’equacié de moviment ens permet calcular la posicio del pendol,

0(t) = Asin(w,t + ¢) = Opasin(w,t + @)
on I’angle maxim, 6,,,,, ¢s I’amplitud.

Igual que en el cas anterior, ’amplitud i la fase inicial depenen de les condicions inicials
de posicio, 0o i velocitat angular, 8’ ,:*

03 )
— — |__Y 2

00 = O ®) ), A= O = [z ¥ %
6’0 = QmaanCOS(d)) (Ungo

¢ = arctan( - )

00

Noteu la relacio entre la velocitat lineal del péndol i la velocitat angular: v, = LO',.

Que vol dir oscil-lacions petites?
Si 0,00 < 5° = m/36 rad, ’error relatiu de I’aproximacio sinf ~ 6 és un 0,1 %.
Si O ey < 10° = /18 rad, Ierror relatiu de I’aproximacié sinf = 6 és un 0,5 %.
Es a dir, si "amplitud no supera els 10°, a la practica I’aproximacié d’angles petits és
prou acurada.

Que passa si les oscil-lacions son de gran amplitud? El sistema no descriu un MHS,
pero el moviment segueix essent periodic, 1 el periode €s igual a:
2

L 1 ) 1 1 /3 4 1
T =27 E 1+?31n (Eemax>+?(z) sin (Egmax>+...

També es pot determinar 1’equaci6d diferencial del MHS a partir d’imposar la
conservacid de 1’energia mecanica:
E, =U+ E; = mgh(t) + %mv(t)2 = mgL(1 — cos6(t)) + %m(LH’(t))2 = const
En el limit d’oscil-lacions petites, i si # esta en radians,
cosf = 1 — 9?2
Llavors:
Q(Tt)z + %mLZH’(t)2 = gmgLH,%lax = constant
Si derivem respecte al temps:
mgLe(£)0'(t) +-mL?26'()6"(t) = 0
go)+Loe"(t)=0
I finalment, reagrupant, obtenim la mateixa equaci6 diferencial:
6"(t) +70(t) =0

E,, = mglL

4 En aquest tema no utilitzarem el simbol o per referir-nos a les velocitats angulars atés que es pot
confondre amb les freqiiencies angulars. Per referir-nos a les velocitats angulars farem servir la notacio
o'
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Pendol fisic

Es un solid rigid que, a través d’un pivot, O,
sense frec es fa oscil-lar. Si apliquem 1’equacié de
moviment d’un solid rigid respecte a un eix fix:

Z MO == Ioa S Iogll(t)
Z M, = — mgdsin6(t)

Llavors,
0" (t) + < sin6(t) = 0
o
Dins I’aproximacio6 d’oscil-lacions petites, sinf = 6:

mgd
Qll(t) +I—9(t) == 0
0

= —mgdsind(t) = 1,0"(t)

Llavors la freqiiéncia angular 1 el periode de 1’oscil-laci6 son:

mgd
w2="2 5 T =21
Io mgd

Observeu que si el CM 1 el pivot O coincideixen, d = 0 1 el sistema no oscil-la. Per
exemple, Quan, a causa d’impactes en una roda, el CM es desplaga respecte a I’eix, d #
0 1 el sistema pot oscil-lar; en aquests casos, quan el cotxe es mou, vibra: son
oscil-lacions de la roda. L’equilibratge de les rodes consisteix a col-locar pesos a la
llanta, de manera que tornem a situar el CM de masses sobre 1’eix O, i les vibracions
desapareixen.

Els péndols fisics també es poden fer servir per determinar el moment d’inércia
d’un solid rigid.

Creieu que el periode d’oscil-lacio depéen de la massa total del péndol fisic?

Exemple 3: Tenim un pendol consistent en un disc de 2 kg de massa i 0,8 m de
diametre que esta suspes per un extrem d’un pivot sense fricci6. Determineu: la
freqiiencia f, la freqiiéncia angular natural @. i1 el periode T caracteristics de
I’oscil-lacid. Suposeu oscil-lacions d’amplitud petita. Icyr= 1/2mR?

Solucio:

Steiner: I, = Iy + md? = 1mR2 + mR? = %mRz

__ |mg mgR
= /10 /3/2mR2 \/3: 4,04 rad/s

=——15555

Tl

fa === 0,643 Hz

n
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Oscil-lacions amortides

Analitzarem un objecte unit a una molla sobre el qual també¢ actua una forga de friccid
viscosa (vegeu el tema 12) que és proporcional a la velocitat de 1’objecte:

Fr = —yx'(1),
On v és el coeficient d’amortiment (unitats kg/s). X
El signe negatiu és caracteristic de la naturalesa dissipativa v
de la forga; és a dir, tendeix a disminuir la velocitat de A ———
I’objecte. A diferéncia dels casos anteriors, el sistema ja no k m
és conservatiu, 1’oscil-lador acaba per aturar-se. Utilitzem W
el simbol d’un amortidor per indicar la preséncia de la § 8

forca de friccid viscosa.

L’equacié de moviment s’obté de la segona llei de Newton:

mx"'(t) = —yx'(t) — kx(t)

k

x"(t) + %x’(t) +—x(t) =0

Finalment, obtenim 1’equacio diferencial d’un oscil-lador amortit:
x''(t) + 2Kx'(t) + wZx(t) =0
on K =y/2m, té unitats de s i és I’invers de la constant de temps 7 = 1/K. Com
veurem més endavant, 7 és la constant de temps caracteristica de disminucié de
I’amplitud 1 de I’energia. La solucio general d’aquesta equacio €s:
x(t) = CieMt + Cyet2t

on A;, = —K +/K? — w3 només depenen dels parametres fisics de 1’oscil-lador. Per
altra banda, C1 1 C2 depenen de les condicions inicials:

XO = Cl + CZ 1 170 = Alcl + /12(:2.

Existeixen tres tipus de moviments en funcid de la rad d’amortiment adimensional,

que es defineix com:
K 1Ty

(=—

wWn 2w T

a)  Sobreamortiment, { > 1 (K > w,):

En aquest cas A1 1 A2 son reals, diferents 1
negatius. La for¢a de friccié fa que 1’energia
del sistema disminueixi monotonament, de
manera que el sistema acaba aturant-se.

o

v,=0

Com K > w, =T, > 2nt. Es a dir, el v,<0
temps que trigaria en fer una oscil-lacio 1’oscil-lador lliure és més gran que el temps
caracteristic de disminucié de 1’amplitud, per tant, el sistema no oscil-la. Per
aquesta rad el moviment s’anomena sobreamortit.

Aquest és el moviment que es busca quan es vol eliminar una oscil-lacio; per
exemple, els amortidors de la suspensié dels cotxes. Com s’aconsegueix?,
augmentant la dissipacio, fent que K > w,,.

b)  Amortiment critic, { = 1 (K = w,):
X(t) = Cle_Kt + Czte_Kt, on xg = Cl 1 Vo = CZ - KCl
Correspon a la transicio entre el sobreamortiment i les oscil-lacions amortides.
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¢)  Oscil-lacions amortides o esmorteides, { < 1 (K < wy):
En aquest cas A1 i A2 son complexes conjugades i la solucid es pot expressar com:
x(t) = Age Ktsin(wt + ¢) = A(t)sin(wt + ¢)

X .
on A(t) = Age 8t = Age™"/" és Pamplitud de les

oscil-lacions, que depén del temps i1 decreix Ao Vay
exponencialment. Observeu que 7 és la constant de 4, \ ””””””””” /\ ---------- .

temps caracteristica de disminuciéo de 1’amplitud. \/ N : .-..l
Quan ¢ = 37 s’ha perdut un 95 % de I’amplitud \/ Lo

inicial; a efectes practics, podem considerar que
loscil-lador ja s’ha aturat; per tant, z és la :
referéncia per saber quant de temps triga I’oscil-lador a aturar-se

La freqiiencia angular s’expressa com:

w =+ w2 —K?=w,/1-7?

Quan P’amortiment és feble ({ << 1 i w = w,), el moviment s’apropa a un
oscil-lador lliure, el sistema fa moltes oscil-lacions abans d’aturar-se i la
disminuci6 de I’amplitud durant un periode és molt petita.

Les condicions inicials determinen I’amplitud i la fase inicials:

2
Ay = \/xg + (—VOZ(XO) itgp = 22—

U0+KJCO

Es defineix el decreixement logaritmic 6 (adimensional) com la radé amb la qual
disminueix I’amplitud en un periode:

Ay _ Agexp(=Kt) exp(—Kt) KT .
O QU = o exp(—K(t4T))  exp(—KO(-KT) _ & ° llavors:
2nd é

Ay 21
§=In—=KT =K = G e —
Ay wpf1—32 J1-2¢2 J(2m)2 + 62

Per tant, conegut ¢ podem determinar ¢:
5= 2n{ )

- s ( -

J1-2¢2 V(2m)? + 62

El decreixement logaritmic és relativament facil de mesurar 1 permet determinar la
ra6 d’amortiment.

El decreixement logaritmic també ens permet identificar si I’amortiment ¢és feble.
Tipicament, podem considerar que 1’amortiment és feble si la disminucid de
I’amplitud en un periode es inferior a un 1%, és a dir, si A;/A4, < 100/99 o
equivalentment, si § < 0,06 6 ( <0,01. Com es d’esperar, en aquestes
condicions es compleix que w = w,, concretament:

W = wp/1—72=0,99995w,

A més, quan I’amortiment és feble § < 2, llavors:
é é é

‘= J(@2m)? + 52 N J(@2m)? T on
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Consideracions energetiques:

Com que hi ha forces dissipatives,
I’energia mecanica no és constant, sind que
disminueix amb el temps:

E(t) — 2 2 e 2Kt — Eoe_Zt/T,
on E,= E(t =0) = EkA% és I’energia
inicial.

La relaci6 anterior mostra que
I’energia disminueix exponencialment i 7 és
la constant de temps caracteristica de la dissipacio de 1’energia. Quan ¢ = 37 s’ha perdut
un 99,75 % de I’energia inicial!. Aixi doncs, comprovem de nou que 7 €s la referéncia
per saber quant de temps triga 1’oscil-lador a aturar-se.

Es defineix el factor de qualitat Q com la ra6 entre I’energia i ’energia perduda a cada
cicle.

Q =2m E] (és un parametre adimensional i positiu)

Desenvolupem 1’energia en funci6 del temps com una série de Taylor:
dE
E(t+T)=E(t) +ET + -

Si les oscil-lacions son feblement amortides, I’expansi6 de Taylor fins al primer ordre
ens dona una determinacio6 acurada de la perdua d’energia en un cicle:

AE =E(t+T)—E(t) = d—ET = (iE e—Zt/f)T = —ZZE e 2t = -2 ZE
dt dt ° 7 0 T
llavors,
T T 1 1
2El-"T 5 "%

Si Q és gran, es perd poca energia en un periode, les oscil-lacions son feblement
amortides 1 el sistema oscil-la moltes vegades abans d’aturar-se. Abans hem vist que el
sistema es feblement amortit si § < 0,06, és a dir, si Q > 50.

Exemple 4: Un saltador de salt de pont de 65 kg de massa salta des d'un pont. Al cap
de 20 s la seva energia mecanica es redueix a la meitat. Finalment queda
completament aturat a 45 m per sota del nivell del pont. La longitud natural de la
corda elastica és 28 m. Calculeu la ra¢ d’amortiment i la freqiiéncia angular.

Solucio:

_2t
Eoe T

E(t) = Bye—= = —0,5:>—2£=an,5=>T=—%=57,713

0 T In
T=E=>K=;=1,733'10_2
mg _ 65-9,81
Seq  45-28

W, = \/E = 0,7596 rad/s
{=-—=2281-1072
W= wn/1—-7%=w, 09997 = 0,7594 rad/s ~ w,

mg = kbpq = k = = 37,51 N/m
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Exemple 5: Un objecte de 500 g de massa esta unit a una molla de constant elastica &
= 350 N/m. La disminuci6 d'energia a cada periode ¢és d’un 2% i ’amplitud inicial
¢s 12 cm. Determineu: a) el factor de qualitat, b) l'energia total inicial, ¢) el
decreixement logaritmic, d) la ra6 d’amortiment 1 ¢) el periode.

Solucio:

E 1
Cl) Q —Zﬂm—zn'@— 314

b) E(t =0) = ~kA2 = 2,52]

E s b
C)Q_an E=>6—6—0,01

V= Tamme ~

Alternativament, dins I’aproximaci6 d’oscil-lacions feblement amortides,
{ ~—==10,00159
2Q

e) w, = %= 26,46 rad/s
W= wp/1—7%=w, 09999987 = 26,46 rad/s ~ w,
T=2=02375s

w

Oscil-lacions forcades i ressonancia

Es tracta d’un oscil-lador amortit Y
sobre el qual actua una forga externa [ ——
peri(‘)dica: k n G F_F,-. sin Qf
F(t) = F,sint
on Q ¢és la pulsacié de la forca externa. [

Exemples d’oscil-ladors forcats son les suspensions dels cotxes, els sintonitzadors de
radio, etc.

Podem obtenir 1’equaci6 diferencial que descriu el moviment a partir de la segona llei
de Newton:
mx''(t) = —yx'(t) — kx(t) + Fysint

"t+y't+k t—FO'.Qt
x'"'(t) mx() mx()—msm

I, reagrupant, obtenim 1’equacié diferencial
x''(t) + 2Kx'(t) + w2x(t) = fysinf2t

La soluci6 conté la contribucid de dos termes:
x(t) = xp(t) + xp(t)

e xr(t) ésun terme transitori i correspon a la solucio6 de les oscil-lacions amortides
(apartat anterior). Aquest terme depen de les condicions inicials.
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e xp(t) és unterme permanent i és igual a:

xP(t) = APSin(.Qt + ¢P)
on Ap = fo 1 tgd)P =
J(w%—02)2+(2wn<n)2
¢s a dir, que si esperem prou temps (que acabi el régim transitori) el sistema acaba
oscil-lant a la freqliencia de la forca externa. També és
interessant veure que el regim permanent no depén de A p
les condicions inicials. A

2wnpl 0

2_,2
N°—wy

Pmax

Podem comprovar que I’amplitud de les 4,,, |
oscil-lacions depén de la freqiiéncia de la forca externa. 2 AQ
Concretament, hi ha un valor particular de Q per al qual
I’amplitud és maxima, és la freqiiéncia de ressonancia:

Np = w1 — 272
Per a oscil-lacions feblement amortides, {<<I i, per
tant, Qp =~ w,. Q. Q

En general, quan la forca externa oscil-la a una freqiiencia propera a la freqiiencia
natural de I’oscil-lador, llavors I’amplitud de les oscil-lacions és gran. En canvi, quan la
freqiiéncia Q és molt diferent de la freqiiéncia natural de 1’oscil-lador, I’amplitud és
feble. Aquest fenomen es coneix com a ressonancia.

Es defineix com a factor de qualitat d’una 4 |
ressonancia
Qg
¢=70
on A és ’amplada del pic quan I’amplitud es redueix i
en un factor V2.

Si Q és gran — pic estret 1 alt, ressonancia molt aguda.

Pot ser catastrofica.

Si Q és petit — pic ample 1 baix. 00 05 o s 50
Q/Q,

Es pot demostra que per oscil-lacions feblement
amortides, A0 = 2 /7, i per tant:
0 T wp/1-202  J1-202
=T TT,TT %

Com es pot aconseguir un Q petit? Fent 7 petit, és a dir, fent K gran, augmentant la
friccio.

De vegades les ressonancies son fenomens buscats, €s el cas dels sintonitzadors de radio
1 televisio que utilitzen circuits ressonants de Q gran. En aquest circuits es pot modificar
la freqiiéncia de ressonancia per tal de poder seleccionar una emissio concreta.

Per altre banda, les ressonancies poden ser fenomens parasits, per exemple quan

les rodes del cotxe estan desequilibrades es produeixen ressonancies molt molestes quan
el cotxe circular a una velocitat concreta. En d’altres casos poden ser I’origen d’avaries i
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fins hi tot d’accidents. Per tal de prevenir possibles problemes amb les ressonancies es
dissenyen els oscil-ladors mecanics amb valors de Q petita.

Per exemple, el 1970 un dels eixos dels generadors d’una central electrica
térmica als Estats Units (Mohave) es va trencar per culpa d’una ressonancia’:

Exemple 6: Un objecte de 2 kg de massa esta unit a una molla de constant elastica k&
= 1800 N/m. La disminuci6 de I’amplitud a cada periode és d’un 1%. El sistema
s’acobla a una modulacido externa. L’amplitud de la for¢a periodica aplicada és
Fo=20 N. Determineu: a) el decreixement logaritmic, b) el factor de qualitat, ¢) la
rao d’amortiment, d) la freqiiéncia de ressonancia, e) 1'amplitud de les oscil-lacions a
la ressonancia i f) I'amplitud quan la freqiieéncia externa €s 19 rad/s.

Solucio:

a) A,=0994, = 6 = ln = 0,01005
b) Q =§= 313

1 1

|AE| 7 kAT —5 kA3 A2 ,

- =1-"2=1-0,992 = 0,019
E 1 a2 A
2 1
o~ 316

0 ”lAEl

o (= W_ 0,00160

Alternativament, dins I’aproximaci6 d’oscil-lacions feblement amortides,
{ ~—==0,00160
2Q

d) wn=\/%= 30 rad/s

Np = w1 —20% = w,, - 0,999997 = 29,9999 rad/s = w,

e) Apr = e = 3,473 m
J(w%—02)2+(2wn€n)2
fo
App==—22 = 3473
PR = 20nlln o
H Ap= il = 0,0186 m

J (03-02)° +(2wnin)?

5> Baker DH, Boukarim GE, d’Aquila R, Piwko RJ, Subsynchronous Resonance Studies and Mitigation
Methods for Series Capacitor Applications, IEEE PES 2005.
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Resum de relacions

Oscil-lacions lliures

Equaci6 diferencial: x"'(t) + wix(t) =0, x=4-
amb les condicions inicials: x, = x(t = 0) 1 é[\ /\ /\
vy =v(t = 0).

Solucid: x(t) = Asin(w,t + ¢)

2
V, . WnX
onA = ’—02 + x2 i ¢ = arctan (—" °)
Wn Vo

. .. 1
Energia mecanica constant: E,, = > kAZ.

Oscil-lacions amortides

WIVAAVIAVARS

Equacid6 diferencial:
x''(t) + 2Kx'(t) + w2x(t) = 0.
Solucio6 general:
x(t) = CieMt + Cyet2t
oniy, =—K =+, K?— wi.
K_1T

Rao d’amortiment (adimensional) { = — =
Wn 2w T

on T = 1/K 1 és una constant de temps i és el temps X0
caracteristic de la desaparicio de les oscil-lacions.

Solucions en funcio6 de

e (> 1 (K > w,) sobreamortit.
¢ { =1 (K = w,) amortiment critic.
o (<1(K<wy)

x(t) = Age *sin(wt + ¢) = A(D)sin(wt + @) 4

=

on A(t) == Aoe_Kt = Aoe—t/‘[’ w = ‘,szl —_ KZ — A: .

77 A4 = |2 g (KX)o o _Xow /\ ___________ t
w1 =2, Ay = Jxo +(2E2) i gy = e \/ \/T\/
Decreixement logaritmic 6 (adimensional):

2nd é
f=——o(=—
J1—22 J(2m)? + 62
Energia: E(t) = %ke_zm = E e 2t/7,
on Eg = E(t = 0) = 2 kA,
Es defineix el factor de qualitat Q coma Q = 27'[% (adimensional).
Si les oscil-lacions son feblement amortides,
T mw 1 1
A M—=—r —>( & —
Oxmr=5~20=%20
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Oscil‘lacions forcades, F = F,sin()t

Equaci6 diferencial: x''(t) + 2Kx'(t) + wix(t) = fosint

Solucid: x(t) = x7(t) + xp(t)

on x7(t) és un terme transitori i correspon a la solucié de les oscil-lacions amortides
(apartat anterior), i xp(t) és un terme permanent i €s igual a: xp(t) = Apsin(2t + ¢p),

amb A,
fi . 2wl 0
Ap = = itghp =7~ Ay
J(w%—ﬂz) +(2wnl2)? n
Freqiiéncia de ressonancia (amplitud maxima): % >
Np = wy/1 — 277
Ny J1-2¢2
C=a" 27
Q Q
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Qiiestions del tema 8

1. Perforem un tinel que travessa la Terra passant pel seu 2
centre. Les parets del tunel no tenen fregament. La forga p Rl
gravitatoria que actua dins un objecte massiu com la Terra / "

sobre una particula de massa m és (vegeu la figura), per L
M . C o

r<Rp:F = G%r, on r és la distancia al centre de la -
T

Terra, Ry = 6370 km ¢és el radi de la Terra i Mr és la

massa de la Terra. Dades: recordeu que ’acceleracié de la gravetat a la superficie

terrestre és g ~ 9,81 m/s?, i es defineix com a g = GMy/R?. Introduim una particula

de massa m al tinel (r0 = Rr) amb una velocitat inicial nul-la (vo=0). a) Escriviu

I’equaci6 diferencial que descriu el moviment de la particula. Quin tipus de moviment

descriu? Si descriu un MHS, b) trobeu el periode T'i ¢) escriviu I’equacié de moviment.

Sol.: a) r'(t) + GIZ—%Tr(t) =0; b) T =2mR;/g= 5063 s = 1,4 hores; ¢) r(t) =

Rysin (\/z t+ E)
RT 2

2. Si una particula descriu un MHS amb una amplitud de 0,15 m, quin és el
desplagament total recorregut en un periode?

Sol.: 0,60 m
3. Una massa m unida a una molla oscil-la amb una freqiiéencia de 0,83 Hz. Quan a la
massa m s'afegeix una massa addicional de 780 g, la freqiiencia és 0,60 Hz. Quin és el
valor de m?

Sol.: 0,85 kg

4. Determineu les freqiiencies d’oscil-lacié corresponents a cadascun dels sistemes de
la figura.

1 kqi'k 1 1
Sol:a) wy = |22 0 b) wp = /;(k1 + ky); €) wy, = /;(k1 +ky).

5. Les molles de la suspensié d'un cotxe de 1700 kg es comprimeixen 5,0 mm quan un
conductor de 66 kg s’asseu al seient del conductor. Quan el cotxe ensopega amb un clot,
quina sera la freqliencia de les oscil-lacions? Ignoreu 1’amortiment, suposeu que les
quatre molles son idéntiques 1 que es comporten com molles ideals. Suposeu també que
el pes es reparteix per igual a les quatre rodes i que I’amplitud d’oscil-lacié és la
mateixa per les quatre molles.

Sol.: 1,362 Hz.
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6. A partir de la conservacié de I’energia mecanica
(negligim la friccio), demostreu que quan pengem un
objecte de massa m a I’extrem d’una molla de
constant elastica & i el desplacem en vertical des de la

longitud
natural
>

d

4

A
posicié d’equilibri, descriu un moviment harmonic Al T
simple. Suposeu que la massa de la molla és molt més =0 -¥ i Al
petita que m. Quin és el periode d’aquest moviment? y<0 l
Nota: observeu que en la posicié d’equilibri la molla L

pateix un estirament inicial Aly degut al pes de
I’objecte, mg. Per simplificar I’analisi, trieu com a variable per descriure la posicid la
coordenada y, de manera que y = 0 en la posicié d’equilibri, i per tant 1’allargament de

la molla s’expressara com a Al(t) = Al — y(t). El signe negatiu obeeix al fet que quan
y(t) és negatiu la molla s’estira (vegeu la figura).

Sol.: T,, = 271\/%

7. Donat un péndol de 3 m longitud i massa 2 kg,
deixem anar la massa des d’un angle inicial de 4° i
amb una velocitat cap amunt de 0,3 m/s.
Determineu: a) el periode de [Doscil-laci6, b)
I’amplitud maxima de les oscil-lacions Omax, ¢) per a
aquesta amplitud maxima, quin és I’error relatiu que
cometem en 1’ aprox1ma010 d’angles petits per al

calcul del sinus i del cosinus. d) Quina és 1’elevacié maxima del pendol per sobre de
la posicid d’equilibri? Quin és el desplagament maxim en horitzontal respecte a la
posici6 d’equilibri? e) Calculeu la fase ¢ i f) escriviu I’equacié de 1’angle en funcio
del temps.

Sol.: a) 3,47 s; b) 0,0891 rad; ¢) 0,13 % i 2,6:10* %; d) 11,9 mm i 0,267 m; e) 0,901

rad; 1) 8(t) = 0,0891 - sin(1,81 - t — 0,901) tots els angles en radians i els temps en
segons.

8. Tenim un péndol consistent en un anell de 2 kg de massa i 0,8 m de diametre que
esta suspes per un extrem d’un pivot sense friccio. Determineu: a) la freqiiéncia, fu, b) la
freqiiéncia angular, an, 1 ¢) el periode, 7, caracteristics de 1’oscil-lacid. Suposeu

oscil-lacions d’amplitud petita. Icar= mR>

Sol.: a) fn = 0,557 Hz; b) wn=3,5rad/s; c) Tn=1,795 s

9. A Dlextrem d’una barra de massa M 1 longitud L penja una E’

plomada de massa m. La barra es desplaga de la posicié d’equilibri L 1
un angle petit 6o (0 < 10°). a) Determineu el periode de les \“
oscil-lacions. b) Quin és el periode quan M >>m i ¢) quan m >> M? M ":‘ .
Sol.: @) Ty = 21 | == ) T, —an )T, —Zn\f %

g M+2 g mo v
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10. La posicié d’una particula de massa 0,8 kg esta determinada per I’equacid x(t) =
0,45sin(12t + m/2), amb x i ¢ mesurats en metres i segons, respectivament.
Determineu: a) l'amplitud, b) la freqiiéncia, ¢) l'energia total, i d) l'energia cinética i
l'energia potencial quan x = 0,24 m

Sol.: @) 0,45 m; b) f,= 1,91 Hz; ¢) 11,66 J; d) U=3,318 ] i E=8,346 1.

. - . v,=0
1. Un que'cte de massa m; = 2 IFg 1 m=1 kg B m=2 kg
velocitat inicial 6 m/s xoca amb un objecte v=-6 m/s
de massa m2=1 kg que esta en repos. W".é. 4_. °
L’objecte m> esta enganxat a una molla de :
constant elastica 300 N/m, 1 abans de x=0

I’impacte la molla esta relaxada. El xoc és perfectament inelastic. Escriviu I’equacié de
moviment dels dos objectes. Negligiu el fregament amb el terra i I’arrossegament amb
I’aire.

Sol.: x = 0,4sin(10t + m) = —0,4sin(10t), tots els angles en radians, les posicions en
metres i els temps en segons.
—{— 2R

12. Un pendol de torsid esta format per un 7
filferro de longitud L i radi R del qual penja un
cilindre de massa m, longitud / i radi ». El
sistema oscil'la amb una rotaci6 del cilindre 2
respecte 1’eix que passa pel filferro, de manera L S j, —————— .
que la rotacidé provoca una torsid del filferro. i
Quan la torsio6 forma un angle 6 respecte la !
posicio d’equilibri, apareix un parell de forces
recuperador proporcional a la rotacio: :_Ql,:.:. \

M =ko f ,
on la constant recuperadora k£ depén de la longitud del filferro, del seu radi i del modul
de cisallament o torsio G

Vista superior

_ mR*G
- 2L
a) Demostreu que la freqiiéncia natural d’un péndol de torsi6 és:
_ [T GR*
= 27T

on / és el moment d’inércia del cilindre respecte 1’eix de rotacio.

b) Determina la freqiiéncia i el periode d’oscil-lacié per un pendol fet amb un filferro de
longitud L = 1,2 m i radi R = 0,6 mm del que penja un cilindre de massa m = 120 g,
longitud / =20 cm i radi » = 0,5 cm. Dada, el moment d’inércia d’un cilindre homogeni
respecte ’eix que passa pel centre de masses en la direccié normal al eix de revolucio

(SN

1
[ = —ml? + =mr?
12ml +4mr

Sol.: b) wn= 5,963 rad/s; ¢) T = 1,054 s.

¢ El modul de cisallament, G, és un parametre fisic del material que caracteritza la resposta elastica del
material quan es sotmet a esforgos de cisalla o de torsid, concretament és igual al quocient entre 1’esforg
de cisalla i la deformacio6 unitaria. Les unitats de 1’esfor¢ de cisallament son Pa en SI.
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13. Tenim un pendol consistent en una barra homogénia de 2 kg de T

massa 1 0,8 m de longitud que esta suspesa per un extrem d’un %)
passador (sense friccid). a) Determineu: la freqiiéncia, fu, la ?oo

freqiiéncia angular, an, 1 €l periode, T, caracteristics de 1’oscil-lacio. Le/ )
Suposeu oscil-lacions d’amplitud petita. ) Quins valors s’obtindrien :
si tota la massa de la barra es trobés a 1’extrem inferior? !
Sol.: a) fu = 0,683 Hz, wn = 4,289 rad/s i Tn = 1,465 s; b) fu = 0,557 '
Hz, w,=3,502rad/s1T.,=1,794 s

14. En el sistema de la figura, el cilindre (Icw = 1/2mR?)
roda sense lliscar, la seva massa és de 6 kg i la constant
recuperadora de la molla és £ = 4000 N/m. Determineu la
freqiiencia d’oscil-lacié del sistema per a petits
desplacaments respecte a la posicio d’equilibri.

Sol.: f=3,355 Hz

15. Calculeu el periode de les oscil-lacions lliures de la columna de
liquid de longitud L continguda en un tub amb forma de “U” col-locat
verticalment i de seccid uniforme. (Nota: El pes que exerceix una
columna de liquid d’al¢ada /% 1 seccid 4 és igual a P=pghA, on p és la
densitat del liquid.)

Sol.: T = 271\/1.
2g

16. Una carreta que pesa 50 N esta unida a tres ressorts i
rodola sobre un pla inclinat (vegeu la figura). Les
constants dels ressorts son: k1= 83 N/m, k2= 83 N/m i k3=
250 N/m. Si la carreta es desplaca de la seva posicid
d’equilibri tot pujant pel pla inclinat una distancia de
75 mm, 1 després es deixa lliure amb una velocitat inicial
de 375 mm/s cap a la part superior del pla a t=0,
determineu: a) El periode, la freqiiéncia i la freqiiéncia angular de 1’oscil-lacio resultant.
b) L’amplitud de I’oscil-lacio resultant. ¢) La posicid de la carreta en funcio6 del temps.

Sol.: @) T, = 0,695 s, f» = 1,438 Hz, ox» = 9,034 rad/s; b) A = 87,5 mm; c¢) x(t) =
85,7sin(9,034 t — 1,065) posicions en mm i temps en segons.

17. Quan pengem d’una molla un cos de massa 1,5 kg, s’estira 2,8

cm respecte a la seva longitud natural. Si posem el sistema a

oscil-lar amb una amplitud de 2,2 cm, determineu: a) L’energia total

del sistema. b) L’energia potencial gravitatoria quan I’objecte es &=

troba en el punt més baix. ¢) L’energia potencial de la molla quan )8 CmI
I’objecte es troba en el punt més baix. d) L’energia mecanica quan ~ -=¥ooba..
I’objecte es troba en el punt més baix. Demostreu que és igual a

I’energia total del sistema. e) Quina ¢és la maxima energia cinetica 1,5 kg
del cos? En els apartats b) i c¢) establiu que ’energia potencial

gravitatoria 1 elastica €s zero quan el cos esta en la seva posicid d’equilibri.
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Sol @) 0,127 J; b) —0,324 J; ¢) 0,451 J; d) 0,127 J; €) 0,127

18. Una molla de constant 167 N/m esta lligada a I’eix
d’un cilindre uniforme de pes 125 N i 40 cm de diametre,
tal com s’indica a la figura. Si el cilindre roda sense
relliscar, a) Determineu la freqiiéncia i el periode. b) Si
deixem anar el sistema des del repos 1 amb la molla a la
seva longitud natural, calculeu I’energia total del sistema i
I’expressio de la posicio en funcid del temps xcm().

Sol.: a) fa = 0,47 Hz, T, = 2,12 s; b) E = 5,47 J, x¢p(t) = 0,256sin(2,976 t — 1/2)
posicions en m i temps en segons.

19. Un bloc 4 descriu un moviment harmonic simple de
freqiiencia f = 1,50 Hz. Un bloc B de massa 2,5 kg
reposa sobre el primer sense lliscar (vegeu la figura). El
coeficient de friccio estatica entre tots dos és pe = 0,6.
Quina amplitud maxima pot tenir el moviment per tal
que el bloc B no llisqui?

0,06626 m
Oscil-lacions amortides

20. Un cos de massa 2 kg esta enganxat a una molla de _ i=400N/m
constant k£ = 400 N/m, i oscil-la amb una amplitud inicial de 3

cm. Calculeu: @) El periode de les oscil-lacions. b) L’energia Y
total inicial. Si I’energia disminueix en un 1% en cada

periode, trobeu c) el factor de qualitat Q 1 d) la constant
d’amortiment y.

2 kg

Sol. @) 0,444 s; b) 0,18 J; ¢) O = 628; d) v = 0,045 kg/s

21. Una carreta de 100 N de pes rodola per una superficie
horitzontal plana (vegeu la figura). S’empeny la carreta vers la
dreta 375 mm i es deixa lliure amb una velocitat de 4,5 m/s vers
I’esquerra a ¢ = 0. Si la constant del ressort és k= 667 N/m iy és
el coeficient d’amortiment corresponent a 1’amortiment critic,
determineu: a) el valor del coeficient d’amortiment v, i b) la
carreta superara la posicié d’equilibri abans de quedar en repos?

Sol.: @) y=164,9 Ns/m; b) si.
22. Un bloc de 5 kg unit a una molla oscil-la a una freqiiéncia de 20 Hz. Al cap de 6 s
d’iniciar el moviment, I’energia s’ha reduit a un 30% del seu valor inicial. Determineu:

a) el decreixement logaritmic, b) la radé d’amortiment, c) la constant elastica de la molla
1 d) el valor del coeficient d’amortiment 7.

Sol.: @) 5,017-107%; b) 7,9841-107%; ¢) 7,90-10* N/m; d) y=1,003 Ns/m.
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23. Un bloc de 5 kg llisca per un pla inclinat sense friccid
(vegeu la figura). Les constants dels ressorts son:
ki=k2=2 kN/m, i els coeficients d’amortiment viscos
son: y1=7v2=25 Ns/m. Si partint de la posicié d’equilibri
desplacem el bloc 50 mm cap amunt del pla i després el
deixem lliure amb una velocitat inicial d’1,25 m/s cap
avall del pla quan ¢ = 0, determineu: a) el periode, la
freqliencia i la freqliencia angular de les oscil-lacions
amortides corresponents, b) la posicio del bloc en funci6é del temps, ¢) I’instant #; en el
qual I’amplitud s’ha reduit a 1’1 % del seu valor inicial.

Sol.: @) T = 0,226 s, fu = 4,43 Hz, wn. = 27,8 rad/s; b) xcp (t) = 61,56 e~>sin(27,8 t —
0,948); ¢c) 1=0,921s

24. Un bloc penja d’una molla quan comenca a oscil-lar amb una amplitud inicial de
120 mm. Després de 2,4 min I’amplitud ha disminuit fins a 60 mm. Determineu: a) el
temps que triga a assolir una amplitud de 30 mm, b) la constant de temps de
I’amortiment (7 = 1/K).

Sol.: @) 4,8 min; b) 208 s
Oscil-lacions forcades

25. Un objecte de massa 2 kg esta soldat a una molla de Y
constant £k = 400 N/m. La constant d’amortiment és
y=2kg/s. Sobre aquest objecte s’aplica una forca
sinusoidal d’un valor maxim de 10 N i amb una freqliéncia
angular (pulsacio) 2 = 10 rad/s. a) Trobeu ’amplitud de
les oscil-lacions. b) Per a quina freqiiencia angular de la for¢a sinusoidal es produira
ressonancia? c¢) Calculeu I’amplitud quan el sistema es troba en ressonancia. d) Calculeu
I’amplada A€2del pic de ressonancia.

10sin( Q¢) N
k=400 N/m

Sol.: a) 4,97 cm; b) 14,12 rad/s; ¢) 35,4 cm; d) 1,0 rad/s

26. Un objecte de massa 1 kg esta soldat a una molla de i
constant £ = 6000 N/m. Sobre aquest objecte s’aplica una X
forga sinusoidal d’un valor maxim de 80 N. Es vol limitar
I’amplitud de les oscil-lacions a 50 cm. Quina ha de ser la
constant d’amortiment del amortidor?

Aproximeu la freqliencia de ressonancia a la del oscil-lador Iliure.

Fcos(Q)

Sol.: 2,065 kg/s.
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9. Ones mecaniques

Objectius
Descripcié del moviment ondulatori
Descripci6 de les ones harmoniques

Descripcid dels fenomens de superposicio 1 interferéncia

Conceptes d’ones estacionaries i ressonancia

Moviment ondulatori

Que¢ és una ona?

Es una pertorbacié que viatja en el temps a
una velocitat v. Aquesta pertorbacid transporta
energia i quantitat de moviment. Per exemple,
podem generar una ona sacsejant un extrem
d’una corda.

Hi ha molts fenodmens ondulatoris: les
vibracions en una corda, les ones sonores, les
ones de compressio en liquids 1 solids, les ones

<

T

a la superficie d’un liquid o les ones electromagneétiques.

A banda de I’interés que tenen pel fet que permeten la propagacio de I’energia, les
ones també es poden fer servir per transmetre informacio.

Hi ha dos tipus d’ones: les longitudinals i les
transversals. En una ona transversal la pertorbacié
es desplaca en la direccidé perpendicular a la de
propagacio de 1’ona, mentre que per a una ona
longitudinal la pertorbaci6 es mou en la mateixa
direcci6 de propagacio. Les ones generades a les
cordes dels instruments musicals so6n ones
transversals, mentre que les ones sonores que es
propaguen a través de I’aire son ones longitudinals.

Suposem que la pertorbaci6 inicial és un pols, la forma

del qual es pot descriure mitjangant la funcio6 f{(x).

Aixi doncs, si notem 1’ona com la funcid Y(x,t),

inicialment, a I’instant 7 = 0, tenim:

P t=0)=f()
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Al cap d’un cert temps ¢, la pertorbacido ha recorregut una distancia v¢. Si ens
col-loquem en un sistema de referéncia que viatja solidariament amb el pols a velocitat
v, llavors la forma del pols, vista des d’aquest sistema, no canvia:

P = f(x)

A la figura podem veure que el canvi de les coordenades del sistema fix al sistema
que viatja amb velocitat v és

x=x'4+vt 2 x' =x—vt

Si fem el canvi de variables obtenim 1’expressi6 d’una ona que es propaga cap
endavant:

Y(x,t) = f(x —vt)

Observeu el signe negatiu per a les ones que es propaguen cap endavant. Si I’ona es
propaga cap enrere, llavors:

Y(x,t) = f(x +vt)

(ona que es propaga cap enrere)

Velocitat de les ones

La velocitat d’una ona no depén de la pertorbacidé o de la font que la genera sin6 que
depen de les propietats del medi per on es propaga. Per exemple, la velocitat de
propagacio de les ones de pressid en un gas, la velocitat del so, esta determinada per la
relacid seglient:

KRT

M

on R=8,314 J/K-mol ¢és la constant dels gasos ideals, M és la massa molecular, x és el
quocient entre les calors especifiques a pressiod i volum constant (k = ¢p/cv) 1 T €s la
temperatura absoluta en kelvins (vegeu el tema 13). Per a I’aire, M ¢s la mitjana entre el

N2i1’Oz, 1 és 29 g/mol, 1 k = 1,4. Aixi doncs, a una temperatura de 25 °C (298 K) la
velocitat del so és de 346 m/s.

En solids, la velocitat de propagaci6 del so és v = /Y /p, on Y és el modul de
Young del material i p €s la densitat.

Velocitat de propagaci6 del so en solids

Material Velocitat m/s
Alumini 6420
Granet 6000
Acer 5960
Vidre pyrex 5640
Coure 5010
Polimer 2680
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Per altra banda, la velocitat de propagacioé d’una ona transversal en una corda és:
F

v= |-
u

on F és la tensi6 de la corda i u és la massa per unitat de longitud de la corda’.

Ones harmoniques

Les ones harmoniques corresponen al cas particular en que la funcié fés sinusoidal:
Y(x, t) = Asink(x + vt)

o v, =0
k és el nombre d’ona. Les unitats de &£ son

m!. Per altra banda, el sinus varia entre \

+1, de manera que 4 ¢€s el valor maxim, és [ X

I’amplitud d’ona. \X/ \X/>o
S/ EEEPRERE A

Les ones harmoniques son periodiques ) i
en I’espai i en el temps. Si fixem el temps en un instant ¢, llavors 1’ona es repeteix amb
un periode espacial A que s’anomena longitud d’ona.

La longitud d’ona esta determinada per:

1==
Podem comprovar que, per a un instant de temps donat ¢, el valor de la funcié en un

punt x qualsevol ¢és igual al valor de la funci6 en el punt x+ 4; és a dir, que es repeteix

en I’espai amb una periodicitat A:

Y(x + A, t) = Asink(x + A —vt) = Asin(kx + kA — kvt) = Asin(kx + 2n — kvt) =
= Asin(kx — kvt) = P(x,t)

El periode temporal —o simplement el periode—, 7, és el temps que triga a repetir-se
I’ona, és a dir, és el temps que triga a passar per davant de 1’observador una oscil-lacio
completa de la funci6 sinusoidal:

Y(x,t+T) = Asin(kx — kvt — kvT) = Asin(kx — kvt — 2m) = Asin(kx — kvt)

=y, t)
llavors,
kvl =2m > T=2=1
kv v

De la darrera relacié podem comprovar que A = vT, és a dir, que el periode ¢és el
temps que triga ’ona a recorrer una distancia igual a la longitud d’ona, tal com era
d’esperar. La freqiiencia d’una ona f es defineix com I’invers del periode i les unitats
son Hz:

f= e
T A
I la freqiiencia angular o pulsacid s’expressa com a
21T
w =2nf = ]

7En aquest tema farem servir la notacio F per les tensions, enlloc de T per evitar confusions entre les
tensions i els periodes.
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A partir de les relacions anteriors, podem expressar una ona harmonica de
diferents maneres:
Y(x,t) = Asink(x — vt)

t

W(x, t) = Asin2m G - F)
Y(x,t) = Asin(kx — wt)

Y(x,t) = Asin2nf (g - t)

L’angle que fa d’argument del sinus es coneix com la fase:

¢ = kx — wt

Fins ara hem suposat que quan 7 =0, ¢ = 0, pero aixo pot no ser cert; en general la
fase s’expressa com a:

¢ = kx — wt + @
on ¢, ¢és la fase inicial, és a dir, la fase quan ¢ = 0.

Exemple 1: Un vaixell esta amarrat en un lloc fix, i les onades fan que es mogui cap
amunt i cap avall. Si la separaci6 entre les crestes de les onades és de 20 metres i la
velocitat de propagacio de les onades €s de 5 m/s, quant de temps es triga el vaixell
en anar des de dalt d'una cresta fins al fons de les valls?

Per anar d’una cresta a una vall triga 7/2=2 s

Exemple 2: Alerta tsunami! El 26 de desembre del 2004 va tenir lloc un gran
terratremol davant de les costes de Sumatra i va provocar un tsunami. Com a
conseqiiéncia del tsunami varen morir 267.898 persones. Els satel-lits d'observacio
varen mesurar una distancia de 800 km entre crestes i un periode entre crestes d’una
hora. Quina era la velocitat de propagacié d'aquestes ones? perque el tsunami va
causar tanta devastaci6?

A 800.000
A=1vT>v===
G 3600

= 220m/s = 800 km/h

Es propaga molt despresa, no dona temps a evacuar les zones del litoral

Energia i poténcia d’'una ona harmonica transversal

Les ones transporten energia. Per aconseguir crear una ona cal aportar energia, i
aquesta energia es pot recuperar a 1’altre extrem de 1’ona. Aixo és, per exemple, el que
passa quan fem un cop amb un fuet: amb el bra¢ generem un pols que es transmet al
llarg del fuet fins arribar a I’extrem del fuet, on s’allibera ’energia.
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Localment, una ona harmonica
¢s un oscil-lador (MHS), de manera
que I’energia en un punt de I’ona ¢és
proporcional a I’amplitud. Si fem la
mitjana en el temps, la densitat
d’energia  localment es  pot
expressar com a (tema 8):

dE = - dkA? -A
on dk és la constant elastica d’un
tram de longitud dx de la corda. Per altra banda, del MHS sabem que la freqiiencia
angular d’oscil-laci6 esta relacionada amb la constant elastica i la massa de 1’oscil-lador
(tema 8):

dk

w? = — = dk = w?dm = w?udx
am

A

on u és la massa per unitat de longitud de la corda. Si substituim a la relaci6 anterior,
obtenim

dE = %a)z,udxA2

Llavors, podem expressar I’energia per unitat de longitud o densitat d’energia com a

dE 1
e _‘ua)ZAZ
dx 2
Per altra banda, la poténcia transportada és:
dE 1 dx 1
= — = -uw?A? = = -vuw?A?
dt 2 dt 2

Exemple 3: Una ona harmonica transversal sobre una corda amb densitat de massa
0,05 kg/m 1 tensi6 de 80 N té una amplitud de 5 cm. Cada seccid de la corda es mou
amb un moviment harmonic simple de freqiiencia 10 Hz. Trobeu la poténcia mitjana
propagada per la corda.

La velocitat de propagaci6 és: v = \/g = /% =40m/s
I la poténcia mitjana: P = ~vuw?A2 = ~40 - 0,05 - (20m)20,052 = 9,87 W

Superposicio i interferéencia

Quan dues ones es combinen, I’ona resultant és la suma algebraica de les ones
individuals. Aix0 vol dir que si en un punt les amplituds de les dues ones tenen el
mateix signe, ’amplitud total és més gran que la de les ones individuals; aixd €s una
interferéncia constructiva. En canvi, si les amplituds individuals tenen signes oposats,
llavors 1’amplitud total és menor que la de les ones individuals; aixo és interferéncia
destructiva.

Per exemple, en el cas de dues ones harmoniques d’igual amplitud, freqiiéncia 1
longitud d’ona, la interferéncia sera constructiva o destructiva depenent de la fase inicial.
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Un cas limit és quan la fase inicial és la mateixa: la interferéncia €s constructiva i
I’ona que surt t€ una amplitud igual al doble de les ones inicials.
Y(x,t) = Asink(x — vt) + Asink(x — vt) = 24sink(x — vt)

En canvi, quan la diferéncia de fase és igual a =, la interferéncia €s totalment
destructiva:
Y(x,t) = Asink(x — vt) + Asink(x — vt + m) = A[sink(x — vt) — sink(x — vt)]
=0

Exemple 4: Els altaveus 4 i B emeten ones sonores de longitud d’ona A = 1 m.
Aquestes ones interfereixen constructivament en el punt allunyat on es troba un ase
(per exemple 200 m). Que passa amb la intensitat si [’altaveu 4 es mou cap enrere
2,5 m? :

a) la intensitat augmenta A > &
b) la intensitat es manté igual
¢) la intensitat tendeix a zero B

N

d) és impossible de saber

Si A =1 m, llavors un canvi de 2,5 m correspon a 2,5 A, el que posa les dues ones
fora de fase i1 per tant la interferéncia destructiva. Llavors, la intensitat del so
tendeix a zero.

Ones estacionaries. Ressonancia

Quan una ona esta confinada en els seus extrems apareix el fenomen de les ones
estacionaries; suposem, per exemple, una corda fixada pels extrems. Aquest és el cas de
les cordes d’un instrument musical o de les ones sonores en un tub —per als instruments
de vent—, o de les ones electromagnétiques en un laser. Quan 1’ona esta confinada, es
produeixen reflexions als extrems, i aix0 provoca la interferéncia de les ones incidents i
reflectides, segons el principi de superposicio.

A causa de les interferéncies destructives 1 constructives hi ha un procés de
selecci6. Existeixen unes ones, les ones estacionaries, que son afavorides per les
interferéncies constructives. De manera que quan introduim tot un espectre d’ones de
diferents freqliéncies en 1’espai confinat (cavitat ressonant), totes les ones s’extingeixen
rapidament excepte les que tenen una freqiliencia que es correspon amb les freqiiencies
ressonants de la cavitat. Aixo passa per exemple quan polsem una corda de la guitarra.
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Quan la polsem introduim tot un espectre d’ones de diferents freqiiéncies, perd només
aquelles que coincideixen amb les freqiiéncies de ressonancia sobreviuen.

Les freqiiencies de ressonancia estan determinades per les dimensions de la cavitat.
La freqiiéncia de ressonancia més baixa es coneix amb el nom de mode fonamental o
primer harmonic, f;. Per exemple, en el cas d’una corda fixada pels dos extrems (vegeu
la figura) la longitud d’ona del mode fonamental és igual al doble de la longitud de la
cavitat. La segilient freqiiencia és el segon harmonic, f2, i la seva longitud d’ona és la
meitat, és a dir /2= 2 f; (recordeu que la freqiiéncia és inversament proporcional a la
longitud d’ona, f = v/A, llavors si la longitud d’ona és la meitat, la freqiiéncia és el
doble). En el segon harmonic observem I’aparicié d’un node, que hem indicat a la figura
amb la lletra V. Els nodes son punts estacionaris, es mantenen aturats tot el temps.

Mode fonamental
primer harmonic

segon harmonic  tercer harmonic quart harmonic

L=\2 L=\ L=3)\/2

En el cas d’una corda fixada pels dos extrems, podem comprovar que

y 2L A
L=n=",n=123 .21, ==—==2
2 n n

on Ax és la longitud de ’harmonic n. A més, I’ona estacionaria de ’harmonic ntén — 1
nodes (si les condicions de frontera son periodiques, L =nd,,n=1,2,3 ..., i I’ona
estacionaria de 1’harmonic 7 té 2n nodes).

Pel que fa a les freqiiencies, f = v/A; llavors,
v v

fo = =no-=nf,
n 1

¢s a dir, la freqiiéncia de I’harmonic n és n vegades la freqiiencia del mode fonamental.

Observeu que com més gran €s L més baixa ¢és la freqiiencia; per aixo les notes d’un
violi sébn més agudes i les d’un violoncel més greus. Amb la longitud de les cordes o
dels tubs es pot modificar la freqiiéncia de ressonancia d’un instrument musical.
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Exemple 5: Trobeu la freqiiéncia corresponent als primers quatre harmonics del
patré d’ones estacionaries d’una corda de longitud 30 m, una densitat de massa de
9 x 1073 kg/m, fixada pels dos extrems i amb tensi6 de 20 N.

. S / 20
La velocitat de propagaci6 és: v = \/; = Joc0 = 47,14 m/s

Primer harmonic: f; = % = 0,786 Hz
Segon harmonic: f, = 2f; = 1,57 Hz
Tercer harmonic: f; = 3f; = 2,36 Hz
Quart harmonic: f, = 4f; = 3,14 Hz

De vegades les ressonancies tenen efectes catastrofics. El pont Tacoma Narrows,

per exemple, va ser destruit el 1940 per un fenomen de ressonancia amb el vent.
B o

Musica i ones®

Les ones sonores que es propaguen en un gas son ones longitudinals i consisteixen en
una modulacié feble de la pressi6. L’oida humana pot percebre oscil-lacions d’una
amplitud de 10~ Pa (la pressi6 atmosférica és de 101.325 Pa, és a dir, és una amplitud
igual a la pressié atmosférica dividit per 10'%) i amplituds de I’ordre de 10 Pa son
perjudicials per I’oida. El rang de freqiiéncies audibles per una persona jove i sana és de
20 a20.000 Hz, pero amb I’edat es perd la capacitat de sentir sons d’elevada freqiiéncia.

L’oida humana és capag de distingir sons de diferents freqiiéncies, aixo és aixi
perque els sensors interns de [’oida son un conjunt d’oscil-ladors de diferents
freqiiéncies propies. Determinem la freqiiencia de un so a través de la ressonancia de
I’ona sonora amb el sensor intern que té una freqiiéncia propia igual o molt propera a la
de I’ona.

Quan les persones parlem, la freqiiencia fonamental de les ones sonores que
emetem ¢€s practicament constant, aquesta freqiiencia és de 1’ordre de 140 Hz i depén de
I’edat, el sexe 1 la mida de les cordes vocals.

La nota la que es fa servir per afinar les orquestres correspon a una freqiiéncia
fonamental de 440 Hz. La freqiliencia fonamental d’una ona sonora es coneix amb el
nom de fo. Malgrat que quan parlem les vocals a i e tenen el mateix to, o el /a tocat per
un violi té el mateix to que el /a tocat per un piano, nosaltres som capagos de distingir
entre les dues vocals 1 la mateixa nota emesa per instruments diferents. El que les
diferencia ¢és el timbre. El timbre es caracteritza per les amplituds dels diferents

8Entrecanales Carvajal C, Hernando A. La miisica, la fisica y la matematica abren un viejo mundo a la
jovent neurociencia. Revista Espaiiola de Fisica 31 (2017) 2-6.

168



Ones mecaniques

harmonics superiors.

En una melodia no dissonant la rad entre les freqiiéncies fonaments de dues
notes consecutives es manté constant. Un acord (conjunt de notes emeses
simultaniament) és agradable si la relaci6 entre les freqiiéncies de les diferents notes es
senzilla. S’entén per rad senzilla aquella que es pot expressar com la fraccié de dos
numeros naturals petits. Al contrari, si la relacié €s complexa 1’acord és dissonant.

Per aquesta rao, la musica s’organitza en octaves, de manera que quan passem a
una octava superior, el to de les notes és multiplica per 2, per exemple el do (primera
nota) de la primera octava té una freqiiencia fonamental de 16,35 Hz, el do de la segona
octava 32,70 Hz 1 aixi successivament fins al do de la novena octava 4186.01 Hz. Per
altre banda existeix un minim interval entre freqiiencies que l’oida pot distingir,
concretament dins una octava som capagos de distingir 12 freqiiéncies, per aixo cada
octava es divideix en 12 notes: do, do# (do sostingut), re, re#, mi, mi#, fa, sol, sol#, la,
la# 1 si. La relacio, a, entre dues notes consecutives és constant i per altre banda la
freqliencia augmenta en un factor 2 al llarg d’una octava,

a'? =2 = a = 1,05946.

Aixi el do de la cinquena octava té una freqiiéncia fonamental de 261,63 Hz, el do# de
277,18 Hz i el la que és la desena nota de 440 Hz (256 x a®). El factor a és defineix
com el semito.
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1. Quant de temps triga una ona a avancar una distancia igual a la seva longitud d’ona?
Quin espai recorre una ona harmonica durant un periode temporal complet?

2. Quina ¢és la longitud d’ona associada a 1’emissi6 de radio de Catalunya Musica a la
comarca de I’Alt Emporda (freqiiéncia de 90,8 MHz, banda de FM)?

Sol.: 3,304 m
3. Quina és la freqiiencia d’una microona de 3 cm de longitud d’ona?
Sol.: 10 GHz

4. La funci6 d’ona d’una ona harmonica que es mou per una corda és y(x,t) =
0,03sin(2,2x — 3,5t) (x, y en metres i ¢ en segons), on x ¢€s la posicio al llarg de la
corda i y el desplagcament normal a la corda respecte a la posici6é d’equilibri. @) Quin és
el sentit de propagaci6 de 1’ona i quina és la seva velocitat de propagacid? b) Trobeu la
longitud d’ona, la freqiiéncia i el periode de I’ona. ¢) Quin és el desplagament maxim de
qualsevol segment de corda? d) Quina ¢és la velocitat maxima de qualsevol segment de
corda?

Sol.: @) 1,59 m/s en sentit positiu de les x; b) 2,86 m, 0,557 Hz, 1,80 s; ¢) 0,03 m; d)
0,105 m/s

5. Es té una corda de 200 g de massa i 1,5 m de longitud. Si les ones transversals es
desplacen a 30 m/s. Quina és la tensid de la corda.

Sol.: 120 N

6. Una corda de 2 m de llarg té una massa de 0,1 kg . La tensio és de 60 N. Una font de
poténcia en un dels extrems vibra amb una amplitud d’1 cm. L’ona s’extreu per 1’altre
extrem de la corda sense reflexi6. Quina és la freqiiéncia de la font de poténcia si la
poténcia mitjana propagada és de 100 W?

Sol.: 171 Hz

7. ¢Quina poténcia cal subministrar a una corda de densitat lineal de massa 4-1072
kg/m sotmesa a una tensié de 60 N per mantenir una ona harmonica de 260 Hz de
freqiiéncia i amplitud 6 cm?

Sol.: 7442 W

8. Trobeu la freqliencia corresponent al quart harmonic del patré d'ones estacionaries
per una corda de longitud 20 m, una densitat de massa de 4-107 kg/m, fixada als
extrems i amb tensi6 de 2 N.

Sol.: 2,236 Hz
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9. La corda /a d’un violoncel vibra, en el primer mode normal, a una freqiiéncia de
220 Hz. El segment de vibracié fa 70 cm de llarg i t€¢ una massa d’1,20 g. a) Trobeu la
tensid de la corda. ») Determineu la freqiiencia de vibracid quan la corda vibra en tres
segments.

Sol.: @) 163 N; b) 660 Hz

10. Les vibracions d’una ona estacionaria s’estableixen en una copa de vidre amb quatre
nodes espaiats al voltant de la circumferéncia de 20 cm de la seva vora. Les ones
transversals al voltant del vidre tenen una velocitat de 900 m/s. Amb quina freqiiencia
ha de cantar un cantant d’opera per tal de trencar la copa per efecte d’una vibracio
ressonant?

Sol.: 9000 Hz

11. Es crea una ona estacionaria en una corda de 40 cm de longitud que esta fixada pels
dos extrems. Quan al corda s'excita a una freqliencia de 420 Hz s'observen 5 nodes.
Quina ¢és la longitud d'ona.

Sol.: 0,133 m

12. Una corda vibra segons 1’equacié descrita per y = 20sin(50x)cos(400t) en el
sistema CGS. Calculeu: a) les equacions de les ones harmoniques que per interferéncia
han produit tal patrd d’ona estacionaria, ) la distancia entre dos nodes consecutius.

Sol.: @) y; = 10sin(50x — 400t), y, = 10sin(50x + 400t); ) ©/50cm.

13. La corda del do de un piano té una freqiiencia fonamental de 262 Hz i la nota la té
una freqiiéncia fonamental de 440 Hz. Les dues cordes tenen la mateixa densitat lineal i
la longitud de la corda de la nota /a és un 65% de la longitud de la nota do. La tensi6 de
la corda do és de 2500 N. Quina és la tensio de la corda /a?

Sol.: 2980 N

14. Una corda d'un piano s'afina a una freqiiencia de 440 Hz. S'augmenta la tensi6 de la
corda en un 4%. Quina ¢s la nova freqliéncia fonamental de la corda?

Sol.: 449 Hz
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10. Estatica de fluids

Objectius
Qué és un fluid?
Concepte de densitat
Que ¢s la pressio?
Com varia la pressio amb la profunditat?
Descriure el principi de Pascal
Descriure el principi d’Arquimedes
Que ¢és 1 quant val la pressio atmosferica?
Que és la pressié manometrica? Principi de funcionament del manometre

Queé és un fluid?

Estats de la materia: solid, liquid, gas i plasma
e  Solid:' quan sobre un solid actua una forga, aquest tendeix a conservar la forma i el
volum.

e Liquid: canvia de forma pero no de volum.?

. ) Fluids
e @Gas: no conserva ni la forma ni el volum.

Liquids 1 gasos no tenen forma, s’adapten al recipient. Del moviment de liquids o gasos
quan s’adapten al recipient se’n diu fluir. Els fluids no suporten un esfor¢ de cisalla, no
tenen resposta elastica davant d’un esfor¢ de cisalla.

Definici6 de fluid: que té la capacitat de fluir.

Alguns solids també poden fluir:
e ¢l gelales glaceres

e el plom de les canonades

e ¢l tungste de les bombetes

Ho fan materials que estan a la frontera entre solids i liquids, les gelatines.

Una definicié més acurada:

e Liquids: poc compressibles, als efectes practics incompressibles, volum constant
(fluid ideal)

e Gasos: compressibles

Estatica de fluids: fluids en repos (tema 10)
Dinamica de fluids: fluids en moviment (temes 111 12)

! De fet, els solids tenen una certa capacitat de canviar de forma.

2 Aix0 és una idealitzaci6 del concepte de liquid. El volum dels liquids en preséncia de forces pot canviar;
no obstant aixo, aquests canvis son molt petits quan es comparen amb el volum total d’un liquid o amb els
canvis de volum que s’observen en gasos.
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Densitat

Tal com hem vist al tema 2, la densitat és una variable macroscopica que permet emprar
el calcul diferencial.

Que pesa més: 1 kg de palla o 1 kg de plom? Igual pes, perd volum diferent.

Que pesa més: 1 m? de palla o 1 m* de plom?

En llenguatge col-loquial, quan diem que un material és més pesant que un altre, de fet
no parlem del pes, sin6 de la densitat.

La densitat €s la massa per unitat de volum:
= 2" nitat: <2
p= av’ " m3

En un material homogeni p és constant:
m

TV
Densitat relativa: p =

5 P_ ¢sun parametre adimensional.
H,0

_1ke_ ., 8 _ kg
pHZO_lT_]‘@_l'OOOF

Pes especific: és el pes per unitat de volum.
p

mg . l
v pg, unitat: o3

El volum pot variar per culpa de la temperatura o la pressio, ¢s a dir, p(T,p). L’aire de
I’atmosfera no és homogeni, és més dens prop de la superficie i a mesura que ascendim
es torna menys dens, més lleuger (cal pujar uns 5 km perque la densitat es redueixi a la
meitat). També depen de la temperatura: canvis de temperatura a I’atmosfera provoquen
canvis de densitat.

En general:
dm=pdV=>m=[dm=[pdV=p[ dV =pV

si és homogeni

Per mesurar la densitat de liquids es fa servir el picnometre que €s
un recipient, com el de la figura, que gracies al tub prim del tap es
pot omplir de manera que sempre conté el mateix volum total de
liquid. A partir de mesurar amb precisié la massa del picnometre
buit, la massa del picnometre omplerta amb un liquid de calibratge
(de densitat coneguda) i la massa del picnometre omplerta amb un
liquid de densitat desconeguda, podem determinar la densitat
d’aquest ultim.

Exemple 1: La massa d’un picnometre és de 22,71 g. Un cop omplert d’aigua
destil-lada té una massa de 153,38 g. Quan el picnometre s’omple de llet
la seva massa és de 157,67 g. Quina és la densitat de la llet?

Puet’V _ Myer _ 157,678-2271g

5= = - = 10328

PHy0'V MmH,0 153,38 g—22,71¢g

5 b = 1,0328 - 1.000-8 — 10328 . 10° X8 = 103288
Pilet = P pHZO — . m?3 ] m3 B cm3
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Pressio

Estatica de fluids — fluid en repds — no sotmes a esforg de cisalla

Submergim un solid dins d’un fluid:

Un solid submergit en un fluid pateix en tots els punts

que estan en contacte amb el fluid una for¢a que és
perpendicular a la superficie de 1’objecte.

Per la tercera llei de Newton, el solid respon aplicant una
\z = dﬂﬁ for¢a de la mateixa magnitud i direccid, i1 sentit oposat.

Si la for¢a no fos perpendicular a la superficie — esfor¢ de cisalla — fluid en
moviment. Es a dir, la forga ha de ser perpendicular perque el fluid estigui estatic.

Pressio: forca normal exercida pel fluid per unitat d’area:

_ ar
T da
D’aquesta manera podem calcular la forca resultant

Mﬁ‘:pdﬁ c_)om: .
dA F = f p dA

Unitat SI: Pa (pascal), 1 Pa=1 N/m?

Altres unitats:
1 bar = 10’ mil-libars = 100 kPa
1 atm =760 mmHg = 760 Torr = 101.325 Pa

1 atm: és la pressio deguda a I’atmosfera al nivell del mar.

La pressio no depén de la direccid ni de I’orientacid de la superficie, atés que sempre és
perpendicular a la superficie — només pot dependre de la posicio.

Equacié fonamental de I'estatica de fluids

y L
P . \
y=0 Fluid en repos

X

Perque I’element de volum del fluid no es
,,,,, Y =-h| mogui, la suma de forces ha de ser nul-la, és
pdAﬂ a dir, la forga neta feta per la pressio ha de
compensar el pes de 1’element de volum:
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(p + dp)dA + dPes = pdA
A més:
dPes = gdm = pgdV
Llavors:
dv
(p +dp)dA + pgdV = pdA = dpdA + pgdV =0 =dp = —Pg g = —pgdy

Equacid fonamental de I’estatica de fluids:

dp = —pgdy
La pressid augmenta proporcionalment a la profunditat.
Po Quan I’altura disminueix, la profunditat augmenta:
h=y=0 dh = —dy = dp = pgdh

1 | Calculem la pressio6 en funci6 de la profunditat, 4:

0%

Jdp =p(h) —po
Jdp = Jpgdh=pg [dh =pg(h—0)=pgh

si és incompressible

}=>p=po+pgh

El terme pgh és el pes per unitat d’area. Per exemple, la pressi6 atmosferica a la
superficie de la Terra és igual al pes per unitat d’area de la columna d’aire que s’estén
des de la superficie de la Terra fins al final de I’atmosfera.

Exemple 2: El volum d’una bombolla d’aire esdevé 10,7 vegades més gran quan
puja des del fons d’un llac a la superficie. Si la pressié atmosferica a la
superficie del llac és igual a 101.325 Pa, calculeu la profunditat del llac.

Pdait = Po = 101.325 Pa
Pfrons = Po + pgh
Gas ideal: pfonszonS = PaareVaar =

Prons _ Vdalt _ 107
Pdalt Vfons ’

Prons = 10,7 * Daair = Pfons = Po + pgh = 10,7 - py = pgh = 9,7 - po
Do 101.325 N/m?

h=97-—2=97.
Jo)e] 1.000 kg/m?3 - 9,8 1m/s3

=100,2 m
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Exemple 3: Quina forga neta actua sobre una planxa de 0,45 m? de superficie de la
paret d’un submari, quan el centre de gravetat d’aquest esta 31 m per
sota de la superficie del mar? Considereu que la pressi6 atmosférica €s
igual a 103 kPa i la densitat de ’aigua de mar és igual a 1,03 g/cm’.

p = po + pgh = 103.000 Pa + 1.030% -9,81m/s?31 m = 416.000 Pa
F=A4p-A=(416.000 — 103.000)% -0,45m? =141.000 N = 1,41 10°N

Principi de Pascal
p = po + pgh =Si laltura varia poc — la pressi6 és aproximadament constant.
Principi de Pascal:

La pressio aplicada a un liquid confinat es transmet sense reduccio a tots els punts del
liquid i a les parets del diposit que el conte.

Exemple 4: Els radis dels embols gran i petit d’un
elevador hidraulic séon 16 cm i 4 cm,
respectivament. a) Quina forca cal exercir
sobre 1’émbol petit per aixecar un cotxe
col-locat sobre 1’émbol gran i que pesa 10 kN?
b) Si I’émbol petit baixa 12 cm, quant puja I’émbol gran? ¢) Calculeu el
treball que ha calgut fer per abaixar 12 cm 1I’émbol petit. d) Calculeu el
treball realitzat per I’émbol gran sobre el cotxe.

)

10.000 N

a) Pembol gran = W = 124.339Pa = DPembol petit

F
Pembol petit — Z =>F = Pembol petit ° A =124.339 Pan(0,04 m)z = 625N

10.000 N (0,16 m)?
— =16, ——————=4%2 =16
625 N (0,04 m)?
D)V, =V, =
h,m(0,04 m)* = (0,16 m)h,
m = m(0,04 m)* 75 . 10-3
9= r016m)? " m
¢) W=F-As-cos0 Wyetit = 625N - 0,12 m = 75

Wyan = 10.000N - 7,5 1073 m = 75]
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Principi d’Arquimedes

La forga que experimenta un
cos submergit totalment o
parcialment en un fluid
s’anomena for¢a ascensional
0 empenyiment E ,1¢ésigual al
pes del fluid desallotjat.
E =pgV
on p ¢és la densitat del fluid i V' §
¢s el volum de fluid desplagat.

Demostracid: Si traiem el solid i omplim amb el mateix fluid el volum V" ocupat per la

fraccio de solid submergit, E és la mateixa atés que el fluid que envolta aquest volum V'
¢s el mateix. Per tant, £ ha de ser igual al pes del fluid: pgV'.

En el cas que la densitat del fluid sigui constant, el punt d’aplicacié correspon al centre
geometric del volum.

Historia (s. III aC): Arquimedes volia determinar la densitat d’un material de forma
irregular, en concret volia determinar si la corona del rei Hierd II estava feta d’or
massis:

- _ p _ pgv _ Pes en aire __ Pesenaire
- PH,0 - PH,09'V " Pesdel liquid desplagat - E T)E)
, : e : 11
I I’empenyiment es pot calcular com la diferéncia del pes en aire i1
i en aigua: I
_ p Pes Pes en aire | H,0
= = = —
p Pu,o Pes-T  Pesenaire-Pes en aigua lPes

Exemple 5: Un recipient d’1 kg de massa conté¢ 2 kg d’aigua
destil-lada 1 reposa sobre una balanga (vegeu la figura
adjunta). Un bloc de 2 kg d’alumini (densitat especifica: E
2,70) esta submergit dins 1’aigua 1 penja d’un dinamometre.
Determineu les lectures de la balanga i del dinamometre.

a) DinamoOmetre:

itﬁ T + E = Pes
1 T+pu,o-9-V=pag-V
| T = (pa1 — Pr,0) " 9V = (Pa — VP09 -V

T =27 - 1)1.000% +9,815-7,41-10* m® = 12,34 N

V=%=Mm =741-10"*m3
‘PH,0
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7N b Balanga:
tt
| Bal N mpg-T T—Sk 12,34 N s
I aanga—g— 7 =myr P g 981m/s? > g
lﬁes

Flotacio

Pes p-g-V  p
E P09V Puyo

Noteu que en aigua si p > 1 = Pes > E, és a dir, el solid s’enfonsa.

En canvi, si p < 1, el solid flota, de manera que el pes del liquid desplagat pel volum
submergit ¢és igual al pes del solid: Pes=E=p-g-V =pyo -9 Vsiomergit =

VSubmergit = ,O_V

=5

Per assolir 1’equilibri també cal que la suma de moments sigui zero. Cal tenir present
que el punt d’aplicaci6 de la forca exercida pel fluid és el centre geometric del volum
submergit i que el punt d’aplicacié del pes €s el centre de gravetat:

Equilibri estable Equilibri inestable

Es a dir, perqué el vaixell no bolqui cal que el centre de gravetat estigui situat al més
avall possible.

Pressio atmosferica: experiencia de Torricelli

La pressi6 atmosferica €s la pressié deguda a ’aire que ens envolta. En concret és el pes
per unitat d’area de la columna d’aire que tenim a sobre nostre.

El 1643 Evangelista Torricelli va idear un meétode per mesurar la pressio atmosferica 1
va construir el primer barometre de mercuri.

Barometre: aparell per mesurar la pressio.
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— P=0
Torricelli va utilitzar un recipient de vidre llarg tancat per un f};fjffedﬁg)
dels extrems:
Patm = 0+ puggh 760 mm
Prg=13,595 kg/m? i 7 =760 mm Pam

Valor de la pressi6 atmosferica:
Patm = 1 atm = 760 mm de Hg = 760 Torr
kg m
=13.595—=-9,81=-0,76 m
m S
= 101.325 Pa

Manometre 5 |
|0

Manometre: aparell que mesura la pressié manometrica.

Bam

La pressié manometrica €s la diferéncia de pressio respecte de l
la pressio atmosfeérica:

P =P ~ Pam
I la pressio total és

P = Patm + Pgh
Llavors: p = p — Paem = pgh

Exemple 6: Cap al 1646, Pascal va dur a terme I’experiment
segiient: va connectar un tub molt llarg, de seccio
transversal 3-10° m?, a un barril de vi que tenia una
tapa d’area 0,12 m? Primer es va emplenar el barril
amb aigua i a continuaci6 es va afegir aigua dins del tub
fins que el barril va esclatar. El trencament del barril es
va esdevenir quan I’altura de la columna d’aigua va
assolir els 12 m. En aquestes condicions: @) quin és el
pes de I’aigua continguda dins el tub? ) quina és la
pressi6 manometrica que exerceix I’aigua al damunt de
la tapa del barril? ¢) quina és la forca neta exercida
sobre la tapa?

a) Pes = pgV = 1.000-£9,81512 -3 10 *m? = 3,53 N

b) P =P — Patm = Patm + PR — Parm = 117.700 Pa = 117,7 kPa
c)F=Ap-A=p-A=117.700Pa- 0,12 m? = 14.126 N = 14,1 kN

La pressi6 absoluta sempre €s positiva, p = 0 (el fluid sempre exerceix una for¢a contra
la superficie del solid).

En canvi, p < 00p = 0. Per exemple, si fem el buit a 'interior d’un recipient, p <

0 (la pressio a I’interior és inferior a I’atmosferica); en canvi, en un pneumatic inflat,
p = 0 (la pressid a ’interior és superior a 1’atmosferica).
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Densitat i pressio

1. La densitat humana és d’aproximadament 0,930 g/cm’. Quin és el volum d’una
persona de 75 kg de massa?

Sol.: 8,06-107 m’

2. Una ampolla té una massa de 25,05 g. Quan I’ampolla esta plena d’aigua la seva
massa €s 100,23 g. Quan I’ampolla s'omple amb un altre liquid, la massa és 98,45 g.
Quina ¢s la densitat relativa d’aquest liquid?

Sol.: 0,9763

3. Una premsa hidraulica per compactar mostres en pols
té un cilindre gran de 10,0 cm de diametre, 1 un cilindre
petit de 2,0 cm de didmetre. Una palanca unida al petit
cilindre permet premsar les mostres col-locades en el
cilindre gran. Quina és la forca aplicada sobre la mostra,
si a I’extrem de la palanca apliquen 320 N?

Sol.: 40.000 N

4. L’area del pisto del pedal de frens és de 6,5 cm?, I’area del pistd de la sabata del
tambor de la roda és de 19,4 cm®. Quina forga apliquem a les rodes quan pressionem el
pedal de frens amb una forga de 100 N?

Sol.: 300 N

5. Al 1654 Otto von Guericke va realitzar la segiient experiéncia. Va ajuntar dues
semiesferes de coure formant una esfera buida (no hi ha cap element que mantingui les
dues semiesferes unides). Després, amb una bomba de buit va extreure ’aire de
I’interior de I’esfera. A cada semiesfera s’hi va lligar un tir de cavalls. Els dos tirs de
cavalls (en total 16 cavalls) no varen aconseguir separar les dues semiesferes.

a) quina for¢a manté unides les dues semiesferes?

b) qulna forg:a cal fer per separar les dues semiesferes si el seu radi és de 50 cm?

Sol.: 159.160 N
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6. La pressio manomeétrica en cadascun dels quatre pneumatics d'un cotxe és de 240
kPa. Si cada pneumatic té una petjada (area de contacte amb el terra) de 190 cm?, quina
¢s la massa del cotxe?

Sol.: 1.860 kg
7. A 8.000 m d’altura la pressié atmosferica és 30 kPa. Si la pressio a I’interior d’un
avid es manté constant a 101 kPa, quina ¢és la forga total sobre el fusellatge de 1’avio?
Dades: superficie del fusellatge de I’avio, 230 m?.
Sol.: 1,633-10’ N

Principi d’Arquimedes
8. Un rai quadrat de 3 m de costat i 11 cm de gruix esta construit amb una fusta de
densitat especifica 0,6. Quantes persones de 70 kg poden estar-se dempeus sobre el rai

sense mullar-se els peus? Suposeu 1’aigua en calma.

Sol.: 5 persones

9. Un recipient esta omplert fins a mitja algada amb aigua 1 la resta del oli
diposit s’omple amb oli, poii=930 kg/m>. S’introdueix un bloc de fusta
de 0,48 kg de massa, base 10x10 cm? i altura 5 cm. A quina profunditat ih
h es troba la base del bloc respecte el nivell d’aigua?

Sol.: 2,14 cm

10. Un objecte t& una forca ascensional nul-la quan la seva densitat s’iguala a la del
liquid on esta submergit; en conseqiiencia, ni sura ni s’enfonsa. Si la densitat mitjana
del cos huma és de 0,96 kg/l, quina massa de plom s’hauria d’afegir a un nedador de 85
kg que es capbussa en aigua dolca perque la seva forca ascensional fos nul-la? Densitat
del plom: 11,3 g/cm®.

Sol.: 3,88 kg

11. Un tros de suro pesa 0,285 N a l’aire. Quan esta submergit dins
I’aigua, la lectura amb un dinamometre (vegeu la figura) és de 0,885 N. a
H,

Calculeu la densitat del suro. 0

Sol.: 244 kg/m’

12. Un vaixell de carrega que transporta un mineral
esta flotant a l'interior d'una resclosa. Les portes de
la resclosa estan tancades, de manera que no hi pot
entrar o sortir aigua. Un accident quan s'esta
descarregant el mineral provoca que tot el mineral
caigui al fons de la resclosa. Quin ¢és el canvi de
nivell de l'aigua, h1-h2, a la resclosa? La densitat del mineral és 7,9-10° kg/m?, hi ha
4-10° kg de mineral, i I'drea de la resclosa és de 5-10° m?.

Sol.: 0,699 m.

182



Qiiestions del tema 10. Estatica de fluids

13. Repetiu el problema anterior pero suposant que el carregament no és de mineral sin6
d’una fusta de densitat inferior a la de 1’aigua.

Sol.: 0 m

14. Es disposa de dos objectes idéntics en forma i volum, perd un es d’or i I’altre és de
plom pintat amb pintura d’or. Per tal de distingir-los es pesen en aire i submergits en
aigua. a) Quin dels dos objectes és d’or? b) Quina és la densitat del plom? Dades:
densitat de 1’aigua 1000 kg/m?, densitat de 1’or 19300 kg/m?.

Pes en aire | Pes en aigua
Objecte 1 | 1,352 N 1,282 N
Objecte 2 10,792 N 0,722 N

Sol.: a) és d’or; b) 11,3-10° kg/m?

15. Es pesa a l’aire un objecte de vidre i s’obté que té una massa de 0,84 kg.
Posteriorment es torna a pesar submergint-lo completament en aigua i trementina, i
s’obtenen els valors de 0,45 kg 1 0,56 kg, respectivament. Si la densitat de 1’aigua és
1.000 kg/m?, quines sén les densitats de la trementina i del vidre?

Sol.: 718 kg/m® i 2.154 kg/m®

16. Es pesa a I’aire un bloc de nil6 i s’obté que té una massa de 0,4 kg. Posteriorment es
torna a pesar submergint-lo completament en aigua i s’obté el valor de 52,2 g. Si la
densitat de 1’aigua és 1.000 kg/m’, quina és la densitat del nil6?

Sol.: 1150 kg/m®.

17. La massa d’un picnometre és de 40,36 g. Un cop omplert d’aigua destil-lada
(densitat 1.000 kg/m?) té una massa de 301,23 g. Quan el picnometre s’omple d’oli
d’oliva la seva massa és de 262,17 g. Quina ¢és la densitat de 1’oli d’oliva?

Sol.: 850 kg/m’

18. Si sabem que quan un iceberg sura en ’aigua el 92 % del seu volum esta submergit,
quina ¢és la mesura del pes d’un bloc de gel de 2 kg de massa submergit totalment en
metanol? Dades: densitat de I’aigua liquida, 1000 kg/m®, i densitat del metanol, 789
kg/m?.

Sol.: 2,791 N
Equacio fonamental de I’estatica de fluids
19. Disposem d’un tub en forma de U, de seccid uniforme i que conté
mercuri. En una de les branques hi aboquem alcohol, fins a aconseguir h
que el mercuri de I’altra branca pugi 1,8 cm. Quina és ’altura 7 de la =~ 2 h1I
columna d’alcohol? Densitat del mercuri: 13,6 g/cm®, i densitat de

I’alcohol: 0,79 g/cm?.

Sol.: #=31,0 cm.

183



Qiiestions del tema 10. Estatica de fluids

20. Un diposit tancat hermeticament conté aire, oli 1 aigua
com s’indica a la figura. A la part inferior del diposit s’hi
connecta un manometre de mercuri, a) calculeu la pressio al
punt 4, b) calculeu la pressi6 manomeétrica al fons del
diposit. Dades: densitat de 1’oli 0,80 g/cm’ i densitat del
mercuri 13,6 g/cm?.

Mercuri

Sol.: a) 103 kPa; b) 40 kPa

21. a) Quina forga exerceix ’aigua sobre el fons d’una piscina de 30 m per 10 m de
superficie si esta omplerta d’aigua fins una altura de 1,8 m. ) Quina és la pressio al
fons de la piscina? d) Quina és la pressio contra el costat de la piscina a prop del fons?

Sol.: @) 5,30-10°N; ) 119 kPa; ¢) 119 kPa

22. Quina és I’altura minima a la qual hem de col-locar una bossa de sérum fisiologic
per tal que el serum entri dins el flux sanguini? Dades: la pressio del serum a la bossa €s
la pressio atmosferica, la pressio manométrica a la vena és de 2,2 kPa i la densitat del
sérum és de 1,005 g/cm?.

Sol.: 22 cm

23. Un submari utilitza I’aire a pressio 1 I’aigua per sortir a la superficie o per enfonsar-
se. Si la massa del submari és de 80 tones i el seu volum 200 m’, quin volum minim
d’aigua haura de fer entrar el submari per enfonsar-se? Nota: la densitat de 1’aigua de
mar és 1025 kg/m®. Podeu negligir el pes de I'aire (la densitat de I’aire és
aproximadament 1000 vegades més petita que la de ’aigua).

Sol.: 122 m?

24. Una capsula emprada en recerca submarina és esferica (diametre exterior 5,20 m).
La massa total de la capsula incloent-hi el personal i ’equipament és 74.400 kg. La
capsula esta ancorada al fons del mar mitjancant un cable d’acer. Quina és la tensid del
cable? Densitat de I’aigua de mar: 1025 kg/m’.

Sol.: 10 kN.

25. Es pretén reflotar un vaixell que esta completament enfonsat sobre un fons rugos a
16 m de profunditat utilitzant el metode d’injeccié d’aire comprimit. Per als calculs,
aproximarem el vaixell a un paral-lelepipede de 10x7x40 m. Aquest reposa sobre la
cara de 7x40 m i t€¢ una massa de 863 tones. La injeccio d’aire es fa mitjancant una
manega flexible situada a la part superior del vaixell. El compressor, situat a la
superficie del mar, aspira un volum de 10 m?® d’aire per minut a pressié atmosférica i el
comprimeix a la pressid adient per ser injectat a I’interior del vaixell. El compressor
deixa de funcionar quan el vaixell se separa del fons. @) Quant temps ha estat en marxa
el compressor? b) A quina profunditat per sota del nivell del mar es trobara la cara
inferior del vaixell quan suri? Pressid atmosférica: 1,033 kp/cm?, densitat relativa de
I’aigua de mar: 1,026.

Sol.: @) t=2h39min 5 s; b) 7,322 m
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26. Donat un recipient cilindric de 0,5 m de radi en /_1\

posici6 vertical 1 que té aigua fins a una altura de 1,5
m. Si I’altura total del diposit és de 2 m, determineu la
velocitat angular maxima, ®max, a la que podem fer
girar el recipient respecte el seu eix de simetria de &
manera que 1’aigua no vessi. N

Sol.: 8,86 rad/s.
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11. Dinamica de fluids ideals

Objectius
Concepte de fluid ideal
Conceptes de cabal i cabal massic
Conceptes de flux estacionari, uniforme i no uniforme
Quin ¢és el significat de I’equacié de continuitat?
Descriure I’equaci6 de Bernoulli
A quina velocitat surt el liquid d’un diposit gran per un petit orifici?
Descriure ’efecte Venturi
Descriure el venturimetre i la sonda de Prandtl
Com funciona un polvoritzador?
Descriure el vol dels avions i dels ocells

El moviment d’un fluid pot ser extremament complex, de manera que pot ser molt
dificil o impossible obtenir expressions i resultats analitics (relacions matematiques).
Sovint cal recorrer a simulacions numeriques per elements finits per tal d’obtenir
prediccions acurades. Per aquesta rad, ens limitarem a casos senzills perd que ens
permetran descriure un gran ventall d’aplicacions. D’altra banda, també son el punt de
partida per abordar casos més complexos.

Equacio de continuitat, flux estacionari

En aquest tema suposarem que el fluid flueix sense dissipar energia, sense frec. Aquests
fluids s’anomenen no viscosos o ideals. També suposarem que el fluid ¢és
incompressible, és a dir, que el volum, 1 per tant la densitat, es mantenen constants
encara que apliquem tensions al fluid. Aquesta és una bona aproximacié per a la majoria
de liquids. A més, com veurem més endavant, els resultats que obtindrem també es
podran aplicar als gasos.

Flux estacionari Turbulent

El moviment d’un fluid pot ser molt complex; per \‘\)@\C—SC\J DC

exemple, tenim el flux turbulent, en qué es poden ;

produir canvis sobtats de la velocitat del fluid. Laminar
B e S
. . . , s—r e — —_—
Si la velocitat del fluid en un punt es manté constant, 0 ~ = F T SR
— —» —

dit d’una altra manera, si la velocitat només depen de la
2
posicid, el flux és estacionari o permanent.

Podem representar el moviment del fluid (flux)

Y
\ A
y

a través de les linies de corrent: linies tangents a

la velocitat del fluid. En cada punt, la velocitat —3— 3 Q 3

del fluid és tangent a la linia de corrent que — 5> >
—_— = =

passa per aquest punt.
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El flux estacionari pot ser uniforme o no uniforme:

Perfil de velocitats uniforme: La velocitat és la mateixa a tota la
seccid. Aquesta situacid es dona quan no hi ha viscositat.

1]

Perfil de velocitats no uniforme: La velocitat canvia al llarg de la
seccid. Esta associat a la preséncia de frec.

‘llll“

Cal tenir present que, fins i tot en el cas de flux estacionari i uniforme, la velocitat pot
canviar d’un punt a I’altre.

Equacio de continuitat

Suposem un fluid incompressible i flux uniforme:
4. AVy = AV, (el volum que surt és igual al volum
que entra)

4,
d = vAt

d = vAf Equaci6 de continuitat:
1 1 A]_U]_At = szzAt = A1v1 = szz

I

Si definim el cabal com el volum de fluid que passa per una secci6 A per unitat de

temps:
av .
Q=—= = Av, unitat: =
At At S

Es a dir, el cabal és la velocitat a la qual passa el volum de liquid.

AvAt 3

Si expressem ’equacio de continuitat en funcid del cabal obtenim:
A = A, © 0 =0,
Es a dir, si el fluid és incompressible llavors el cabal es manté constant.

Si el fluid és compressible, pot ser que els volums d’entrada i sortida siguin diferents a
causa del canvi de volum del fluid. Aquest és en principi el cas d’un gas. Per exemple,
per ’efecte de la compressid pot ser que el volum d’entrada sigui superior al de sortida.
Ara bé, quan s’assoleix el régim estacionari, el gas ja no es comprimeix/dilata més. Per
tant, si el flux és estacionari, I’equaci6 de continuitat és valida amb independéncia que
tinguem un liquid o un gas (que el fluid sigui incompressible o compressible).

Quan el flux és no uniforme, la velocitat a la seccid 4 no és constant. En aquest cas, el
cabal s’expressa com:

| o, . o .
Q=Av,v = " fA vdA, v és la velocitat mitjana a la seccid 4

i ’equaci6 de continuitat continua sent valida.

Si multipliquem el cabal per la densitat p tenim la transferéncia de massa, ¢s a dir, el
cabal massic, Om:

am
Qm =pQ = .
Es a dir, el cabal massic €s la massa que passa per unitat de volum o la velocitat a la
qual circula la massa del fluid.
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Si multipliquem els dos costats de 1’equacio de continuitat per p tenim:

) pQ1 = pQ2 & Qmi = Qm2

Es a dir, que tota la massa que entra per 41 surt per 42. L’equacido de continuitat
simplement indica que el liquid no desapareix.

Dr’altra banda, a partir del cabal podem calcular la quantitat de fluid que passa per un
tub en un interval de temps At:
m=p-Q-At

Exemple 1: Al diposit de la figura 1’aigua entra a una
velocitat de 0,5 m/s a través d’una canonada de
0,1 m?> de secci6 i desaigua a través d’una
canonada amb un cabal constant de 0,2 m?/s. El —
diposit €s cilindric i el diametre de la base és de I
0,5 m. Determineu la velocitat a la qual varia el Y

) L. 0,5m

nivell del diposit.

cabal que entra = cabal que surt
0,1m?-0,5m/s=0Q+0,2m3/s=Q =—-0,15m3/s

El cabal Q és negatiu, €s a dir, el nivell baixa:
Q -0,15m3/s

—Avc>v=—-=—-—7-—7-—
0=4dv=v == T2 m)?

= —0,764m/s

Equacio de Bernoulli: efecte Venturi

e Fluid incompressible — cabal constant
e Fluid ideal — conservacio de I’energia
Suposem: e Flux estacionari — velocitat independent del temps
(als gasos equival a un comportament incompressible)

Calculem la variacié d’energia en un interval de temps At:

4,

W = AE, = AE. + AU,

VAt =E,—E+ Ug,2 - Ug,l

2

1 2 2
= EPQAt(Vz - i)

AUy = mygy, — mygy; = pQAtgy, — pQAtgy, = pQAtg(y; — y1)
AUy, = mygy, — mygy, = pQAtg(y, — y1)
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El treball de les forces externes es manifesta a partir de la pressio que exerceix 1’exterior
sobre el fluid:

A 9 4

~ W, = de§1 = ]plAlcOSO ds; = p1A1d; F d P

7 7 —
|_>l = plAllet = QAtpl

P S
WZ = degz = prAZCOST[ d§2 = _pzAde == _QAtpz

Wroe = Wy + W, = Q4t(p1 — p2)
Finalment, el balang total és:
W=A4E, =AE.+ AUy =E.; —E.1 + Uy, — Uy,
1 1
Q4t(py — p2) = QAt(pgy, — pgy1) + QAL (;pvzz - ;pvf)

Balang energetic:
1 .2 1 .2
QAt(p1 tpgy. t+ gpvl) = Q4t (pz tpgy: + gpvz)

L’equacid de Bernoulli s’obté de dividir el balang energétic pel terme QAt:

1 1
p1+pgy: + Epvf =p, +pgy, + Epvff

O el que és equivalent:

1
p + pgy + E’sz = constant

. ., . , W _ Pot , )
Les unitats dels termes de 1’equacio de Bernoulli son Py 70, ¢és a dir, els termes de

Bernoulli corresponen a una poténcia per unitat de cabal. Per tant, 1’equacié de
Bernoulli és el balang de la poténcia per unitat de cabal.

. , m N , . . .,
Les unitats son: == =Pa, és a dir, unitats de pressio.

N-
m3/s-s

Exemple 2: Al punt 4 de la figura la pressi6 manometrica és de 75 kPa, i
By la velocitat de 1’aigua que flueix per la canonada cilindrica, de
A % 50 mm de diametre, és d’1,7 m/s. La canonada es desdobla en
dues de 25 mm de diametre, tot mantenint 1’altura.
a) Quins son els cabals als punts 4 i1 B? b) Quina és la pressio
manometrica al punt B? Suposeu un flux ideal.

a) QA = AAUA = T[(ZS o 10_3 mz)z . 1,7 m/S = 3,34 . 10_3 m3/s
Qa=2Q5 = Qs =504 = 1,67-1073 m*/s

1,67-1073 m3
=% _ m/s=3,4m/s

v e
B ™ 4 T m(12,5:1073 m)2
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1 1
b) ba+ pgya +5PVi =P + pgys +5PVi

Pa — Patm + Epvi = Pp — Parm + 5 PVE

2
_ 1 2 —~ 1 2 = = 1 2 2
Pa+5PVs =Pp+5pV; = Pp =Pa +§p(vA — Ug)
3 1 kg 5 5 m?
Pg = 75.000 Pa + 51.000ﬁ(1,7 - 3,4 )S—2 = (75.000 — 4.335) Pa
= 70.665 Pa

Equacio fonamental de I’estatica de fluids

L’equacio fonamental de I’estatica de fluids es pot
Do Yo deduir de I’equaci6 de Bernoulli:
A A
h h=y,—»n _ .
vy = v; = 0 (estatica de fluids)

Bernoulli:
Vi

1 1
Po + pgyo + EPVS =ps+pgy, + Epvf

Do+ PgYo =P1+pgy1 = P1 = Do + pg(Vo — V1) =

obtenim la equaci6 fonamental de I’estatica de fluids: p; = py + pgh

A partir d’aquest resultat s’han introduit els conceptes de pressio estatica i dinamica:

1
p+pgy + Spv?

N——
Pressio Pressio

estatica dinamica

Tots dos termes tenen unitats de pressio, perd 1’Gnica pressioé real de 1’equacid de
Bernoulli és p, els termes pressio estatica 1 dinamica no so6n pressions reals, simplement
¢€s una qiiestido de nomenclatura.

Teorema de Torricelli

A partir de I’equacid de Bernoulli podem determinar la velocitat a que surt un fluid d’un
diposit.

h=Ya—p
Pa = Pb = Patm
Si apliquem continuitat:
A
Agvg = Apvy @ v, = vb—b
Aq

Com que 4,>>A4, = v,<<v, = v, = 0 comparat amb v,,.
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Bernoulli:
1 1
Pa+ PgVa +5PVE =Dy + PGV, + PV}
1 1
PgYa+ 0 =pgy, +5pvs = pvs = pg(a — ¥b) = vj = 2gh

Teorema de Torricelli: v, = /2gh (velocitat de caiguda lliure)

Exemple 3: Al diposit de la figura: @) Trobeu la
distancia x a la qual 1’aigua arriba a terra en
funci6 de 2 i H. b) Demostreu que si
col-loquem l’orifici de sortida a dues
alcaries equidistants del punt H/2, la
distancia x és la mateixa. ¢) Demostreu que
x és maxim quan 2 = H/2. Quin ¢és el valor ——
d’aquesta distancia x maxima?

a) Teorema de Torricelli: v, = \/2gh

1
= (H — h) — = gt* 1 ,ZH—h
y=( ) 29 y=0:>(H—h)—§gt2=0:>t=i¥
x:(,/Zgh)t g

2(H—h) _

2= (J2gm) |2 =2 =

b)
hy=d+ H/Z}xl =2/(d+H/2)(H—d—H/2)=2(H/2+d)(H/2—d)
hy=d—H/2)x, = 2. [(H/2—d)(H—-H/2+d) = 2\/(H/2 — d)(H/2 + d)

dx _ d@J/h@E-h) _ 1 B N _ _H-2h
¢/ dh dh - ,/h(H—h)( h+H-h)= h(H—h)

Condiciédeméxim:j—iz0:>H—2h=0=>h=g

Efecte Venturi

Estrenyiment o obstacle al pas d’un fluid.
Y= Y2
| g Continuitat:
Alvl = szz = 171 - 172_
Ay

Com que 4, >>4, = 1, <<V,

Apliquem Bernoulli entre els punts (1) 1 (2):

1 ) 1 ) 1 5 1 ,
p1tpgys +§,0171 =p, + pgy, +Epv2 =, +§pv1 =p, .|.Epv2
Finalment, com que v; <<v, = p;>>p,, és a dir, hi ha una baixada de pressi6 al

punt on es produeix un estrenyiment.
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Exemple 4: Una artéria o una vena es poden obstruir parcialment quan alguns
materials redueixen el seu radi en un petit tram de la seva longitud. a)
Varia la velocitat del flux sanguini a la regié obstruida? ) Varia la
pressio a la regio obstruida? ¢) Quin efecte pot tenir el canvi de pressio
si tenim en compte que venes 1 arteries son tubs flexibles?

- A
a) Continuitat: A;v; = A,v, = v, = 1, A—Z
1

Com que 4, >>4, = v,>>v,4,
la velocitat augmenta.

1 1 1 1
b) p1 + pgy:1 + 5PV = D2 + p8Y2 +5pVi = Py +5pVi =y +5pV3
Com que v, <<V, = p;>>p,, la pressié disminueix.
Pe”Ps l

Tl

¢) Si la pressio a I’estrenyiment €s inferior
a la pressio exterior, el resultat és una forca
neta que tendeix a estrangular el vas sanguini.

Sondes

Aparells de mesura de la velocitat d’un fluid.
Venturimetre
El venturimetre esta dissenyat per mesurar la velocitat dels liquids.

Estatica de fluids (mesura de la pressio):
p1 +pgh =p; + pmgh
P1 = P2 + gh(pm — p)

Continuitat:

A
Alvl == szz = vz == le_z

Apliquem Bernoulli entre els punts (1) 1 (2):
1 1 1 1
1+ pgy: +5pvi =Py + pgy; +5pvi = py+5pvi =P+ V5
1 1 1
P2 + gh(pm — p) +5pvi = p; +5pvi = gh(pm — p) = ;p(vi — vi)

9h(”—’”—1)=%[(2—:)2vf—vf]ﬁgh(p%—l)%[(i—i)z—l]vf
vl—JZQh bm _ 14 [ —1]
v1=ct-\/ﬁ,ct=\[2g ——1/[ Al —1]
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Es a dir, la velocitat del fluid és proporcional a I’altura de la columna del liquid
manometric. Per tant, mesurant I’altura 4 podem determinar la velocitat.

La constant depén de les caracteristiques geomeétriques de la sonda. En general, no es
calcula aquesta constant, sind que es fa un calibratge: es fan passar per la sonda cabals
coneguts, de manera que podem coneixer vi i h. A partir dels valors de vi 1 A
determinem la constant cf. En general, el calibratge es fa a la mateixa fabrica que
construeix la sonda.

Sonda de Prandtl

/—>—>—>.:>>:

La sonda de Prandtl esta dissenyada per 4»—/—’—'—»—7 : )
mesurar la velocitat dels gasos. {H

\vz ~0

El punt 2 és un punt d’estancament: v, = 0 ::Pkp

V2=V

Apliquem Bernoulli entre els punts (1) 1 (2):

Estatica de fluids: p, = p; + pmgh .

1 1
PL+PgyL+5pVE = pat pgye +5pV; Pum
1 _
= p1+5pvf =p2 —

s 7 Nt croqr N s 1
Pressio estatica: pi1, pressio dinamica: > pvi=1p, — 1

1 . 1
P2 —P1 =5pVi D2 = D1 + pmgh = ppgh = - pvi

,2 h
I finalment, v, = %.

Per tant, a partir de mesurar la pressié6 manométrica al tub p,,gh i coneguda la densitat
del gas, podem determinar la velocitat del mateix. Aquest tipus de sondes s’utilitza molt
en aeronautica.
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Bombes
Bomba Continuitat:
e Alvl = szz lAl = Az =
A2 =4 172 = 171
™ V, No hiha canvien ’energia cinética.
Yi=DY2

No hi ha canvi en I’energia potencial.

El treball que desenvolupa la bomba es tradueix en un augment de la pressio:

Ap =p, —p1 >0
Segons la tercera llei de Newton, la forca que fa la bomba ¢s de magnitud igual i sentit

oposat a la que fa el liquid. En un interval At:
0—>” - @
= VAt

w, = fﬁ1d§ = f’plAsinn ds = —p;Ad = —p,AvAt
d

W, = [ F,d$ = [ p,Acos0ds = p,Ad = p,AvAt

WTOt = W1 + WZ = AvAt(pz
I si calculem la poténcia:

Pt—W— A
0 —At—Q p

—p1) = QAtdp

Ny Pot
bp=—"
Q

Es a dir, que la diferéncia de pressio6 creada per la bomba és el quocient entre la poténcia
desenvolupada i el cabal que fem passar.

Exemple 5: Volem omplir un diposit de 3.000 1 de capacitat bombant aigua des
d’un riu que esta 25 m per sota del nivell del diposit. Situem una
bomba al nivell del riu, i volem omplir el dipdsit en 3 h utilitzant una
canonada de 5 cm de diametre. @) Quina pressi0 manometrica ha de
subministrar la bomba? b) Quina poténcia subministra aquesta bomba?
¢) Demostreu que no és possible omplir el diposit, amb aquesta bomba
ni amb cap altra, si se situa al costat del diposit.

a) Continuitat: secci6 constant — velocitat constant B .
b)
—V 3 m” =2,78-10"* m3/
¢ =7~ 108005~ /s 25 m
_Q 278-107* m3/s_014
=4~ @5 10 2mez A/ Al
1 1 ey -
Pa+pgyat Epvf =pstpgys+ Epvé = Pa = Patm + P9YVE
kg m
Pa — Parm = PgYp = 1.000— 9,81 = 25 m = 245.000 Pa
m s
b) Pot = QAp = 2,78 - 10~*m3 /s - 245.000 Pa = 68 W
1 1
¢) Pa+ PgYa +5PVi = Pp + PGYs +5PV5 = Parm = P5 + PG5

P = Patm — P9Ys = 101.300 Pa — 245.000 Pa = —143.700 Pa < 0.
No!!!!'no son estables les pressions negatives.
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Aplicacions: polvoritzacio, vol dels avions i dels ocells

N

Exemple 6:  El polvoritzador de la figura t¢ un embol de 60
mm de diametre. El nivell d’insecticida esta 90 mm
per sota del tub d’entrada 4, amb un diametre de 2
mm. Calculeu la velocitat minima que cal obtenir
tot prement 1’émbol perqué 1’aire que surti per
I’altre extrem contingui insecticida. Suposeu que
I’insecticida t¢ la densitat de I’aigua i que el flux
d’aire és incompressible 1 no turbulent.

CxA/B_ I é Estatica de fluids:

90 mm
60 mm

i 3 Pp = Patm _ n
D Pp = Ppa + paiguagh Pa = Patm ~ Paiguad
Continuitat:

Ay Ay
AAUAZABUB =ACUC=>UB =Vp—— LV =Vyg—
Ap Ac

Ag, A >>Ay = Vg, v:<<Vy

Bernoulli:

Pc = Patm> UBl’*’ 0,vc=0iy, = }’31: Yc .
Pa+ Pgya+5pVi =ps + pgys +5PVE = bc + pgyc +5pVE
P = Patm

1
Pa+5PVZ = Parm

1 2 _ _ Zpaiguagh
Patm — Eva = Patm — paiguagh =S VUy = T

1 5
pat 5,017/% = PB = Patm = { 1 Psg = Patm — paiguagh

2P4iguagh 2-1.000 kg/m3-9,81 m/s?- 0,09 m
Vg = = =36,9m/s
Jy 1,293 kg/m3
" m(1-1073 m)?
Apvy = Agvpg > vp = UAE = 36,9 m/s 7(0,03 m)?2 = 0,041 m/s

Vol dels avions i dels ocells

L’estudi precis és molt complex, el que farem és una descripcié qualitativa a partir de
Bernoull.

Prenem com a sistema de referéncia 1’avid, d’aquesta manera 1’aire és el que es mou i el
seu moviment és pertorbat per la preseéncia de I’avid, és a dir, la velocitat de 1’aire depén

de la posicio.

L’ala d’un avi6 es dissenya de manera que el pas de 1’aire és més estret per sobre que
per sota:
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(a) ngn’ppelila Ua > >vb

Per tant, per I’efecte Venturi: p,<<p,

> O ——

— - )
B S = e 1, 1,
> > > Pq + Epva =pp+ Epvb
(b) Vpetita’p gran

1 2 2
Pp — Pa = ip(va — Vp)

Com que apareix una diferéncia de pressions, llavors apareix una forca, la forga
ascensional, que va dirigida de les pressions altes a les baixes 1 és igual a:

1
F =P —Pa)Asies = Ep(vc% - vg)AAles

1 . . o .
En general, F = 5P C 1?4, on C és el coeficient de sustentacio i v, la velocitat de

I’avid.

Si la velocitat €és gran, no cal que les ales siguin gaire grans. Aquest és el cas dels petits
avions de reaccio militars.

El coeficient de sustentacido depeén de 1’angle d’atac «,

en general C1 quan af. o

D’altra banda, els alerons dels cotxes es munten al revés perque la forca empenyi el
cotxe contra el sol 1 aixi millori I’adherencia.

En el cas dels ocells, podem dir que:
Aales x lz

Pes « I3
on / seria la longitud mitjana de I’ocell. Com que la for¢a ascensional ha d’igualar el

pes, com a minim:
1
F =Pes> ECvaales =Pes 2 V22 < I3 = v« I

Per tant, com més gran és 1’ocell, més gran ha de ser la velocitat per sustentar-lo. Per
aquesta rad, com més gran ¢és 1’ocell més necessita correr per agafar el vol, 1 per tant
més dificil li és volar.
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Qiestions del tema 11

Equacio de continuitat

1. L’aigua entra a una velocitat de 3 m/s per una canonada

de secci6 circular. Al llarg de la canonada la seccid es
redueix progressivament, de manera que el diametre a la =
seccio d’entrada és de 20 cm i a la seccid de sortida és igual a

4 cm. Quina és la velocitat de 1’aigua a la sortida de la
canonada?

Sol.: 75 m/s

Circuit
refrigerado

2. Un motor es refrigera a través de la circulacio d’aigua
al circuit refrigerador. L’aigua entra per la canonada 1 () ]
amb un cabal de 50 1/s 1 s’evacua per les canonades 2 i 3

amb uns cabals de 20 1/s i 25 I/s. Determineu les perdues

que es donen per fuites al circuit refrigerador.

Sol.: 51/s

3. Es vol omplir un diposit de 2 m? de seccié i 3 m d’al¢ada fent servir una manega
que transporta un cabal massic d’aigua de 120 kg/min. Determineu la velocitat de
pujada del nivell del diposit. Quin temps es trigara per omplir-li completament?

Sol.: 1073 m/s, 50 min.

4. Un vaixell de 2.500 kg de massa navega pel mar i xoca contra una roca. Com a
resultat de la col-lisio, s’obre una via d’aigua per la qual entra un cabal de 0,1 1/s. Si el
volum del buc del vaixell és de 4 m®, quant trigara a enfonsar-se completament? Dades:
densitat de 1’aigua de mar, 1.029 kg/m>.

Sol.: 4h 21 min
Equacio de Bernoulli

5. Quina velocitat ha de tenir el vent per aconseguir fer saltar les teules del sostre
d’una casa. Per simplificar el problema suposeu que el sostre és horitzontal 1 que ’aire
es comporta com un fluid ideal. Dades: la massa d’una teula és de 3,5 kg i la seva
superficie és 1000 cm?. Densitat de I’aire 1,293 kg/m®.

Sol.: 83 km/h

6. La figura mostra una part d’una conducci6 d’aire de seccid
quadrada. Quina ¢és la pressid6 manométrica de 1’aire en el punt B
quan la pressié diferencial a 4 és de 320 Pa i el cabal és 2,2 m®/s?
Suposeu un flux ideal. La densitat de 1aire és 1,293 kg/m’.

100 mm

Sol.: =30.711 Pa.
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7. Un liquid de densitat 0,9 g/cm? flueix per una canonada de 6 cm de diametre a una
velocitat de 1,5 m/s. En una zona on al canonada s’estreny fins a un diametre de 2,5 cm,
la pressio manométrica és 0,10 kp/cm?. Quina és la pressié manométrica a la resta de la
canonada?

Sol.: 14.630 Pa.

8. En una artéria s’ha format una placa arteriosclerotica que redueix la seccio
transversal a 1/5 part del valor normal. @) Quina ¢és la velocitat del flux sanguini en
aquest punt? ) Quina ¢és la disminucidé de pressido en aquest punt? ¢) Quina és la
disminuci6 percentual de la pressio en aquest punt? Dades: la velocitat de la sang en una
artéria sana ¢s de prop de 0,12 m/s, la pressiod és de 16.050 Pa i la densitat de la sang és
1,056-10° kg/m>.

Sol.: a) 0,6 m/s; b) 182 Pa; ¢) 1,14 %

9. Un diposit de gran capacitat t¢ una canonada de sortida al
fons (vegeu la figura). Al llarg de la canonada hi ha un

estrangulament de diametre un ter¢ del de la resta de la Ih]
canonada. En aquest estrangulament hi ha un tub que porta a un n —
segon diposit que conté el mateix fluid que el primer. Quan el ~—
fluid estigui fluint vers I’exterior, quina altura /2 assolira el [ h,
fluid al tub? Expresseu el resultat en funcio de /1. Suposeu un I I

flux ideal.

Sol.: h2=80 h1

10. Es dissenya un sistema de seguretat que s’activa
quan el cabal que circula per una canonada excedeix
un valor maxim. El dispositiu consisteix en un pas

estret on la seccid és 5 vegades més petitaqueala —  ~— ~
resta de la canonada. En aquest estrenyiment es troba un pist6 subjectat per uns perns
que eviten que el pisto es desplaci cap avall. Quan sobre el pist6 actua una forca de 4,5
N els perns cedeixen, el pistd baixa i s’activa el sistema de seguretat. Si el gas que
circula és aire, densitat 1,293 kg/m?, determineu el cabal maxim que pot circular per la
canonada. Suposeu que ’aire es comporta com un gas ideal i negligiu el pes del pisto.
Dades: la secci6 del pistd és de 25 cm? i la de secci6 de la part ampla de la canonada és
de 50 cm?. Els dos extrems de la canonada estan a pressi6 atmosférica.

Sol.: 0,054 m?/s

11. Un gran barril d'algcada H i area transversal A1, esta ple de
cervesa. La part superior esta oberta a la pressio atmosferica. A
la banda inferior hi ha una aixeta d'area transversal 4>, molt més
petita que A1. a) Demostreu que quan l'altura de la cervesa dins
el barril és h, la velocitat amb que aquesta surt &s

— g —

aproximadament ,/2gh. b) Demostreu que en l'aproximacid

A2<<A1, el ritme de variaci6 de l'algada / de la cervesa ve donat
per: % = — % 2gh. ¢) Calculeu /4 en funcié del temps si #~=H per a =0. d) Calculeu el
1
temps total necessari per a buidar el barril si H=2 m i 4>=10"* A41.
2

Sol.: ¢) h = (\/ﬁ— \/%%t) _d) 1h 46 min 26 s.
1
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12. Del diposit representat a la figura surt aigua continuament. A
L’altura del punt 4 és de 10 m; la dels punts Bi Cés d’1 m. La
seccid transversal en el punt B és de 0,04 m?, i en el punt C és
de 0,02 m?. L area del diposit és molt gran comparada amb les
seccions del tub. Calculeu: a) el cabal d’aigua que surt i b) la
pressié manometrica en el punt B.

Sol.: a) 0,266 m*/s; b) 66,1 kPa

13. Tenim un diposit cilindric, obert per la part superior, de 20 cm Q=140 cm'/s
d’altura i 10 cm de diametre. El diposit t€ un forat circular al
centre del fons de seccid 1 cm?. Al diposit, que inicialment esta
buit, s’hi aboca aigua mitjancant una manega col-locada a la part
superior i que subministra un cabal continu de 140 cm?/s. Quina
altura assolira el nivell d’aigua al diposit molt de temps després de h
posar-hi la manega? [

20 cm

Sol.: 10 cm

14. Volem construir un magatzem al poligon industrial de Vilamalla. Calculeu la forca
que patira una paret orientada cap al nord de 2 m d’alcaria i 4 m d’amplada un dia de
tramuntana forta. Dades: la tramuntana a Vilamalla pot assolir velocitats de fins a

100 km/h en direcci6 nord-sud, i la densitat de I’aire és d’1,293 kg/m®.
) ﬁ_
y

1
Maquina

Sol.: 4.000 N

15. En una industria convé saber la velocitat del fluid al punt / #
de la figura. Trobeu-la en funci6 de g i les algaries y i H (la
seccid del diposit és molt superior a la dels tubs).

Sol.: v; =/2g9(H — )

16. Al terrat d’un edifici, a 10 m d’altura, hi ha un gran diposit d’aigua ple fins a un
nivell d’1 m per sobre la seva base. L’aigua arriba a una aixeta situada al segon pis, a 4
m del sol, després de baixar fins al nivell del sol, lloc on el tub té una seccié de 5 cm?.
La seccié de aixeta és de 2 cm?. a) Quina és la velocitat de sortida de I’aigua per
I’aixeta? b) Quin és el cabal de sortida? ¢) Quina pressid marca un manometre situat al
nivell del so01?

Sol.: a) 11,7 m/s; b) 2,34 1/s; ¢) 96,8 kPa

17. El diposit superior conté aigua fins al nivell constant T

H, i desaigua en un segon diposit a través d’un forat de £f

radi R. El segon dipdsit desaigua per un forat de radi » l ¢R
?

(vegeu la figura). Quin és el nivell d’equilibri / al
diposit inferior?

Sol.. h=H (5)4 ‘r
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18. Un diposit de gran capacitat conté aigua (densitat 1.000
kg/m?) i té una canonada de sortida al fons (vegeu la
figura). La canonada té una seccié constant de 100 cm?
excepte en un estrangulament on la secci6 és de 20 cm?. En
aquest estrangulament hi ha un tub que porta a un segon
diposit que conté mercuri (densitat 13.600 kg/m®). Si
I’algada del mercuri en aquest tub és de 30 cm, @) quina ¢és
la velocitat de 1’aigua a la sortida de la canonada?; b) quina
¢s I’algada del nivell del diposit (4 a la figura)? Suposeu que ’aigua es comporta com
un fluid ideal.

aigua

Sol.: @) 1,826 m/s; b) 17 cm

2R
19. Un diposit, que té simetria de revolucid i desaigua a través A
d’un orifici situat al fons, es dissenya de manera que la velocitat
de descens del nivell del diposit sigui constant. ;Quin ha de ser el
radi R de la part superior del diposit si es vol que, partint del h
diposit completament ple, trigui 10 s en buidar-se completament?
Dades, la velocitat de descens del nivell del diposit ha de ser 2 m/s
i el radi del forat xo=1 mm. —=< 2x,

A
\]

Sol.: 9,95m

20. Es fa servir un venturimetre per mesurar la velocitat
de Daire, v;, dins d’una canonada. Per mesurar la
diferéncia de pressio entre la canonada i el pas estret es fa
servir un manometre d’alcohol. La relacio entre la seccid
de la canonada i el pas estret és 41/42 = 4.

a) Quina ¢s la diferéncia d’algada entre les dues columnes
d’alcohol, £, quan la velocitat de I’aire és vi= 10 m/s?

b) Si, a causa de I’acumulaci6 de bruticia, es tapona
parcialment el pas estret, de manera que A/42 = 5, quin
¢és D’error en la mesura de la velocitat quan la velocitat de 1’aire és v;=10 m/s?
Dades: densitat de Iaire, p=1,3 kg/m?, i densitat de I’alcohol, pm=790 kg/m>.

Sol.: @) 12,6 cm; b) 26,5 %.

Bombes
21. Una font dissenyada per produir una columna vertical d’aigua de 12 m d’altura té¢ un
bec d’1 cm de diametre arran de terra. La bomba d’aigua esta a 3 m sota terra. El
conducte fins al bec t¢ 2 cm de diametre. @) Quina ¢és la pressio que ha de subministrar
la bomba? b) Quina hauria de ser la poténcia de la bomba per fer funcionar 25 fonts

simultaniament? Negligiu la viscositat de I’aigua.

Sol.: a) 2,38 atm; b) 4,19 kW
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—

22. Tenim un diposit cilindric, obert per la part superior,
d’1,5 m d’altura. El diposit té un forat circular al centre
del fons de seccié 100 cm?. Al diposit, que inicialment
esta buit, s’hi aboca aigua (densitat 1.000 kg/m?) per la
part superior mitjangant una manega de seccid constant
que extreu aigua de la superficie d’un embassament
mitjangant una bomba. La manega aboca 1’aigua 3 m
per sobre del nivell de I’embassament. Molt de temps
després de posar-hi la manega 1’altura del nivell d’aigua al diposit no variai és d’1,2 m.
Quina poténcia desenvolupa la bomba? Suposeu que 1’aigua es comporta com un fluid
ideal.

Sol.: 1430 W

23. Un diposit té un forat de 10 mm? de secci6 a una al¢ada

de 30 cm. Connectada al fons del diposit hi ha una canonada

de seccio 1 cm? per la qual entra aigua sota I’accié d’una
bomba. Molt de temps després de connectar la bomba el
nivell de liquid a I’interior del diposit es troba a 50 cm Punm
d’algada. a) Determineu el cabal d’aigua que surt pel forat. ») Quina poténcia
subministra la bomba?

Sol.: @) 1,98-107° m%/s; b) 0,0968 W

24. La bomba de la figura subministra continuament
un cabal d’aigua entre els punts 4 i B de 100 /s
(I’aigua entra pel punt 4 1 surt pel punt B). Les
canonades de la figura tenen seccid circular. El
diametre de la seccid al punt 4 és de 8” 1 al punt B,
de 6”. Per tal de calcular la poténcia subministrada
per la bomba, es connecta un manometre de mercuri ¢ 130 cm
entre els punts 4 1 B. L’altura de la columna de
mercuri €s de 130 cm. Determineu la poténcia subministrada per la bomba. Dada: 17 =
2,54 cm.

A Bomba

Sol.: 23,23 CV

25. Un dels problemes de la gestio de la xarxa eléctrica és emmagatzemar energia quan
hi ha sobreproduccié 1 recuperar-la quan hi ha un augment sobtat de la demanda. Una
solucid consisteix a bombar aigua des d’un embassament inferior cap a un embassament
superior quan tenim sobreproduccid i1 desaiguar fent passar 1’aigua per unes turbines
quan tenim un augment de la demanda.

a) Si es produeix un pic de produccidé que dona un excés de 10° W durant una hora, en
total, quanta aigua es traspassara cap a I’embassament superior durant aquesta hora?

b) Si desaigliem, quina és la velocitat amb qué arriba 1’aigua a les turbines, si aquestes
es troben a I’altura de I’embassament inferior i estan a pressid atmosférica?

Dades: densitat de I’aigua, 1000 kg/m?; diferéncia d’altura entre els dos embassaments,
100 m; per connectar els dos embassaments es fa servir una canonada de seccio constant
de 4 m?. Negligiu les pérdues degudes a la fricci6 i a la viscositat i suposeu que les
bombes aprofiten tota la poténcia eléctrica sense perdues.
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12. Dinamica de fluids viscosos

Objectius

Qué soén la viscositat i la viscositat cinematica?

Descriure el flux laminar i turbulent. Que és el nombre de Reynolds?

Descriure el flux a través d’una canonada; concepte de resisteéncia al flux

Llei de Poiseuille

Poténcia dissipada pel flux a través d’una canonada

Descriure el moviment de solids a I’interior d’un fluid. Llei de Stokes

Descriure els processos de centrifugacidé i sedimentacid per a la separacié de
molécules

Viscositat

Els fluids reals experimenten forces de friccid internes. Aquestes forces son
responsables de les pérdues d’energia. Quan aquestes perdues son significatives,
I’equacié de Bernoulli falla. D’altra banda, aquestes forces només apareixen quan el
fluid es mou.

Si situem un liquid entre dues lamines paral-leles 1
apliquem un esfor¢ de cisalla (transversal) sobre una
lamina, de manera que aquesta es posa en moviment, i
mantenim aturada 1’altra lamina, s’observa [’aparicid
d’un perfil de velocitats lineal:

<l
ol

v _ A . . : o
d—; = ﬁ, on Av = v, — 01 viam és la velocitat de la lamina que es mou.
D’altra banda, s’observa que la for¢a que cal aplicar per mantenir la lamina en
moviment a velocitat constant /' és proporcional a I’area 4 de la lamina 1 al gradient de
velocitats Av/Ay:

FoAi Av/Ay

El coeficient de proporcionalitat ens dona una mesura de la dificultat de mantenir la
lamina en moviment, o el que és equivalent, una mesura de la resisténcia que oposa el
fluid al moviment. Aquest coeficient és la viscositat, #:

- Adv_ AAv

=1 (iy_;7 Ay
o Fay _ MIITP 1 M)
Unitats: n = 200 = = 0p /i)

k N-s
EnSL: == 0 — o0 Pa-s
m-s m

S’utilitzen molt les unitats del sistema CGS:

1 poise = 1 1n&s
P T m? }1Pa-s=10poise
i el cp, centipoise: 100 cp = 1 poise
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Dinamica de fluids viscosos

Alguns valors:

Fluid Temperatura °C ~ Viscositat Pa-s

Oli lubrificant 16 113-10°
38 34-107

100 4,9-10°

Acetona 25 0,316-107
Etanol 20 1,2:1073
Eter 20 0,233:10°3
Glicerina 20 1.490-10°°
Mercuri 20 1,55-10°3
Meta 20 0,0109-10°°
Vapor d’aigua 100 0,0125-10°
Sang 20 3,015-1073
37 2,084-107

La 5 dels gasos << 5 dels liquids.
La 5 dels gasos 1 quan 71; en canvi, la 5 dels liquids | quan 77.

Diferent origen de la viscositat en gasos i liquids:

e 75 dels liquids. Forces de cohesié entre ._.V ’

molécules. Enllag quimic. S’afebleix quan 771. ER\

e 5 dels gasos. Intercanvi de molécules entre \% )

diferents capes del fluid, és a dir, és el resultat de 5=
Gy })

’activitat molecular i augmenta quan 771.

Sovint s’utilitza la viscositat cinematica:

. kg m3 2
V= E, unitats: — - — ="
p m-s kg S

m

Cal tenir en compte que tant la viscositat cinematica com la viscositat només apareixen
quan el fluid esta en moviment, i que ambdues representen el mateix fenomen.

La densitat p depen de la temperatura 7. A més a més, en els gasos p també depen de la
pressio p, llavors la relacid entre 7 1 v no és lineal, sind que depén de T (i en els gasos,

de p).
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Viscositat 1 viscositat cinematica de 1’aigua:

Temperatura Viscositat

°C (N-s/m?)
0 1,792 103
5 1,519 103
10 1,308 1073
15 1,140 103
20 1,005 1073
30 0,801 1073
40 0,656 1073
50 0,549 1073
60 0,469 1073
70 0,406 1073
80 0,357 1073
90 0,317 103
100 0,284 103

Viscositat
cinematica
(m?/s)

1,792 10°
1,519 10°6
1,308 10°
1,141 10°
1,007 10°6
0,804 106
0,651 10
0,556 10
0,477 10
0,415 10
0,367 106
0,328 10
0,296 10

Viscositat (Pa-s)

Viscositat 1 viscositat cinematica de ’aire a pressid atmosferica:

Temperatura Viscositat

°C (N-s/m?)
=30 1,56 10°
—20 1,61 107
-10 1,67 10°
0 1,72 107
10 1,76 10°
20 1,81 107
30 1,86 107
40 1,91 107
50 1,95 107
60 2,00 10
70 2,05 107
80 2,09 10°
90 2,13 10°
100 2,17 10°
200 2,57 107
300 2,93 107

Viscositat
cinematica
(m?%/s)

1,08 10°5
1,16 10
1,24 10°5
1,33 10
1,42 10°5
1,51 10
1,60 1075
1,69 10°5
1,79 10°5
1,89 10°S
1,99 10°5
2,09 10°S
2,19 10°S
2,30 10°
3,45 10°
4,75 10°5

Viscositat (Pa-s)
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Exemple 1: Per mesurar la viscositat s’utilitza un
aparell que consisteix en un cilindre buit al
centre del qual es col-loca un cilindre
massis de radi » i longitud L, tal com
s’indica a la figura adjunta. El cilindre
exterior esta fix, mentre que el cilindre
interior pot girar sota 1’accié d’un parell
de forces. @) Demostreu que el parell de
forces M que cal aplicar perque el cilindre
giri a una velocitat angular o és:

M = 271';'3L
b) La viscositat s’obté mesurant el parell de forces 1 la velocitat

angular. Les dimensions del viscosimetre son L =50 cm, d = 1 cm, r =
0,5 cm. Si a I’interior col-loquem un oli que esta a 20 °C, la velocitat
angular és de 3,5 rad/s i el parell de forces aplicat és igual a 1,36-10°*
Nm, quina ¢€s la viscositat d’aquest oli a 20 °C?

—

_ dv _ v _ wr—0
a) F :nAE— nAAy = 772an—d

M
M=rF=>F=—

712711”2L2 M :r> M= 2mrL nw
d r d
b)
4 0,01 m Ns
n=M 2nr3Lw L RUE 2m(0,005 m)30,5 m 3,5 rad/s - 0'989F
= 0,989 Pa:s

Flux laminar i turbulent: nombre de Reynolds

Per a velocitats petites, el flux es troba en régim laminar; si la velocitat augmenta
apareixen remolins, el flux ¢és turbulent i la dissipaci6 d’energia augmenta
considerablement.

Quatre factors determinen l’aparicid del régim turbulent. Aquests factors es poden
agrupar en un unic parametre anomenat nombre de Reynolds. Per a una canonada, el
nombre de Reynolds és:
__pvD — 2
Ny = o =

on D ¢és el diametre del tub 1 ¥ és la velocitat mitjana a la seccid.

M (L) (]
Unitats: % [L[}\z] = 1, és un parametre adimensional.
[Li[T]  [L][T]
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Per a un tub rugds s’ha trobat experime
0 < Nr<2.000, régim laminar

ntalment:

2.000 < Nr < 3.000, régim intermitent, se succeeixen regims laminars 1 turbulents;

també¢ es coneix amb el nom de regim i
3.000 < Ng, régim turbulent

nestable

Valor critic en un tub rugos: Nz= 2.000

Exemple 2: Demostreu que en un tub de radi  pel qual flueix un cabal Q d’un fluid
de densitat p 1 viscositat 77 el nombre de Reynolds es pot expressar de

la manera segiient: Ny = 222
rn
Q=nrv=v=-2
T e e e 200
NR:va:pUZr R n mr2 Try
n n

Quan el flux és turbulent es produeix més dissipacid d’energia en
forma de soroll i calor. @) Quin és el maxim cabal d’aigua que pot
circular per una canonada d’1 cm de radi mantenint un flux laminar?
Suposeu que la temperatura de ’aigua és de 20 °C. b) Si tenim en
compte que la viscositat de 1’aigua disminueix considerablement en
augmentar la temperatura, quan és més facil que les canonades de la
conducci6 d’aigua facin soroll, a I’estiu o a ’hivern? Dades: a 20 °C
la viscositat de 1’aigua és d’1,005 cp i la densitat, de 998,2 kg/m°.

Exemple 3:

2
_20p
rn
m-0,0lm- 1,005 1073Pa-s
2-998,2 kg/m3

= 2.000

R,méx

rn
= Quay = 2.000E = 2.000

= 3,163 - 10~°m3/s

b)

2
Ng Qp

- )

sin 1= Ny T, per tant, €s més facil que el régim sigui turbulent

quan 7 és més petit, és a dir, a I’estiu (77).

Flux en una canonada: llei de Poiseuille

Tant si el flux és laminar com turbulent 1’equaci6 de continuitat és valida:

Q = Av = constant L
Per a una canonada de longitud L i radi R per ,
la qual circula un cabal Q = Av, es pot =y

demostrar (vegeu al final del capitol) que si
el flux és laminar llavors hi ha una caiguda
de pressié a causa de les forces de friccio
viscoses:

- Pp

8nl .  8nL
Ap=pa—pb=ﬁv=mc2

La relaci6 anterior és 1’equacio de Poiseuille.
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La perdua d’energia a causa de la friccio es tradueix en una caiguda de pressio, €s a dir,

la canonada oposa una resistencia al pas del fluid, Ry:

8nL
Ap = ReQ, Ry = —=

La relaci6 anterior es pot escriure com:
4 o . av
Q= R—p (noteu la similitud amb la llei d’Ohm [ = ?)
f

Es a dir, que per mantenir un fluid en moviment cal I’aportacié d’energia des de
I’exterior (realitzaci6é d’un treball extern):

Ap, causa que provoca el moviment (treball exterior)

0, mesura del moviment del fluid

Ry, oposicio al moviment del fluid

Aquest treball exterior el pot subministrar una bomba o el camp gravitatori (desnivell).
Per exemple, als rius, el moviment del fluid el provoca el treball que fa el camp
gravitatori. La disminuci6 d’energia potencial gravitatoria deguda al descens del fluid es
tradueix en energia cinética (moviment del fluid) i energia dissipada en forma de calor i
so (friccid viscosa).

. T quanL T
Podem observar que: Ry {l quan R T (molt rapidament, elevat a 4)

Als tubs capil-lars, amb R petit, la resisténcia al flux, Ry, és molt gran.

Que passa quan el flux és turbulent?
. 4 . - , ., P AT
La relacio Q = R—p continua sent valida; ara bé, la relacié de Poiseuille ja no ho és valida
f
1 per tant no podem fer servir Poiseuille per calcular la resisténcia al flux, R. Ry es

determina experimentalment o numeéricament. També es compleix que R/ quan L1 o
R|.

Exemple 4: a) Quina és la resisteéncia al pas de 1’aigua d’un capil-lar de vidre de 20
cm de longitud 1 0,06 cm de radi? 5) Quin és el cabal que passa a través
del capil-lar quan la diferéncia de pressio entre els seus extrems és de
15 cm de H20? ¢) Quina és la diferéncia de pressio quan el flux és de
0,5 cm®/s? Dades: la viscositat de 1’aigua a 20 °C és d’1,005 cp i
suposeu que el flux és laminar.

8nL  8(1,005-1073 Pa-s)-(20-1072 m) Pa's
YRy = 2= 72(0,06-10-2 m)* =3,949-10° m3
b) 4p = pgh = 1.000-£9,8120,15 m = 1.470 Pa
A 1.470 Pa
Q - =3,72-1077 m3/s = 0,372 cm3/s

Ry~ 3,949-10°Pa-s/m3
c) Ap = R;Q = 3,949 -10° Pa-s/m3-0,5-107% m3/s = 1.975 Pa

Poténcia dissipada?
2

Pot=Q-4p =Q* Ry = ARL (noteu la similitud amb la poténcia dissipada per 1’efecte
f

Joule en resisténcies eléctriques).
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Exemple 5:  Per regar un camp, un pages necessita fer passar un cabal de 100 I/s
per una canonada de 10 m de llargada i 5 cm de diametre. Per
aconseguir-ho ha de connectar una bomba a la sequia. Quina potencia
haura de subministrar aquesta bomba? Dada: a 20 °C la viscositat de
I’aigua és d’1,005 cp 1 suposeu que el flux és laminar.

__ 8nL _ 8(1,005-1072 Pa:s)-(10m) Pa-s

Rf " mRY 7(2,5:10~2 m)* = 65.516 ‘m3
3 3
Q = 100" (12;’;) = 100-1073 m3/s = 0,1 m?/s
Pa:s
Ap = R;Q = 65.516 3 0,1 m3/s = 6.552 Pa
) )2 Pa-s Pa-m3 N-m
Pot = Q~ - Rf = (0,1 m>/s)“65.516 3 = 655 = 655 —~ = 655W

Combinacio en série de canonades de diferent seccio (resisténcies en série):

P Py

La caiguda de pressio és la suma de les pérdues a cada canonada:
Ap =Pa = Pa = Pa ~ Pc T Pc —Po + Pp — Pa = 4Ap3 + Apz + Ap,

D’altra banda, en una canonada: Ap = R¢Q. Llavors:
Ap = Rp3Q3 + RpyQ + Re 04

I el cabal és constant: Q = Q; = Q, = Q3, llavors:
Ap = Rp3Q + RpQ + Re1Q = (Rps + Ry + Rpq) Q = Rpeq Q

Es a dir, la combinacid de canonades ¢s equivalent a una nica canonada de resisténcia:
Rf,eq = Rfl + sz + Rf3

Combinacié en paral-lel de canonades de diferent seccié (resisténcies en paral-lel):

\ %,

El cabal es distribueix per les diferents
canonades:

Q=0,+0;+0;

, 4
D’altra banda, en una canonada: Q = R—p
f

Llavors:
Q=0,+0,+0; :Aﬂ+“ﬂ+“ﬂ
Rfl sz Rf3

La caiguda de pressi6 és la mateixa a totes les canonades:

Ap = pp, — pq = Apy = Ap, = Ap;
Llavors:
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Q=A_p+A_p+A_p=Ap(L+i+i)

Rfq Rfa Rf3 Rfq Rfa Rf3

I la resisténcia total del sistema és:

Ap Ap 1 1 1 1 1

—+5—+ + 5+

Rfeq =—= = = =—+—+—
f,
) Ap( 1 1 1 ) 1 1 1 Rreq Rp1 Rpz  Rps

Rei " Rp2 " Rps) Rpyn " Rpp ' Ryy

Es a dir, la combinacid de canonades és equivalent a una Unica canonada de resisténcia:

1 1 1

Rfeq Rf1  Rp2  Rps

Exemple 6: A partir de les dades de la figura i

Estatica de fluids:

Dinamica de fluids: o2

b)

sabent la densitat del liquid (1
g/em?) i que la secci6 circular és de
10 cm?, calculeu: a) la velocitat
mitjana del fluid a la canonada, b) -+
la viscositat del fluid en cp.

15 cm
10 cm

Il23 cm

Llig

10cm 10cm 10cm 10 cm
Quan el fluid avanca 10 cm, la pressi6 disminueix (viscositat) i la
columna de liquid baixa 5 cm. Di=Don
v,~0
Apyis = pg - 0,05 m 1

P2 = Patm + P9 - 0,15 m

1 1
P1 + pgy1 +5PVi — Apyis = Py + pgy2 +5PV3
1
Patm T P9 - 0,23m+ 0 —pg - 0,05m = pyey + pg - 0,15m + 0 + 5pv§
pg-0,03m = %pv% =v,=.,/2-g-0,03m=0,767 m/s = 76,7 cm/s

kg m?
Apyis = pg - 0,05m = 1'00059'8T0'05 m = 490 Pa
Apys ~ 490Pa

Q 10-10*m?

10-10*m? = 7 R? = Ry/10 - 10* m?/m = 0,0168 m

Pa
Apyis = RfQ = Ry = = 639.000 )

E 8nL RfT[R4 639.000 Pa/m?  (0,0178 m)* B
= = = = = .
e ) 8 -01m aox FarS
= 254 cp
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Exemple 7:  L’aigua del diposit de la figura es va =7
escapant per un capil-lar horitzontal de
radi » 1 longitud L. a) Demostreu la
relaci6 segiient entre 1’altura del nivell
de liquid al dipbsit h, 1 el cabal de h 4#"

sortida Q = p grr’

velocitat del ﬂuld dins del capil-lar és molt petita.) b) Calculeu el
temps que triga a baixar el nivell d’aigua de 10 cm a 5 cm. Dades: la
viscositat de ’aigua és 1,00 mPa's, R =2,5 cm, L =20 cm i r = 0,25

h. (Suposeu que la

mm.
pl :patm
a) v1~1()
1 1
PLt pgYL+5PVE = D2+ pgY2 +5pY; .
Patm + PgY1L = P2 + PGY> A L
= D2 = Patm + Pgh ot 3
Apvis = D2 — P3 = Patm + pgh — Patm VZNO D3 Pam
= pgh
8nL rt
Apyis = RfQ = ?Q =0Q= 8nLApV1s
pgnr*
Q= @pgh P h
b)
- p2dh
Q =mRv; = —mR*— :_nRzﬁ—pgmL}h:%—— pgrt .
0= pgnr* dt  8nlL R 8nLR?
8l
dh _ —pgr* —pgr4 he
T ayLre My e =g pat = h_o
:—pgr ‘5 In ho _ pgr* t:>t=8nLRzl ho
8nLR? h; — 87LR? pgr*  hy

BILR* ho _ 8-107Pa-s-02m (251072 m)??  1010%m
pgr* " h;  1.000kg/m?®-9,8m/s2- (05103 m)* = 5102m
~18.108s

t =18.108s=5h1min46s
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Moviment de solids en fluids a baixa i alta velocitat: llei de
Stokes

Forces d’arrossegament viscoses: friccid d’un solid quan es mou dins d’un fluid. Per
exemple, la fricci6 del cotxe augmenta amb la velocitat a causa de la viscositat de ’aire.

Les forces d’arrossegament viscoses s’oposen al moviment d’un objecte solid al si d’un
fluid.
e A velocitat baixa, Fr X vin
e A velocitat alta, turbuléncia, Fr o v?2
La frontera entre els dos régims la marca el nombre de Reynolds.
Per a una esfera que es mou dins d’un fluid, el nombre de Reynolds
és:
P VR

Ny = |

on 7 ¢€s la viscositat del fluid, p la densitat del fluid, v la velocitat

de ’esfera i R el radi de ’esfera.

Si Nr< 1, régim laminar o friccio viscosa, v petita o R petit
Nr> 1, réegim turbulent, v gran o R gran.

Friccio viscosa

Es el resultat del fregament entre la capa de fluid unida al solid i amb velocitat v (la
mateixa que el solid) 1 les capes de fluid properes.

Llei de Stokes per a una esfera:
Fr = 6mRvny
En general:
Fr = ¢Rvn, ¢ coeficient aerodinamic, parametre adimensional de caracter geometric
associat a la forma del solid

Velo(c)ﬁzillizr?]ltl'avors Frisa=0 E F.  Sarriba a un punt en el qual Fr
compensa la forca que accelera el
4 4 solid; llavors, la suma de forces =
6mRv N +=nR3pg = =nmR3p,g 0, a = 0, i el solid es mou a

3 4 3 velocitat constant (Fr €s constant).
6v,n = §R2 glps — p) Aquesta velocitat és la velocitat
2 R2 s limit o velocitat maxima en caiguda

v, = §7g(ps —p) mg liure.

on vz ¢és la velocitat limit, # és la viscositat del fluid, p és la densitat del fluid i ps és la
densitat del solid.

Cal recordar que aquest resultat només ¢€s valid en régim laminar, és a dir, quan Nr< 1.
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Exemple 8:  Una esfera d’acer de 0,1 cm de radi es deixa caure en un tub ple de
glicerina. a) Suposant que la forga d’arrossegament segueix la llei de
Stokes, quines seran les velocitats limit de 1’esfera si la glicerina esta
a20°C, 40 °C, 60 °C 1 80 °C? b) Calculeu el nombre de Reynolds per
als quatre casos anteriors. ¢) Es correcte suposar que la forga
d’arrossegament segueix la llei de Stokes? Dades: el coeficient de
viscositat de la glicerina és 1,30 Pa-s a 20 °C, 0,34 Pa-s a 40 °C, 0,10
Pa-s a 60 °C i 0,036 Pa-s a 80 °C, la densitat de I’acer és 7,8 g/cm’ i
la densitat de la glicerina és 1,26 g/cm®.

2
a) Per a esferes: v, = g%g(ps —p)

10-2 2
v,(20°C) = 28222 9,81 m/52(7.800 — 1.260 )kg/m® = 0,11 m/s
o (0,1-'10—2 m)? 2 3 —
v, (40°C) = 5W9,81 m/s“(7.800 — 1.260) kg/m° = 0,419 m/s
oy 2 (0,1'-10-2 m)? 2 3
v, (60°C) = 5 oo 281 m/s“(7.800 — 1.260 ) kg/m°> = 1,424 m/s
oy 2 (0,1’-10-2 m)? 2 3 —
v, (80°C) = 5 ooseps 281 m/s“(7.800 — 1.260 ) kg/m> = 3,956 m/s
b) Per a esferes: Ny = pTVR
v _ 3. .0,1-102
NR(ZOOC) — PVR — 1.260 kg/m (1),?1’113:15/5 0,1-107“ m —= 0,106 < 1
3.0 0,1.10~2
NR(40°C) _ pVR — 1.260 kg/m*-0,0419 m/s-0,1-10™“ m _ 1’55 >1
n 0,34 Pa's
3. .0,1-102
NR(60°C) _ ﬂ{ _ 1.260 kg/m*-0,1424 m/s-0,1-:107“ m _ 17’945 >1
n 0,10 Pa-s
3. .0,1-102
NR(80°C) _ P VR _ 1.260 kg/m*>-0,3956 m/s-0,1-107“ m — 138, 5> 1
n 0,036 Pas

¢) A 20 °C Nr< 1, és correcte aplicar Stokes,
a 40 °C, 60 °C 180 °C Nr> 1, no és correcte aplicar Stokes.

Forces d’arrossegament a alta velocitat

Quan Nz> 1, el régim no és laminar 1 no podem aplicar Stokes.
En aquest cas, la forca de friccid viscosa és proporcional a la velocitat al quadrat del
solid 1 no depén de la viscositat:

2
Fp = CAA%

on A és la seccidé transversal (per a una esfera, mR?) i Cu és el coeficient
d’arrossegament.

C4 depen del Nr 1 es mesura experimentalment o es calcula numericament. De tota
manera, la dependeéncia de C4 a Nr €s molt suau, de manera que el podem considerar
constant en un rang de valors relativament ample de M.

Valors aproximats Cy
Disc circular 1,2
Esfera 0,4
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Avid 0,06

Velocitat limit:

Igual com en el cas del réegim laminar, quan un objecte solid és accelerat per una forga,
en augmentar la velocitat, també augmenta la for¢a de friccid viscosa (quan v?1 llavors
Fr!), de manera que s’arriba a un punt en el qual Fr compensa la forca que accelera el
solid; llavors, la suma de forces = 0, a = 0, 1 el solid es mou a velocitat constant.

—_— —

2
CAAZE+Vpg = Vpgg E F,
Vi _ yg (PP
At = vg( ; )

w= 22" !

mg

Exemple 9: a) Esbrineu quan la velocitat limit en la caiguda lliure d’un home sera
més petita: si estén els bracos i les cames o si cau en posicié encongida.
Suposeu que un home de 80 kg de massa 1 densitat 0,96 kg/l salta des
d’un avié. La densitat de I’aire a 20 °C és d’1,204 kg/m>. b) Quina és la
velocitat limit si cau amb cames 1 bragos estesos? Suposeu que el
coeficient d’arrossegament és 1, i que la seccid transversal és 0,56 m?.
¢) Quina ¢és la velocitat limit si cau en posicié encongida? Suposeu que
la secci6 transversal és 0,30 m.

El moviment d’objectes macroscopics a 1’aire sempre es dona en régim turbulent.

_ g (pPs—P\V
a)vL— Za(—p )Z’

si AT = v], com que 4 estés > 4 encongit = v estes < v encongit

b)
vy = 2£<Ps - P)K _ |, 281 m/s (960 kg/m® — 1,204 kg/m*) 0,0833 m* _
’ Ca\ p /A 1 1,204 kg/m3 0,56 m?
= 48,19 m/s
_m _m _  80kg _ g
p=y V== 5=00833m
)
v = zi<u>K _ |, 281 m/s (960 kg/m® — 1,204 kg/m?) 0,0833 m® _
’ a\ p JA 1 1,204 kg/m3 0,30 m?2
= 65,84 m/s
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Aplicacions: centrifugacio i sedimentacio

En biotecnologia, s’aprofiten les grans acceleracions obtingudes en girar de pressa per
separar molécules de diferents grandaries als laboratoris. Per exemple, per separar els
diferents components de la sang, per separar la caseina de la llet, etc. També permeten
determinar la massa de molécules i microorganismes i d’aquesta manera identificar
molecules 1 microorganismes.

Centrifugadora “ | Abans i després de centrifugar

La velocitat d’una molécula depen de la forca d’arrossegament viscosa i de la seva

massa.

) <

M

forca centrifuga, F,.

>
contrapes mostra l

Y mg

2
4
Fc =m—=mrw® = macg

Les centrifugadores es dissenyen de manera que acr >> g (tipicament acr pot ser de
prop de 500.000 g), de manera que podem negligir la forca de gravetat. Aixi, la mostra
es comporta com si estigués en un planeta on el seu pes fos:

Pes® = macr = mg®

Aquest pes es coneix amb el nom de pes efectiu 1 1’acceleracio gravitatoria efectiva és:
g° =acp =rw’

Les molecules en suspensio que son més denses que el fluid es mouran cap a I’extrem
empeses pel Pes¢, i finalment sedimentaran a I’extrem del tub.
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Pes® = mg°® E’e
Ee — pvge mg@
Fr = ¢Rvn F’
V== r
Pm

on ¢ ¢s el coeficient aerodinamic (adimensional), v €s la velocitat de la molecula, # és
la viscositat del fluid, p és la densitat del fluid i pm és la densitat de la molécula.

La velocitat limit, vz, és donada per:
PRy, + pVg® = mg® = pRv,n = mg® — pVg® = mg® (1 = L)

. Pm

= (1-2)

v, =" (1L
L™ ¢ry pm

El terme ¢R s’anomena factor geometric i té unitats de longitud.

Aplicacions:
e Si coneixem la massa de la molécula, la viscositat, la densitat del liquid i de la
molecula, ¢ 1 g° podem determinar el temps que triga a sedimentar la mostra.

Generalment, es determina experimentalment la constant % (1 - pi); llavors, a partir
m

de la velocitat de gir, o, podem controlar g° (g¢ = rw?), i finalment calcular el temps
necessari per sedimentar.

e La velocitat v es pot mesurar Opticament i ¢pRn també es pot determinar, de
manera que podem mesurar les masses moleculars.

e Si tenim una mostra amb diferents molécules (o microorganismes), les podem
separar, atés que per a un temps donat es mouran a diferents velocitats i, per tant, la
distancia que recorreran sera diferent. D’altra banda, atés el temps i1 1’espai recorregut,
podem determinar vz, i d’aquesta manera identificar les diferents molécules.

+#— Plasma (55%)

Capa leucocitaria
2— |leucocits i plaquetes
(<1%)

Eritrocits (globuls
vermells) (45%)

s o :
deparaci6 dels components de la sang

per centrifugacio )
Esquerra, sang infectada per la

malaria; dreta, sang normal
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Dinamica de fluids viscosos

Exemple 10: El virus del mosaic del tabac té una densitat de 1.370 kg/m? i el factor
geométric en aigua és 1,16 10°° m a 37 °C. Si ’acceleracié centrifuga és
igual a 2,0-10° g i el valor experimental de la velocitat de sedimentaci6 a
37°C és 3,7-107° m/s, quina és la massa molecular d’aquest virus?

m e
p, =18 (1 _ L) -
@R7 Pm
_ RMvL (1 _ i)‘l _ 37105m/s1,16 106 m-1,005 1073 Pa-s( _1.000 kg/m3) _

g° Pm 2105 -9,8 m/s? 1.370 kg/m3

_ -20 1 uma _ 6
=8,1510 kg—L66 T 4,91 10° uma

m

Demostracio de la llei de Poiseuille

Suposem que el flux al llarg de la L

canonada de radi R i longitud L és r  —

laminar. Dividim el flux en cilindres I ey Vv
de radi r. La velocitat del fluid depén | p _—
de la distancia r. Al centre (» = 0) la . :
velocitat és maxima, mentre que a la —>

capa de fluid en contacte amb les
parets (» = R) el fluid esta aturat (v = 0).

Per demostrar la llei de Poiseuille farem la suma de forces sobre el cilindre de radi 7.
Aquesta suma ha de ser nul-la per tal que la velocitat sigui constant (independent del
temps). Tenim dues forces, la que fa la diferéncia de pressiéo 4p = p, — pp, que empeny
el fluid cap endavant, i la forg¢a de fricci6 viscosa amb el fluid que envolta el cilindre
F\(r), que s’oposa al moviment del fluid:
F (r)

ApA; = E,(7) ApA, =% —

on Ay = mr?

I de la definicid de viscositat, les forces de friccid son:
dv dv
lr(T) —--—UAAl‘E; =-n 27TTI,E;

. . ) . dv ) . D
El signe negatiu sorgeix del fet que el gradient d—: ¢s negatiu (la velocitat disminueix

quan 7 augmenta) i estem calculant el modul de les forces, que ha de ser positiu.

Llavors, si la velocitat de la capa és constant, la suma de forces és nul-la:
Apr

d
Apnr? = —n 2nrL = = dv = — - dr
ar 2nL
Si integrem 1’equacid anterior tenim:
—_ _ 4% — _ 4 o
v(r) = anfrdr s C

A més, sabem que v(R) = 0:

— _ 4 2
U(R)—0=>C—4nLr
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Dinamica de fluids viscosos

El perfil de velocitats és:
_ A p2 2
v(r) = 35 (R? —12)
Per tal d’expressar aquesta relacié en funcié del cabal Q o de la velocitat mitjana v =

%, cal integrar el perfil de velocitats:

- 1 2 2 A
= ﬁf v(r)2nrdr = Ff v(r)rdr = ﬁf—p(R2 —r®)rdr =

4nL
Ap 2 3 Ap [R* R* ApR?
= [R? [ rdr — [r3dr] = —— ===
2nLR? 2nLR? | 2 4 8nL

I finalment, si a I’expressio anterior aillem la diferéncia de pressions, tenim:
_ 8nL _
Ap = R—ZU QED
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Qiiestions del tema 12
Viscositat

1. Larelacio entre la viscositat i la viscositat cinematica en funci6 de la temperatura és
lineal? Justifiqueu la resposta.

Sol.: no, ateés que la densitat d’un fluid també depen de la temperatura.

2. Una capa de 5 mm de gruix d’un fluid S 2m

separa dues lamines planoparal-leles. La lamina 50 ¢ / o
inferior es manté¢ aturada mentre que s’aplica L

una for¢a £ per tal de mantenir la placa superior | | — '

en moviment a una velocitat de 0,1 m/s. 5mm —r

Determineu el cabal que circula entre les dues | = /
lamines 1 la forga F' que cal aplicar. Dades la v=0

viscositat del fluid és 0,8 Pa-s i les dimensions de les lamines sén de 50 cm % 200 cm.
Sol.: 16 N, 0,05 m?/s.
Flux laminar i turbulent

3. S’ha comprovat experimentalment que el flux d’un fluid de densitat p i viscositat 7
a través d’una canonada de radi r és laminar si el nombre de Reynolds és més petit que

2.000 1 es inestable (intermitent o turbulent) quan ¢s superior a 2.000. Recordeu que el

nombre de Reynolds es defineix com: N = Zi’i, on v és la velocitat mitjana del fluid

dins la canonada. @) Calculeu el nombre de Reynolds per al flux de la sang a través de
I’aorta i d’un capil-lar. ) Com és el flux de la sang en sistema circulatori, laminar o
turbulent? Dades: a 37 °C la densitat de la sang és 1,0595 g/cm’ i la viscositat és 2,084
cp, el radi tipic d’un capil-lar és 2 um i la velocitat del flux sanguini és 0,33 mm/s i a
I’aorta el radi és d’1,3 cm 1 la velocitat mitjana del flux sanguini és 0,2 m/s.

Sol.: @) 2.643 1 6,71-107%; b) inestable a ’aorta i laminar al capil-lar
Flux viscos

4. Un oleoducte d’1 km de llarg i una secci6 d’1 m de diametre ha de superar un
desnivell de 20 m. Per I'oleoducte circula un cabal de petroli de 10 I/s. a) Calculeu la
poténcia de la bomba que hauriem de situar al principi de 1'oleoducte per superar el
desnivell. Suposeu que es tracta d'un fluid ideal. ) Es possible calcular la resisténcia al
flux de la canonada? En cas afirmatiu doneu el valor de la resisténcia al flux de la
canonada. ¢) Quina potencia es perd per culpa de la fricci6o? A partir d'aquest resultat
justifiqueu si es correcte I'aproximacié de fluid ideal feta a I'apartat a). Si en lloc de
transportar petroli, I'oleoducte transportés gasolina. d) Es possible calcular la resisténcia
al flux de la canonada? En cas afirmatiu doneu el valor de la resisténcia al flux de la
canonada. e¢) En quin cas és més gran la resisténcia al flux? Dades: Densitat de la
gasolina 680 kg/m?, densitat del petroli 860 kg/m?, viscositat de la gasolina 3,2 10™* Pa-s
i viscositat del petroli=8,4 107 Pa-s.

Sol.: a) 1687 W; b) Si, 342 Pa-s/m’; ¢) 0,0342 W; d) No; e) per la gasolina.
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5. L'oli d'un motor passa per un tub de 0,90 mm de radi i una longitud de 55 mm, sent
4,0-10° Pa la diferéncia de pressié entre els extrems del tub. Quin és el cabal que circula
per aquest tub? Dada: la viscositat de I'oli 0,20 Pa-s.

Sol.: 9,36 10 m¥/s.

6. Quina ¢és la poténcia dissipada en un tub que transporta un fluid amb un cabal de
0,15 m?/s si la resisténcia al flux és de 4-10* Pa-s/m>?

Sol.: 900 W

7. Es fa passar per un tub un cabal de 0,01 m*/s d’un fluid determinat. La poténcia
dissipada és 1,5 W per cada metre de longitud. Quina és la resisténcia al flux en un
metre de tub?

Sol.: 15.000 Pa‘s/m?

8. Per un tub de 0,02 m de radi flueix aigua que esta a una temperatura de 20 °C. A
cada metre de longitud es produeix una caiguda de pressiéo de 100 Pa i una disminucio
de poteéncia de 0,8 W. a) Quin és el cabal que circula pel tub? b) Quina ¢€s la velocitat
mitjana de I’aigua? ¢) Es laminar el flux?

Sol.: @) 8-:107 m%/s; b) 6,37 m/s; ¢) no

9. Una canonada prima per la qual circula 4,0 cm*/s d’aigua (p=1000 kg/m*, #=1,005
10 Pa-s) esta formada per dos tubs rectes units en série de 2,51 1,5 mm de radi, i de 3 i
2 m de llarg, respectivament. Determineu: a) la resisténcia al flux de la canonada b) la
caiguda de pressi6 al llarg de la canonada i ¢) si mantenim el cabal fins a quin radi
podem reduir la segon tram a fi de mantenir un flux laminar.

Sol.: a) 1,207 - 10° Pi:; b) 4830 Pa; ¢) 1,27 mm.
m

10. El diposit de la figura conté un liquid de
densitat 1050 kg/m® i desaigua a l'atmosfera per
un tub horitzontal recte de 3 m de longitud 1 2
mm de radi. Separats a 1 m de distancia s’han
ubicat uns tubs verticals oberts a 1’atmosfera. El I
nivell de liquid en el diposit i en els tubs < — —
verticals esta situat a 100, 64,8 1 32,4 cm per Im I'm I'm
sobre del tub, respectivament. Suposant que el flux és laminar, calculeu: a) el cabal que
surt del diposit, ») La viscositat del liquid i ¢) el maxim nivell del liquid en el diposit
perque el flux sigui laminar. Suposeu que el nivell del dipdsit és manté constant.

100 cm

64,8 cm
32,4 cm

Sol.: @) 9,31 10 m’/s; b) 2,25 103 Pa-s; ¢) 1,464 m.

11. La caiguda de pressi6 al llarg d’una canonada de coure és de 103 Pa i el cabal de
liquid al llarg d’aquesta canonada és 0,01 m?/s. @) Quina és la resisténcia al flux? b)
Quina poteéncia cal subministrar per mantenir el flux? ¢) Aquest calcul és valid tant per a

un flux laminar com per a un flux turbulent?

Sol.: @) 10,3 kPa-s/m>; b) 103 W; ¢) si
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Moviment de solids en fluids

12. Calculeu la velocitat limit de caiguda d’una gota d’aigua a ’aire segons la mida de
la gota i suposant régim laminar (llei de Stokes) i régim turbulent. Feu el calcul per
gotes de 0.1, 1, 10, 100 pm i 1 i 10 mm. Representeu els valors de les velocitats respecte
del radi en una grafica d’escales logaritmiques. Observeu que les dues linies es tallen en
un punt, que correspon aproximadament al punt en que el régim del flux passa de ser
laminar a ser turbulent. Calculeu el radi on aixo succeeix, és a dir, el radi en que les
dues aproximacions donen la mateixa velocitat limit. Per aquest radi, determineu el
nombre de Reynolds. Dades: considereu C4=1,2; densitat de ’aigua=1g/cm?; viscositat
de ’aire= 1,8-107° Pa-s. Negligiu I’efecte de I’empenyiment sobre les gotes.

Sol.: 10,475 pm, 10

13. Un globul vermell esféric de 5-10°° m de radi i densitat 1,3-10° kg/m> esta en aigua
a 37 °C. Quina sera la seva velocitat limit en caiguda? Dades: densitat de 1’aigua a
37 °C, 992 kg/m?*; viscositat de I’aigua a 37 °C, 0,695 cp. Suposeu que es compleix la
llei de Stokes.

Sol.: 2,41-107° m/s

14. a) Quin és el radi maxim d’una particula de pols de densitat 3-10° kg/m? perqué la
llei de Stokes sigui valida en el calcul de la velocitat limit de caiguda d’aquesta
particula en aire a 20 °C? b) Repetiu I’apartat anterior perd suposant que la particula es
mou en aigua a 20 °C? Dades: la densitat i la viscositat de I’aire a 20 °C son 1,204 kg/m?
i 1,81-107 Pa-s, respectivament; la densitat i la viscositat de I’aigua a 20 °C s6n 998
kg/m®i1,005-107 Pa-s.

Sol.: a) 3,47-10° m; b) 6,14:10° m

15. Considerem que tenim dos objectes del mateix material (acer, densitat 7 g/cm®), un
de forma esférica i el segon en forma d'una lamina quadrada d’1 cm de gruix. Les dues
peces contenen 1 kg de material. @) Determineu el radi de l'esfera i el costat del quadrat,
de les dues peces. Deixem caure els dos objectes des d'una algada de 20 m. La lamina la
fem caure amb la cara quadrada en posicid horitzontal. Com que el regim és turbulent,
suposeu que el coeficient d'arrossegament és igual a 1. La densitat de l'aire és 1,3 kg/m”>.
b) Quina ¢és la velocitat limit de caiguda de cadascun dels dos objectes? ¢) Quin dels dos
arribara primer a terra?

Sol.: a) 0,0324 m 10,119 m; b) 67,6 m/s, 32,5 m/s; ¢) la bola

16. En un dia de tempesta, la pedra, que té una forma aproximadament circular, pot
assolir facilment dimensions de prop d’1 cm de radi. a) Quina velocitat limit assoleix la
pedra si suposem que la forga de friccido deguda a 1’aire és determinada per la llei de
Stokes? b) Quina velocitat limit assoleix la pedra si suposem que el moviment de 1’aire
al voltant de la pedra és turbulent? ¢) Calculeu el nombre de Reynolds per al primer cas
i indiqueu quin dels dos resultats és més realista. Dades: densitat del gel, 0,917 g/cm?,
densitat de I’aire a 20 °C, 1,204 kg/m?; viscositat de 1’aire a 20 °C, 1,81-107° Pa-s, i
suposeu que el coeficient d’arrossegament és igual a 1.

Sol.: @) 11.000 m/s; b) 14,1 m/s; ¢) 7,33-10°, el segon resultat és molt més realista.
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17. Els musculs encarregats d’impulsar un peix dins 1’aigua generen una poténcia de
0,4 kW, el 60 % de la qual s’aprofita per a la nataci6. Si el peix pot arribar a moure’s
fins a una velocitat de 5 m/s 1 I’area maxima de la seva seccio transversal en la direccio
del moviment és de 100 cm?, quin és el valor del coeficient d’arrossegament?

Sol.: 0,384

18. Una pilota de beisbol té una massa de 0,149 kg i un radi de 0,037 m. Una pilota de
tennis de taula té una massa de 3-107 kg i un radi de 0,018 m. Es llancen ambdues a
I’aire a una velocitat horitzontal de 15 m/s. @) Quina és inicialment la rad entre les
forces d’arrossegament que actuen sobre cadascuna de les pilotes? b) Quina és
inicialment 1’acceleraci6é deguda a la forca d’arrossegament que actua sobre cadascuna
de les pilotes? Nota: suposeu que C4= 1,0.

Sol.: @) 4,22; b) 3,91 m/s?; 45,9 m/s>
Centrifugacio i sedimentacio

19. La molécula d’una proteina té una massa de 10° uma (1 uma = 1,66-10%" kg) i una
densitat d’1,35-10° kg/m>. Dins d’una centrifugadora se sotmet a una acceleraci6 de
2:10° g. a) Si es troba en aigua, quin és el seu pes efectiu? b) Quina és la forga
d’empenta?

Sol.: @) 3,25-107'N; ) 2,41-10 ' N

20. Un virus té una massa molecular d’1,06-107 uma i una densitat d’1,35-10° kg/m>. El
factor geométric en aigua val 3,58-107" m a 20 °C. Quant temps cal perqué sedimenti

102 m si I’acceleraci6 centrifuga és igual a 10° g?

Sol.: 805 s
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13. Termometria i calorimetria

Objectius
Que és la temperatura?
Concepte d’equilibri téermic
Descripci6 de diferents escales de temperatura
Descripci6 de I’escala absoluta de temperatures
Descripci6 del gas ideal
Concepte de gram/mol
Descripci6 de la mescla de gasos
Descripcid6 de la dilatacio termica
Concepte de calor i de capacitat calorifica
Descripcid6 dels canvis de fase
Interpretacio dels diagrames de fase de substancies pures

Termometria. Principi zero de la termodinamica

Que és la temperatura? Es una mesura de 1’energia cinética mitjana de les particules
(molecules o atoms) que formen la materia en un punt donat.

Com podem mesurar la temperatura?

Per entendre com mesurar la temperatura, primer cal descriure que és I’equilibri termic 1
el principi zero de la termodinamica.

Equilibri termic Un objecte esta en equilibri térmic quan la temperatura és constant en
tot I’objecte 1 no varia en el temps. L’objecte esta a una
temperatura constant Teq.

B

Principi zero de la termodinamica. Si un cos A

esta en equilibri térmic amb un cos B, 1 aquest cos

B esta en equilibri térmic amb un cos C, llavors el A C
cos A esta en equilibri térmic amb el cos C.

Aquest principi és el fonament de funcionament dels
termometres. En aquest cas, el cos B seria qui faria
el paper de termometre 1 el cos A4 seria la referencia
0 patro.

Els termometres es basen en el que anomenem
una propietat termomeétrica, €s a dir, una propietat
que depén de la temperatura i a partir de la qual ens
sera possible determinar la temperatura mitjangant
un calibratge. Per exemple, el termometre de
mercuri: el volum ocupat pel mercuri és |
proporcional a la temperatura (aix0 correspon al &
fenomen de la dilatacio, que descriurem meés endavant).
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Termometria i calorimetria

ll@ll U

T=0°C T=100°C
Aigua amb gel  Aigua en ebullicid

Calibratge: generalment es treballa amb dos punts de calibratge. Un punt de
calibratge €s un sistema que esta en equilibri termic. Per exemple, el punt de gel, on
coexisteixen aigua 1 gel en equilibri (77 = 0°C) 1 el punt d’ebullici6 de 1’aigua
(T=100 °C), tots dos a pressio atmosferica.

El principi zero ens assegura que si ara col-loquem el termometre en contacte amb
qualsevol altre objecte 1 la columna de mercuri se situa a la marca de 0 °C, llavors
aquest objecte es troba a la mateixa temperatura que 1’aigua en equilibri amb el gel, és a
dir,a 0 °C.

Altres propietats termometriques:
a) Longitud d’una columna: termometre de mercuri o alcohol.
b) Resisteéncia eléctrica. Termistors.
¢) Diferéncia de potencial entre dos conductors diferents soldats en un extrem.
Termoparells.
d) Color.
e) Pressio d’un gas a volum constant.

Calibratge d’una propietat termoeléctrica lineal:
Sigui la propietat p(7) proporcional a la temperatura,
T=k-p+b itenimp(100 °C)ip(0°C).

100°C = k - p(100°C) + b
0°C = k - p(0°C) + b

100°C — 0°C = k[p(100°C) — p(O°C)]}
T=k-p+b

T —0°C = k[p(T) — p(0°C)]

r—oc _  p)—p@00 __p(M) —p0°C)

= ST = 100°C
100°C — 0°C ~ p(100°C) — p(0°C) p(100°C) — p(0°C)

En general, si tenim 71, 72, p1 1 p2, llavors,
7 P0) P

T,—T,)+T
P — Py (Th 2) 2

Escales de temperatura

Depenent de les referéncies emprades en els calibratges s’obtenen escales diferents.
Les més emprades:

— Grau centigrad, °C

— Grau Fahrenheit (molt emprada als EUA), °F

— Kelvin, K, és la unitat del SI. L’analitzarem més endavant.
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La temperatura en graus Fahrenheit en els dos punts de calibratge de 1’escala
centigrada son:
Punt de gel, 0 °C — 32 °F
Punt d’ebullicio, 100 °C — 212 °F

Conversi6 de °C a °F 1 viceversa:

5 9
TC =§(TF - 329F) (=1 TF = ETC + 329F

Termometre de gas. Escala absoluta de la temperatura

Bany
Les propietats termomeétriques tenen dos térmi)c ----- F-
problemes:
a) Les escales son limitades, no abasten tot el rang
de temperatures.
b) No son perfectament lineals.

- mercuri

Per aquesta rad, termometres ben calibrats poden donar
lectures diferents.

Llavors, quina escala és la bona?

El termometre que es fa servir com a referéncia per crear 1’escala absoluta de
temperatures és el termometre de gas. La propietat termometrica és que en un gas ideal
el producte de la pressid pel volum és proporcional a la temperatura.

pV T
El gas ideal no existeix, i la V

relacid anterior depen del gas, pero si gas 1
mantenim J constant i reduim la M
pressio p (enrarim el gas, cada vegada

hi ha menys molecules dins del | .7 ..

recipient), llavors observem que quan o e o 8AS 3
p—0, tots els gasos convergeixen al

mateix valor. Aquest limit, el del gas
enrarit, correspon al gas ideal.
L’escala universal s’estableix a partir
del valor limit; d’aquesta manera la mesura de la temperatura no depén del gas. A més,
en el limit de gas ideal, el producte pJV és perfectament lineal, 1 aix0 ens permet establir
una escala universal de temperatura.

Escala absoluta

rn
El producte pV depén linealment de la
temperatura,
pV=aT +b r.= b, e
On a ¢és el pendent i b la coordenada a -273,15?,..»-»-“”
’origen. 0 f(" 0
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En el limit pV—0, la temperatura €és Tmin = —273,15 °C. No poden existir temperatures
inferiors. Aix0 ens permet establir una escala absoluta de la temperatura, en que la
unitat €s el kelvin:

Ty =T, + 273,15

La escala Kelvin ¢€s la mateixa escala que la centigrada; I'inica diferéncia és que hem
fet coincidir 1’origen amb el valor minim de la temperatura, aixi:
e Tmin=0 K ien D’escala absoluta 7 en K > 0. No existeixen temperatures
negatives en I’escala absoluta.
e Els increments de temperatura son iguals en K i en °C, €s a dir, un augment
de 10 °C també ¢és un augment de 10 K, la diferéncia entre les dues escales
esta en els valors absoluts, els increments son iguals.

Per altra banda, si utilitzem [’escala absoluta, la relacidé pV per a un gas ideal se
simplifica:
pV =aT

Noteu que es fa servir grau centigrad °C o Fahrenheit °F, pero la unitat en sistema
internacional és el kelvin, K, no feu servir mai bIQ

El canvi d’escala de temperatures no es pot fer amb un simple factor de conversio;
aixo vol dir que les relacions que deduirem tot seguit només son valides si fem servir les
unitats Kelvin per a la temperatura.

Gas ideal

Hem vist que si fem servir ’escala de temperatures Kelvin, llavors en el limit del
gas ideal es compleix que

pV =aT

El pendent a, per al gas ideal, només depén de la quantitat de gas i no de la
naturalesa del gas.

~ R { n, nombre de mols
a=nkon R, constant dels gasos ideals

R es pot determinar experimentalment i és igual a:

Ji atm [
R = 8,314 —— = 0,08207

K mol K mol
SI

Aixi doncs, I’equacié que descriu un gas ideal és:
pV = nRT

Que és un mol?
La massa dels atoms i molécules es mesuren en UMA (unitats de massa atomica).
Una UMA ¢és aproximadament la massa d’un prot6 (que al seu torn és aproximadament

la massa d’un neutro):
Mprots = Mpeutrs M =~ 1uma = 1,660 X 107 kg
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Com la massa dels atoms esta practicament concentrada en el seu nucli, llavors la
massa atomica ¢és aproximadament el numero de protons+ numero de neutrons en
unitats UMA. Per exemple,

Massa atomica del C: 12 UMA

Massa atomicadel H 1 UMA

Massa atomica del O: 16 UMA

Massa atomica del COz2: 44 UMA

Massa atomica de H2O: 18 UMA
A la taula periodica dels elements podem trobar les masses atomiques:

TAULA PERIODICA DELS ELEMENTS

) Simbgl  Nomhe Atimic
. soun S 7

s T 17 ] pes ki
A i et
3 sinTénc Eecironegativial =220 +1.1 ) eeinem e oo me e
(ecahdoPokog) | Hidrogon | Nombre d'Oxidodd

3 s

Ce | N7
12011 14,0067
e Fr e
Carboni Hiirogen
Silda | P15 | S

28,0855 30,9738 32066
BN [ETRY Y FIURRE AR P s |

Silci Fasfor Solre
e 32 | As 33 | Se 34

V2 | (r24 [Mn25|Fe2 |Co27 | Ni2B |Cu29

509415 51.9961 549380 589332 58,6934 43 546 7281 149716 789
6 (140 2305|100 +2e3eb 150 BB 1 n3fi a1 ise e |1 2|10 SEITRRRERY FITRRERE] FTYT]
Vonadi Crom | Manganés Cobalt Higuel Coure Ting Galli Germani | Arsénic Seleni

Nb 41 Mo 42 | Tc45 Rh 45 [Pd 46 |Ag 47 [(d 48 |In49 |Sn50 | Sb5I|Tes5?

9. 929064 9591 99) 10107 1029055 10642 107 8682 T 11488 1eno 121760 127.60
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Un mol és simplement la quantitat de substancia (numero de particules) de manera
que la massa en grams ¢és igual a la massa molecular, aixi:

1 mol de COz té una massa de 44 g

1 mol de H20 té una massa de 18 g

Quants protons (neutrons) calen per aconseguir una massa d’1 g?
Solucidé: nombre d’Avogadro, , N4:

1
NA : mprot() =1 g = NA = —g = 6,023 - 1023

proto
Aixi 1 mol sén N4 atoms o molécules, és a dir, 1 mol d’atoms sén 6,023x10% atoms

Mescla de gasos

78% N, 0,78 mols de N,
Aire sec:  21% 0, 0,21 mols d'0,
1% H,, He, ...)0,01 mols d'altres gasos
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Termometria i calorimetria

La llei de Dalton estableix que en una barreja de gasos ideals que no reaccionen
entre ells, cada gas es comporta de forma independent, de manera que podem aplicar per
cada gas la llei dels gasos ideals

p(N2) -V =n(Nx)RT
p(0z) -V =n(0z)RT

......... i
(p(N3) +p(0z) +---)V = (n(Ny) + n(03) + -+ )RT
pV =nRT

Els terme p(N2) és la pressiod parcial de nitrogen i és la contribuci6 del N2 a la pressio
total:

p =p(Nz) +p(0;) + -

Observeu que la pressio parcial de N2 és proporcional a la quantitat de No.

Dilataci6 termica

Quan la temperatura d’una substancia varia, el
seu volum canvia. Un increment de temperatura, AT, | y/
produeix un increment de longitud, 4l, i que és +——— ] ——> o>
proporcional a la longitud inicial lpia AT:

, Al
Al = 1,adT 6 = adAT
0
a és el coeficient de dilatacio lineal i té unitats de K™' o °C!.
Donat a en unitats de K!, quins canvis s’han de fer la conversid a uniats de °C™!?
a depen del material 1 també de la temperatura, encara que la dependéncia en la
temperatura és molt suau de manera que per intervals de temperatura moderats es pot

considerar constant.

Per alguns materials a 20°C:

Substancia a(20°C), K'!
alumini 2,5x107°
acer 1,1x107
plati 8,9x10°¢
diamant 1,2x10°¢
Invar 1,0x10°¢
Vidre pyrex 3,2x107
Vidre normal 9x107°
Grafit 7,9%x10°¢
Coure 17x10°°

El canvi de volum es pot determinar a partir del coeficient de dilatacié volumétric, f:

AV

7 = ﬁAT
0

Les unitats de #son K o0 °C.

Si el material és isotrop, llavors f = 3a.
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Termometria i calorimetria

Demostracio
V=10
v 312 dV = 312dl v _st dl =3 dl
dl vV [3 l
Llavors, per a increments petits,
av 312 dl = 3Al
vooB T
Per altra banda,
Al
— = adT

l
I finalment:

AV
7=3aAT = [ =3«

Calor i capacitat calorifica

Per canviar la temperatura d’un material cal transferir-li energia, per exemple
apropant-lo a un objecte que esta a una temperatura més alta.

La calor, Q, es defineix com la mesura de la transferéncia d’energia deguda a
una diferéncia de temperatura entre dos objectes.

Les unitats son les mateixes que les de I’energia, joules.

La capacitat calorifica, C, d’un objecte és la relacio ~ Calors especifiques de
entre I’energia transferida a aquest objecte i ’augment de  diverses substancies a 20 °C

temperatura causat per aquesta transferéncia d’energia: Substancia kJ/kg'K
Q Aigua liquida 4,184
Q =CAT = C =—= >
AT Vapor d’aigua 2,01
(100 °C)
Les unitats son joules/kelvins. Alcohol etilic 2.4
Alumini 0,900
La capacitat calorifica d’un objecte depen de la ‘umlm -
. NN Bismut 0,123
temperatura, de la seva massa (quantitat de substancia) i del
material. Coure 0,386
Gel (=10 °C) 2,05
Definim la calor especifica, ¢, d’una substancia com a: Mercuri 0,140
c=C/m, les unitats son joules/(kelvins-kg). Or 0,126
) ) . ) Plata 0,223
La calor especifica té¢ la virtut de dependre només de la \
) : o Tungste 0,134
temperatura 1 del material. En dividir per la massa, la .
dependéncia de la quantitat de material desapareix. Zinc 0,387
Plom 0,128
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Termometria i calorimetria

Si comparem 1’aigua i I’or, tenim:

Chy0 = 418 X 103 L cal transferir més energia a 1’aigua per aconseguir
kgK el mateix augment de temperatura en aigua i en or.

Cor = 0,126 X 103 L De fet, I’aigua és una substancia que es caracteritza
kg K per una calor especifica relativament gran.

Nova unitat, la caloria: quantitat de calor que cal subministrar a 1 g d’aigua a 20 °C per
augmentar la seva temperatura 1 °C:

J
= x 103 —— x 1073 kg x =
1cal =4,184 x 10 kg K 107 kg x 1 K=4,184]

A més, es defineix la capacitat molar com la rad entre la capacitat calorifica i el nombre
de mols:
cm = C/n, les unitats son joules/(kelvins-mols).

La capacitat molar també depén només de la temperatura i del material. La relacio entre
la capacitat molar 1 la calor especifica la dona la massa molar, M, de la substancia:

Cc mc
= —= Mc

C —
m n n

Per exemple, per a I’aigua
] 1kg 18¢g J
= 4,184 x 103 X X = 75,2
¢ kgK 1000g 1 mol mol K

Els gasos son un cas especial, ja que la capacitat molar depén de si el procés es fa a
volum o a pressio constant. A pressio constant cal subministrar més energia, atés que la
calor no només serveix per escalfar el gas, sind que també s’utilitza per augmentar el
volum (com veurem en el tema 15, una part de la calor s’inverteix a realitzar un treball
d’expansio).

Es pot demostrar que, per als gasos ideals monoatomics (He, Ar, Ne), la capacitat
calorifica és:

Cy = %nR (capacitat a volum constant)

5 . .,
Cp = EnR (capacitat a pressio constant)

1 per als gasos ideals diatomics (O2, N2, H2), la capacitat calorifica €s:
5
CV —_ EnR
7

Cp = ETlR
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Termometria i calorimetria

Canvis d’estat: calor latent

A banda de I’augment de la temperatura, la transferéncia d’energia també pot
provocar un canvi d’estat de la materia:
fusio: solid — liquid (solidificacié: liquid — solid)
Canvis d'estat{ sublimacié: solid — gas (condensacio: gas — solid)
evaporacio: liquid — gas (condensacié: gas — liquid)

Per a una substancia pura, el canvi de fase a una pressié donada es produeix a
temperatura constant.

Per exemple, el gel, quan I’escalfem, augmenta de temperatura fins a 0°C, a 0°C la
temperatura roman constant i la calor subministrada es destina a fondre el gel. Quan
s’ha fos tot el gel, 1 només quan s’ha fos tot, la temperatura torna a augmentar, ja que
tota la calor es destina a augmentar la temperatura de 1’aigua liquida.

Termometre

=]

S S+L L Terhps

A 100 °C comenga el procés d’ebullicid. De nou la temperatura es manté constant
durant tot el procés d’ebullicid, en que I’aigua liquida s’evapora.

punt de fusi6 de I'aigua: 0°Ca 1 atm }d del .
punt d'ebullici6 de I'aigua: 100°Ca 1 atm epenen defa pressio
La calor latent de fusio, Ly, és la quantitat de calor necessaria per fondre 1 kg de
substancia (o la calor que cal extreure per solidificar 1 kg de substancia):

Les unitats son J/kg.

La calor latent d’evaporacio, Lv, €s la quantitat de calor necessaria per evaporar 1 kg de
substancia (o la calor que cal extreure per condensar 1 kg de substancia):
Q =mL,

Les unitats son J/kg.
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Termometria i calorimetria

Substancia PF, K
Aigua 273,15
Alcohol etilic 159
Sofre 388
Brom 266
Coure 1356
Heli -
Mercuri 234
Nitrogen 63
Or 1336
Oxigen 54,4
Plata 1234
Plom 600
Zinc 692

Ls, kJ/kg
333,5
109
38,5
67,4
205

11,3
25,7
62,8
13,8

105
24,7

102

PE, K
373,15
351
717,75
332
2839
42
630
77,35
3081
90,2
2436
2023
1184

Diagrama de fases d’una substancia pura

(1) només solid

(2) T constant fins a fondre’s
(2)—(3) liquid

(3) T constant fins a
convertir tota la substancia
en vapor

Linia verda: Punt de fusio,
limita la zona on el material
esta en fase solida de la zona
on el material esta en fase
liquida. Mostra la
dependencia del punt de
fusio respecte a la pressio.

Linia  blava: Punt de
sublimacio6, limita la zona on

Pressio (atm)

PE, K
2257
879
287
369
4726
21
296
199
1701
213
2323
858
1768

Diagrama de fases de l'aigua

27214

Punt critic

Liquid

Punt de fusio
) a pressio atmosferica Gas
=0 'Punt d'ebullicié
% \ (2) (3) 'a pressio atmjosférica
20
0,006 }------ A :
. 1 Punt triple
00,01 100 374
Temperatura (°C)

el material esta en fase solida de la zona on el material esta en fase vapor.

Linia vermella: Punt d’ebullicio, limita la zona on el material esta en fase liquida de la
zona on el material esta en fase vapor.

O: Es el punt triple; per a aquesta temperatura i pressié coexisteixen les tres fases: solid,

liquid 1 gas.

Per al COz, el punt triple esta a 7= 216,55 K, p=5,1 atm. Llavors, a pressio atmosferica,
el COz solid se sublima, passa directament de solid a gas; per aix0 es coneix com a gel

S€C.
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Pressio de vapor

Deixem un recipient tancat i aillat de I’exterior (V fixat i constant) amb una substancia a
I’interior.

Hi ha molecules que s’evaporen i n’hi ha que es condensen.

o ¥ w4
. e . f el Y
La pressio de vapor és la pressio d’equilibri entre el gas i el y —
liquid, de manera que hi ha tantes molecules que \\ % N
s’evaporen com molécules que es condensen. 4 o /
> /:-. X
La pressio de vapor depén de la temperatura, i — 4 f ¥
aquesta dependencia ens la dona la linia O-C. v X *
Quan es produeix 1’ebullicid? ) T Y e, ¥

Si la pressio exterior €s més petita que la pressio de vapor, no s’assoleix I’equilibri, hi
ha un deéficit de gas respecte del liquid i com a resultat hi ha més molecules que
s’evaporen. Aixi doncs, la quantitat de liquid disminueix progressivament fins que
s’acaba transformant tot en gas. Observeu que la pressido de vapor de I’aigua és una
atmosfera a 100 °C.

Un dels problemes de viure en llocs molt alts és fer un bon te, per qué?

On creus que trigara més a fer-se un ou dur, a Girona o a I’Everest? Per que?

A T’interior del liquid es formen bombolles de vapor; la pressi6 a ’interior és la pressio
de vapor. Si la temperatura correspon a 1’ebullicid, aquesta pressid és igual o
lleugerament superior a I’exterior, de manera que desplacen el liquid que les envolta
fins a assolir la superficie.

Punt critic: no hi ha distincid entre liquid 1 gas, les seves densitats son iguals. Per sobre
del punt critic podem passar del liquid al solid evitant 1’ebullicio.
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Qiiestions del tema 13

Equilibri térmic i termometres

1.  En un viatge pels Estats Units agafeu un refredat i compreu un termometre en una
farmacia per comprovar si teniu febre o no. Malauradament el termometre esta en
I’escala Fahrenheit i la temperatura mesurada del vostre cos és de 98,6°F. Teniu febre?

Sol.: No.

2. Lapressio d’un termometre de gas a volum constant és de 0,400 atm en el punt de
congelacid de I’aigua 1 de 0,546 atm en el punt d’ebullici6. a) Quan la pressio és de
0,100 atm, quina sera la temperatura? b) Quina ¢és la pressié en el punt d’ebullici6 del
sofre (444,6 °C)?

Sol.: a) =205 °C; b) 1,05 atm.

3. Un termometre de resisténcia de plati té una resisténcia de 10,00 Q a 0 °C i una
resisténcia de 13,95 Q a 100 °C. Suposeu que la relacid entre la resisténcia i la
temperatura és lineal. Quina temperatura correspon a una resisténcia de 10,79 Q?

Sol.: 20 °C.

4. Un termistor €és un dispositiu amb una resisténcia que varia considerablement amb
la temperatura, de la forma segiient: R = Rye®/T, on R és la resisténcia, T la
temperatura, 1 B 1 Ro son constants caracteristiques del termistor. a) Si R = 7360 Q a la
temperatura de congelacié de ’aigua i 153 Q a la temperatura d’ebullicid, esbrineu Ry i
B. b) Quant val la resisténcia del termistor a 98,6°F? ¢) Quin és el ritme de variacié de la
resisténcia amb la temperatura (dR/dT) en el punt de congelacio i1 en el punt d’ebullicio
de I’aigua? d) Per a quina d’aquestes temperatures és més sensible el termistor?

Sol.: @) B=3,94-10° K, Ro=3,91-10" Q; b) 1312 Q; ¢) -390 Q/K; —4,34 Q/K; d) punt
de congelacio.

Gas ideal

5. @) Si un mol ocupa un volum de 10 I a la pressido d’1 atm, quina és la seva
temperatura absoluta? b) Per tal que el volum pugui variar, el recipient que conté aquest
gas té un pist6. El gas s’escalfa a pressio constant 1 s’expandeix fins a un volum de 20 1.
Quina ¢s la temperatura del gas? c¢) El volum es fixa a 20 1, 1 el gas s’escalfa a volum
constant fins a una temperatura de 350 K. Quina és la pressio del gas?

Sol.: a) 122 K; b) 244 K; ¢) 1,44 atm.
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6.  Una caixa cubica metal-lica de 20 cm de costat conté aire a pressido a 1 atm i a una
temperatura de 300 K. La tanquem hermeticament, de forma que el volum sigui
constant, i ’escalfem fins a 400 K. Trobeu la for¢a neta feta per I’aire sobre cada paret
de la caixa en ’estat final.

Sol.: 1351 N.

7. Un pneumatic d’un cotxe esta a una pressié manometrica de 200 kPa quan esta a
una temperatura de 20 °C. Quan el cotxe es mou a suficient velocitat, la temperatura del
pneumatic augmenta fins a 50 °C. a) Suposant que el volum del pneumatic no varia i
que ’aire es comporta com un gas ideal, calculeu la nova pressi6 manomeétrica. b) Feu
el mateix suposant que, en escalfar-se, el volum del pneumatic augmenta un 10 %, en
lloc de ser constant.

Sol.: @) 231 kPa; b) 201 kPa.

8.  Un recipient posseeix un pisté ajustat i conté 1 mol de gas. La pressid i la
temperatura inicials son 2 atm 1 300 K. S’expansiona el gas a temperatura constant fins
que la pressi6 és d’1 atm. Després es comprimeix i s’escalfa simultaniament el gas fins
que recupera el seu volum inicial, perd amb una pressido de 2,5 atm. Quina és la
temperatura final del gas?

Sol.: 375 K.
9.  Una ampolla d’aire comprimit pot subministrar aire durant 90 minuts a un
capbussador quan ¢és a la superficie de I’aigua. Quant de temps durara la mateixa
ampolla quan el capbussador estigui a 20 m per sota la superficie de 1’aigua? Nota: el
volum d’aire inhalat no varia amb la profunditat.
Sol.: 31 minuts.
10. Quina ¢és la forga que cal fer per obrir la porta d’una nevera quan la temperatura
de ’aire de ’interior passa de 20 °C a 6 °C? La porta de la nevera té unes dimensions de
0,5 m? i suposeu que la porta tanca herméticament.
Sol.: 2,4 Kn.
11. Una bombona d’acer de 400 cm® de volum s’ha dissenyat per resistir una pressio
interior de 107 N/m?. Quants grams d’heli pot contenir sense que arribi a esclatar a 300
K?
Sol.: 6,48 g.

Mescla de gasos
12.  Un recipient conté 12 g de meta (CH4) 1 55 g de dioxid de carboni (CO:) sota una
pressio total de 2 atm 1 a una temperatura de 27 °C. Quines son les pressions parcials

dels dos gasos i quin és el volum del recipient?

Sol.: pcra= 0,75 atm, pco2= 1,25 atm, V' =24,6 1.
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13. L’aire dels pulmons (aire alveolar) t¢é una composicio diferent de la de l’aire
atmosferic. Per exemple, la pressio parcial del dioxid de carboni en I’aire alveolar és de
40 mm Hg. Quin és el percentatge de mols de COz2 en I’aire alveolar?

Sol.: 5,26 %.
Dilatacio

14.  Un pont d’acer té una longitud de 100 m. Si té una estructura Unica i continua,
quant variara la seva longitud des dels dies més freds d’hivern (=30 °C) fins als més
calorosos d’estiu (40 °C)?

Sol.: 7,7 cm.

15. Una via de tren d’acer d’1 km de longitud quan la temperatura és de 20 °C esta
fortament subjectada per ambdos extrems. Si la temperatura augmenta, la via comenga a
corbar-se cap amunt. Quan la temperatura ¢s de 25 °C, quina algada tindra la corba,
suposant que la forma que adopta és triangular?

Sol.: 5,24 m.

16. Un tub d’acer té¢ un diametre exterior de 3 cm a la temperatura de 20 °C, i un tub
de llaut6 a la mateixa temperatura t¢ un diametre intern de 2,997 cm. A quina
temperatura s’han d’escalfar els extrems d’ambdos tubs si el d’acer s’ha d’encastar
dintre del de llauto?

Sol.: 418 K.

17.  Un diposit d’acer de 20 m® de capacitat esta ple d’alcohol a 15 °C. Si el diposit i
I’alcohol s’escalfen fins a 47 °C, a) es vessara part de I’alcohol? b) Si ho fa, quina
quantitat es vessa? Dades: ficer = 33-107° K™!; Bitconot = 1,1:107° K.

Sol.: a) si; b) 0,683 m?>.

18. Un cotxe té¢ un diposit de benzina d’acer i de 60 1 de capacitat totalment ple quan
la temperatura és de 10°C. El coeficient de dilataci6 de volum de la benzina és
£=0,9-10" K!. Considerant la dilatacié de I’acer, quanta benzina es vessara si es
deixa el cotxe al sol 1 la temperatura s’eleva fins a 25 °C?

Sol.: 0,78 1.

19. Es vol construir un dispositiu en que dos punts (1 i 2) 1 2

es trobin a una distancia constant entre ells independentment ;?—LA—’<_L R

de les variacions de temperatura. Aixo es pot fer amb dues A

varetes amb diferents coeficients de dilatacio unides per un B

extrem com s’indica a la figura. a) Demostreu que la | L R

distancia L no variara amb la temperatura si L4 1 Lz ° s

s’escullen de manera que E—A = Z—B. b) Si el material de B ¢€s acer, el de 4 és llauto 1 L4 =
B A

250 cm a 0 °C, quin és el valor de L?

Sol.: ) 182 cm.

237



Qiiestions del tema 13. Termometria i calorimetria

Calor

20. La calor especifica d’un metall es determina mesurant la variacié de temperatura
que té lloc quan una porcio escalfada d’aquest material se situa en un recinte aillat
construit del mateix metall i que conté aigua. La porci6 del metall té una massa de 100 g
1 es troba inicialment a una temperatura de 100 °C. El recipient t¢ una massa de 200 g i
cont¢ 500 g d’aigua a una temperatura inicial de 20,0 °C. La temperatura final del
sistema ¢s de 21,4 °C. Quina ¢és la calor especifica del metall?

Sol.: 0,386 kJ/kg K.
Canvis d’estat

21. Quina quantitat de calor es desprén quan 100 g de vapor d’aigua a 150 °C es
refreden 1 es congelen produint 100 g de gel a 0 °C?

Sol.: 310,9 kJ.

22.  Quina quantitat de calor s’absorbeix quan 80 g d’aigua liquida a 50 °C s’escalfen
produint 80 g d’aigua vapor a 100 °C?

Sol.: 197,3 kJ.

23.  Un contenidor ben aillat conté 150 g de gel a 0 °C. @) Si s’introdueixen 20 g de
vapor d’aigua a 100 °C, quina sera la temperatura final del sistema en 1’equilibri? b) Hi
quedara gel sense fondre?

Sol.: a) 4,90 °C; b) no quedara gel.

24.  Un tros de coure de 100 g s’escalfa en un forn fins a una temperatura 7. Després
s’introdueix en un calorimetre, també de coure, de 150 g de massa i que conté 200 g
d’aigua. La temperatura inicial del calorimetre i de I’aigua és de 16 °C i la temperatura
de tot el sistema un cop assolit 1’equilibri és de 38 °C. Quan es pesen el calorimetre i el
seu contingut, es troba que s’han evaporat 1,2 g d’aigua. Quina era la temperatura T
inicial del tros de coure?

Sol.: 616,5 °C.
25. El cos huma gasta aproximadament 2500 kcal d’energia cada dia. Si tota aquesta
energia es perdés evaporant aigua per la pell, quina quantitat d’aigua s’evaporaria

diariament?

Sol.: 4,63 kg.
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14. Transferencia de calor

Objectius
Descripci6 dels tres mecanismes de transferéncia de calor
Fonament de I’efecte hivernacle

Conducci6

Quan dos objectes que estan a diferent temperatura, 74 1 75, es posen en contacte, es
produeix una transferéncia d’energia del cos més calent al més fred. El flux de calor
tendeix a equilibrar la temperatura.

Notem el flux de calor com a I:

d
==
dt
Le unitats de / son joule/segon = watt L >
x=0 x=L
El flux de calor depén de la posici6 i es pot determinar a partir de la llei de Fourier:

dQ oT
I(X) = E = —kAa

e [ ésla conductivitat térmica; depén del tipus de material 1 de la temperatura, i les
unitats son —
m-K

e A éslaseccid a través de la qual es produeix el flux de calor; unitats: m?

aT |, . . .,
o ¢ el gradient de temperatura, la variacié de la temperatura en funcié de la

. . K
posicio; unitats: —
m

El signe negatiu indica que la calor flueix de la font calenta a la freda.

Material Conductivitat a 27 °C %

Aire 0,026

H,O 0,609 Mals conductors
Roure 0,15

Plata 429

Or 318 Bons conductors

Régim estacionari
La temperatura depén de la posicid i del temps.
El flux que surt de la font calenta no arriba tot a la font freda; una part de la calor es

queda pel cami i es gasta a escalfar el material que posa en contacte les dues fonts. A
més, el flux de calor varia en el temps.
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Transferéncia de calor

No obstant aixo, al cap d’un cert 4
temps el perfil de temperatures ja no
varia en el temps, i el flux de calor arriba
integrament a la font freda. Aquest régim
es coneix amb el nom de regim |
estacionari, atés que ni les temperatures
ni el flux varien en el temps.

T, =
En aquestes condicions x=0 x=L
T _ Tg-Ty, . AT _ Tp-T
—=L2 A= —fA—=-L-E
dx L L R

I finalment,

I AT AT = IR
= — & =
R

L, o e - .
onR = e la resisténcia térmica (unitats: K/W).

Observeu que la relacio entre la diferéncia de temperatures i el flux de calor és
formalment idéntica a la llei d’Ohm per al corrent electric. Podem entendre la relacio
com que les diferéncies de temperatura, A7, son la causa que provoca un flux de calor, i
que la resisténcia térmica és 1’oposicid que presenta el medi al flux de calor.

Resisténcia termica

La resisténcia térmica representa 1’oposicié d’un material al pas de calor; podem
comprovar que:
LT
RT3k
al

En el cas de parets, si es vol millorar ’aillament térmic, €és a dir, disminuir les perdues
de calor, cal augmentar I’amplada de I’aillament i emprar materials de baixa
conductivitat. L’aire, en particular, és molt mal conductor, per aixo s’utilitzen escumes 1
materials porosos, que contenen aire atrapat, i cambres d’aire per augmentar la
resisténcia térmica.

Associacio de resisténcies:

e Resistencies en serie

El flux que passa per R; també passa per Ro:
I_TA_Ti_Ti_TB

Ry R

‘a0 I

:R1+R2
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Transferéncia de calor

e Resistencies en paral-lel

El flux total és la suma del flux que passa per

R; més el que passa per R2:

r=n 4=, 4T
1 1 1 1
Req AT Ry R,

Com veureu a Fisica II, s’obtenen les mateixes

relacions per a I’associacio de resistencies electriques.

Conveccio: llei de Newton

La major part del transport de calor en
liquids 1 gasos es fa pel mecanisme de la
conveccid. No funciona en solids.

El moviment del fluid mateix transporta
calor.

Per exemple, si escalfem un recipient
d’aigua per sota, 1’aigua que es troba a prop
de la font de calor s’escalfa, es dilata, es
torna menys densa 1 es mou cap a dalt. A
mesura que puja s’allunya de la font calenta,
es refreda 1 es torna més densa, de manera
que es mou cap avall.

aigua freda
més densa™

Observeu que si escalfem per dalt no hi haura conveccio.

La conveccio és el principi de funcionament del mal anomenat “radiador”:

7 N

|

En canvi, si volem fer servir aire condicionat per refredar

I’habitacio, el més adient és situar-lo cap a la part superior.
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aire ca

aigua calenta

menys densa

L’habitaci6 s’escalfa per conveccid, i la font calenta és el
radiador. Observeu que cal situar el radiador en una
T b T, a posicid baixa per facilitar la circulacié d’aire.

i
aire condicionat

ent

aire fred




Transferéncia de calor

La descripcid de la conveccio és complexa, atés que depén de 1’orientacio, la
posici6 1 les dimensions, i implica el moviment d’un fluid. De tota manera, es pot
descriure de forma aproximada amb la llei de Newton:

[ = qAAT

. . W
On ¢ és el factor de transmissié de la calor per conveccio: —
m2.

Exemple 1:  Determineu les perdues de calor d’una canonada de coure plena
d’aigua calenta. Longitud de la canonada, 2 m; gruix, 0,004 m; superficie
de la canonada, 0,12 m?; temperatura de I’aigua, 80 °C, i temperatura de
I’habitacio, 15 °C.

Si només tenim en compte la conduccio de calor a través del coure:

R=—=__0"A0 ____g331075

k-A 400 W/(mK)-0,12 m2 w
_AT _ @01 RW o0 000w = 780 kw

R 833105 K ' B

El resultat anterior ens dona unes peérdues enormes en un tram de 2 m, 780 kW. Si el
calcul fos correcte, seria impossible dutxar-se amb aigua calenta: les perdues des de
I’escalfador fins a la dutxa ho farien impossible. Quin error hem comes?

Per mantenir aquest flux, cal que la calor que arriba a la superficie de la canonada sigui
dissipada cap a I’habitacid, i aix0 s’ha de fer per conduccid i conveccid a través de
I’aire. De fet, la conductivitat térmica de ’aire €s tan petita que el transport a través de
I’aire es fa basicament per conveccid. Llavors tenim dos mecanismes en serie:
conduccio a través del coure i conveccid a través de 1’aire. Anem a resoldre el problema
correctament.

Exemple 2:  Determineu les pérdues de calor d’una canonada de coure plena
d’aigua calenta. Longitud de la canonada, 2 m; gruix, 0,004 m; superficie
de la canonada, 0,12 m?; temperatura de ’aigua, 80 °C; temperatura de
I’habitacid, 15 °C. El factor de transmissio de calor a través de ’aire és

de 9,5 Wm?K!
La temperatura a la superficie exterior de la canonada és 7i. Conduccio:
R=—=——""C0____38331075 _
k-A 400 W/(mK)-0,12 m?2 w
AT (80—-T)
~ R 8331075
Conveccib6:

I =qAAT =9,5-0,12 - (T; — 15)

Com que els dos mecanismes estan en serie:
(80—-T)) .
=g33105 = 14 (i —15) =80 -T; =9,50107% - (T = 15) = T;
= 79,994 °C

I = qAAT =9,5-0,12- (79,994 - 15) =741 W
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Transferéncia de calor

De I’exemple anterior, observeu que la resisténcia térmica de la canonada és molt
més petita que la resisténcia termica deguda a la conveccio:

R= ! —0877K
gA W

Com que totes dues estan en serie, podem negligir la resisténcia térmica de la canonada;
llavors la caiguda de temperatura a la canonada ¢és zero (AT = IR), és a dir, que la
superficie exterior de la canonada esta practicament a la mateixa temperatura que
I’aigua 1 el flux de calor esta limitat per la conveccio: o sigui, guan tenim diferents
mecanismes en serie, el flux de calor esta controlat pel mecanisme més lent.

Com hem dit abans, 1’aire es fa servir com a aillant per la seva baixa conductivitat. Ara
bé, també hem comentat que, per al transport de calor, la conveccid en 1’aire €s molt
més eficient que la conduccio. Aixi doncs, I’aire no és un aillant tan bo. Per aconseguir
que ’aire actui com un bon aillant cal impedir la conveccid. La conveccio implica el
moviment de I’aire i aquest moviment només ¢és possible si ’lamplada de la cavitat on hi
ha I’aire tancat €s superior a 2 cm. Per exemple, en el cas de la llana, I’aire esta atrapat
en petits porus, no hi ha conveccid i és un aillant efectiu. En les finestres, si la separacio
entre vidres ¢s inferior a 2 cm, la conveccid no €s possible 1 per tant ’aire actua també
com un bon aillant.

Temperatura efectiva o de sensacio
Convecci6 forgada: si hi ha un corrent d’aire, per exemple vent, el transport de calor es

veu reforgat. Per aixo es fan servir ventiladors per refredar més efectivament alguns
electrodomeéstics 0 maquines.

Vidre
T Interior Pel mateix motiu el vent augmenta les
pérdues de calor per conveccid en una
\\ casa.

exterior
¥ La conveccio forgada es descriu amb la
llei de Newton, pero substituint la

temperatura exterior per una temperatura
Conduccio anomenada temperatura efectiva o de

sensacio, Tef:
I = qAAT = qA(T; — Tey)

Com que el flux de calor és més gran en el cas de conveccio forgada, la temperatura
efectiva és inferior a la temperatura exterior. A més, aquesta temperatura depén de la
velocitat del vent: com més gran ¢és la velocitat, més gran és el flux i, per tant, més baixa
¢s la temperatura efectiva.

Velocitat del vent (km/h) T (°C)
0 -10 -20 -30 | real
10 -15 -25 -35 S
20 20 -35 -45 §
30 -25  -40 -50 ©
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La sensacio de fred no depén de la temperatura sind del flux de calor. Quan patim una
perdua de calor gran, tenim una sensacid de fred intensa, i fins i tot podem patir una
hipotérmia. De fet, el que és important per regular la temperatura corporal €s el flux de
calor, atés que el cos ha de compensar les pérdues de calor.

Com hem vist, el flux de calor depén de la temperatura exterior, perd sobretot depén de
la resisténcia térmica. Si la temperatura exterior €s baixa perd anem ben abrigats, la
resisténcia térmica és alta, el flux de calor petit i la sensaci6 de fred disminueix
considerablement.

Quan fa vent, la sensacio de fred és més elevada quan hi estem exposats que quan estem
arrecerats, malgrat que en ambdos casos la temperatura de 1’aire sigui la mateixa. La ra
¢és que el vent provoca la convecci6 for¢ada, que augmenta el flux de calor i, per tant, la
sensacio de fred.

Que és laradiacio? Espectre electromagnétic
. ., . Freqiiencia, Hz Longitud d’ona, m
Els mecanismes de conduccid i
conveccio requereixen la preséncia d’un | 10" -
medi material pel qual es transporta la | 1 400 nm
. ., 10" — Raigs gamma
calor. En la radiaci6 el transport de | ,» _
s : 14 s o _|
I’energia es fa a  través d’ones :g ] Raigs X 450
electromagnetiques i, per tant, no cal | = |
cap medi material. La velocitat de | o« }—Ultrawolats—{ 500
propagacio de les ones ]18 7 VISIBLE
electromagnétiques en el buit (i, a | |, _ Infrarmgs .
efectes practics, en 1’aire) és la velocitat | 10 -
de la llum: 10:: : }— Microones —{
— 8 10 ! Ones curtes de radio —600
c =2,99792 x 10° m/s 10’ i
Les ones electromagnétiques no es | 0 7 JOnes de televisio i FM {
.. . . . . 10" —
limiten a la llum visible, sin6é que n’hi ha | | | Radio AM 650
. . . . . - 10°
una gran diversitat: raigs gamma i raigs | 10 - L Fkm
X, llum ultraviolada i infraroja (IR), 13 (O eues deridioq Ly 200
microones, ones de radio i1 de televisio. | |y - 10
. .y . — 10
La classificaci6 es fa segons la longitud | 10 -

d’ona (o segons la freqiiencia) i estan convenientment classificades en [’espectre
electromagnétic. De fet, podem comprovar que la llum visible abasta una regié molt petita
de I’espectre electromagnétic.

Un cos calent emet llum, i aquesta emissi6  Banda Longitud d’ona
de llum és la responsable d’un flux de ' Radio, TV 1m — 100,000 km
calor cap a D’exterior. Per exemple, el Microones Il mm-—1m
nostra planeta s’escalfa gracies a la IR llunya 50 pm —1 mm
radiacié provinent del Sol (la calor del Sol IR mitja 3-50 um
no pot venir ni per conduccio ni per | IR proper 700 nm -3 pm
conveccid, perque entre el Sol i el nostre  Visible 380-700 nm
planeta només hi ha el buit). Ultraviolat 10-380 nm
Raigs X 0,01-10 nm
Raigs y <0,01 nm
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L’emissi6 de llum esta limitada a un rang de freqiiencies que, de fet, depén de la
temperatura. La llei de Wien permet calcular la longitud d’ona per a la qual el flux de
calor és maxim:

B
Amax = 7,B = 2,898 X 10 m - K

Per altra banda, la quantitat d’energia emesa tamb¢ depén de la temperatura: com més
alta ¢és la temperatura, més energia s’emet per radiacid. Aquesta dependéncia no és
lineal, sin6 que, segons la llei de Stefan, augmenta amb la quarta poténcia,

I = ecAT*

on e és I’emissivitat, que €s un parametre adimensional que varia entre 0 1 1 1 depen de
la superficie i de la freqiiéncia; per exemple, en 1’espectre visible i per al color negre,
e = 1, mentre que per al color blanc e = 0, i ¢ és la constant de Stefan—Boltzmann:

o=567-10"8

m2K

Observeu que si doblem la temperatura, 1’energia emesa total és 16 vegades més gran. A
la figura, I’energia total €s 1’area sota la corba; de 3000 a 6000 K, I’area augmenta en un
factor 16.

10 visible

ultraviolat

infraroig

Intensitat

Longitud d'ona, A (um)

Per exemple, la nostra temperatura corporal és de 37 °C =310 K
Amax === 9,35 X 1076 m = 9,35 um
Aquesta longitud d’ona es troba a la banda de I’infraroig
mitja; per aquesta rad es fan servir cameres d’infraroig per

observar els moviments de persones i €ssers vius. En canvi,
la nostra emissid de llum en I’espectre visible és nul-la.

Quan el ferro assoleix els 800 °C (1073 K) esta roent, és a

dir, comenca a emetre una llum de color vermellds. Per a
aquesta temperatura,
Amax =2 = 2,7 X 1075 m = 2,7 ym

Aquesta longitud d’ona esta situada molt a I’extrem de
I’infraroig proper més allunyat de I’espectre visible. Aixi
doncs, la major part de I’energia s’emet en I’infraroig, pero
una petita fraccid6 d’aquesta llum s’emet en 1’espectre
visible, i la major part d’aquesta fracci6 es dona a la zona
que fa frontera amb l’infraroig, la de les longituds d’ona grans, que és la zona que
correspon als colors vermellosos.
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A les bombetes 1 lampades d’incandescéncia de tungste, el filament arriba a uns 3000 °C
(3273 K). Per a aquesta temperatura,

Amax == = 8,85 X 1077 m = 88,5 ym = 885 nm

Aquesta longitud d’ona es troba a I’infraroig proper, prop de I’espectre visible. La major
part de I’energia s’emet en D’infraroig, perd una fraccid significativa s’emet en
I’espectre visible, i com que hi ha una emissi6é important en tot aquest rang, la llum és
blanca. No obstant aix0, el fet que la major part de I’emissié estigui en ’infraroig
explica el baix rendiment de les bombetes (menys del 5 % de 1’energia consumida es
transforma en llum dins de I’espectre visible).

La temperatura del Sol a la superficie és de 6000 K. Per a aquesta temperatura,
Amax === 4,83 x 107" m = 48,3 um = 483 nm

Aquesta longitud d’ona es troba al bell mig de 1’espectre visible; és a dir, que la major
part de I’energia que prové del Sol es troba dins d’aquest rang. No ¢és d’estranyar, doncs,
que els éssers vius s’hagin adaptat per veure-hi en aquesta zona de ’espectre. Una
fracci6 de I’energia que ve del Sol també se situa a les dues bandes que limiten amb el
visible, I’infraroig i 'ultraviolat. L’ultraviolat és perillos per a la vida a la Terra;
afortunadament 1’0z6 de 1’atmosfera absorbeix la major part de la radiaci6 ultraviolada.

Tant per conduccié com per conveccio, només existeix un flux net de calor entre dos
objectes, quan estan a diferent temperatura. Observeu que el flux de calor per conducci6
1 conveccio ¢és proporcional a AT; llavors si els dos cossos estan a la mateixa
temperatura, AT = 0, i el flux és 0. Que passa en el cas de la radiaci6?

De la mateixa manera que un cos calent emet energia, també absorbeix energia,
lomesqa = €0AT* energia emesa, on T és la temperatura de 1’objecte

l,ps = ecATS,,, energia absorbida, on Tex és la temperatura exterior

Llavors, el flux total per radiaci6 és:
Inet = Iabs - Iemesa = eaA(T:xt - T4)

Observeu que si Texr = T, llavors Iner = 0. Aixi doncs, si no hi ha diferéncia de
temperatura tampoc hi ha un flux net de calor per radiacio, tal com era d’esperar.

L’efecte hivernacle

L’efecte hivernacle €s el principal responsable de 1’escalfament global de
la Terra 1 del canvi climatic.

La temperatura de la Terra esta controlada pel balang entre I’energia que absorbeix per
radiacio provinent del Sol i I’energia que emet ella mateixa (recordeu que entre la Terra
i el Sol hi ha el buit i, per tant, no hi ha cap altre possible mecanisme de transferéncia de
calor).
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3. E1 26% és reflectit per I’atmosfera
~1el 19% és absorbit per I’atmosfera.

4. L’energia absorbida ¢s
emesa cap a I’exterior en

5. Els gasos hiverna

2. El 4% és reﬂectlt per la superﬁ01e .
El 51% de la radiaci6 solar o
s absorbida per la superficie

Concretament, de 1’energia que prové del Sol, un 26 % ¢és reflectida per I’atmosfera
(sobretot els nivols, un 20 %) 1 un 4 % ¢és reflectit per la superficie terrestre (sobretot els
casquets polars). De la resta, un 19 % és absorbit per la mateixa atmosfera i un 51 % per
la superficie (continents i oceans).

Aixi doncs, del 100 % de I’energia emesa pel Sol, el 70 % ¢és absorbit pel planeta.
Perqué la Terra no s’escalfi, aquesta energia ha de ser enviada de nou cap a I’exterior. I
de fet, com la Terra esta a uns 300 K, emet aquest 70 % d’energia, de manera que no
s’escalfa. Aquesta emissio és, la major part, dins el rang de I’infraroig.

L’efecte hivernacle el provoquen els gasos com ara el CO2, el NO, el meta i els CFC.
Aquest gasos son transparents a 1’espectre visible, de manera que deixen passar la major
part de I’energia que ve del Sol, perd absorbeixen energia en el rang dels infrarojos, de
manera que absorbeixen ’energia que emet la Terra cap a I’exterior, i aix0 provoca que
una part d’aquesta energia sigui de nou absorbida a I’atmosfera i, per tant, contribueixen
a I’augment de la temperatura del planeta.
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Qiiestions del tema 14

1.  Una barra de coure de 2 m de llarg té una seccid transversal circular d’1 cm de
radi. Un extrem es manté a 100 °C 1 I’altre, a 0 °C. La superficie lateral de la barra
s’ailla de forma que les pérdues de calor a través seu siguin negligibles. Calculeu, quan
s’assoleix el régim estacionari, a) la resisténcia térmica de la barra, b) el flux de calor,
¢) el gradient de temperatura i d) la temperatura de la barra a 25 cm de 1’extrem calent.

Sol.: a) 15,9 K/W; b) 6,30 W; ¢) 50 K/m; d) 87,5 °C.

2. Unim dos cubs metal-lics de 3 cm de costat, un de

coure i I’altre d'alumini, tal com mostra la figura. Sabent O O

que la conductivitat térmica del coure és de 401 W/mK i g| Coure |Aluminif®

que la de Palumini és de 237 W/mK, calculeu: a) la — A

resisténcia térmica de cada cub, b) la resisténcia total, ¢) el — S—

flux d’energia i d) la temperatura en la interficie dels dos cubs.

Sol.: @) Rcu=0,0831 K/W, Ra= 0,141 K/W; b) 0,224 K/W; ¢) 358 W; d) 70,3 °C.

3.  Els mateixos cubs del problema anterior es disposen de la

forma indicada a la figura. Trobeu: a) el corrent termic transportat al Coure

llarg de cada cub, b) el corrent termic total i ¢) la resisténcia termica 2 &

equivalent. S 5
Alumini

Sol.: a) Icu=962 W, Li1=569 W; b) 1531 W; ¢) 0,0522 K/W.

4. L’area de la superficie exterior d’una casa (sostre i parets) és de 280 m?, dels
quals 30 m? corresponen a les finestres. El vidre de les finestres (k = 0,80 W/mK) és de
0,5 cm de gruix 1 el sostre 1 les parets estan recoberts d’un material aillant (kK = 0,040
W/mK), de 8 cm de gruix. Quan la temperatura a 1’exterior és de —10 °C, I’interior de
les finestres esta a 3 °C 1 I’interior de les parets 1 el sostre a 15 °C. a) Quin és el flux de
calor a través de les parets i el sostre? b) Quin és el flux de calor a través de les
finestres?

Sol.: @) 3,125 kW; b) 62,4 kW.

5. La paret d’una casa t¢ 24 cm de gruix i la seva conductivitat térmica és de
0,6 W/Km. La temperatura a I’interior €s de 18 °C i a I’exterior, de 4 °C. Quina quantitat
de calor es perd per conduccid cada hora a través d’un metre quadrat de paret? Per quina
rad la pérdua és tan gran? Es correcta aquesta estimaci6 de pérdues?

Sol.: 126 kJ/m? per hora.
6.  a) Quina és la resisténcia térmica d’una lamina de vidre d’1 m? i 0,5 cm de gruix?
b) Quin flux de calor travessa aquesta lamina si la diferéncia de temperatura entre les

dues cares del vidre és de 10 °C? (Nota: la conductivitat del vidre és 0,8 W/mK)

Sol.: a) 6,25-10° m?> K/W; b) 1,6 kW.
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Qiiestions del tema 14. Transferéncia de calor

Transport de calor per conveccio

7. Quanta energia perd una persona nua per segon a causa de la conveccid, si la
superficie de la persona és d’1,4 m? i la temperatura de ’aire és de 0 °C? Suposeu que el
factor de transmissio de calor és 7,1 Wm™2K™! i que la temperatura de la pell és de 30 °C.

Sol.: 300 J per segon.

8.  El vidre d’una finestra esta a 10 °C i la seva area és d’1,3 m?. Si la temperatura de
I’aire exterior és 0 °C, quin ¢és el flux de calor degut a la conveccié? Suposeu que el
factor de transmissio de calor és 4 Wm?K.

Sol.: 52 W.

9.  Calculeu la ra6 entre les pérdues degudes per conveccio a través d’una finestra
quan a I’exterior bufa un vent de 20 km/h 1 les pérdues quan no hi ha vent a I’exterior.
Suposeu que la temperatura a ’interior €¢s de 10 °C i que a I’exterior, lluny de la
finestra, ¢s de —10 °C. A —10 °C la temperatura efectiva quan bufa un vent de 20 km/h és
de —20 °C.

Sol.: 1,5.

10. Una casa té una superficie de 50 m* de finestra. Els vidres tenen un gruix de 0,5
cm i una conductivitat de 0,8 Wm'K"!. La temperatura a l'interior de la casa és de 25 °C
i a l'exterior de —5°C. La constant de transmissi6é de calor per conveccio6 a l'interior és
gini=9,5 Wm?K! i a l'exterior gex:=8,2 Wm?K'!. g) Determineu el flux de calor a
través de les finestres, les temperatures a les cares interior i1 exterior del vidre. b) Si el
preu del kWh és 0,12 €, determineu el cost diari de la calefaccio. ¢) Si a 'exterior bufa
un vent de 30 km/h (temperatura efectiva —20 °C), determineu el flux de calor a través
de les finestres i les temperatures a les cares interior i exterior del vidre.

Sol.: @) 6425 W, 11,47 °C 110,67 °C; b) 18,5 €; ¢) 9637 W, 4,71 °C 13,5 °C.

11. A la casa del problema anterior es substitueixen les finestres de vidre senzill per
unes de vidre doble formades per dues lamines de vidre de 0,5 cm de gruix separades
una distancia d'l cm. @) Determineu el flux de calor a través de les finestres, les
temperatures a les cares interior i exterior de la finestra. b) Si el preu del kWh és 0,12 €,
determineu el cost diari de la calefaccio. La conductivitat de l'aire és 0,024 Wm™'K"'.
Suposeu que no bufa vent.

Sol.: a) 2285 W, 20,19 °C 10,574 °C; b) 6,6 €.

Radiacio
12.  Un radiador amb una superficie exterior d’1,5 m? esta pintat amb pintura
d’alumini (emissivitat = 0,55). a) Quin és el flux de calor emés a causa de la radiacio
quan la temperatura del radiador és de 50 °C? b) Quin és el flux de calor absorbit si les
parets de I’habitacid estan a 22 °C? ¢) Quin ¢és el flux net de calor procedent del
radiador?

Sol.: @) 509 W; b) 354 W; c) 155 W.
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13.  Un radiador eléctric d’1 kW té unes resisténcies que s’escalfen fins a 900 °C.
Suposant que el 100 % de I’energia que es transmet a 1’exterior es deu a la radiacio, 1
que les resisténcies es comporten com cossos negres radiants (emissivitat = 1),
determineu 1’area efectiva de la superficie radiant (suposeu que la temperatura de
I’habitaci6 és de 20 °C).

Sol.: 93,42 cm?.

14. El filament d’una lampada d’incandescéncia funciona a 2500 K. El seu diametre
¢s de 0,1 mm 1 esta format per un metall d’emissivitat igual a 0,35. Quina longitud cal
que tingui el filament perqueé la lampada arribi a emetre un flux de calor de 40 W?

Sol.: 0,164 m.

15. A partir de les mesures de radiaci6 solar rebuda a la Terra, pot calcular-se que la
superficie del Sol radia energia a un ritme de 6250 W/cm?. Suposant que el Sol radia

com un cos negre, determineu la temperatura a la superficie del Sol.

Sol.: 5760 K.
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15. Primer principi de la termodinamica

Objectius
Conceptes basics de la termodinamica
Descripci6 del treball realitzat per un gas ideal
Concepte de I’energia interna d’un sistema
Descripci6 de la primera llei de la termodinamica
Descripci6 de I’experiment de Joule
Descripci6 de les transformacions isotermes i adiabatiques

Que és latermodinamica? Conceptes previs

La termodinamica és la disciplina que s’ocupa de ’estudi de les transformacions 1
dels intercanvis d’energia. La termodinamica ¢és necessaria per descriure el
funcionament de les maquines i dels éssers vius.

Notacio i conceptes previs:

Sistema: una part de I’univers sotmesa a estudi.

Ambient o entorn: tota la resta de I’'univers que no pertany al sistema.

Estat del sistema: situacié en queé es troba el sistema.

Variables d’estat o termodinamiques: parametres que determinen 1’estat del
sistema, és a dir, que I’estat del sistema es pot identificar a partir de les variables d’estat.
Variables: p, V, n, U, T...

Equaci6 d’estat: relacié entre les variables d’estat, per exemple 1’equacio dels gasos
ideals:

pV = nRT
Quan un sistema canvia d’estat, diem que es transforma o que pateix una
transformacio o procés.

p ext:p int
Tipus de transformacions:
Reversibles: successido d’estats d’equilibri; també es
coneixen com a quasiestatiques. Son transformacions lentes. I
Per exemple, I’expansio d’un gas tancat en un recipient, si a la oas

tapa hi posem sorra i anem traient gra a gra la sorra i esperem
fins que s’assoleix 1’equilibri cada vegada que traiem un gra.
Durant tot el procés la pressiod a I’interior del recipient és igual
a la pressio exterior.

Irreversibles: canvis rapids que no son una continuitat d’estats d’equilibri. Per
exemple, I’expansi6 sobtada d’un gas; durant el procés no existeixen estats d’equilibri.

Els processos reversibles es poden representar en un % B
diagrama p—V. En un diagrama p—V, cada punt representa un "’
estat d’equilibri. En cada punt representem la pressio en funcio

del volum. En la figura representem dues transformacions que 4 1
parteixen d’un estat inicial 4 i acaben a ’estat final B. 2] i ce——
v, Ve V
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Podem comprovar que per anar de I’estat A al B, es poden seguir
diferents transformacions. No obstant aixo0, sigui quina sigui la
transformaciod, el canvi d’estat no depén del cami triat, només
depén dels punts inicial i final. L’estat el defineixen els valors de A

. , . P
les variables d’estat, cada punt correspon a un estat ben definit, -
amb unes variables d’estat concretes, i com que 1’estat final i
inicial son el mateix, el canvi d’estat és independent del cami.

Un cicle és una transformacioé en que 1’estat final coincideix amb I’estat inicial, és a dir,
que després d’un cicle no hi ha canvis en les variables d’estat.

Pl 4 B
Tipus de transformacions o processos reversibles: >

e [sobar: procés a pressio constant, p=ct.

e [socor o isometric: procés a volum constant, V'=ct. p

e [soterm: procés a temperatura constant, 7=ct.
Per a un gas ideal,

pV=nRT:>p=%=Ct% p

e Adiabatic: no hi ha transferéncia de calor, el sistema esta
aillat térmicament. L’analitzarem més endavant.

Treball realitzat per un gas ideal

. , .g Dot
El treball que fa un gas ideal quan s’expandeix és: | e, %
Expansio: VoVtadv i
p D = Dext e
B p B
dW = Fdx = pe Adx =p th:>W=fp cdV A ;
ex ex p ex r/l‘é
Si el procés és reversible, pgyr = p = dW = pdV w
Finalment: W = ff pdV 1 i/i ;/B %

Per als processos reversibles, el treball realitzat durant una transformacio €s 1’area sota
la corba en el diagrama p—V.

Conveni de signes:
Si el treball és una expansio, W > 0, treball fet pel sistema
Si el treball és una compressio, W < 0, treball fet sobre el sistema
Si aportem calor al sistema, O > 0
Si extraiem calor del sistema, Q <0

Aquest conveni €s molt comu en manuals de fisica 1 enginyeria, perd no és universal, en
alguns textos pot ser diferent.
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Calcul del treball per a diferents processos:

e Jsoterm, 7= ct
pV =nRT = pV =ct

_ nRT P
P="y
w fB v anRTdV rr [
A A V A V

A /A A g Ve V
WA—>B = nRTan_A = pAVAan_A = pBVBan_A
Si és una expansio, Vg >V, =>Z—B> 1 =>an—3> 0=>W>0
A A

- . 14 14
Si és una compressio, Vg <V, :>V—B< 1 :>an—3< 0=>w<o0
A A

p B
e Isométric, V=ct=dV =0
B
W = f pdV =0
A A
V=V, V
e [sobar, p=ct
B B Pl 4 B
w= [ pdv=p [ av=pw,-vp =
A A W
Wi =D0aVs —Va) = ps(Vs — V)
Si és una expansio, Vg >V, = W > 0. Vi Ve V

Si és una compressio, Vg <V, => W < 0.

El treball no és una variable d’estat ateés que depen del cami triat.

Energia interna. Primer principi de la termodinamica

Definim I’energia interna, U, com I’energia acumulada en el sistema. El terme U
inclou tant 1’energia potencial com la cinética de les particules que formen el sistema.
Les unitats son les d’energia, joules.

w<0

w>0
Quan transferim calor o fem un treball \ ]

variem I’energia interna del sistema. El

balang, tenint en compte el conveni de

signes, €s: ] \
AU=0—-W Q>0 Q<0

0O > 0 representa una aportacidé de calor, i per tant un augment de la temperatura; en

canvi W > 0 representa extreure un treball del sistema i, per tant, una disminucié de

I’energia interna.

Primer principi: L ‘energia interna és una variable d’estat. Es a dir, que no depén
del cami triat. Per tant, I’energia es conserva, ni es crea ni es destrueix, només es
transforma. El primer principi també és conegut com el principi de conservacio de
I’energia.
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2)

La AU per anar d’A a B ¢és la mateixa tant si es tria el cami 1 7
com el cami 2; ara bé, I’area sota les dues corbes és diferent, A 5
Wy # W, =0, #0Q; i ,
b, v, ¥V

Exemple 1:  Quina és la variacié d’energia interna quan 1 g d’aigua es vaporitza?
Q =mL, = 1073 x 2,257 x 10° = 2.257 ]
1 mol J
W = pAV = p(Vyqs —%m) = PVpas = nRT = 1g75-8,314--373 K = 168

(el volum del liquid és molt més petit que el del gas)

AU =Q —W = (2.257 — 168) ] = 2.090 ]

Experiencia de Joule

L’experiéncia de Joule consisteix en
I’expansio6 lliure 1 adiabatica d’un gas ideal.

Com que el sistema esta aillat, 0 =0
Com que és un procés irreversible i Py = 0= W = [ predV =0

Llavors AU =Q —W =0

Experimentalment s’observa que p i V varien, perd que la temperatura es manté
constant, AT = 0. Aixi doncs U només pot dependre de la temperatura, ates que si
depengués de p o V, com que no son constants, AU no podria ser zero.

Calcul de QO per a un gas ideal

e [someétric, V = ct
Q = [ C, dT = C, AT, en un gas ideal Cr i Cp no depenen de la temperatura.

e Isobar
Q=.[deT=CpAT

e [soterm
AU=Q—W=0:>Q=W=nRTln]]//'—3

A

Determinaci6 de AU per a un gas ideal
Per anar d’un estat 4 qualsevol a un estat final B triem la segiient transformacid

reversible (recordeu que ’energia interna és una variable d’estat i, per tant, el canvi
d’energia interna no depén del cami triat).
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Primer cal fer una transformacio a
A-C isometric V,=V. volum constant fins a assolir una
C-Bisotérmic  T,.=T, temperatura igual a la de I’estat final:
; oB Tc=Ts
V, Ve V

Posteriorment fem una transformacié isoterma fins a 1’estat final.
AU = AUA—)C + AUC—>B = AUA—>C +0= QA—)C - WC—>B = CvAT

Llavors,
AU = CvAT 0 dU = CvdT

Relacié de Mayer (només valida per als gasos ideals)

Donat un procés a pressio constant,
du = CydT C,dT = C,dT + pdV
dU=dQ—dW=cpdT—pdV}=> pall = Cyal +p

Per altra banda,
pV = nRT = pdV = nRdT

Combinant les dues relacions, tenim:
CpdT = CydT + nRdT = C, = Cy + nR
Recordeu, del tema 13, que per als gasos ideals monoatomics

3 . 5

Cy = EnR i, = EnR

1 per als gasos ideals diatomics
5 7

Cy = EnR i€y = EnR

Transformacions adiabatiques en gasos ideals

Es donen quan el sistema esta aillat térmicament, de manera que no son possibles els
intercanvis de calor amb I’entorn, Q = 0. Llavors:

AU=Q—-W=-W
i

dU = —dW = —pdV
Per altra banda, hem vist pels gasos ideals que dU = C,dT. Combinant les dues
expressions, tenim:

dU = —pdV = C,dT = CydT + pdV =0

Dels gasos ideals, en sabem que

nRT
b= Vv
Si combinem les dues ultimes relacions, tenim:
CydT +pdV =0 dv dT dv
nRT = CydT RT—=0=C,— R—=0
p = o val +n % L +n %
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Si integrem la darrera relacid, tenim:
CyInT + nRinV = ct

Definim el coeficient adiabatic, y com a
¢, Cy+nR nR
= =1

T o

podem comprovar que, com que hR/C, > 0,y > 1.

Llavors,
InT+ (@ —DInV =ct = InT+ VY1 =ct = InTVY ! =ct

I finalment,
VYt =ctoTV/ ' =TaV) "
Per altra banda, per als gasos ideals

V=nRT=>T= PV
pr=n " nR
PV oyt _ Y — Y
:EV” =ct=>pV¥ =ctop,V) =pgljy
Representacio dels processos adiabatics
ct
pVY =ct=>p=—
vy p adiabatica

Observeu la similitud entre les adiabatiques i les isotermes: pV =
ct=>p= %t; per tant, la forma de les corbes €s similar. Ara bé,

com que y > 1, el pendent de les adiabatiques és més gran.

isoterma

! v

Calcul del treball en un procés adiabatic

Dos meétodes.

e Meétode 1:
WA—>B = —AU = _CvAT = _CV(TB - TA)
e Meétode 2
Win = [ v = [y e[ o VI T
B = = e =C —=C =C =
A=B Ap A L VY -y +1f, -y+1

_ Pls'VByVB_y-l-1 - PAZ;V‘Q_VH _ PeVe — PaVa _ PaVa — 0BVE
1-vy 1-vy y—1

Miscel-lania
Per als gasos monoatomics:

3 . 5 5
Cvzanle =§nR:>y=§z 1,667
1 per als gasos ideals diatomics:
5 . 7 7
Cy =§anCp =§nR:>y=§= 1,4
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Resum de relacions

Procés isoterm: 7=ct Relacid WA—>B QA—)B AUA—>B
P A4
’ -1~ v, v, 4 4
LTt nRTn-2=pV,Im-2 nRTIh—L=pV,In—=2 o
a B p,4V,4:PeVR VA VA VA VA
Vi Ve V
Procés isometric: V=ct
P B
4 V,=Vy=ct 0 CV(TB_TA) CV(TB_TA)
V=V, 14
Procés isobar: p=ct
Pl 4 B
w
7, vy PaTPsCl pA(VB_VA)zpB(VB_VA) Cp(TB_TA) CV(TB_TA)
Procés adiabatic: 0=0
!
p §
pAVA’:pBI/Kv:Ct —c(T.-T )= pBVB _pAVA _
A e et ) v 0 G 0a-T.)
i B
v, Vv, 1V
c C, =>nR monoatomic
Y= C—p C,=nR+C,
g C, =>nR diatomic
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Qiiestions del tema 15

1. A les cascades del Niagara I’aigua cau 50 m. (a) Si la pérdua d’energia potencial
incrementa 1’energia interna de 1’aigua, calculeu I’increment de la temperatura. (b) Feu
el mateix per a les cascades de Yosemite, on I’aigua cau 740 m (aquests increments de
temperatura no s’observen perqué 1’aigua s’evapora en caure).

Sol.: a) 0,117 K; b) 1,74 K.

2. Durant una transformacid, un sistema absorbeix 1500 J de calor i realitza 900 J de
treball. Quina és la variacid d’energia interna del sistema?

Sol.: 600 J.
Treball fet per un gas ideal

3. L’estat inicial d’un mol de gas ideal és p; =3 atm, V; =111 U; = 456 J. El seu
estat final és p2 =2 atm, V> =3 11 U2 = 912 J. Per a cadascun dels quatre processos
quasiestatics que es descriuen a continuacio, i que porten de 1’estat inicial a 1’estat final,
representeu el diagrama p—V 1 calculeu el treball realitzat pel gas i la calor absorbida.
a) Es deixa expandir el gas fins a un volum de 3 1 a pressio constant. Seguidament
es refreda a volum constant fins a una pressio de 2 atm.
b) El gas es refreda a volum constant fins a una pressio de 2 atm. Després es deixa
expandir a pressié constant fins a un volum de 3 L.
¢) El gas s’expandeix isotérmicament fins a un volum de 3 11 una pressié d’1 atm.
S’escalfa llavors a volum constant fins a una pressié de 2 atm.
d) El gas s’expandeix i rep calor, de manera que segueix una recta en el diagrama
p—V des de I’estat inicial fins al final.

Sol.: @) 6 atm-l, 10,5 atm-l; ») 4 atm-1, 8,50 atm‘l; ¢) 3,30 atm-l, 7,8 atm-l; d) 5 atm-1,
9,5 atm-I.

4.  Un mol de gas ideal diatomic s’escalfa quasiestaticament (és a dir, de forma
reversible), a volum constant, des de 300 K fins a 600 K. (@) Determineu 1’increment
d’energia interna, la calor absorbida 1 el treball realitzat. (b) Feu el mateix si el gas
s’escalfa a pressio constant entre 300 K i 600 K.

Sol.: a) AU=6,24kJ, W=01J,Q=6,24kJ; b)) AU=6,24 kJ, W=2,49kJ, Q = 8,73 kJ.
Transformacions quasiestatiques d’un gas ideal

5. Un mol de gas ideal monoatomic (y = 5/3) s’expandeix adiabaticament i

quasiestaticament des d’una pressiéo de 10 atm i temperatura de 0 °C fins a un estat de

pressio de 2 atm. Determineu: (@) els volums inicial 1 final, (b) la temperatura final, (c)

el treball realitzat pel gas.

Sol.: @) Vo=2241, V=588 1; b) 143 K; ¢) 1,62 kJ.
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6. Un gas ideal a la temperatura de 20°C es comprimeix adiabaticament i
quasiestaticament fins a la meitat del seu volum original. Calculeu-ne la temperatura

final si: (@) C, = gnR (monoatomic), (b) Cy = 573nR (diatomic).

Sol.: a) 465 K; b) 387 K.

7. Un mol 1 mig d’heli s’expandeix adiabaticament i1 quasiestaticament des d’una
pressio inicial de 5 atm i una temperatura inicial de 500 K fins a una pressi¢ final
d’1 atm. Calculeu: (a) la temperatura final, (b) el volum final, (c) el treball fet pel gas 1
(d) la variacio de I’energia interna del gas.

Sol.: @) 263 K; b) 32,33 1; ¢) 4,44 kJ; d) —4,44 kJ.

8.  Cinc mols d’un gas ideal diatomic, inicialment a 1 atm i a 25 °C, es comprimeixen
reversiblement 1 isotérmicament fins a un volum igual a la desena part del seu volum
inicial i després es deixen expandir adiabaticament i reversiblement fins que el gas
arriba a la pressio inicial d’1 atm. Calculeu la calor bescanviada, el treball realitzat i la
variaci6 de I’energia interna del gas.

Sol. AU12=0, Q12 = Wi2=-28,5kJ; AU =-14,9 kJ, 023 =0, W23 = 14,9 kJ.

9. Un gas ideal, amb un volum inicial V; i1 una pressid6 Pi, s’expandeix
adiabaticament i quasiestaticament fins a un volum /2 i una pressiéo P2. Calculeu el
piV1—p2V

-1
Demostreu que el pendent de la corba adiabatica que passa per un punt en un diagrama
p—V ésy vegades el pendent de la corba isoterma que passa pel mateix punt.

treball realitzat pel gas i comproveu que el resultat és el segiient: W, 4, =
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16. Segon principi de la termodinamica

Objectius
Concepte d’energia util
Descripci6 de les maquines térmiques: rendiment
Descripci6 dels refrigeradors: eficacia
Descripci6 del cicle de Carnot
Descripci6 del segon principi de la termodinamica
Concepte de I’escala absoluta de temperatura
Concepte d’entropia
Descripci6 dels canvis de fase
Interpretacio dels diagrames de fase de substancies pures

En aquest tema analitzarem el concepte d’energia ttil, és a dir, I’energia que es pot
transformar en treball, i per tant analitzarem les maquines térmiques i introduirem el
concepte de rendiment.

Maquines térmiques

La funcidé d’una maquina térmica €s obtenir treball (motor), escalfar (bombes de calor) o
refredar (refrigerador o aires condicionats). Per aconseguir-ho el que es fa és sotmetre
un sistema a una transformacié ciclica. El sistema esta format per una substancia de
treball (generalment un gas).

Un motor és un dispositiu que converteix energia en treball; en el cas dels motors
termics, I’energia subministrada és en forma de calor. Per exemple, els motors de
combusti6 I’obtenen cremant una substancia combustible. Altres motors térmics son les
centrals térmiques i nuclears 1 les maquines de vapor. En les centrals, aquest treball
posteriorment es transforma en energia eléctrica.

T
Erllj el cchle deQ la ﬁ%ll}ra, Focus cCalent
=Qc+0r— _
AU = 0 }=>W—QC+QF

Definim el rendiment com la relacié entre el treball obtingut i
la calor aportada al motor:

w +
p W Qoo o
Qc Qc Qc Qc
Alguns rendiments: motor de gasolina, entre el 15 % 1 el 25 %; Focus fred

les centrals nuclears, al voltant del 40 %.
Un exemple de cicle és el cicle d’Otto, que és el model idealitzat del motor de gasolina,

en que la substancia de treball és una barreja d’aire i vapor de gasolina. El cicle esta
format per dos processos isometrics i dos processos adiabatics:
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3) 1—2 compressio6 adiabatica
0>0 (fase de compressio)
2—3 escalfament a volum constant
(ignicid, explosid de la gasolina)
3—4 compressio6 adiabatica
(fase de potencia)
4—1 refredament a volum constant

@
“

0,<0 (expulsio de gasos 1 admissio de gasos)
(O]
>
>
Esquema del cicle d’Otto:
Mescla aire i Valvula

Valvula vapor de gasolina d'admissio oberta
d'expulsid obert: ﬂ J.E
Vilvy Valvula
T_]l F d'admissf_c1 d'explulsio

Fol
¢ - Les dues valvules
v (a)Fase d’admisi6 4 tancades
. Bugi
4 (e) Fase d'expulsio
Refredament isométric 1 IF
Les dues valyul (}Eilindreu
tancad mb@er.jﬂl
ol Bicla__ /]
Les dues valvules (B |
& | tancad, e Palanca
W\ ﬂl IF (b) Fase de compressio
516 : adiabatica
=/ =
(d) Fase de poténciay, |
Expansi6 adaibatica o)) *
(c) Igniciod

Escalfament isometric

En el diagrama p—V 1’area dins el cicle és el treball que dona el motor a cada cicle.

Si el cicle és reversible, es pot seguir el cicle invertint el sentit de gir 1, per tant, el signe
del treball, és a dir, perque el cicle funcioni a la inversa cal subministrar un treball des
de I’exterior. També canvia el signe de Or 1 Qc, o sigui, el que fem és extreure calor de
la font freda i aportar calor al focus calent.

T, Aquest ¢s el principi de funcionament de la bomba de calor i del
Focus calent refrigerador. De fet, ambdds sén la mateixa maquina pero
I’aplicaci6 és diferent; en la bomba de calor s’extreu calor de
I’exterior per escalfar un espai interior, mentre que en un
refrigerador s’extreu calor d’un espai interior per refredar-lo.
L’eficiencia d’un refrigerador es defineix com a:

_ O QF

Eref = = >1
W] 1Qcl = QF
I ’eficiéncia d’una bomba de calor es defineix com a:
Ty _1Qcl |Qc|
Focus fred €bomb = W] = 10c] — Qr >1
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Refrigerador
Oc

Evaporador (interior nevera, font freda): |
s'absorbeix calor i el gas s'expandeix -—-—-I / =
Substancia : gas refrigerant  compressor (s'aplica treball): P T S !
s'augmenta la pressio i s'escalfa. :
Condensador (s'expulsa calor):
Es refreda el gas (es liqua).

p €

Pressi6 i temperatura
g elevades

Compressor

| Pressio i temperatura
| baixes

\ 4

N4 temperatura baixa

Alguns aparells d’aire condicionat (refrigeradors) també poden funcionar com a bombes
de calor; quan es canvia el mode de funcionament el que es fa és intercanviar la font
calenta amb la freda.

Un valor tipic d’eficiéncia per a un refrigerador €s 5 o 6. En les bombes de calor, quan
la temperatura exterior és d’uns —4 °C, ’eficiéncia és tipicament 4, és a dir, que la calor
transferida a 1’espai interior és 4 vegades superior al consum energetic, o sigui, que
energéticament les bombes de calor son molt més eficients que els elements calefactors.
Quan la temperatura exterior cau, I’eficiéncia disminueix, fins al punt que per sota dels
—15 °C aquests aparells deixen de funcionar correctament.

El cicle de Carnot

El principal interés €s que sigui un cicle reversible; per aquesta rad cal:

e Successio d’estats d’equilibri.

e Transferéncies de calor isotermes (quan es transfereix calor entre cossos a
temperatura diferent el procés ¢€s irreversible).

e Fricci6 nul-la. Les pérdues de calor degudes a la friccid son processos
irreversibles.

El cicle de Carnot és de gran interés teoric, atés que permet establir les limitacions dels
cicles reals, com veurem tot seguit.

El cicle de Carnot es compon de dues transformacions adiabatiques i1 dues
transformacions isotermes:
1— isoterma, T1=T>=Tc: AU =01

V2
Qc = Wi, = nRT¢ln—~
Vi

p (1

2—3 adiabatica, 0=014U = —W,_,5

3—4 isoterma, T3=Ts=Tr: AU =0 1

Va
QF = W34 = nRTgIn—
Vs

() 4—1 adiabatica, 0=014U = -W,_,

7
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Llavors el rendiment és:

V, v,
W Qq+Qp 05 nRTzIn* V3 Tpln 2 7,
Q Q— 1+ Q_ =l+———=1- 7,
c c c 22
nRTCln A T;In2 A
I, finalment com %= ﬁ,
v, W
T
n=1+ O _ 4 I
c Tc
Vs _ V2.
Comprovem que A
Per als processos adiabatics:
TCVV_1 = TFVy_l} (V2> (E)y_l = & = E
TCVV 1= TFVy ! 4 Va 1
També podem comprovar que en el cicle de Carnot es compleix que
T
_QetCr_ &y Tr % Qe
Qc Qc Te Trp T¢
Aquest resultat ens sera util més endavant.
Finalment, si invertim el cicle es pot comprovar que
_ Ir _ It

Segon principi de la termodinamica

Aquest principi estableix
[ ]
cossos calents als freds).

[ ]

La direcci6 dels processos (per exemple, que la calor flueix espontaniament dels

L’energia 1til, és a dir, el treball maxim que podem obtenir d’un cicle o, el que

¢és equivalent, el rendiment maxim d’un cicle.

Veurem tres enunciats equivalents perd que posen I’¢émfasi en diferents aspectes del

segon principi.

Enunciat de Carnot

Cap maquina térmica que treballi entre dos fonts térmiques (7c i Tr) pot tenir un
rendiment suverior al d’una maauina reversible aue treballi entre les mateixes fonts.

Tr
Te

1-

Nmax

Exemples:
[ ]

En el motor de gasolina, 7c= 3300 K (explosid) i TF= 1400 K (temperatura del

gas que surt després de la combustid). 1,3 = 58%, pero el rendiment real esta

entre el 15 % 1el 20 %.

rendiment real esta al voltant del 40 %.
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Enunciat de Clausius

No és possible cap procés que tingui com a unic resultat I’extraccié de calor d’una
font termica (7F) 1 I’absorcié d’igual quantitat de calor d’una altra font térmica (7¢)
a temperatura superior.

Aquest enunciat fa I’émfasi en la direcci6 dels processos: la calor T,
va dels cossos calents als freds i no al revés. Focus calent

L’eficiéncia ha de ser finita! /|

TF

Focus fred

Observeu que també¢ descriu el que seria un frigorific impossible:
F

Eref = F -

Enunciat de Kelvin-Planck

No ¢és possible cap procés ciclic que tingui com a
T, unic resultat I’extraccié de calor d’una font térmica
Focus caleut (Tc) 1 la producci6 d’igual quantitat de treball.

Aixi doncs, no és possible convertir tota I’energia térmica
en treball; el rendiment ha de ser més petit que 1:

n<1
Si fos possible extreure energia només d’una font de calor,
podriem connectar aquesta maquina al mar i tindriem una
font que produiria energia sense consumir cap tipus de combustible: extrauriem
directament la calor del mar per convertir-la en energia!!!!

Enunciats equivalents:
No Kelvin = No Clausius No Clausius = No Kelvin

T

Focus calent

T

Focus calent

OO c[+|OH

Focus fred Focus fred

Amb una maquina que viola el Si I’enunciat de Clausius ¢és fals,
principi de Kelvin obtenim un procés podem construir una maquina que
que viola I’enunciat de Clausius. viola I’enunciat de Kelvin-Planck.
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Si P’enunciat de Carnot és fals, llavors podem construir una maquina que viola
I’enunciat de Clausius; només cal emprar una maquina que compleixi que

F
>1——
Agafem un cicle de Carnot i ’invertim; ho podem fer perque el cicle de Carnot ¢€s

reversible. El treball de la maquina I’emprem per invertir el cicle de Carnot (les primes
identifiquen el cicle de Carnot):

W =-w
Com que el rendiment del cicle de y T,
Carnot és inferior al de la maquina Focus calent Focus calent
reversible,
!/
AT Q=0

Qe 1Q°l
la calor que la maquina de Carnot , @ Carnot
envia cap a la font calenta sera inferior

a la calor que traiem de la font calenta (Q.<0
per fer funcionar la maquina,

1Q"cl > Q¢
és a dir, tenim un procés que, com a
resultat net, obté 1’extracci6 de calor de la font freda cap a la font calenta, 1 violem
I’enunciat de Clausius.

Focus fred

Escala absoluta de la temperatura

En el tema 13 definiem I’escala absoluta de la temperatura a partir de les propietats del
gas ideal. Per altra banda, pel cicle de Carnot sabem que

40
TF+TC

Aquest resultat I’hem obtingut a partir del rendiment d’un cicle reversible; per tant, €s
valid per a qualsevol cicle reversible, amb independéncia de la substancia de treball.
Aixi doncs, aquesta relacio té una naturalesa universal.

Llavors, si connectem una maquina reversible entre una referéncia 7r coneguda i una
font a una temperatura 7c que volem mesurar, tenim:

0c
Te=Tr1o]

Si mesurem Qc 1 Or, 1 com que coneixem 7F, podem determinar 7c.

Podem prendre com a referéncia el punt triple de 1’aigua, 7r = 273,16 K. Observeu que
si Tr=0 K, llavors
1 0 1
n= T,
Es a dir, tindriem una maquina que viola el principi de Kelvin-Planck. Per tant, les
temperatures han de ser positives,
T>0K.
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Entropia

Com hem vist, en un cicle reversible es compleix que
f dQ _ Qr & —0
T Tp TC
llavors, que passa amb un cicle irreversible?

En un procés irreversible estem fora de 1’equilibri i, per tant,

Psistema > Pexterna
llavors

VViI‘I‘ > VVrev
AU = Qrev - rev QIFI' VVirr = QFEV > Qirr =

—<0

Aquesta relaci6 es coneix com la desigualtat de Clausius.

Suposem un cicle reversible que passa pels estats a i b:
@)

P b
D R e RNk
| , fa,ldf f'd

. : bd . C Ao .
Es a dir, que fa ?Q no depén del cami. Aixo ens permet definir una nova variable,

I’entropia, S, que és una variable d’estat:

bdQ
AS_)=J‘—
a—b aT

rev
Les uniats de la entropia sén J/K.

Si analitzem un procés reversible, el calcul és directe; si analitzem un procés
irreversible, cal imaginar-nos un procés reversible que vagi de a a b. Per a un gas ideal
(T, )= (T2,12)

dv
dQ = dU +dW = dU + pdV = CydT +nRT - =

dQ dT
ToOT

RdV deQ CyInT|? + nRInV |?
—_— _—
T v ), T T 1+ nRInVlz

llavors,

2dQ T, v,
AS; ., =f — = Cyln—=+ nRIn—

Per a un procés:

e Isobar: 45, = fzﬂ _ fz nCpdT _

. 1 ne, 1n—

e Isometric: 4S;_,, = CVln—
e Isoterm: ASl_,z—ann—

41
e Adiabatic i reversible: 45;_,, =0
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Que passa amb els processos irreversibles?

rev, (1) Desigualtat de Clausius

p
b dQ
L —<0
it d b d ¢ d 2 do;
v 7€—Q=j Wil Qo5+ [ Xy
| V T a,l T b,2 T b,2 T
rev irrev

Suposem que el sistema és 1’univers o que esta aillat, és a dir, que no intercanvia calor
amb ’exterior. Llavors,

jainrr=O
b,2 T
S, —S,<0=8,>85,

Per tant, per a un sistema aillat, en un procés irreversible 1’entropia augmenta. O també,
en tot procés irreversible, 1’entropia de 1’univers augmenta.

Posem com a exemple, I’experiéncia de
Joule, amb un sistema aillat en que el gas
s’expandia sobtadament de forma irrever-
sible. En aquest procés la temperatura no
varia; llavors:

A51_>2 = TlRlIl

P
Vi

iV,>V,=>A45>0

Sentit fisic de I’entropia

Direccionalitat dels processos

En un procés reversible, per exemple una pilota que xoca elasticament amb el terra, el
temps no té¢ un sentit clar; si ho enregistrem en video i el fem passar endavant i
endarrere no observem res inversemblant.

En canvi, en un procés irreversible, com ara encendre un llumi, hi ha una direccionalitat
clara: si fem anar el temps enrere identifiquem que la seqiiéncia no és real.

Energia util
L’energia til té menys entropia que la calor que es desaprofita:

Qc . O

1] —

Te  Tr

Com que Tc> Tr, llavors Qr/Tr té més entropia. L’augment d’entropia esta associat a la
pérdua d’energia tutil: com més augmenta 1’entropia més energia util es perd.
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Exemple 1:  Quina és la variaci6 total d’entropia quan flueixen 400 J d’una font a
una temperatura de 400 K a una font a una temperatura de 200 K?

_Q _ 400 ]

ASfontcalenta - F - 400 _1E
_Q 400 _ ]
ASfontfreda - F ~ 200 ZE

(el volum del liquid és molt més petit que el del gas)

J
ASuynivers = AStont calenta T AStont freda = 1 i >0

En I’exemple anterior, observeu que 1’entropia de la font calenta disminueix; aixo €s
possible perqué no és un sistema aillat. En canvi, la variaci6 total d’entropia, és a dir, la
variacio d’entropia de 1’univers, és positiva.

Observeu també que si el flux hagués anat de la font freda a la calenta, I’entropia hauria
disminuit. Per tant, de nou comprovem que 1’augment de I’entropia de I'univers en els
processos irreversibles esta vinculat a la direccionalitat dels processos; en aquest cas,
I’augment d’entropia equival al fet que la calor flueix des de la font calenta a la freda.
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Qiiestions del tema 16

Maquines termiques i frigorifiques

1.  Dos mols d’un gas ideal monoatomic tenen una pressid inicial p; = 2 atm 1 un
volum inicial V; = 2 1. Sotmetem el gas al seglient cicle quasiestatic: s’expandeix
isotermicament fins que té un volum V2 = 4 1. Després s’escalfa a volum constant fins
que té una pressio p3 = 2 atm. A continuaci6 es refreda a pressio constant fins que torna
a D’estat inicial. (a) Representeu aquest cicle en un diagrama p—V. (b) Calculeu les
temperatures 77, T2 i T3. (c¢) Calculeu la calor subministrada al gas i el treball realitzat
pel gas en cada part del cicle.

Sol.:b) ' =T>=244K, T5=488K; c) AU12=01J, Q12=W12=2811J; Wz =01J, AU
=(023=608 J; AU31 =—608 J, 031 =-1013 J, W31 =-405 J.

2. Una maquina frigorifica consumeix 150 J de treball per extreure 500 J de calor del
compartiment fred. (@) Quina ¢és la seva eficiéncia? (b) Quanta calor transmet a
I’exterior?

Sol.: a) 3,33; b) 650 J.

3. Una maquina de Carnot treballa entre dos focus térmics que es troben a 300 K 1
200 K. (a) Quin és el seu rendiment? (b) Si absorbeix 100 J del focus calent a cada
cicle, quin treball realitza? (c) Quina quantitat de calor cedeix a cada cicle? (d) Quin és
el coeficient d’eficiéncia de la maquina quan treballa com a refrigerador entre els
mateixos focus?

Sol.: a) 1/3; b) 33,3 J; ¢) 66,7 J; d) 2.

4. Quin és el coeficient d’eficiéncia d’una maquina frigorifica de Carnot que treballa
amb dos focus térmics que es troben a —15 120 °C?

Sol.: 7.4.

5. A cada cicle una maquina extreu 150 J d’un focus a 100 °C i dona 125 J a un
focus a 20 °C. (a) Quin és el rendiment d’aquesta maquina? () Quina és la relaci6 entre
el seu rendiment i el rendiment maxim que podria tenir?

Sol. a) 0,167; b) 78 %.
6. La relacid entre el rendiment d’un motor i el seu rendiment maxim és del 85 %. A
cada cicle extreu 200 kJ de calor d’un focus calent a 500 K i dona calor a un focus fred

a 200 K. (@) Quin és el rendiment d’aquest motor? () Quant de treball realitza a cada
cicle? (c¢) Quina quantitat de calor s’elimina a cada cicle?

Sol.: @) 0,51; b) 102 kJ; ¢) —98 kJ.
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7. Lacaldera d’un reactor nuclear escalfa aigua a 285 °C 1 I’aigua de refrigeracio esta
a 40 °C. El rendiment real de la central és del 34 %. (@) Quin ¢és el limit teoric de
rendiment de la central? (b) Quina és la ra6 entre la poténcia perduda i la que és perdria
si el rendiment fos maxim?

Sol.: @) 44 %; b) 1,18.

8.  Una maquina té una substancia formada per 1 mol d’un gas ideal monoatomic. El
cicle comenga amb una pressio i un volum inicials de p; =1 atm 1 V; = 24,6 1. El gas
s’escalfa a volum constant fins a p>= 2 atm i després s’expandeix a pressio constant fins
arribar a tenir V3= 49,2 l. En aquestes dues etapes la calor €és absorbida. Seguidament el
gas es refreda a volum constant fins que la seva pressio torna a ser d’1 atm. Finalment,
es comprimeix a pressié constant fins arribar de nou a I’estat inicial. En aquestes dues
ultimes etapes la calor se cedeix. Totes les etapes son reversibles i quasiestatiques. (a)
Dibuixeu un diagrama p—VJ del cicle. (b) Calculeu el treball, la calor i la variacié de
I’energia interna de cada etapa del cicle. (¢) Trobeu el rendiment del cicle.

Sol.: ) Wiz = 0 atm-l, Q12 = AUi2 = 36,9 atm‘l; W23 = 49,2 atm-1l, Q23 = 123 atm-],
AUx= 73,8 atm'l; W3 = 0 atm‘l, Q34 = AU3zs = —73,8 atm-l; Wa1 = —24,6 atm-l,
041 =-61,5 atm'l, AUs1=—36,9 atm-1; ¢) 15,4 %.

9.  Una maquina que utilitza 1 mol d’un gas ideal de Cv= 21 J/K, inicialment a V; =
24,6 11 T: =400 K, treballa en un cicle consistent en 4 etapes: 1) expansid isotérmica a
400 K fins a un volum final el doble de I’inicial; 2) refredament fins a 300 K a volum
constant; 3) compressio isotérmica fins al volum inicial, i 4) escalfament a volum
constant fins a la temperatura inicial de 400 K. (a) Dibuixeu el cicle en un diagrama
p—V, (b) trobeu el treball fet pel gas, la calor absorbida i la variacié d’energia interna en
cada etapa del cicle 1 (¢) determineu el rendiment de la maquina.

Sol.:  b) Wi2=012=2305J, AU12=01]
Wa=01J,0x=AUz=-2100J
Wis = Q3a=—1728J, AU3s=01]
War=01J, Qa1 = AU4s1=2100]
c) 13,1 %.

10. Encel cicle de la figura, un mol de gas ideal (y=1,4) p, atm
esta inicialment a 1 atm i 0 °C. El gas s’escalfa a volum
constant fins a una temperatura 7> = 150 °C i tot seguit 72 7]
s’expandeix adiabaticament i reversiblement fins que la

seva pressio torna a ser d’1 atm. Després es comprimeix a
pressio constant fins a 1’estat inicial. Calculeu: (a) la
temperatura 73 a que arriba després de 1’expansio |
adiabatica, (b) la calor absorbida o cedida a cada procés,

(c) el rendiment del cicle, (d) el rendiment d’un cicle de | U %
Carnot que operés entre les mateixes temperatures .
extremes del cicle.

Sol.: @) 373 K; b) 012=3117J, 0= 017, Q31 = —2917 J; ¢) 6,4 %; d) 35,5 %.
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p, kPa
11.  Un mol d’un gas ideal monoatomic amb un volum S
inicial V7= 25 1 segueix el cicle indicat a la figura. Tots =
els processos son quasiestatics. Calculeu: (a) la
temperatura a cada estat del cicle, (b) la calor absorbida
o cedida a cada etapa, (c) el rendiment del cicle.
100

Sol.: @) =301 K, T>=T3= 601 K; b) OQ12=3,75 kJ,
023 =3,47KkJ, 031 =—6,25kJ; ¢) 0,134.

e

1

[soterma

I
I’ 'l

|
2V,

I/

12.  Un mol de gas ideal, inicialment a 100 °C, descriu el segiient cicle reversible:
expansio isotérmica fins a un volum doble de l'inicial, expansi6 adiabatica fins a un
volum triple de I’inicial, compressio isotérmica i compressié adiabatica fins a 1’estat
inicial. La calor molar del gas a volum constant ¢s igual a 5/2 R. Calculeu la calor i el
treball intercanviats. Calculeu tamb¢ la variaci6 de ’energia interna.

Sol.:  AUR=0, Q12=Wi2=2,15kJ; AU =—-1,16 kJ, Was =1,16 k], 023=0
AU34=0, Q3a=W34=—-1,8 kl; AUs1 = 1,16 k], Wa1 =-1,16 kJ, Q41 =0.

13.  Enun cilindre d’un motor térmic tenim un litre d’un gas diatomic a una pressio, p;
= 5 atm 1 temperatura 77 = 300 K. S’expandeix adiabaticament fins a una pressio p: =
1 atm. Després, es comprimeix a pressio constant fins que el seu volum és el mateix que
a I’inici. Finalment, per completar el cicle, s’escalfa a volum constant fins assolir 1’estat
inicial. @) Determineu la pressio, el volum i la temperatura al final de les tres
transformacions i1 representeu el diagrama p—V. b) Calculeu el treball i la calor
bescanviats en cada transformacié. ¢) Calculeu el rendiment del cicle i el d’un cicle de

Carnot que treballi en el mateix interval de temperatures.

Sol.: a) p2=1atm, V>2=3,161, T>= 189 K; ps=1 atm, V3=1,01, T3= 60 K; b) W12 =
4,608 atm-1, Q12 = 0 atm-1; W23 = —2,16 atm-l, Q23 = —7,55 atm-1; W31 = 0 atm‘], Q31 =

10 atm-1; ¢) 24,5 % 1 80 %.

14.  Un gas ideal (y = 1,4) segueix el cicle de la figura. 3.0

La temperatura inicial, 77, és de 200 K. Calculeu: a) les

temperatures de la resta d’estats del cicle, i b) el 2.0+

rendiment del cicle.

1,0+

Sol.: @) T2 = Tu= 600 K, T3 = 1800 K; b) 0,154

15. Una maquina fa que 1 mol d’un gas ideal monoatomic
segueixi el cicle de la figura, amb p, =5-10° Pa, p; = 1 -
10® Pai T; = 550 K. Trobeu: (a) Els volums als estats 1, 2 i
3, i la temperatura a l’estat 3. (b) El treball, la variacio
d’energia interna i la calor absorbida/cedida en cada etapa.
(c) Quin és el rendiment del cicle?

Sol.:a) Vi=0914 1, V>=V3=2,4021; b) Wi2= Q12 =4,42
kI, AU2=01J; W23=01, Q23 =AU23=-3,26 kJ; W31 =-3,26
kJ, 031 =01, AU3s4= 3,26 kJ; c) 26 %.
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16. Un mol d’un gas ideal monoatomic segueix el cicle p (kPa)

de la figura. El procés 3—1 és isotérmic. (a) Trobeu el | ~
volum al punt 3. (b) Calculeu el treball, la variacid =13
d’energia interna i la calor absorbida/cedida en cada etapa.
(c) Determineu el rendiment del cicle.

Y

Sol.: @) V3=4m* b) Wi2=12,0kJ, AUi2= 18 kJ, Q12 = L+ 3
30,0kJ; W3 =01, Q23 =AU =-18,0KkJ; O31= W31 = , =
—5,54kJ; ¢) 21,5 %. 1 (m’)

17. Dos mols d’un gas ideal diatomic s’utilitzen en una maquina térmica que segueix
el cicle segiient: partint d’un estat inicial a pressid6 5 atm i volum 10 1, pateix una
evolucid isobarica fins a duplicar el volum inicial; a continuacié, una isoterma el porta a
un volum de 30 I; aleshores, seguint una isocora, es disminueix la pressio fins a un quart
estat tal que una adiabatica pot tornar el gas al seu estat inicial. (@) Determineu la
pressio, el volum i la temperatura al final de les transformacions i representeu el
diagrama p—V. (b) Calculeu el rendiment del cicle i el d’un cicle de Carnot que treballi
en el mateix interval de temperatures.

Sol.: @) pr=5atm, V=101, 71 =304 K; p2= 5 atm, V>=20 1, 7> = 609 K; p3 =
3,33 atm, V3=30 1, 73 = 609 K; ps= 1,074 atm, V.= 30 1, T4 = 196 K; b) 21,4 %,
67,8 %.

18. Cent mols d’un gas ideal diatomic segueixen el cicle segiient: partint d’un estat
inicial a pressio p; = 3 atm i temperatura 77 = 500 K, s’expandeixen isotérmicament fins
a assolir una pressio, p> = 1 atm; després es comprimeix a pressid constant fins a un
tercer estat, des del qual es pot fer una compressio adiabatica que torna el gas al seu
estat inicial. (@) Determineu la pressid, el volum 1 la temperatura al final de les
transformacions i representeu el diagrama p—V. (b) Calculeu el rendiment del cicle i
d’un cicle de Carnot que treballi en el mateix interval de temperatures.

Sol.: a) pr=3 atm, V:=1367 1, T:= 500 K; p>=1 atm, V>=4103 1, T>= 500 K; p3 =
1 atm, V3=2998 1, T3=365 K; b) 14,2 %, 26,9 %.

19. Una maquina té com a fluid de treball una certa quantitat d’un gas monoatomic.
Inicialment, a una pressié de 0,6 atm la seva temperatura és de —10 °C i el gas ocupa un
volum de 0,5 litres. Una transformacié isoterma el porta a un volum de 0,3 litres.
Després s’augmenta la pressid6 mantenint el volum constant, i1 finalment una
transformacio adiabatica el torna a 1’estat inicial. (@) Determineu la pressio, el volum i
la temperatura al final de les transformacions i representeu el diagrama p—V. (b)
Calculeu el treball, la variacié d’energia interna i la calor absorbida/cedida a cada etapa.
(c) Calculeu el rendiment del cicle i el d’un cicle de Carnot que treballi en el mateix
interval de temperatures.

Sol.: @) p>=1atm, V>=0,3 1, 7= 263 K; p3= 1,406 atm, V3=0,3 1, 73=368 K; b) Q2=
Wiz = —0,153 atm-‘l, AU12 = 0 atm'l; W23 = 0 atm-l, AU23 = Q23 = 0,182 atm'1; W31
0,182 atm-1, Q031 =0 atm-1, AU31 = —0,182 atm-l; ¢) 16,1 % 1 28,9 %.
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20. Una certa quantitat d’un gas ideal diatomic segueix el cicle descrit a continuacio.
De I’estat inicial, amb un volum de 10 | i una pressi6 de 2 atm, passa mitjancant una
isoterma a un estat en que la temperatura és de 400 K i el volum de 30 1. Després, pateix
una transformacié a volum constant fins que la pressio és de 0,5 atm. A continuacio,
una altra isoterma el torna al volum inicial, i finalment, una quarta transformacio, a
volum constant, el retorna a D’estat inicial. Representa el cicle en un diagrama
termodinamic, calcula el rendiment del cicle i compara’l amb el del cicle de Carnot
entre les mateixes temperatures.

Sol.: 16% 1 25%.
Entropia

21.  S’introdueix un bloc d’1 kg de coure a 100 °C a D’interior d’un calorimetre de
capacitat calorifica negligible que cont¢ 4 1 d’aigua a 0°C. Calculeu la variacid
d’entropia de (a) el bloc de coure, (b) 1’aigua i (c) I'univers. (Dades: Ceu = 0,386
kJ/kg K, Caigua = 4,18 kJ/kg-K)

Sol.: @) —117 J/K; b) 137 J/K; ¢) 20,3 J/K.

22. Dos mols dun gas ideal a la temperatura de 400 K s’expandeixen
quasiestaticament i isotérmicament des d’un volum inicial de 40 litres fins a un volum
final de 80 litres. @) Quina ¢és la variacié d’entropia del gas? b) Quina és la variacid
d’entropia de ’'univers amb aquest procés?

Sol.: a) 11,5 J/K; b) 0 J/K

23.  Dos mols d’un gas ideal a la temperatura de 400 K ocupen un volum inicial de 40
litres. Experimenten una expansio adiabatica lliure fins a un volum final de 80 litres. (@)
Quina ¢és la variacié d’entropia del gas? (b) Quina és la variaci6é d’entropia de I’univers
amb aquest procés?

Sol.: @) 11,5 J/K; b) 11,5 J/K.

24. Un sistema absorbeix 200 J de calor d’un focus a 300 K i cedeix 100 J
reversiblement a un focus a 200 K. En aquest procés el sistema realitza un treball de
50J. (a) Quina ¢és la variacié de I’energia interna del sistema? (b) Quina és la variacio
d’entropia del sistema? (c) Quina ¢€s la variacio d’entropia de ['univers? (d) Si el sistema
evolucionés irreversiblement, com serien les respostes d’a), b) i ¢)?

Sol.: @) 50 J; b) 0,167 J/K; ¢) 0 J/K; d) 50 J, 0,167 J/K i > 0.
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18. index alfabétic

A

acceleraci6 angular, 25, 26
acceleraci6 centripeta, 26
acceleracio instantania, 19
acceleracié mitjana, 18
acceleraci6 tangencial, 26
acceleraci6 vectorial mitjana, 18
adiabatic, 252

ambient, 251

amortiment critic, 147
amplitud d’ona, 163
analisi dimensional, 7

B

barometre, 179
bomba, 194

Cc

cabal, 187

cabal massic, 187

calor, 230

calor especifica, 230

calor latent d’evaporacio, 232

calor latent de fusio, 232

caloria, 231

canvis d’estat, 232

capacitat calorifica, 230

capacitat molar, 231

centre de gravetat, 93

centre de masses, 71, 90

cicle d’Otto, 260

cicle de Carnot, 262

cicle termodinamic, 252

coeficient adiabatic, 256

coeficient d’amortiment, 147
coeficient d’arrossegament, 213
coeficient de dilatacio volumeétric, 229
coeficient de friccid, 40

coeficient de restitucio, 81

conduccio, 239

conductivitat térmica, 239
conservaci6 del moment angular, 44, 112
conservacio del moment lineal, 112
constant de Stefan-Boltzmann, 245
constant elastica de la molla, 58, 141
constant universal dels gasos ideals, 227
conveccio, 241

conveccio forcada, 243

D

decreixement logaritmic, 148

densitat, 89, 174

densitat relativa, 174

desigualtat de Clausius, 266

diagrama de fases d’una substancia pura, 233
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diagrama p—V, 251
dilatacid térmica, 229
distancia, 14

E

efecte hivernacle, 246

efecte Venturi, 191

eficiencia d’un refrigerador, 261

eficiéncia d’una bomba de calor, 261

eix instantani de rotacid, 105

elements de massa infinitesimals, 89
emissivitat, 245

energia cinética, 54

energia cinetica d’un solid rigid, 109
energia cinética del sistema de particules, 75
energia interna, 253

energia mecanica, 56

energia potencial elastica, 58

energia potencial gravitatoria, 56

entorn, 251

entropia, 266

equacio6 d’estat, 251

equaci6 de Bernoulli, 189

equacio de continuitat, 187

equaci6 fonamental de 1’estatica de fluids, 176
equacio posicio-temps, 15

equilibri mecanic, 127

equilibri térmic, 224

escala absoluta de la temperatura, 227, 265
espectre electromagnetic, 244

estructura, 130

F

factor de qualitat, 149
factor geometric, 216
factors de conversio, 6
fase d’una ona, 164
flotacio, 179

fluid, 173

flux estacionari, 186
forga a distancia, 35

forca de contacte, 35
forga elastica, 58

forga recuperadora, 58
forga restauradora, 140
forces conservatives, 55
forces de friccio, 39
forces internes, 40
freqiiéncia, 26, 140
freqiiéncia angular, 140
freqliéncia angular d’una ona, 163
freqiiéncia d’una ona, 163
freqiiéncies de ressonancia, 167
friccid viscosa, 212

G

gas ideal, 227



index alfabétic

gasos, 173 moviment circular uniformement accelerat, MCUA,
gradient de temperatura, 239 26
grau centigrad, 225 moviment harmonic simple, 140, 141
grau Fahrenheit, 225 moviment rectilini, 20
moviment rectilini uniforme, MRU, 22
H moviment rectilini uniformement accelerat, MRUA,
23

harmonics, 167

N

I nodes, 167
impuls, 38, 98 nombre d’Avogadro, 228
impuls angular, 45, 98 nombre d’ona, 163
inércia, 37
interferéncia constructiva, 165 (@)
interferéncia destructiva, 165
isobar, 252 octaves, 169
isocor, 252 ona mecanica, 161
isomeétric, 252 ones estacionaries, 166
isoterm, 252 ones harmoniques, 163
ones longitudinals, 161
K ones transversals, 161
oscil-lacions amortides, 147
kelvin, 227 oscil-lacions esmorteides, 147

oscil-lacions forgades, 150
L

P
linies de corrent, 186 i
liquid, 173 parametre d’impacte, 82

parell de forces, 99
pendol fisic, 146
LI pendol simple, 144
Ilei de Dalton, 228 periode, 26, 140, 163

. .y pes especific, 174
llei de Newton per a la conveccio, 242 Lo L
llei de Stefan, 245 Poiseuille, equaci6 de, 207

. : poténcia, 55
llei de Wien, 245 Prandtl, sonda de, 193
lleis de la fisica, 5

. pressio, 175
lleis de Newton, 35 pressio atmosférica, 179

pressio de vapor, 234

L pressié dinamica, 190
pressio estatica, 190
longitud d’ona, 163 pressio parcial, 229
primer principi de la termodinamica, 253
M principi de Pascal, 177
principi zero de la termodinamica, 224
mandmetre, 180 producte escalar de vectors, 12
méquina térmica’ 260 producte Vectorial, 13
massa inercial, 37 propietat termomeétrica, 224
material homogeni, 89 pulsaci6, 140
meétode dels nusos, 130 pulsacié natural, 141
mode fonamental, 167 punt triple, 233
modul d’un vector, 12
mol, 227 Q
moment angular, 44
moment angular d’espin, 95 quantitat de moviment, 36
moment angular d’un sistema de particules, 76 quantitat de moviment del centre de masses, 73
moment angular orbital, 95
moment angular relatiu al centre de masses, 77 R
moment d’inércia, 101
moment d’inércia d’un solid rigid, 97 radi de gir, 101

moment d’inércia d’una particula, 44
moment de forga, 43, 98

motor, 260

moviment circular, 25

moviment circular uniforme, MCU, 26

rad d’amortiment adimensional, 147
régim estacionari, 239

relacié de Mayer, 255

relacio de transmissio, 42
rendiment termodinamic, 260
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Index alfabétic

resisténcia térmica, 240
ressonancia, 151

Reynolds, nombre de, 206, 212
rodolament, 106

rotacio, 95

S

segon principi de la termodinamica, 263
semito, 169

sistema, 251

sistema aillat, 73

sistema cegesimal CGS, 5
sistema de particules, 71
sistema de referéncia, 36
sistema internacional S.I, 5
sistema técnic MKS, 6
sistemes d’unitats, 5
sobreamortiment, 147
Stokes,, 212

T

taula periodica, 228
temperatura, 224
temperatura de sensacio, 243
temperatura efectiva, 243

teorema de la conservacio de la quantitat de

moviment, 73
teorema de les forces vives, 75, 110
teorema de Steiner, 102
teorema de Torricelli, 190
teorema dels eixos perpendiculars, 103
termodinamica, 251
termometre de gas, 226
timbre, 168
tir parabolic, 24
to, 168
Torricelli, 179
transformacions adiabatiques, 255
transformacions irreversibles, 251
transformacions quasiestatiques, 251
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transformacions reversibles, 251
translacio, 94, 95

treball, 53

treball en el solid rigid, 109
treball fictici, 75

turbuléncia, 206

U

uma, unitat de massa atomica, 227

\'

variables d’estat, 251

vector, 11

vector desplagament, 14

vector posicio, 14

vector unitari, 12

vectors lliscants, 96

velocitat angular, 25

velocitat del so, 162

velocitat instantania, 17
velocitat limit, 212, 214
velocitat mitjana, 16

velocitat relativa d’acostament, 78
velocitat relativa de retrocés, 78
velocitat vectorial mitjana, 15
venturimetre, 192

viscositat, 203

viscositat cinematica, 204

X

xoc elastic, 77

xoc elastic en una dimensio, 78

xoc inelastic, 78

xoc inelastic en una dimensio, 81

xoc perfectament inelastic, 78

xoc perfectament inelastic en una dimensio, 80
xocs, 77

xocs, solid rigid, 113



