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Resum

La present tesi estudia el grafic de control multivariant 72 de Hotelling per
al control de dades composicionals (CoDa). Una composicié és un vector
d’elements estrictament positius que sumen una constant. Les CoDa tenen
la peculiaritat de viure en un espai restringit.

En un primer estadi, hem analitzat les propostes trobades a la litera-
tura per controlar, mitjancant I'estadistic 72, processos en els que la ca-
racteristica de qualitat és una composicié. Hem determinat que aquestes
propostes incompleixen el principi de coheréencia subcomposicional que ha
de complir tota analisi de CoDa. Aquest principi estableix que la inferéncia
sobre subcomposicions (una part de la composicié) ha de ser consistent,
independentment de si la inferencia es basa en la subcomposicié o la com-
posicié completa. D’altra banda, també hem vist com les regions de control
quedaven dibuixades fora de ’espai restringit.

En base a les observacions previes, hem proposat un nou grafic de control
que hem anomenat T2 composicional i anotat Tg. Aquest es basa en una
representacio de les CoDa en coordenades a ’espai real, on llavors es calcula
'estadistic 72. Aquestes coordenades es calculen mitjancant transformaci-
ons logratio dels components.

Hem utilitzat indicadors de funcionament per comparar el metode de
control classic amb el metode composicional i hem vist que el T(% tenia una
taxa menor de falses alarmes i que aquesta es mantenia constant fos quin
fos el centre de la distribuci6 de les dades.

En el control de processos, és important identificar els senyals fora de
control pero també ho és identificar les causes del senyal per tal de poder
dur a terme accions correctores. Es per aixo que hem proposat un metode
grafic per facilitar la interpretacié dels senyals fora de control en el cas de
les composicions de tres parts.

Finalment, presentem un algoritme que permet identificar les causes del
senyal per un nombre qualsevol de components. Tant ’algoritme com el
metode grafic es basen en trobar quin és el logratio de components que, de
forma univariant, contribueix més al valor global de la T, 5

Al llarg de la tesi hem aplicat els metodes i conceptes proposats a exem-
ples simulats i a exemples reals industriats extrets de la literatura.






Resumen

La presente tesis estudia el grafico de control multivariante 72 de Hotelling
para el control de datos composicionales (CoDa). Una composicién es un
vector de elementos estrictamente positivos de suma constante. Los CoDa
tienen la peculiaridad de vivir en un espacio restringido.

En un primer estadio, hemos analizado las propuestas encontradas en
la literatura para controlar, mediante el estadistico T2, procesos en los que
la caracteristica de calidad es una composicién. Hemos determinado que
estas propuestas incumplen el principio de coherencia subcomposicional que
debe cumplir todo andlisis CoDa. Este principio establece que la inferencia
sobre subcomposiciones (parte de una composicién) debe ser consistente,
independientemente de si la inferencia se basa en la subcomposicion o la
composicién completa. Por otro lado, también hemos visto como las regiones
de control caen fuera del espacio restringido.

En base éstas observaciones, hemos propuesto un nuevo grafico de control
que hemos llamado T2 composicional (T(%) Este se basa en una represen-
tacién de los CoDa en coordenadas en el espacio real, done luego se calcula
el estadistico 72. Las coordenadas se calculan mediante transformaciones
logratio de los componentes.

Hemos utilizado indicadores de funcionamiento para comparar el método
de control clasico con el método composicional y hemos visto que el T, (% tenia
una menor tasa de falsas alarmas y que ésta se mantenia constante fuera
cual fuera el centro de la distribucion de los datos.

En el control de procesos, es importante identificar las sefiales fuera de
control, pero también lo es identificar las causas de la senal para poder llevar
a cabo acciones correctoras. Es por ello que hemos propuesto un método
grafico para facilitar la interpretacion de las senales fuera de control en el
caso de las composiciones de tres partes.

Finalmente, presentamos un algoritmo que permite identificar las causas
del senal para cualquier nimero de componentes. Tanto el algoritmo como
el método grafico se basan en encontrar el logratio de componentes que, de
forma univariante, contribuyen mas al valor global de la T, g

A lo largo de la tesis hemos aplicado los métodos y conceptos propues-
tos a ejemplos simulados y a ejemplos reales industriales encontrados en la
literatura.






Abstract

This thesis studies the multivariate Hotelling T2 control chart for moni-
toring compositional data (CODA). A composition is a vector of positive
elements that add to a constant sum. CoDa have the peculiarity of living
in a restricted space.

Firstly, we analyze the proposals found in the literature to control pro-
cesses in which the quality characteristic is a composition by the use of the
T? statistic. We have determined that these proposals violate the principle
of subcomposicional coherence. This principle states that the inference on
a subcomposition (a part of a composition) should be consistent regardless
of whether the inference is based on the entire composition or a subcompo-
sition. Furthermore, we have also seen that the control regions fall out of
the sample space.

Based on these observations, we have proposed a new control chart ca-
lled compositional 7?2 control chart and denoted by Tg. It is based on a
representation of CoDa onto coordinates in the real space, where the T2
statistic can be calculated. The coordinates are calculated by the use of a
logratio transformation of the components.

We used performance indicators to compare the classical method with
the compositional method, and we have seen that the T(% has a lower false
alarm rate, which remained constant regardless of the center of the distri-
bution of the data.

In process control, it is not only important to identify the out of control
signals, but also to identify the causes of the anomaly in order to carry out
corrective actions. This is why we have proposed a graphical method to
interpret the out of control signals in the case of three part compositions.

Finally, we present an algorithm to interpret the causes of the signal in
the general case. Both the algorithm and the graphical method are based
on finding the logratio of components that greatly contributes to the overall
value of the Té.

Throughout the thesis we have applied the proposed methods and con-
cepts to simulated examples and real industrial examples from the literature.






Capitol 1

Introduccio

1.1 Motivacio

El treball d’investigacié a desenvolupar durant la tesi s’emmarca dins d’u-
na de les linies de recerca principals del projecte METRICS “Métodos es-
tadisticos en espacios restringidos” (Ref: MTM2012-33236; Ministerio de
Economia y Competitividad) que té com a objectiu I’“Adaptacié de metodes
multivariants a dades restringides per la seva aplicacid, entre d’altres, a les
ciencies de la vida, economia i a les ciencies ambientals i de la terra”. El
tema de tesis doctoral forma part de la sublinia especifica dedicada a les
tecniques estadistiques multivariants per al control de processos en els quals
la informacié a controlar té caracter composicional.

El profund coneixement en dades composicionals que ha desenvolupat
el grup de recerca UdG GRCT0035 Estadistica i Analisi de Dades (EAD),
mai abans havia estat aplicat en el camp del control estadistic de proces-
sos. L’estat de l'art revisat durant aquesta tesi revela que, fins al moment,
s’havien aplicat les tecniques estadistiques estandards per a controlar da-
des composicionals, sense tenir en compte les peculiaritats d’aquestes, tot
donant lloc a resultats poc consistents.

La unié de les dues branques de recerca, d’una banda el control estadistic
de processos i de l'altra ’analisi de dades composicionals, obre un gran
ventall de possibilitats de recerca de les quals la present tesi en representa
només l'inici. Entre aquestes possibilitats hi trobem ’estudi dels grafics
de control T2 per al control de mitjanes de composicions o bé l'estudi del
disseny d’experiments per a barreges, entre d’altres.

1.2 Situacio dins la recerca

Els grafics de control (CC de 'angles Control Chart) sén una eina del control
estadistic de processos (SPC de l'angles Statistical Process Control) que
permeten assegurar que un procés es manté en estat de control estadistic,

7
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és a dir, en abseéncia de causes assignables i on els canvis en les mesures de
centre i variabilitat sén estadisticament previsibles (causes comunes).

La majoria de processos requereixen el control de multiples variables.
L as de multiples CC univariants no és recomanat en aquest cas, perque
s’ignora ’estructura de correlacié entre les variables i no es controla la
probabilitat global d’obtenir un fals fora de control (Montgomery) 2009)).
Basant-se en aquestes necessitats es va desenvolupar el control estadistic de
processos multivariants. Es poden trobar revisions dels avengos més signi-
ficatius a [Lowry and Montgomery| (1995), MacGregor and Kourtil (1995),
Reynolds and Cho (2006)), Bersimis et al. (2007) i en el cas especific del
control d’atributs Topalidou and Psarakis (2009).

El CC multivariant més elemental és el de la T2 de Hotelling (Hotelling,
1947). Aquest grafic utilitza com a estadistic la distancia de Mahalanobis
entre 1'observacié (o la mitjana d’un grup d’observacions) i la mitjana del
procés tot tenint en compte la correlacié entre les variables. Més informacid
sobre 'is de la T? es pot trobar a [Tracy et al.| (1992)), Fuchs and Kenett
(1998) i Montgomery| (2009)).

La interpretacié dels senyals fora de control dels CC multivariants resul-
ta important per tal de poder dur a terme accions correctives per millorar
el procés. Aquesta tasca resulta especialment complicada en 'analisi multi-
variant pel fet que es condensa en un tUnic estadistic la informacié referent
a un conjunt de variables. De forma general, una observacié fora de control
en un CC multivariant pot indicar un canvi en el centre o variabilitat d’una
o més variables, o bé un canvi en la relacié entre multiples variables, o fins
i tot una combinacié d’ambdoés efectes.

Pel cas concret del CC T? de Hotelling, s’han desenvolupat diferents
metodes per interpretar els senyals fora de control. Un resum dels meétodes
més destacats aixi com una comparacié entre ells es presenta a |Das and
Prakash| (2007). Un d’ells és el proposat per Mason et al. (1995), conegut
com el metode de descomposicié MYT (dels seus creadors Mason-Young-
Tracy) que es basa en la descomposicié de I'estadistic 72 en parts ortogo-
nals directament interpretables. El metode MYT esta descrit amb detall i
exemples al llibre Mason and Young (2002).

Malgrat que el control de processos s’ha aplicat majoritariament a linies
de produccid, en els darrers temps s’ha avangat molt en aplicacions a I’en-
ginyeria, cieéncies ambientals, biologia, genetica, epidemiologia, medicina,
finances, aplicaci6 de la llei i atletisme (Montgomery, 2009). Es d’especial
interes I'aplicacié dels grafics de control a ’atencié sanitaria i la vigilancia
de la salut publica (Woodall, 2006)), per exemple, per al control de les ratios
d’infeccions o bé dels temps d’espera en un hospital. En resum, es pot
aplicar a qualsevol procés amb una sortida mesurable.

La present tesi es centra en el control de processos en els que la ca-
racteristica de qualitat és una composicié. Una composicié és un vector
d’elements estrictament positius que sumen una constant. Sén exemples
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de variables composicionals aquelles que es mesuren en percentatges, parts
per u, ppm, molaritats o bé qualsevol altra unitat de concentracié. Les
dades composicionals tenen la peculiaritat de viure en un espai restringit,
anomenat simplex, degut a la suma constant dels seus components.

Les dades composicionals (CoDa de I'angles Compositional Data) es tro-
ben ampliament a la indudstria quimica, petroquimica, farmaceutica, ali-
mentaria ... També les trobem en moltes i diverses aplicacions com ara en
lanalisi de I'is del temps (sociologia), la composicions de minerals a les ro-
ques (geologia), ’abundancia d’especies (biologia), la distribucié dels recur-
sos d’una empresa entre departaments (economia), percentatges de poblacié
(demografia). .. Totes tenen en comu que les dades descriuen quantitativa-
ment les parts d’un total.

La diversitat tant dels camps d’aplicacié dels grafics de control com
de l'existencia de dades composicionals, fa que la unié de les dues arees
conformin una linia de recerca prometedora. La present tesi inicia aquesta
linia de recerca amb 1’adaptaci6 del grafic 7% de Hotelling per al control de
composicions.

El primer inconvenient que es troba l'investigador en intentar elaborar un
grafic T? per controlar un conjunt de CoDa amb la teécnica tradicional, és que
no pot calcular Iestadistic 72 perque la matriu de covariancies és singular,
i per tant no invertible mitjancant els métodes estandards. Aquest fet ve
donat per la suma constant dels components. Hem trobat a la literatura
tres escenaris d’aplicacié del grafic T2 per al control de CoDa;

e En els casos en els que hi hagi colinearitat entre les variables, Mason
and Young| (2002) proposen eliminar una de les variables implicada
en la colinearitat i calcular Pestadistic 72 amb les variables restants.
Una altra proposta, equivalent, consisteix en reconstruir la matriu de
covariancies tot eliminant els vectors propis associats als valors propis
nuls o gairebé nuls, i calcular I'estadistic 72 amb els més grans.

e Es pot donar el cas que existeixi colinearitat entre les variables pero
que aquesta no sigui detectada. Aquest fet pot ser causat per errors
de mesura en les dades que facin que la matriu de covariancies sigui
gairebé singular. Aquest fet ja ha estat estudiat previament (Mason
and Young, 2002) i s’ha alertat que Iestadistic 72 queda greument
afectat, de forma que els punts fora de control ja no sén creibles i el
procés de control perd sentit.

e En un darrer cas, considerem aquells processos en els que es mesura
només una part de la composicid, i que per tant, la suma dels com-
ponents no és constant. Aquest és el cas més habitual a la literatura
revisada, alguns exemples es poden trobar a Mason et al. (1997, 2001));
Ortiz-Estarelles et al.| (2001)); Gonzalez-de la Parra and Rodriguez-
Loaiza (2003). En aquests casos I'estadistic 72 es pot calcular sense
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problemes, pero es poden donar resultats poc coherents amb les dades
originals (Aitchison, 1986} Pawlowsky-Glahn and Buccianti, 2011]).

Cap de les estrategies descrites més amunt té en compte la particula-
ritat de les dades composicionals. Tal i com ja va anunciar Aitchison en
el seu treball |Aitchison| (1986)), les dades composicionals representen parts
d’un total i per tant només contenen informacié relativa, és a dir, I'tinica
informacié rellevant en una composicio esta continguda en les ratios de les
seves components, i no en els seus valors individuals.

Només s’han trobat a la literatura dos articles que mencionen les pe-
culiaritats de les CoDa a I’hora d’implementar un esquema de control. Kl
primer intent el trobem a [Boyles (1997). Boyles va desenvolupar un grafic
khi quadrat per controlar dades multinomials i Dirichlet, que és la distribu-
ci6 més coneguda sobre el simplex. La distribucié Dirichlet és molt rigida
ja que exigeix una completa independéncia entre les components a partir de
les quals es construeix. Es de diffcil aplicacié a la practica, ja que no permet
modelar cap estructura de dependencia CoDa.

Boyles| (1997) utilitza grafics descriptius simples, com ara diagrames bi-
variants, per comparar el grafic x> amb el T2 basat en una transformaci6
logratio. La transformacié emprada per Boyles utilitza com a divisor del
logratio el darrer component de la composicié. Aquesta transformacid es
coneix amb el nom de alr de 'angles additive log-ratio transformation i el
seu principal inconvenient és que no és una transformacié isometrica. L’au-
tor conclou que el grafic T2 basat en logratio és mes sensible que el x? perod
es decanta pel x? perque “the computational complexity of the optimal ap-
proach [...] makes it impractical in many shopfloor situations”. Des del
nostre punt de vista, i després dels darrers avencos en el camp de la pro-
duccié automatica (Stoumbos et al., 2000), considerem que 1'is de ’enfoc
optim passa per sobre de la complexitat computacional.

Yang et al. (2004) fa una altra proposta per controlar dades composi-
cionals. En el seu treball utilitzen dades dels percentatges de particules
que passen determinats tamisos per tal de controlar que la gradacié d’uns
agregats per a la industria de 'asfalt es mantingui dins els limits establerts.
Proposen dos meétodes per definir regions d’acceptacié. El primer consisteix
en elaborar multiples grafics de control univariants, cosa que ja hem comen-
tat anteriorment que no és recomanable. El segon metode, es basa en un
enfoc additiu (no logratio) i per tant no adequat per a CoDa.

La proposta d’aquesta tesi es basa en la metodologia composicional, que
consisteix en analitzar els quocients o ratios entre components, o més ben dit,
els logratios entre components (anomenats coordenades) ja que el logaritme
facilita el maneig de les dades.
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1.3 Presentacio dels articles

Un cop feta la introduccié general i repassada la literatura disponible, queda
clar que hi ha una linia oberta en la recerca feta fins al moment pel que fa
al control de processos on la caracteristica de qualitat és una composicio.
La present tesi obre aquest cami de recerca fent les segiients aportacions
innovadores.

e Demostra que les propostes fetes fins al moment per a controlar com-
posicions mitjancant la 72 de Hotelling, i per tant per esquivar la
colinearitat entre les variables, no sén coherents amb la natura de les

CoDa.

e Proposa un nou grafic de control 72 per a dades composicionals (T3)
que té en compte els principis basics de les CoDa.

e Demostra que els metodes classics per interpretar el punts fora de
control del grafic T2 no sén adequats per a CoDa i fa una aproximacié
geometrica a la interpretacié dels senyals fora de control del T(%.

e Proposa un algorisme que permet interpretar els senyals fora de control
del grafic T, g

El primer article que conforma aquesta tesi es titula Individual 72
Control Chart for Compositional Data i ha estat publicat al Journal
of Quality Technology (Vives-Mestres et al. 2014a)). Una transcripcié de
I’article es troba a la pagina En aquest article es fa evident la linia
de recerca per explorar pel que fa al control de processos de CoDa. Consta
d’una llarga i planera seccié introductoria a la metodologia composicional, ja
que no és habitual en aquest camp de recerca. L’article presenta el grafic Té
per al control de CoDa (observacions individuals) basat en la transformacié
logratio de les dades i inclou una comparacié grafica i numerica entre el
grafic T? classic i el CoDa T, g Finalitza amb una aplicacié practica tot
utilitzant unes dades conegudes de Holmes and Mergen (1993)) que també
han estat utilitzades per [Sullivan and Woodall (1996) i Montgomery (2009)).

El segon article es titula Out-of-Control Signals in Three-Part
Compositional 7? Control Chart i ha estat publicat al niimero especial
de ’European Network for Business and Indistrial Statistics 2011 (ENBIS)
al Quality and Reliabiity Engineering International (Vives-Mestres et al.,
2014b)). En aquest article es demostra graficament que el metode classic
per interpretar els senyals fora de control no es pot aplicar a les coordena-
des amb les que es construeix el Tg, i mostra una aproximacié geometrica
que facilita la interpretacié. L’article finalitza amb una aplicacié practica
utilitzant les dades de ’article precedent.

El darrer article titulat Signal Interpretation in Hotelling’s 772
Control Chart for Compositional Data ha estat enviat a la revista



12 CAPITOL 1. INTRODUCCIO

IIE Transactions. En aquest article es proposa un nou algorisme que per-
met identificar la ratio de components que és principalment responsable del
senyal fora de control del grafic T(%. De fet, es proposen dos algorismes: un
és més adequat per processos en els que el nombre de components és inferior
a 11 mentre que 'altre és més rapid per a vectors composicionals de més de
11 parts. L’aplicacié del metode proposat es demostra utilitzant les dades
de \Gonzalez-de la Parra and Rodriguez-Loaizal (2003)) que reporten el perfil
d’impureses d’un medicament del qual es vol controlar que es mantenen dins
els limits establerts.

1.4 Estructura de la tesi

La present tesi s’estructura de la segiient manera. Un cop situada la tesi
dins la recerca actual i presentats els articles, es descriuen els objectius
generals i especifics al Capitol 2l El Capitol |3| presenta breument i sintetica
els aspectes metodologics basics del control estadistic de processos i de les
dades composicionals. En tots dos casos es fa un repas de la literatura més
destacada a la que el lector pot recérrer en cas de desitjar informacié més
detallada. El Capitol [] conforma el nucli central de la tesi, i conté una
copia dels dos articles publicats en el mateix format que a la revista i una
transcripcié de l'article enviat. La tesi continua (Capitol [5) amb una sintesi
dels principals resultats i una discussié d’aquests. I finalment es presenten
les conclusions aixi com les futures linies d’investigacio.



Capitol 2

Objectius

La present tesi té com a objectiu general ’adaptacié de les tecniques de
control estadistic de processos, concretament dels grafics de control, a les
dades composicionals. Altrament dit, aplicar les tecniques composicionals
per a controlar processos en els que la caracteristica de qualitat (la variable
a controlar) és una composicio.

S’han treballat tres tipus de grafics de control: el grafic de control p, el
grafic multivariant 72 de Hotelling per al control d’observacions individuals
i el grafic univariant de sumes acumulatives (CUSUM de 'angles Cumulative
Sums).

De l’estudi del grafic p se’'n desprenen dues aportacions a congressos i el
CUSUM esta encara en fase de treball. L’estudi del grafic de control 7?2 de
Hotelling conforma el nucli central d’aquesta tesi amb dos articles acceptats
i un tercer d’enviat, a banda d’altres aportacions a congressos. Es per aquest
motiu que la tesi se centra en el treball de la 72 mentre que el referent als
altres dos grafics de control es descriuen sinteticament al Capitol

2.1 Objectius del nucli central de la tesi

Pel que fa al grafic de control multivariant 72 de Hotelling, podem definir
els objectius especifics de la forma segiient.

O1. Comparar, graficament, les regions de control que s’obtenen del grafic
de Hotelling per al control de CoDa tot utilitzant la metodologia estan-
dard (7?) i la metodologia composicional (7). Fer la comparacié en
termes de la capacitat per seguir la distribucié de les dades composici-
onals i la restriccié de la regié de control al simplex.

02. Comparar, mitjancant indicadors de funcionament, el rendiment de la
metodologia estandard i el de la metodologia composicional a I’hora
de controlar CoDa. Concretament, utilitzar I'indicador RL (de 'angles
run length) i els estadistics de la seva distribucié (mitjana i quartils).

13
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03.

04.

05.

0O6.

El RL es defineix com el nombre de mostres que es prenen fins que el
grafic detecta una observacié fora de control.

Proposar una solucié geomeétrica a Iespai R?, on es representen les

coordenades de les composicions de tres parts, que permeti identificar

els components causants de les observacions fora de control del grafic
2

TC.

Aportar una interpretacio grafica al diagrama ternari dels elements de la
descomposicié de I'estadistic Tg, mitjancant el metode de descomposicié
ortogonal MYT. Comparar aquesta interpretacié amb ’enfoc classic.

Desenvolupar un algoritme automatic que, donada una observacié fora
de control en el grafic Té, retorni el quocient de components que més
contribueixen a la causa de la anomalia.

Mostrar els conceptes i metodologia proposats amb aplicacions prac-
tiques de casos reals.

La relacié entre els objectius i els tres articles es resumeix a la Taula

‘ Objectiu
Article |01 02 03 04 O5 06
Individual 7% Control Chart for Com- | vV v
positional Data
Out-of-Control Signals in Three-Part v v v
Compositional T2 Control Chart
Signal Interpretation in Hotelling’s T v v
Control Chart for Compositional Data

Taula 2.1: Relacié entre objectius del nucli central de la tesi i els articles
publicats i enviat.

2.2 Altres objectius

Pel que fa al grafic per al control de proporcions p:

e Proposar un enfoc adequat per controlar proporcions basat en la me-
todologia composicional i comparar aquest amb els metodes classics.

e Estudiar si ’enfoc composicional aporta ua solucié optima en el control
de processos en el quals les proporcions a controlar limitin amb la
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frontera, és a dir, siguin properes a 0 o 1. En aquests casos la versi6
estandard presenta problemes ja que el limit inferior sovint dona valors
negatius, cosa que no és possible en el control de proporcions.

Pel que fa al grafic per al control de sumes acumulatives CUSUM per al
control de proporcions:

e Proposar un nou grafic de sumes acumulatives CUSUM per controlar
proporcions basat en la metodologia composicional i comparar aquest
amb els metodes classics.
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Capitol 3

Metodologia

En aquest capitol es fa una revisié dels aspectes essencials a tenir en compte
referents a les dues tematiques que tracta la tesi; sén d’una banda el control
estadistic de processos (SPC de I'angles Statistical Process Control), i més
concretament del grafic de control 72 de Hotelling, i d’altra banda les dades
composicionals (CoDa de I'angles Compositional Data).

3.1 Control Estadistic de Processos (SPC)

La idea clau darrere del SPC és diagnosticar i reduir les causes de la va-
riabilitat per produir el major nombre possible d’unitats no defectuoses.
Cal distingir entre els dos tipus de causes que generen variacio: les causes
comunes i les causes especials o assignables.

El tipus de causa que produeixi la variabilitat marcara lestrategia a
seguir per eliminar-la. Les causes assignables s’eliminen mitjancant plans
correctius i preventius mentre que si 'objectiu és reduir les causes comu-
nes de variabilitat (i.e. la variabilitat total), és necessari introduir canvis
importants en el procés, com ara noves maquines o serveis.

La principal eina que permet distingir entre les dues causes de variacid
sén els grafics de control (CC de langles Control Chart) desenvolupats per
Dr. Andrew Shewhart en el seu treball Shewhart| (1931), també coneguts
com a grafics de Shewhart. Shewhart va crear una eia simple que podia
ser utilitzada per personal no estadistic i que permetia aplicar conceptes
estadistics per representar la variabilitat propia d’un procés de fabricacio.

D’altres eines utilitzades en SPC sén el disseny d’experiments, I’analisi de
capacitat, els diagrames causa-efecte o els diagrames d’Ishikawa. Aquestes
eines basiques, juntament amb els metodes de SPC, s’enfronten a nous reptes
d’adaptacié a un entorn de fabricacié canviant que inclou noves tendencies
cap cicles de produccié més curts, major quantitat de dades, requisits de més
qualitat, i a una major capacitat computacional (Woodall and Montgomery,
1999)).
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3.1.1 Grafics de control

Els grafics de control permeten assegurar que el procés es manté en un estat
de control estadistic. En aquest estat, el procés funciona correctament a un
nivell estable.

En un grafic de control es representen els valors d’un estadistic, com ara
la mitjana, la desviacié, o la proporcid, calculat a partir d’'una mostra de
mida n presa a intervals regulars, en funcié del temps o nimero de mostra.
Cada mostra es considera un subgrup racional: els elements de la mostra
estan subjectes a variacions aleatories (les causes assignables apareixen entre
subgrups). Quan no és possible prendre mostres majors que 1 el CC es basa
en les observacions individuals (n = 1).

La Figura [3.] mostra un esquema d’un grafic de control. La linia cen-
tral (CCL de l'angles Center Control Line) representa una mesura de centre
mentre que les linies superior i inferior (UCL i LCL, de 'angles Upper Con-
trol Line i Lower Control Line respectivament) senyalen una amplada dins
la qual és probable que es mogui ’estadistic de control si el procés esta en
estat de control estadistic.

Quan es disposa d’una nova mostra, es calcula l'estadistic i s’afegeix
un nou punt al CC. Si el nou punt se situa entre les UCL i LCL, indica
que el procés esta sota control, mentre que si esta fora d’aquests limits és
probable que alguna causa hagi afectat el procés (causa assignable). Patrons
no aleatoris dins els limits de control també poden indicar la presencia de
causes assignables, per exemple, 9 punts seguits per sobre o per sota la CCL,
6 punts seguits creixent o decreixent continuament, ...

Punt fora de control

Linia de control superior (UCL) o

© y
[ ] /

8 * \ A, )
[) T T T LI LI T T LI T
E 1 2 N 3/ 4 5 6 (,/ 7 8 V9, 10 1 \12 13
2 “’ L Ntrhero de mostra
\ﬂ L ‘ v
k] .-
©
e
w Linia de control inferior (LCL)

Figura 3.1: Esquema d’un grafic de control.

En el grafics Shewhart els 1imits UCL i LCL se situen a una distancia
tres cops la desviacié estandard de 'estadistic (3¢) des de la CCL. El valor
3 va ser triat per Shewhart (Shewhart, 1931) perque, sota el suposit de
normalitat, “seems to be an acceptable economic value”, és a dir, ofereix
un balang raonable entre la deteccié de falses alarmes i la deteccié rapida
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de canvis en el procés. L’us de ko limits és d’especial interés en camps
d’aplicacié com la diagnosi clinica on la deteccié rapida és més important
que les falses alarmes.

Els CC més habituals assumeixen que la distribucié de la variable de
control és una d’entre Normal, Poisson o Binomial i que les observacions
son independents. Els grafics Shewhart sén molt senzills pero s’allunyen de
I’optim ja que per exemple sén ineficients per a detectar canvis petits en la
mitjana del procés.

3.1.2 Fases del procés de control

Hem de distingir entre dues fases en el procés de posada en marxa d’un
grafic de control.

La primera fase anomenada Fase I o fase retrospectiva, consisteix en por-
tar el procés a un estat de control estadistic i després definir que s’entén per
estar sota control estadistic, és a dir, definir els parametres de la distribucié
subjacent a partir d’'una mostra de mida m que esta sota control. Si els
parametres ja son coneguts (i.e. per la disponibilitat d’informaci6 passada),
es poden fer servir amb cautela en comptes d’estimar-los.

A la Fase II o fase prospectiva el CC s’utilitza per controlar el procés
i verificar, a ’arribada de cada observacid, si ’estat de control ha canviat.
En aquesta fase s’utilitzen els limits de control i/o els estimadors obtinguts
a la Fase I.

Woodall WH.| (2000) destaca la importancia de la Fase I i assegura que
“researchers tend to neglect Phase I applications and the vitally important
practical considerations of quality characteristic selection, measurement and
sampling issues, and rational subgrouping”. A més a mes “authors someti-
mes do not clearly specify whether their work applies to Phase I or Phase I1”
(Woodall and Montgomeryl, 1999)). Es evident que l'estimacié de parametres
de la Fase I té un impacte directe en el funcionament del CC. De fet, els
limits de control de la Fase II sén variables aleatories, i per determinar de
forma precisa els limits es necessiten més dades de les que tradicionalment
es recomanen. L’efecte de ’estimacié de parametres en el rendiment del CC
s’ha estudiat per a pocs tipus de CC (Jensen et al., 2006]).

3.1.3 Indicadors de funcionament

El funcionament d’un grafic de control va estretament lligat al seu disseny. El
disseny d’un CC implica triar I'estadistic de control, els limits de control, la
mida de I'increment/disminucié6 a detectar (), la mida de la mostra (n) aix{
com la freqiiencia de mostreig entre d’altres. De vegades, alguns d’aquests
parametres es trien per aconseguir un nivell especific de rendiment.
Existeixen diferents indicadors per mesurar el rendiment dels CC i sovint
s’'utilitzen per comparar diferents esquemes. L’indicador més popular és
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el valor esperat del RL (de l'angles run length ). El RL d’'un CC és el
nombre de mostres que es prenen fins que el grafic detecta una observacid
fora de control. La variable aleatoria discreta que defineix el RL es denota
tipicament per N i la seva distribucié s’anomena run length distribution.

Assumint que les mostres aleatories sén independents i que la probabili-
tat de donar un senyal és la mateixa per a totes les mostres (independent-
ment de la distribucié assumida sobre les dades), quan els parametres sén
coneguts la distribucié RL és geometrica

P(N = j) = B(k,6,n)’ ' (1 — B(k,6,n)),j =1,2,...

on B(k,d,n) és lerror tipus II o la probabilitat de que el grafic no doni
senyal estant el procés fora de control, és a dir, 8(k,d,n) = P(No senyal |
Canvi en el procés). Quan els parametres sén estimats, la distribucié RL no
és geometrica.

L’esperanca de la distribucié N, anomenada ARL (de l'angles Awverage
Run Length) es calcula com

ARL = E[N] =1 — B(k,6,n)] " (3.1)

Si no hi ha canvis en el procés, la distribucié de N s’anomena distribucié
RL sota control i s’expressa com Ny i la seva mitjana ARLg que representa el
nombre esperat de subgrups obtinguts fins que el grafic detecta erroniament
una mostra fora de control. Paral-lelament, si hi ha un canvi en el procés,
la distribucié de N s’anomena RL fora de control i s’expressa com Ny i la
seva mitjana ARLs, és el nombre esperat de subgrups obtinguts fins que el
CC detecta que el procés esta fora de control.

Un CC eficient té un ARLg gran i un ARLj petit. Quan es compara el
rendiment de dos o més CC, PARLy se sol fixar a un nivell acceptablement
alt, i aquell que tingui un menor ARLg per un determinat desplacament §
és el guanyador. El valor sovint acceptat de ’ARL sota control és ARLy =
370.4 que prové de 'assumpcié de normalitat de les dades amb mitjana i
variancia conegudes i k = 3. En aquestes condicions la distribucié N és
geometrica amb probabilitat d’exit 0.0027.

En els darrers anys 1'is de ARL com a mesura del rendiment dels CC
ha estat subjecte a critiques, perque d’una banda la desviacié estandard de
la RL és molt gran i de l'altra la distribucié geometrica és molt esbiaixada
i per tant la mitjana de la RL no és una mesura correcta de centre (valor
tipic). En contrapartida, a la literatura es proposa no nomsés fixar-se en els
valors de ’ARL siné també en els quartils de la distribucié RL (Kenett and
Pollak, [2011)).

3.1.4 Tipus de grafics de control

Segons sigui la natura de les dades, distingirem entre els CC destinats al
control de dades continues i els CC per a dades discretes o atributs. Pel que
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fa a les dades continues els més utilitzats son els grafics de Shewhart per a
la mitjana (x barra o z) i pel control d’observacions individuals. Aquests
grafics sovint van acompanyats per CC per al control de la variabilitat, essent
els més basics els grafics R i s. Pel que fa a les dades discretes el més comu
és el grafic p per al control de proporcions o bé el grafic np per a unitats
defectuoses. També hi trobem els grafics ¢ i u, que permeten controlar el
nombre total de disconformitats per unitat i la proporcié de disconformitats
en una mostra respectivament.

S’han proposat a la literatura millores als grafics Shewhart per detectar
canvis petits en la mitjana del procés i per tractar els casos en els que la
distribucié de les dades s’allunya lleugerament de la normalitat. Es el cas
dels grafics CUSUM (de langles Cumulative Sum) i EWMA (de l'angles
Exponentially Weighted Moving Average). Ambdés fan ts d’observacions
presents i passades.

Altres esquemes de control avangats inclouen adaptacions per tenir en
compte la correlacié entre variables, per cicles curts de produccié, per nom-
bre de mostres canviants, . .. Per més informacié sobre aquests i els grafics de
control de Shewhart es pot consultar Kenett and Zacks| (1998)); Montgomery
(2009); |Kenett et al.|(2014).

La majoria de grafics de control assumeixen que les dades segueixen
algun tipus de distribucié parametrica. Quan la distribucié no és coneguda
i s’allunya de la normalitat s utilitzen CC no parametrics (Chakraborti et al.|
2001).

Els grafics presentats fins al moment serveixen per controlar una variable
en una dimensid. No obstant, les dades multivariants sén molt més informa-
tives que una col-leccié de dades univariants. Per aixo s’han desenvolupat els
grafics de control multivariants, que permeten controlar simultaniament un
conjunt de variables. A diferencia dels CC univariants, els CC multivariants
requereixen una mesura per detectar desviacions respecte als valors objectiu
de cada variable i al mateix temps una mesura per avaluar Iestructura de
covariancia de les dades.

L’as de multiples grafics univariants per controlar un conjunt de variables
esta desaconsellat perque l'error de tipus I i la probabilitat que un punt
assenyali correctament ’estat de control del conjunt no sén iguals als valors
dels grafics individuals. A més a més, en els grafics univariants no es té en
compte la relacié entre les variables.

En un esquema multivariant s’assumeix que p X 1 vectors aleatoris x1, X2,
X3, ... s’observen i controlen al llarg del temps. Cada vector conté p carac-
teristiques de qualitat. En la majoria de casos, les observacions es consideren
independents i seguint una distribucié normal multivariant amb vector mit-
jana g i matriu de covariancies X.

El primer control de qualitat multivariant va ser proposat per Hotelling
(1947), que va desenvolupar el més conegut dels CC multivariants: el grafic
T? de Hotelling per al control de la mitjana d’un procés. Es l'extensié
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multivariant del grafic de Shewhart z.

La majoria d’esquemes de control assumeixen dades independents i iden-
ticament distribuides. Per a esquemes de control per processos més comple-
X0s com ara processos canviants en el temps es pot consultar el llibre de Xie
and Kruger| (2012]).

Descrivim a continuacié amb detall els grafics de control per a proporci-
ons p i el grafic de control multivariant 72 de Hotelling.

Grafic de control per a proporcions

En el grafic de control p, es controla la fraccié d’items que posseeixen una
determinada caracteristica del total d’unitats estudiades (sovint es parla
d’unitats defectuoses). Cada punt del grafic p es calcula com p; = x;/n;
on x; és el nombre d’unitat que posseeixen la caracteristica en 1'i-essim
subgrup de mida n;. El grafic es basa en la distribucié binomial (Bin(n,p))
de les observacions, assumint que la classificacié dels individus en les dues
categories és independent 'una de ’altra. Els limits de control es calculen

com
UCL:ﬁ+kHMi;m
CCL=p (3.2)

p(1—p)

LCL=p—k

on p és I'estimador de p, calculat com la mitjana de la proporcié d’unitats
defectuoses de la mostra inicial de la Fase I, i n és la mida del subgrup. Si
p és conegut, el valor de p de '’Equacié es substitueix per p.

En els casos en els que la mida de la mostra n varia, els UCL i LCL
es recalculen per cada mostra mentre que la CCL es manté constant. Un
altre enfoc consisteix en calcular els limits amb una mitjana de la mida de la
mostra n assumint que n; varia poc d’una mostra a ’altra. Un tercer enfoc
consisteix en estandarditzar la variable p; de forma que els punts del grafic
vinguin mesurats en unitats de desviacié estandard.

Un dels principals problemes del grafic p és que no sempre té limit inferior
(LCL). Quan el valor de p és petit (e.g. p = 0.1) i donat n constant (e.g.
n = 10) el limit inferior de la Equacié pren valors negatius (e.g. LCL =
—0.18), cosa que no és raonable tenint en compte la natura de les dades.
En aquests casos el grafic no pot detectar disminucions en el valor de p, és
a dir, no pot detectar que el procés millora.

Els limits de I'Equaci6 [3.2] es basen en Paproximacié de la distribucié
binomial per la normal. Aquesta aproximacié és correcta per valors alts de
n 1 valors de p que no s’allunyen excessivament de 0.5 ja que en aquests
casos la distribucié binomial és menys esbiaixada. Altrament el biaix de la
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distribucié binomial fa que 'aproximacié per la normal no sigui adequada.
Una norma general per poder fer aquesta aproximacié ve donada per np(1—
p)>9o0np>5per0<p<05in(l—p)>>5per05<p<1(Schader
and Schmid| (1989)).

Quan el valor de p és conegut, k = 3 i es satisfan les condicions de
normalitat, Perror tipus I del grafic no s’allunya gaire del valor nominal de
0.0027. No obstant, quan p és desconegut, el valor real de I'error tipus I no
només depen de n sind també del valor real de p (Jensen et al.l 2006)). Una
bona discussié sobre els indicadors de funcionament dels grafics p, tant pel
cas de parametres estimats com coneguts, es pot trobar a |Chakraborti and
Human (2006]).

Woodall (1997) va assenyalar que les distribucions dels estadistics utilit-
zats en els grafics de control per atributs sén majoritariament esbiaixades
per la dreta, cosa que implica que la probabilitat de detectar un increment
en p sigui en general diferent de la de detectar una disminucié en p fins i tot
si el procés esta sota control.

A la literatura es proposen diverses alternatives per corregir el biaix de la
distribucié binomial. Alguns enfocs aposten per modificar/ajustar els limits
de control (Acosta-Mejia, [1999). D’altres opten per transformar les dades,
per exemple, amb la funcié logit o la inversa de la funcié6 sinus (Newcombe,
2001).

Per detectar millores en el procés, també és possible utilitzar limits de
control calculats de forma que la probabilitat d’obtenir una falsa alarma en
els dos extrems del grafic sigui igual a «/2. Aquest s’anomena métode exacte
i els intervals que se’n deriven es coneixen com interval Clopper-Pearson
(Blyth and Still, [1983).

D’altres solucions impliquen canviar l'estadistic de control pel nombre
d’unitats observades fins que n’apareix una de no conforme, fet que es mo-
dela amb una distribucié geometrica. Aquests esquemes sén adequats per
processos amb percentatges de defectes molt baixos, coneguts en angles com
high yield processes. Aquest grafic és apropiat quan els items es produeixen
de forma seqiiencial i s’inspecciona el 100% de la produccié.

D’altres grafics es basen en transformacions de la distribucié geometrica
per tal que sigui aproximadament normal, per després aplicar els esquemes
classics. Algunes transformacions sén la potencia del tipus y/3¢ on y és un
comptatge geometric (Nelson) |1994) o I'is de lestadistic Q (Quesenberryl,
1991).

Alguns articles on es comparen els diferents metodes sén [Newcombe
(1998) |Pires (1998) McCool and Joyner-Motley| (1998) i pel cas concret de
p petita a Chang and Ganl (2007) i [Wang| (2009).
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Grafic 7? de Hotelling

L’extensié multivariant del grafic Z és el de T2 Hotelling, que utilitza com
a mesura del desplacament la distancia de Mahalanobis, que és I’arrel qua-
drada del parametre

N(x) = (x—p)Z 7 (x— p) (3:3)

Distingirem entre els CC per al control d’observacions individuals i per al
control de mitjanes. Dins de cada tipus, separarem entre la fase I (estimacié
de parametres) i la fase II (control del procés).

Grafic 72 de Hotelling per a observacions individuals En els casos
en els que no és possible disposar de mides de mostra superiors a u (n = 1),
s'utilitza el grafic de control de Hotelling per a observacions individuals.
A cada instant de temps s’observa el vector x = (z1,2,...2p) que conté p
caracteristiques de qualitat.

En el cas més senzill en el que els parametres p i ¥ de la distribucio
son coneguts, es representa la distancia de Mahalanobis des de cada punt al
valor objectiu u, és a dir,

T = (x— )= (x - p)
En aquest cas, I'estadistic 72 segueix una distribucié x? amb p graus de
llibertat.
En la major part d’aplicacions, els parametres de la distribucié no sén
coneguts i s’han d’estimar a partir d’una mostra de mida m a la fase L.
L’estimacié de la mitjana es calcula

m
o _ _ 1
X = (Z1,%2,...Tp) on :L'j:—g Tij
m
—

i la matriu de covariancies

L’estadistic que s’utilitza a la fase I del CC de Hotelling per a observa-
cions individuals amb parametres estimats és

T2 = (x —%)'S~ (x - %) (3.4)

Aquest no segueix una distribucié x? ni F, siné que segueix una distri-
bucié beta degut a la dependencia entre les x i I’estimacié de la mitjana i la
matriu de covariancies (Tracy et al.l [1992). En concret



Grafic de control T? de Hotelling per a dades composicionals 25

(my;l)ZB(p/?, (m—p—1)/2 (3.5)

T2 ~
Tracy et al. (1992)) recomana en aquesta fase 1'ds de limits de control su-
periors i inferiors ja que 'estadistic de la Equacié |3.4] és sensible als canvis
en la mitjana aixi com en la matriu de covariancies; valors petits de 1’es-
tadistic poden indicar canvis en la matriu de covariancies. Malgrat aquesta
recomanacio, en les aplicacions practiques no s’utilitza el limit inferior.
A la fase II les observacions sén independents dels parametres estimats
X i85 i per tant al CC es dibuixa l’estadistic

TJ% = (Xf — i)lsfl(Xf — )_()

on el subindex f fa referéncia a observacions futures, i que segueix una
distribucié ( b )
p(m + m —
T? ~ F(p,m —
En cada cas, el limit de control (UCL), es calcula a partir del percentil
escollit de la corresponent distribucié: ja sigui la Khi-quadrat, la Beta o la

F de Fisher.

Grafic T? de Hotelling per al control de mitjanes Quan la mida de
la mostra és superior a u (n > 1), s’assumeix que a la fase I es disposa de
m mostres, cadascuna de les quals conté n vectors amb p caracteristiques
de qualitat. De cada mostra, també anomenat subgrup, s’utilitza el (p x 1)
vector de mitjanes mostral (X) i la matriu de covariancies mostral (p x p)
per estimar p i 3.

Hi

1 & N
= — X i §=— S
& m

A la fase I, Ryan! (2011)) proposa utilitzar ’estadistic.

que segueix una distribucio

pm—1)(n—1)

T? ~ +1
mn—m—p+1 PP

En canvi, a la fase II s’utilitza I'estadistic
TJ% =n(Xs — )?)’S"l(icf - X)

o plm ) —1)
f mn—m-—p+1 pimn—m=p+1
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Altra vegada el limit de control (UCL) es calcula, en cada cas, a partir
del percentil escollit de la corresponent distribucié F.

La Taula resumeix l'estadistic a utilitzar en cadascuna de les fases,
en funcié de la mida de la mostra i el coneixement sobre els parametres de
la distribucié.

Taula 3.1: Resum dels estadistics del grafic 72 de Hotelling i les seves dis-
tribucions en funcié de la mida de la mostra (n), la fase de control i el
coneixement o no dels parametres de la distribucié.

Mostra n | Fase /Ija;r;metres Estadistic i distribucié
FaseI o 9 P
n=1 I Conegut T°=(x— )2 (x—p)
T? ~ X%
1 Conegut
n=1 | FaseIl | ¥ Descone- T]% = (x5 — p)'S;t(xp — )
gut
2 p(m—1)
Tf ™~ m(m—p) F(pvm*p)

n=1 | Fasel | Desconegut | 7% = (x —x)'S™1(x — %)

m—1)2
T2 ~ 12l Bp/2,(m-p-1)/2)

n=1 | Fase Il | Desconegut T]% = (x5 —x)/S7(x; — %)

(m+1)(m—1)
T]% ~E m(m(fp) F(p,m,p)

b1 Ease Io Conegut T? = (X; — o) S H(X; — o)

n>1 |Fasel | Desconegut | T? =n(x—x)'S~1(x - x)

(m=1)(n—1)
T2 ~ B ot Flpimn—m—p+1)

n>1 | Fase Il | Desconegut TJ% =n(x; —x)SHxXs — %)

2 p(m+1)(n—1)
Tf ~ mn—m—p+1 * (p,mn—m—p+1)

Tant per als grafics per al control d’observacions individuals com per al
control de mitjanes, la mida de la mostra m que permet obtenir un bons
estimadors dels parametres de la distribucié ha estat objecte d’estudi i de
debat. Lowry and Montgomery| (1995)) fa recomanacions de m per als dos
tipus de grafics n = 11in > 1. Utilitza el criteri de I'error relatiu comparant
els limits exactes de la Fase II i els limits aproximats amb la x2. Posteri-
orment s’ha vist que les seves recomanacions sén massa baixes, ja que no
tenen en compte la RL, i per tant les mides de mostra que proposen resulten
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en un nombre alt de falses alarmes i valors baixos d’ARL.

Mason et al.| (2003) proporciona una bona discussié per determinar la
mida de la mostra en grafics per observacions individuals (n = 1). Proposen
tres mesures per determinar la mida per a la Fase I i Fase II amb limits
basats en la distribucié Beta i F respectivament.

Champ et al. (2005) estudia els grafics de mitjanes (n > 1) i déna re-
comanacions sobre la mida de la mostra m de forma que s’obtinguin valors
d’ARL a la Fase II a una distancia raonable de 1/« utilitzant limits basats
en la distribucié F'.

En un article més recent, (Chen and Pan/ (2011), recomana valors de m
per controlar observacions individuals (n = 1) quan l'estadistic T? es cal-
cula utilitzant la matriu de covariancies estimada a partir de les diferencies
successives de les observacions (Sp).

El grafic de control T? de Hotelling permet condensar la informacié de
miltiples variables en un sol estadistic. Com que la T? té en compte la
mitjana i la matriu de covariancies del procés, els punts fora de control
poden indicar canvis en la mitjana, en la variancia o fins i tot en la relaci6
entre les variables. Aquest inconvenient, juntament amb el fet que la 72 no
té sentit practic, fan dificil la interpretacié els punts fora de control.

Molts articles tracten el tema de la interpretacié dels signes fora de
control i presenten diferents alternatives per diagnosticar i identificar les va-
riables que causen la fallada. El més antic dels procediments va ser proposat
per |Jackson| (1985), que va utilitzar els components principals de 1’estimacié
de la matriu de covariancies per descompondre el valor de la T2. Aquest
metode es pot utilitzar per identificar el grup de variables que contribueix al
senyal, pero no permet una interpretacié directe en termes de les variables
originals.

Un metode més eficient és el proposat per Mason et al. (1995]), conegut
com el metode de descomposicio MY'T. El metode consisteix en descompon-
dre l'estadistic T2 en termes independents, anomenats termes no condicio-
nals i termes condicionals. La descomposicié permet a 'usuari identificar
quines son les variables que tenen una contribucié significant a la causa de
la desviacid.

Das and Prakash| (2007) compara els dos metodes, entre d’altres. Els au-
tors avaluen el funcionament en termes de la capacitat dels diferents metodes
per detectar les variables que causen la desviacié, assumint que la matriu de
covariancies es manté constant, ja que els metodes comparats no permeten
identificar si la causa del problema prové d’un canvi en el vector de mitjanes
o en la matriu de covariancies.

D’altres metodes per a la interpretacié dels punts fora de control sén el
proposat per Hawkins (1993) que utilitzava la variables de regressié ajustada
per millorar la diagnosi. Per més detalls sobre els metodes existents veure
Mason and Young| (2006]).
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3.2 Dades Composicionals

En aquesta seccié es resumeix els aspectes basics que defineixen les dades
composicionals (CoDa de 'angles Compositional Data). El contingut es basa
en Pawlowsky-Glahn et al. (2010) i les tesis doctorals de Mateu-Figueras
(2003) i Martin-Fernandez (2001), a les qual el lector es pot remetre per
més informacié. També és d’especial interes el llibre [Pawlowsky-Glahn and
Buccianti| (2011)) i les referencies que es detallen al final de cada capitol.

Les dades composicionals descriuen quantitativament les parts d’un to-
tal, i per tant habitualment les unitats son parts per u, percentatges, ppm,
ppb o concentracions. La restriccié de suma constant que acostuma a ca-
racteritzar les CoDa complica l’analisi estadistica. Per exemple, el fet de
modificar una component qualsevol d’un vector composicional provoca ne-
cessariament canvis en com a minim una de les altres components. Aquest
fet obliga a replantejar-se el concepte d’independeéncia estocastica quan es
treballa amb vectors aleatoris composicionals.

Igualment, el coeficient de correlacié entre dues components no es pot
interpretar de forma habitual. Pearson (1897) va ser el primer a assenyalar
que les components que tenen un mateix denominador introdueixen una
falsa o esptria correlacié entre elles. Aquestes sén algunes de les dificultats
que impedeixen aplicar ’analisi estadistica estandard quan es treballa amb
dades composicionals.

Aitchison| (1986) va ser el primer a desenvolupar una metodologia es-
pecifica basada en la idea de que les CoDa representen parts d’un total i
que per tant només contenen informacio relativa, és a dir, I'inica informa-
ci6 rellevant en una composicié esta continguda en les ratios de les seves
components, i no en els seus valors absoluts.

Tota la metodologia composicional esta basada en les ratios, o més ben
dit, en les logratios ja que el logaritme facilita el maneig i simetritza les
dades.

3.2.1 Conceptes basics

La introduccié a la metodologia de les dades composicionals es pot fer a
partir de les classes d’equivalencia presentades amb molt de detall a Bar-
celo-Vidal et al. (2001). No obstant, per simplificar, hem optat per la in-
troducci6 de les dades composicionals a partir dels representants lineals de
suma constant definits a partir de 'operacié clausura, és a dir, considerant
que la suma de les parts de la composicié és constant. Recordem pero que
una composicié es defineix com un vector de components que representen
parts d’un total, i que la suma no té perque ser sempre constant.
Ens referirem als elements d’una composicié com a part o component.

Definicié 3.1 Una composicié amb D-parts és un vector (D x 1) els com-
ponents del qual x1, 2o, ..., xp sén nombres reals estrictament positius x; >
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X3

X3

X2

(a) Sfmplex a R?. (b) Diagrama ternari.

Figura 3.2: Representacions equivalents de composicions de tres parts a (a)
R3 i (b) al diagrama ternari.

0,29 >0,...,zp > 0, que sumen un valor constant 1 + o+ ...+ xp =k
i que contenen informacié relativa.

Usualment, k = 1 o k = 100, és a dir, que les mesures s’han fet, o trans-
format, a proporcions o percentatges, respectivament. També sén compo-
sicions les dades mesurades en unitats de concentracions, com ara mg/l o
molaritats.

Definicié 3.2 L’espai mostral natural de les composicions és el simplex S,
definit com

sP = {(331’332a---7xD)|33i > 0,7 = 1,2,...,D;in :/{}.

Les composicions de 3 parts (D = 3) es troben inscrites en un triangle
equilater a R3, situat al pla perpendicular al vector (1,1,1) (Figura .
No obstant, és més habitual representar les dades al diagrama ternari (Fi-
gura , que és una representacio equivalent. Un diagrama ternari és un
triangle equilater tal que la mostra genérica x = (x1,x2,x3) es troba a una
distancia x; del costat oposat al vertex Xi, a una distancia xo del costat
oposat al vertex Xy i a una distancia z3 del costat oposat al vertex X3. En
el cas de D = 4 el simplex es representa en un tetraedre regular d’alcada
unitat.

Per canviar les unitats de la composicié, e.g. passar-les a percentatge o
a proporcid, és necessaria una operaciéo anomenada clausura.

Definici6é 3.3 Per qualsevol vector de D components real positius x =
(x1,22,...,2p) € Rf la clausura de x es defineix com

/
K- T K- T K-ID
C(x)z( =P =D )
Dot Ti D iy Ti Dol T




30 CAPITOL 3. METODOLOGIA

Figura 3.3: Representacio grafica de I'operacié clausura.

El resultat de la clausura és el mateix vector reescalat de forma que la
suma dels components sigui k. La interpretacié grafica de 'operacié clausura
es mostra a la Figura la clausura de x mou el punt al llarg de la recta
que va des de 'origen fins a x fins a la interseccié amb el pla Y x; = k.

Notem que el canvi en una de les parts d’una composicié provoca ne-
cessariament el canvi en com a minim una de les altres parts. Una com-
posicié x = (x1,22,...,2p)" és un vector de dimensié D — 1 ja que queda
completament especificat si es coneixen D — 1 parts. La composicié x també
queda totalment determinada si es coneixen els D — 1 quocients x;/xp per
ai=1,2,...,D —1 (Aitchison) 1986).

El valor de la suma constant x no és informatiu, ja que només depen
de l'escala utilitzada per expressar les dades composicionals. Per tant, un
fet molt important a tenir en compte és que les dades composicionals només
aporten informacié sobre les magnituds relatives x;/xz;(i,j = 1,2,...,D;i #
Jj) de les components que 'integren. Qualsevol tecnica estadistica que es vul-
gui aplicar a aquest tipus de dades s’ha de dirigir als quocients o ratios entre
components en comptes de dirigir-se a les magnituds absolutes d’aquests.

3.2.2 El simplex com a espai vectorial

Posteriorment als treballs d’Aitchison, es va demostrar que la metodologia
CoDa basada en transformacions logratio sobre el simplex es podia explicar
equivalentment a partir de I'estructuracié del simplex com a espai vectorial
euclidia (Barcel6-Vidal et al., [2001; [Egozcue and Pawlowsky-Glahnl, 2006)).

Sobre el simplex es defineixen dues operacions basiques: la pertorbacid,
definida per a dues composicions x,x* € SP, i la poteéncia, definida entre
una composicié x € S i un escalar o € R.

Definicié 3.4 Siguin x,x* dues composicions amb D parts. Llavors 'ope-
racio
* * * * \/
x @ x* =C (x12], 275, ..., 2pT]D)
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Figura 3.4: A l'esquerra, pertorbacié de les composicions inicials o per p =
(0.1,0.1,0.8) que resulten en x. A la dreta, poténcia de les composicions
inicials * per a = 0.2 resultant en o.

s’anomena pertorbacio.

Definicié 3.5 Sigui x una composicié amb D parts i sigui « un escalar de
R. Llavors 'operaci6

_ « (67 o \/
a®@x=C(x7,25,...,2pH)
s’anomena potencia.

Les operacions pertorbacié i potencia, que s’indiquen amb els simbols @
i ® respectivament, indueixen en el simplex una estructura d’espai vectorial
sobre el cos R. La pertorbacié actua com a operacié interna a S i és
I’analeg a la suma a ’espai real. La potencia actua com a operacié externa
respecte dels elements del cos R i és ’analeg a la multiplicacié per un escalar
a l'espai real. La Figura [3.4] mostra graficament un exemple del resultat
d’aplicar aquestes operacions a un conjunt de composicions a S3.

Si afegim la definicié de producte escalar, norma i distancia a les de-
finicions anteriors, és possible proveir al simplex d’una estructura d’espai
vectorial euclidia. El producte escalar permet projectar les composicions en
determinades direccions i permet verificar I’ortogonalitat entre vectors com-
posicionals. La norma permet mesurar la llargada d’una composicié. Totes
aquestes operacions permeten operar al simplex de la mateixa manera que
es fa a l'espai real (Pawlowsky-Glahn and Egozcue, |2001). Molts problemes
composicionals es poden treballar i resoldre mitjancant aquesta estructura
algebraico-geometrica (Mateu-Figueras|, 2003; [Barcelo-Vidal, [2011)).

Per a més informacié sobre el producte escalar, la norma i la distancia
definides al simplex, aixi com les propietats de les operacions de pertorbacié
i poténcia, podeu adregar-vos a [Pawlowsky-Glahn et al.| (2010).

3.2.3 Subcomposicions

Quan només ens interessen algunes parts (no totes) de la composicié x € SP,
es diu que treballem amb una subcomposicié, definida com
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2 3

Figura 3.5: Subcomposicié x’ € S? representada com a projeccié lineal de
x e S

Definici6é 3.6 Donada una composicié x, una subcomposicié x5 amb s
parts, s’obté aplicant I'operacié clausura al subvector (z;1,Z;o, ..., x;s) de
x. Els subindex i1, ..., indiquen quines parts de la composicié se selecci-
onen, no necessariament les s primeres.

Destaquem aqui que les ratios entre els components de la subcomposicio
sén iguals als mateixos ratios de la composicié completa. Aquesta propietat
implica que els resultats obtinguts sobre les ratios entre les parts de la sub-
composicié sén iguals als obtinguts entre les mateixes parts de la composicié
completa.

Graficament, una subcomposicié és una composicié en un simplex de
dimensio inferior. Per exemple, a la Figura [3.5|es mostra com la subcompo-
sici6 x' € S? formada amb les dues primeres parts de x € S? és el resultat
de la projeccié de x sobre el costat 12 des del vertex 3.

Es habitual I'is de subcomposicions quan es treballa amb composicions
que contenen moltes parts ja que es fa dificil, si no impossible, mesurar tots
els components. Aquest fet es déna sovint en les mesures de concentracions.

3.2.4 Principis de P’analisi de dades composicionals

Qualsevol metode estadistic aplicat a una composicié ha de complir tres
principis per ser coherents amb l'estructura de les dades: invariancia per
escala, invariancia per permutacié i coheréncia subcomposicional (Aitchison),
1986)).

El principi d’invariancia per escala postula que els resultats d’una analisi
han de ser els mateixos siguin quines siguin les unitats de la composi-
ci6. L’analisi de ratios compleix aquest principi ja que la ratio x1/xy =
(Ax1)/(Ax2) perque les unitats es cancel-len. No obstant, la ratio depen de
Pordre de les parts, és a dir x1/x2 # x2/x1. Una transformacié adequada
utilitza logratios, de la forma logz;/xe. D’aquesta manera la inversi6 dels
components produeix un canvi de signe, cosa que déna una simetria respecte
a ’ordre de les parts.
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El principi d’invariancia per permutacié postula que les conclusions d’u-
na analisi composicional no han de dependre de 'ordre de les parts.

Finalment, el principi de coherencia subcomposicional, estableix que la
inferencia sobre subcomposicions ha de ser consistent, independentment de si
la inferencia es basa en la subcomposicié o la composicié completa. A ’espai
real aquest principi es tradueix en que la inferéncia sobre un subconjunt de
variables ha de ser la mateixa independentment de si basem la inferencia en
un subconjunt de variables o el conjunt complet.

3.2.5 Representacié en coordenades

En aquest apartat presentem tres transformacions que ens permeten tre-
ballar en coordenades: logratio additiva (alr de l'angles additive log-ratio),
logratio centrada (clr de l'angleés centred log-ratio), logratio isometrica (ilr
de l'angles isometric log-ratio), totes elles basades en ratios de components.
Denotarem les coordenades fruit de les tres transformacions per w, z i y
respectivament.

Farem servir la notaci6 log per referir-nos al logaritme natural (en base
e) seguint la tendéncia marcada pels programes estadistics que fan servir
per defecte la base natural.

Transformacié alr

Aitchison| (1986) defineix la transformacié logratio additiva com

Definicié 3.7 Donada una composicié amb D parts, la transformacié logratio
additiva de x € SP a w € RP~! es defineix com

w = alr(x) = (log ﬂ,log B, ..., log xD_l) (3.6)
xp Tp xp

La transformacié alr és bijectiva i la seva inversa és 1’ alr ! que es defineix
com

exp w;

= (4
ZjD:ll expw; + 1

T; =

La transformacié alr és un isomorfisme entre SP i RP~1 perd no és una
isometria, és a dir, no conserva ni les distancies, ni el producte escalar ni la
norma. Aixo fa que, per exemple, sigui erroni realitzar una classificacié en
grups d’un conjunt de composicions aplicant la distancia ordinaria sobre les
dades alr-transformades.

Un dels inconvenients de la transformacié alr és la seva falta de simetria,
ja que la component que figura en el denominador de cada logratio adquireix
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un protagonisme especial respecte de la resta de components. Certament
podriem escollir qualsevol altra component com a comu denominador.

La distancia euclidiana entre coordenades alr depen del component del
denominador, cosa que fa que aquesta transformacié no sigui invariant per
permutacio.

Transformacié clr

Aitchison (1986) defineix la transformacié logratio centrada com:

Definici6é 3.8 Donada una composicié amb D parts, la transformacié clr
de x € SP a z € RP~! es defineix com

= clr(x) = (log — log —2. ..., log —2- .
= = o) = (1o 51 25 s 1) 0

1/D ¢g la mitjana geometrica de les D components

on g(x) = (r1-x2---xp)
de x.

En aquest cas, la transformacié és simetrica entre les parts. Les dades
transformades se situen a I’hiperpla V de R que passa per Iorigen i és
ortogonal al vector d’unitats (1,1,...,1), és a dir, V = clr(SP) = {2 €
RP; E?: 1z = 0}. Aixo comporta una nova dificultat, ja que la suma de les
components del vector transformat és igual a 0.

La transformacié clr és bijectiva entre el simplex i ’hiperpla V; la seva
inversa és la clr ™! que es defineix com

x =clr 1(2) = C(e™,e®,...,eP)

La distancia d’Aitchison entre dues composicions x i x* es defineix com
la distancia euclidiana entre els respectius vectors clr transformats. Existeix
una relacié entre les transformacions alr i clr que es pot trobar a [Aitchison
(1986).

L’inconvenient de la falta de simetria a la definicid de la transformacié alr
no apareix a la definicié de la transformacié clr. No obstant, ’estructura de
covariancies associada a aquesta transformacio no s’allibera de I'inconvenient
de la singularitat d’aquesta matriu.

Transformacié ilr

Egozcue et al.| (2003) defineixen una isometria entre els espais SP i RP~1,
La motivacié principal d’aquesta nova transformacié és superar els inconve-
nients de les dues transformacions anteriors que aporten certes dificultats a
I’hora d’interpretar resultats

La transformacié isometrica sorgeix de manera natural si observem la
transformacié clr. La condicié )z = 0 que satisfan les components dels
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vectors del subespai V = clr(SP) ens indica que el vector (1,1,...,1) és
ortogonal a aquest hiperpla. Si escollim una base de I'espai R” formada per
D — 1 vectors ortonormals del subespai V' i per un vector unitari i normal
aV, és a dir, 1/v/D(1,1,...,1), i expressem els vectors clr transformats
en aquesta nova base, obtindrem que la seva ultima component és igual a
0. A continuacid, podem eliminar aquesta ultima component aplicant una
projeccié sobre I’hiperpla clr(SP).

Aquest procediment, transformacié clr seguida d’un canvi de base or-
tonormal i de la projeccié ortogonal sobre el subespai V', déna lloc a una
isometria entre els espais S i RP~1. Egozcue et al.| (2003) defineixen aques-
ta transformacié i la denoten per ilr .

Definicié 3.9 Donada una base ortonormal del simplex SP, (e1,e2,...,ep_1),
clr(e;)
i la base ortogonal (D — 1 x D) a RP~1 ¥ = clr(e>) , es defineix la
clr(ep—_1)

transformacié ilr d’una composicié x € SP a un vector y € RP~! com
y = ilr(x) = clr(x) - ¥’ (3.8)

La transformacié isometrica no és tnica, donat que en la seva definicié
no queda especificada la base ortonormal de SP i per tant tenim la llibertat
d’escollir-la. [Egozcue et al.| (2003) proposen definir-la a partir d’una particié
seqiiencial binaria (SBP de 'angles sequential binary partition).

Una SBP és una jerarquia de les parts duna composicié: en un primer
pas, la composicié es divideix en dos grups; i en el passos seguents, cada
grup es divideix al seu torn en dos grups. A cada pas, el nombre de parts
(xj,,...,2j ) en el primer grup, codificades per +1, s’enregistra a r i el nom-
bre de parts (xg,,...,2k,) en el segon grup, codificades per —1, s’enregistra
a s. Les coordenades ilr y; obtingudes al pas ¢ de la SBP i el corresponent
element de la base 1; es calculen de la segiient manera

Si

¢j =+ 7'1‘(Ti'1~‘3'i)

Ti- S (xj1xj2 e ij)l/Ti .
e 10 e e = — T
Yi Vi + s & (Tpy Ty - ijs)l/sa, » %=1, 9p) Yk si(ritss)

Yo =0
(3.9)
on 9; és el coeficient per cada part x;,,...,z; al numerador de y; (co-
dificat +1 al SBP), 1, és el coeficient per cada part xg,, ...,k al denomi-

nador de y; (codificat —1 al SBP) i v és el coeficient per les parts que no
intervenen.
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Com ja hem dit anteriorment, la suma dels elements de 1; és zero perque
el vector es troba a I’hiperpla V. A més a mes, com que formen una base
ortonormal, ¥; - ¥;=0, per i,l =1,...,D — 1,3 # [, 1 ||[¢;||=1.

Les coordenades de la composicié en la base ¥ s’anomenen balancos
(yi) i les composicions de la base (e;) s’anomenen balancing elements. Cada
element ilr de la base 1; és un log-contrast, és a dir, una combinacié lineal
de logaritmes de les dades composicionals amb coeficients de suma zero.

A la Taula es mostra un exemple de SBP pel cas de D = 3.

Taula 3.2: Exemple de partici6 seqiiencial binaria (SBP): coordenades ilr
Yy = (y1,y2) i base U.

Ordre 1 9 T3 r s | Coordenada
1 -1 -1 1 1 2|y = ,/%log\/%
2 0 1 1| y= 1+1 log

\P—f—fw
RAIRCI

Podem utilitzar les operacions estandards de ’espai real, treballar amb
la distancia euclidiana i aplicar el producte escalar ordinari sobre les dades
ilr transformades.

Egozcue et al.| (2003) donen les relacions entre les tres transformacions:
alr, clr i ilr.

3.2.6 Tractament de zeros

Una dificultat important de la metodologia CoDa és la impossibilitat d’a-
plicar les transformacions logratio a les composicions que tenen alguna de
les seves components igual a zero.

Quan el valor nul es pot interpretar com un valor inferior a un deter-
minat limit de deteccid, té sentit reemplacar el zero per un valor positiu
molt petit utilitzant les tecniques de substitucié que es fan servir habitual-
ment en el tractament de les dades mancants, tot mantenint la coherencia
composicional de les dades.

Quan el valor nul representa un zero absolut, és a dir, abséncia total
d’aquell component, l'estrategia a seguir es fonamenta en el fet de suposar
que aquests zeros caracteritzen determinades subpoblacions, les quals han
de ser modelitzades mitjancant models condicionals.

El detall dels metodes que s’apliquen en aquestes dues circumstancies
es pot trobar a Martin-Fernandez et al. (2011) i [Palarea-albaladejo et al.
(2014).
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(a) Rectes composicionals al  (b) Equivalencia de les rectes com-
simplex &3 posicionals a I’espai real R2.

Figura 3.6: Per visualitzar les relacions, angles, distancies, . .. cal representar
les dades en coordenades.

x1

X2 X3

Figura 3.7: Rectes paral-leles al simplex. A l’esquerra, logxzs — logzs = k
per a k = —2,0,2. A la dreta, logxy — 2logxs + logxs = k per a k =
—4,-2,0,2,4.

3.2.7 Geometria al simplex

Es mostren a continuacio algunes figures que pretenen mostrar graficament
que la geometria al simplex és diferent a la geometria euclidiana amb la que
estem acostumats a treballar a ’espai real.

La Figura mostra rectes composicionals al simplex S® i les rectes
equivalents a ’espai transformat. Es evident com les rectes perpendiculars
de D’espai real 12 i 89 queden deformats un cop representats a ’espai res-
tringit. El mateix passa amb els angles. Vegeu com l'angle recte entre els
segments 50 i 07 de l'espai real (Figura queda deformat en la seva
representacié al simplex de la Figura [3.6a]

Les Figures i mostren exemples de families de rectes paral-leles
i ortogonals en el simplex S®. A partir d’aquests grafics resulta evident el
fet que les imatges grafiques que tenim de recta, paral-lelisme i ortogonali-
tat procedents de ’espai real no sén valides a l’espai de les composicions,
malgrat ser ambdos espais metrics euclidians.
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x1

/7 TN

x2 X3

Figura 3.8: Rectes ortogonals a S3. A I'esquerra, 71 : 29 = 23179 : 2log x| —
logxo — logzs = 0. A la dreta, r1 : logxy — 3logxs + 2logzs = 01 7o :
S5logxy —logaxe —4logaxs =0

X1 X1

o &

Figura 3.9: Circumferencies a S® de radis » = 0.5,1,2. A D'esquerra amb
centre (o) a (1/3,1/3,1/3) que és el baricentre del triangle i a la dreta a

(2/6,1/6,3/6).

Aixi, per exemple, observant les rectes de la Figura resulta clar
que el cami més curt entre dos punts del simplex no sempre és el segment
rectilini entes en la forma “estandard”. Naturalment, pero, si apliquéssim
la transformaci6 logratio centrada (clr) a totes les rectes de representades
a les Figures [3.71[3.8] obtindrfem imatges estandard de rectes paral-leles i
ortogonals contingudes en el pla z; + 23 + 23 = 0 de R3.

Per acabar, la Figura mostra les grafiques d’unes quantes circum-
feréncies representades sobre S3. Igual com passava amb les rectes, els perfils
d’aquestes circumferéncies composicionals no tenen res a veure amb els per-
fils estandard d’aquestes figures. La proximitat a la frontera del simplex
provoca distorsions en els perfils, des d’un punt de vista euclidia. Aixo és
pel fet que la distancia entre dos punts molt “propers” entre si (en el sentit
estandard del terme) situats gairebé tocant la frontera del triangle és molt
més gran que la distancia de dos punts amb la mateixa proximitat situats
en la zona central del simplex.
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4.1 JQT

Aquest primer article cobreix els objectius O1, O2 i O6 descrits a la seccid
[2.1] En resum es pretén comparar grafica i numeéricament el grafic de control
Tg composicional amb 1’enfoc T? classic aplicat a composicions. L’article
també mostra una aplicacié practica industrial utilitzant un cas conegut de
la literatura SPC.
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The usual Hotelling T2 control chart is not appropriate for monitoring processes where the quality
characteristic is a mixture. The composition of mixtures are vectors of positive elements that
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their restricted sample space. There are many applications where a mixture is monitored against
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4.2 QREI

El segon article cobreix els objectius O3, O4 i O6 descrits a la seccié [2.1
Aquests objectius pretenen aportar una interpretacié grafica per determinar
la causa de les observacions fora de control del grafic Tg pel cas de compo-
sicions de tres parts. En aquest cas també s’utilitza un exemple practic per
mostrar ’aplicacié del metode proposat.
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Abstract

Interpretation of out-of-control signals in multivariate control charts is a persistent problem.
Identifying the variables contributing to the signal is of crucial importance for process control. Both
procedures turn out to be more complicated when observations are compositions (variables adding
to a constant sum). Compositional T2 control chart (T?¢) is suitable for monitoring compositions
because it is based on a transformation of the data, which moves it from restricted to real space.
This paper proposes a method for interpreting the out-of-control signals of the Tc control chart for
three-part compositions on the basis of an appropriate selection of the transformation. An example
of industrial application illustrates the introduced techniques
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4.3 Enviat

El tercer article (enviat) cobreix els objectius O5 i O6 descrits a la seccié
L’article proposa un algorisme que permet determinar la causa de les
observacions fora de control del grafic Tg per a qualsevol nombre de parts
de la composicio.

L’article ha esta tenviat a la revista IIE Transactions.
Factor d’impacte: segon quartil (Q2).
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Abstract

Nowadays, control of concentrations of elements is of crucial importance in industry. Concentrations
are expressed in terms of proportions or percentages which means that they are compositional data
(CoDa). CoDa are defined as vectors of positive elements that represent parts of a whole and usually
add to a constant sum. Classical T> control chart is not appropriate for CoDa, for which is better to
use a compositional T? control chart (T?c CC). The T2C CC is based on a transformation of the data
into log ratios of components that moves it from restricted to real space. This paper fills the gap on
interpretation of the out-of-control signals on the individual T?. CC. We show, for the three-
component case, that the typical orthogonal decomposition procedure is misleading in order to
identify the cause of the out-of-control signal. Two new methods based on finding the ratio of
components for which the univariate T statistic is maximum are proposed. We illustrate the T>c CC
interpretation with a practical example from the chemical and pharmaceutical industry.

Keywords

Composition, Hotelling’s Statistic, Log ratio, Mixture, Multivariate Process Control, Signal
Interpretation
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Capitol 5

Resultats 1 discussio

En aquesta seccié repassem els principals resultats que es deriven d’aquesta
tesi, principalment pel que fa referencia a ’adaptacio a les dades composi-
cionals del grafic de control per a la T? de Hotelling i el grafic p. També es
detallen els primers passos pel que fa ’adaptacié del grafic CUSUM.

En literatura CoDa la mida de la composicié es denota per D mentre
que en el SPC multivariant, la mida del vector observat es denota per p.
En la segiient discussié utilitzarem la nomenclatura de SPC, que correspon
amb la que hem fet servir als articles.

5.1 Grafic T}

Com ja hem comentat a la Seccié degut a la restriccié de suma constant
de les dades composicionals, la matriu de covariancies classica d’un con-
junt de CoDa és singular, i per tant no invertible mitjangant els metodes
estandards. Aquest fet fa que no sigui possible calcular I'estadistic classic
T? de I'Equacié per a CoDa.

Al la Seccié hem analitzat les solucions proposades a la literatura per
resoldre la dificultat de la singularitat de la matriu de covariancies.

La primera solucié, i la més ampliament acceptada, per evitar la singula-
ritat de la matriu de covariancies consisteix en eliminar una de les variables
de la composicié ja que, de fet, coneixent les altres components sempre es
pot deduir el valor del component eliminat. Aquest metode proporciona una
regié de control amb forma hiperel-liptica al voltant de la mitjana aritmetica
de les variables.

Es facil intuir que aquestes formes (hiper)el-liptiques no tenen perque
ajustar-se a l’espai restringit de les dades composicionals. Aixo es pot cons-
tatar quan es representa l’el-lipse resultant d’aplicar aquest procediment a
un conjunt de composicions de tres parts (p = 3). Per exemplificar-ho hem
simulat dos conjunts de dades amb caracteristiques diferents: sén, d’una
banda, un conjunt en forma d’arc situat a la part alta del diagrama ternari

103



104 CAPITOL 5. RESULTATS I DISCUSSIO

i, de l'altra, un conjunt proper a un dels vertexs, que es representen a la
Figura juntament amb les regions de control classiques.

Figura 5.1: Ellipses de control aplicant el metode T2 classic al conjunt de
dades simulades en forma d’arc (linia discontinua) i al conjunt proper al
vertex z; (linia puntejada).

Recordem que la regié de control obtinguda, aixi com el valor de I'es-
tadistic 72 és el mateix sigui quin sigui la part eliminada.

En la Figura s’observa com el conjunt en forma d’arc no queda ben
ajustat per la regié de control, i que aquesta surt de I’espai del simplex. El
mateix passa amb el conjunt situat prop del vertex xi: la regié de control
accepta valors que no sén possibles donada la caracteristica restringida de
les dades. Observem com, en aquest cas, el grafic de control no sera capag
de detectar increments de x1 en el procés.

La solucié proposada a la literatura que consisteix en aplicar compo-
nents principals a les CoDa i retenir només els més grans, tampoc aporta
un resultat satisfactori. Tornant a ’exemple de les dades en forma d’arc,
seleccionar el primer component principal és equivalent a seleccionar una
recta continguda en el pla ;1 + 22 + 3 = K, i és evident que aquesta recta
mai podra ajustar un conjunt de dades amb aquesta forma d’arc.

Per finalitzar amb el repas dels inconvenients del metodes proposats a
la literatura classica, veiem el cas en el que només es treballa amb 'espai
determinat per D — 1 parts de la composicié, i per tant s’aplica el metode
estandard a un conjunt de components que no sumen una constant. En
aquest cas, no hi ha cap problema a I’hora de calcular I’estadistic T2. Per
mostrar 'inconvenient de 1'is d’aquest métode hem fet, altre cop, una si-
mulacié de composicions de tres parts. El conjunt esta representat en el
diagrama ternari a la Figura i li hem afegit una observacié atipica (m).

A la Figura[5.2] podem veure com ’observacié atipica, ho és perque té un
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X3

X1 Xz

Figura 5.2: Dades CoDa simulades amb 'adicié d’una observacié atipica
(m). Delimitacié dels menor valor de z; (linia puntejada), el menor xs (linia
discontinua) i el major z3 (linia solida).

valor de xg superior a la resta, mentre que els valors de x1 i £ no sén extrems.
Si I'observador, en comptes de recollir dades de la composicié completa,
només recull dades de la marginal bivariant (x1,x2), estara treballant amb
la projeccié dels punts del pla 1 + 9 + 3 = k sobre el pla x3 = 0 (Figura
. La regié de control de la T2 dibuixada en aquest pla (Figura ,
mostra com ’observacio atipica, ho és perque la relacié entre els valors x
i z9 no és correcta. Aquesta conclusié no correspon amb el que mostra el
diagrama ternari i per tant amb ’analisi de la composicié completa. Aquest
fet es dona perque el metode classic del calcul de la T2 no compleix amb el
principi de coheréncia subcomposicional descrit a la Secci6 [3.2.4]

No comentem aqui els principis d’invariancia per escala ni invariancia
per permutacid, perqueé aquests ja es compleixen amb la T2 classica, és a
dir, el valor de la T? és el mateix siguin quines siguin les unitats de les dades
i o ordre dels components.

Un cop vist que els metodes proposats a la literatura per al control de
CoDa amb P’estadistic 72 no sén coherents amb les caracteristiques de les
dades, hem proposat un nou esquema de control. El CC proposat s’anomena
grafic de control 72 per dades composicionals i el denotem amb el subindex

C: Té.
L’estadistic Tg es defineix de la segiient manera: donat x = (x1,z2,...,2p),
una composicié de p parts iy = (y1,...,yp—1), les seves coordenades ilr de-

finides usant ’Equacio el valor de Tg es calcula com

2 -1
To = (y— my)'S, (Y — py) (5.1)
On z és la coordenada de la composicié observada i p,, i 3, sén el vector
de mitjana i la matriu de covariancies de les coordenades logratio, respecti-
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(a) Marginal (z1,x2) (b) Projeccié al pla z3 = 0

Figura 5.3: Treballar amb la marginal (x1, x2) equival a projectar el conjunt
de dades al pla z3 = 0 (a). La regié de control de la projeccié es porta a una
conclusié erronia sobre la causa de 'anomalia a [’observaci6 atipica m (b).

vament. A la practica, cal estimar ambdds parametres amb un conjunt de
dades sota control a la fase I, de la mateixa manera que es fa en els metodes
estandard.

Assumim que els vectors y sén independents i idénticament distribuits
segons una distribucié normal multivariant N (g, 3,).

L’estadistic T(% no queda afectat per la base triada per calcular les coor-
denades ilr. A la practica, I'usuari ha de triar una base que li resulti facil
per interpretar les dades. De fet, el Té també es pot calcular a partir de
les coordenades clr (z); només cal substituir les y de I'Equaci6 per z
després d’eliminar un component qualsevol, i canviar la mitjana i la matriu
de covariancies de les coordenades ilr per les de la clr després d’eliminar el
mateix component que abans.

L’estadistic Tg compara cada observacié amb la mitjana geometrica del
conjunt, que és una millor mesura de centre que la mitjana aritmetica ja que,
de forma habitual, la distribucié univariant de les dades composicionals no
segueix una distribucié normal siné log-normal.

Aquesta millor determinacié del centre es pot veure perfectament en el
conjunt de dades en forma d’arc. A la Figura es mostren els grafics de
control T2 fent servir el metode classic i el meétode composicional. Veiem
com la mitjana aritmetica, representada per un A, es troba separada del
conjunt de dades mentre que la mitjana geometrica, representada per un
[, queda centrada entre les dades. De fet, la mitjana aritmetica esta tant
separada del conjunt, i precisament en una direccié amb poca variabilitat,
que apareix com a atipica en el grafic Tg. Un altre aspecte a destacar és que,
usant el metode classic, les observacions que estan a la cua de ’arc apareixen
com a atipiques mentre que amb el T(QJ estan dins la regié de control. Per
al calcul dels limits de control de la Figura [5.4] s’ha utilitzat la distribucié
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Beta amb a = 0.96.
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Figura 5.4: Grafic de control T2 classic (superior) i composicional (inferior).
La mitjana geometrica () és una millor mesura de centre de la distribucié
que la mitjana aritmetica (A).

Un cop definit el grafic de control composicional Tg, hem comparat el
funcionament d’aquest amb el T2 classic en termes de ARL i dels quartils de
la RL. Per al calcul de la RL hem fet servir un esquema similar al proposat
per|Champ et al.| (2005)), per al qual és necessari simular les dades del procés,
que es van comparant amb el limit de control.

El primer inconvenient que hem trobat esta en com simular les dades
composicionals. Una opcié consisteix en simular p — 1 components normals
multivariants i calcular el restant fent la diferéncia, perd aquest metode no
assegura l’existencia del p-éssim component. Es per aixo que hem simulat
coordenades normals multivariants, concretament de dimensiéo p — 1 = 2, és
a dir, dades normals al simplex Ngs(py, X)) amb parametres coneguts

0.05 0
Ky = (070) Xy = < 0 005)

On p, i 3y son els parametres de la distribucié normal multivariant a
’espai de coordenades R2.

Observem que la matriu de covariancies és diagonal, és a dir, que la
correlacio entre les logratios és nul-la i que la mitjana esta situada al centre
del diagrama ternari. Aquest és un dels escenaris utilitzats per comparar el
funcionament del classic 72 i el T(QJ7 que hem anomenat escenari 0 a la Taula

B.I
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Hem considerat 7 escenaris més, que corresponen a distribucions normals
multivariants al simplex amb la mateixa matriu de covariancies diagonal
anterior, perd amb un vector de mitjanes que es desplaca cap al vertex xg, és
a dir, on el component 3 és present cada cop amb més quantitat. D’aquesta
manera podrem comparar el funcionament dels dos grafics en distribucions
homogenies (escenari 0 de la Taula[5.1]) i molt heterogenies (escenari 7 de la

Taula .

Taula 5.1: Valors del vector de mitjanes considerats en els 8 escenaris de la
simulacié per calcular ’ARL del grafic classic 77 i el composicional T2.

Ky Ky
Escenari 7 T r3 | Escenari 1 T T3
0 0.33 0.33 0.33 4 0.17 0.17 0.67
1 0.29 0.29 0.42 5 0.12 0.12 0.75
2 0.25 0.25 0.50 6 0.08 0.08 0.83
3 0.21 0.21 0.58 7 0.04 0.04 0.92

Notem que els parametres de la distribucié normal es defineixen a I’espai
de coordenades (z). No obstant, per al calcul de I'estadistic 72 classic, sén
necessaris aquests parametres a ’espai de composicions (x). Per obtenir
la mitjana p, de la composicié fem p, = ilr_l(uz), perd no existeix cap
formula exacta per obtenir 3, a partir de X,.

Estimem X, a partir de la ilr ! d’un milié de mostres de la distribucié
N(p.,X.) per cadascun dels vectors de mitjana de la Taula Conside-
rarem que aquesta és la matriu de covariancies coneguda de les x.

Els resultats pel que fa a la mitjana de la RL (ARL) es mostren a la
Figura Cada punt del grafic correspon a la mitjana de 100,000 valors
de RL, és a dir, el nombre mitja de punts que apareixen fins que el grafic en
senyala un fora de control.

Recordem, tal i com hem vist a la Seccid que quan les observacions
sén independents, identicament distribuides i el UCL és constant, la RL
segueix una distribucié geometrica amb mitjana ARL= 1/a. Per a = 0.005
la mitjana és ARL= 200. Aquest valor es manté constant pel cas del grafic
T(%, perd no és aixi en el cas del grafic T? classic quan la distribucié es mou
cap al vertex.

Del grafic de la Figura [5.5] se’'n desprén que els dos esquemes es com-
porten de manera similar quan la distribucié esta centrada al simplex. No
obstant, quan la distribucié es desplaca cap a un dels extrems, el grafic CoDa
manté el mateix rendiment, mentre que en el cas classic baixa drasticament.
Aix0 és degut a la forma com intereseccionen les regions de control dels dos
grafics.

El grafic de control T(% s’ha aplicat a un exemple industrial classic de
la literatura del control de processos. Les dades apareixen publicades per
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Figura 5.5: Comparacié de 'ARL del grafic T, (% amb el classic T2 pel als 8
escenaris simulats.

primer cop a|Holmes and Mergen| (1993) i s’utilitzen també a [Sullivan and
Woodall (1996)) i es reprodueixen a Montgomery| (2009). Les dades descriuen
el percentatge de particules que es classifiquen en petites mitjanes i grans,
i sén clarament composicionals. L’aplicacié del CC T, C% permet comprovar
com les observacions indicades fora de control amb l’esquema classic, en
realitat no ho sén, mentre que hi ha una observacié que no s’havia detectat
previament que si que es troba fora de control. L’analisi detallat de les dades
i la seva representaci6 grafica permet veure clarament la diferencia entre els
dos metodes i el significat de les observacions fora de control.

Tot el que s’ha discutit fins al moment representa el contingut de ’arti-
cle: Vives-Mestres, M., Daunis-i-Estadella, J. and Martin-Fernandez, J. A.
(2014), Individual T? Control Chart for Compositional Data. Jour-
nal of Quality Technology, 46(2), pp. 127-139.

Un cop proposat el nou esquema de control, comparat el seu funciona-
ment amb ’esquema classic i aplicat a un exemple industrial, hem anat un
pas més enlla i hem treballat la interpretacié de les observacions fora de
control. Com ja hem comentat a la Seccid és de vital importancia la
identificacid de les causes que provoquen el senyal per tal de poder empren-
dre mesures correctives.

A partir d’exemples numerics i grafics, hem demostrat que la interpre-
tacié dels signes fora de control del Tg CC mitjancant la descomposicié
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Figura 5.6: Dades simulades amb una observacié atipica A. Utilitzant la
base per defecte By = {B1.1,B1.2} s’obté un senyal en el terme condicional
le.yQ mentre que si s'utilitza la base By = {Ba.1,Ba.2} el terme significatiu
és el no condicional Tle.

MYT classica, és enganyosa. Per resumir-ho direm que, com que els ter-
mes condicionats son logratios de components i comparteixen components,
la conclusié sobre quin és el component responsable del fora de control no
és evident.

Per mostrar aquesta ambigiiitat, simulem unes coordenades normals mul-
tivariants a R? i afegim un atipic (@) que denotem per A. Les dades es repre-
senten a la Figura Utilitzant la base ilr per defecte B; que es mostra
a la Figura obtenim que el terme que contribueix significativament al
senyal fora de control és el terme condicional 7T’ 221. .- Com que 21 i 23 com-
parteixen els components x; 1 2 no és possible saber on és la causa real del
problema.

En canvi de la Figura es despren que, utilitzant la base By =
{B2.1, B2.2} obtindrem que el terme que contribueix significativament al fo-
ra de control és el corresponent a 'eix 1 d’aquesta base (Ba.1), és a dir, a
la ratio % log i—f Aquesta informacié és molt més precisa que no pas la
informacié que ens donava el terme condicional inicial.

A partir d’aquestes observacions, proposem un metode per identificar les
causes de les observacions fora de control per p = 3 basat en trobar la base
en la qual la descomposicié de la T(% té un pes superior en els termes no

condicionals i menor en els condicionals. Aquesta base, o més ben dit, el

(y1—pyy)?
75

de forma que sigui igual al valor global de Té. Com que probablement I’eix

primer eix d’aquesta base, es troba maximitzant el valor de Tﬁl =
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que defineix y; no es pot expressar en forma de balan¢ de components amb
exponents enters, proposem aproximar-ho pel balang més proper.

Aquest metode grafic i intuitiu per interpretar els senyals fora de control
en el cas de p = 3, aixi com la justificacié de que la descomposicié MYT no
es pot aplicar directament a les coordenades, es presenta a 'article Vives-
Mestres, M., Daunis-i-Estadella, J. i Martin-Fernédndez, J. A. (2014), Out-
of-Control Signals in Three-Part Compositional 72 Control Chart.
Quality and Reliability Engineering International, 30 (3), pp. 337-346.

En el mateix article es mostra ’aplicacié del metode a ’exemple indus-
trial del percentatge de particules grans (L), mitjanes (M) i petites (S) de
I’article anterior. Es mostra com la causa de I'inica observacié fora de con-
trol del grafic T(%, es troba en un valor erroni de la ratio \/g log \/% De
les dades podem veure com, aquesta ratio, és gairebé 6 vegades més gran
que la mateixa ratio de la mitjana geometrica, cosa que justifica el seu valor
atipic.

El darrer avenc que aporta aquesta tesi consisteix en proposar un algoris-
me que permet identificar la causa del senyal fora de control per a qualsevol
mida de p. Aquest métode es basa en el principi establert a 'article ante-
rior; els termes condicionals sén enganyosos a ’hora d’identificar la causa
de 'anomalia. Per tant, proposa buscar el logratio que fa que el terme no
condicional sigui maxim.

Concretament es proposen dos metodes. El primer consisteix en calcular
tots els termes no condicionals per a tots els balancos de components, és a
dir calcular
(z — qu)g

2 _
T° = 2
z

, (5.2)
on z és un logratio de components i u, i 02 sén, respectivament, la
mitjana i la variancia del mateix logratio. El logratio que faci maxim el terme
T? és el responsable del senyal ja que una descomposicié de I'estadistic Tg,
utilitzant aquest component donara el maxim pes en el terme no condicionat.
Aquest metode és costés computacionalment perque, quan el nombre de
components augmenta, també augmenta de forma exponencial el nombre de
possibles logratios. Es per aquest motiu que es proposa un segon metode.

Aquest es basa en el principi de que, si les coordenades estan centrades
a origen i distribuides en forma d’esfera, és a dir, que la seva matriu de
covariancies és la matriu identitat, la direccié en la qual la descomposicid
del Tg d’un atipic déna zero en els termes condicionals, és aquella que va
des de 'origen fins a l'atipic.

Tal i com passava amb el metode grafic per p = 3, és molt probable
que la direccié que va des de 'origen fins a ’atipic no sigui interpretable en
termes balan¢ de components. Es per aixo que aquesta direccié s’aproxima
a la ratio més propera. Aquesta aproximacié es fa utilitzant un algorisme
de cerca anomenat NN (de I'angles Nearest Neighbour), que troba el punt
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més proper, dins d’una llista previa de direccions logratio.

Aquest és el procediment en el cas de que la distribucié de les coordenades
sigui esferica, cosa poc probable en els problemes reals. Es proposa per tant,
esferificar les coordenades (y) aplicant la transformacié ys = (y — p) 3~ 1/2
on p i 3 sén la mitjana i la matriu de covariancies de les coordenades ilr.
La llista de direccions logratio també s’ha de transformar de forma que el
valor de la T2 univariant en una direccié de les coordenades originals sigui
la mateixa en la direccié de ’espai esferificat.

Proposem utilitzar el primer metode per a valors de p < 11 ja que el
temps de calcul és practicament negligible. En canvi per valors p > 11
recomanem 1'is del segon metode, que escurca el temps de calcul, pero té
I'inconvenient que requereix actualitzar la llista de direccions logratio cada
cop que canvia la relacié de covariancies entre les coordenades.

Els dos programes computacionals per identificar la causa de les obser-
vacions fora de control del grafic Tg es descriuen a l’article Vives-Mestres,
M., Daunis-i-Estadella, J. and Martin-Fernandez, J. A. Signal Interpre-
tation in Hotelling’s 72 Control Chart for Compositional Data que
ha estat enviat a la revista ITE Transactions.

5.2 Grafic p

Detallem a continuaci6 el treball desenvolupat pel que fa referencia al grafic
de control per a una proporcié (grafic p).

Des d’un punt de vista composicional, la proporcié d’unitats defectuoses
que es controla classicament amb el grafic de Shewhart p, no és una variable
univariant siné que representa el vector p = (p, 1 —p) que es troba al simplex
S2. L’enfoc proposat consisteix en fer un control de la coordenada logratio
d’aquest vector.

Suposem que z és una variable aleatoria distribuida segons Bin(n, p) que
representa el nombre d’unitats defectuoses en una mostra de mida n amb
probabilitat d’exit p. La coordenada ilr del vector p = (x/n,(n — x)/n) és
proporcional a la funcié logit, és a dir:

l(p) = —slogit(r) = = log(; )

Per a construir el CC, és necessari disposar del valor de la mitjana i de

la desviacié de la coordenada ilr. Es dona que, quan p — pg

EW@WJg@%)

1

Varlix(p)l = 55
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Demostracié 5.1 Sabem que la derivada de la coordenada ilr és

L1
V2p(1—p)

La serie de Taylor de segon ordre de la funcié ilr és

D(ilr(p)) =

ilr(p) = \}ﬁlogit(po) + jmf_po)@ ~ o) + B2(p, po)

i 22 (p, o)

=0
p—po P — Po
! 1
ilr(po + ) = floglt(po) fpo(l — po)é + 62(po, 9)
0—0 1)

Per tant, una aproximacié de ilr(p) és

1r(p) — —logit(n) ~ —logi 11
ﬂr(p)—ﬂlgt(p) ﬁlgt(p0)+\/§po(1_po)(p Po)

De la distribuci6é binomial sabem que E[z] = np i Var[z] = np(1 — p).
Com que p = z/n, la mitjana i la variancia de la coordenada ilr es pot
expressar com

~ ~ oo L S o) —
Elilr(p)] \/51 git(po) + 75 pol = po) (E[p] - po)

L10git(po) + I (p —po)
V2 V2 po(1 = po)

i N— ar(p — = 1 ar(p) =
Va?“[ll[’(p)] ~ 2[]?[)(1 —po)PV (p pO) 2[270(1 _po)]gv (p)
B S S ()N
2po(1— po) 22" nlpo(1 — po)]?

Podem veure com quan p — pg
. 1 .
Elilr(p)] ~ ﬁloglt(po)

1

Varlirp)l ~ 50—
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Quan n i p sén petites, hi ha moltes mostres en les que el nombre de no
conformitats és 0 i per tant la proporcié de defectuoses també és zero, és a
dir, p = (0,1). De la mateixa manera, quan n és petita i p és gran (propera
a 1) hi ha moltes mostres en les que el nombre de no conformitats és n i per
tant la proporcié de defectuoses és 1, és a dir, p = (1,0). En tots dos casos,
no és possible calcular la coordenada ilr del vector p.

Per evitar aquest problema proposem utilitzar una tecnica de reem-
placament de zeros proposada per Martin-Fernandez et al. (2011]), concre-
tament la tecnica baiesiana multiplicativa utilitzant el prior de Perks, que
suggereix reemplagar el vector x = (0,n) per

Per tant el vector p = x/n sera reemplacat per p, = x,/n.

Procedim a fer una simulacié per verificar que efectivament la mitja-
na i la variancia de la coordenada ilr s’ajusten a ’aproximacié proposada.
Comparem el metode sense reemplacament (obviant els valors 0 i 1) amb
el metode amb reemplacament segons ’Equacié [5.4] Per aixo simulem deu
milions de variables x procedents d’una distribucié Bin(n,p) i en calculem
la coordenada ilr d’'una banda fent reemplagament de zeros (Equacié
i de l'altra ometent-los. Llavors calculem la mitjana i la desviacié dels dos
conjunts resultants.

En la simulacié considerem valors de p = 0.001,0.01,0.05,0.25,0.45in =
10, 50, 250, 1000 combinats de forma que resulten en 20 casos per simular.
Els resultats es mostren a la Taula[5.7on la part esquerra mostra els resultats
referents a la mitjana i la part dreta els referents a la variancia.

La Taula[5.7jmostra que s’obtenen millors resultats amb el reemplagament
de zeros que sense, és a dir, el valor resultat de la simulacié s’acosta més al
valor teoric de I’Equacié [5.2 També observem com els valors de la simula-
ci6 (ESim pel calcul sense reemplacament i ESim0Repl amb reemplagament)
tendeixen a tenir valors inferiors al valor teoric (ETeo) perque el terme de
primer ordre de la série de Taylor que es deprecia a ’aproximacié és positiu.

A partir de la Taula [5.7] s’aprecia com, per valors petits de n com ara
0.01 o bé 0.05, calen mides de mostra n grans per tal d’aconseguir una
bona aproximacié tant de la mitjana com de la variancia. Procedim a fer
més analisis per a mides de mostra més grans per veure com tendeixen els
resultats de les simulacions als valors teorics.

La Figura mostra un grafic fruit d’aquestes analisis on s’observa
I’evolucié de la mitjana a mida que augmenta la mida de la mostra n per
valors de p = 0.001,0.01. Per aconseguir una bona aproximacid, quan p =
0.01 calen mides de mostra superiors a 2000. Quan la p = 0.001, aquest
valor s’incrementa fins a més de 10000. Aix0 suposa un greu inconvenient
perque sovint no és factible disposar de mides de mostra tant grans.
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p n ETeo ESim Esim ORepl |VarTeo VarSim VarSim ORepl
0.001 10] -4.88381 -1.55117 -2.14681] 50.05005 0.00143 0.00358
0.001 50| -4.88381 -2.73941 -3.23781| 10.01001 0.00627 0.01305
0.001] 250] -4.88381 -3.83957 -4.27274 2.00200 0.02902 0.05973
0.001] 1000] -4.88381 -4.63500 -4.90706 0.50050 0.09821 0.18942

0.01 10| -3.24924 -1.52783 -2.09315 5.05051 0.01459 0.03512]
0.01] 50| -3.24924 -2.62603 -3.01157 1.01010 0.05750 0.11980
0.01] 250] -3.24924 3.29294 -3.38228 0.20202 0.15929 0.23694
0.01] 1000] -3.24924 -3.28783 -3.28792 0.05051 0.06055 0.06072
0.05 10] -2.08203 -1.41889 -1.85833 1.05263 0.07096 0.15788
0.05] 50] -2.08203 -2.12378 -2.21148 0.21053 0.16921 0.24844
0.05] 250] -2.08203 -2.11092 -2.11092 0.04211 0.04794 0.04795
0.05] 1000 -2.08203 -2.08885 -2.08885 0.01053 0.01084 0.01084]
0.25] 10] -0.77684 -0.79746 -0.87379 0.26667 0.24180 0.32582
0.25 50| -0.77684 -0.79724 -0.79724 0.05333 0.05847 0.05847
0.25] 250] -0.77684 -0.78064 -0.78064 0.01067 0.01085 0.01085
0.25] 1000] -0.77684 -0.77775 -0.77775 0.00267 0.00268 0.00268
0.45 10| -0.14190 -0.15597 -0.16026] 0.20202 0.25116 0.26238
0.45] 50| -0.14190 -0.14493 -0.14493 0.04040 0.04220 0.04220
0.45] 250] -0.14190 -0.14241 -0.14241 0.00808 0.00815 0.00815
0.45] 1000] -0.14190 -0.14205 -0.14205 0.00202 0.00202 0.00202

%zerosTeo
99%
95%
78%
37%
90%
61%

8%
0%
60%
8%
0%
0%
6%
0%
0%
0%
0%
0%
0%
0%

Figura 5.7: Resultats de la simulacié per les 20 combinacions de n i p. ETeo
i VarTeo representen ’esperanca i variancia teoriques donats els valors de n
i p calculats utilitzant la Equacio ESim i VarSim sén ’esperancga i la
variancia resultants de la simulacié un cop omesos tots els valors de p = 0.
Esim ORepl i VarSim ORepl sén l'esperanca i la variancia resultants de
simulacié fent el reemplacament dels zeros.
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Figura 5.8: Evolucié de la mitjana en funcié de n segons el metode amb i
sense reemplagament de zeros per valors de p = 0.01,0.001.

Amb aquests resultats proposem un nou grafic de control per a la propor-
ci6é d’unitats defectuoses basat en la transformacié ilr. El CC queda definit
de la segiient manera.
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UCL = Elilr(p)] + 3v/Varlilr(p)]

CCL = Elilr(p)]
LCL = Elilr(p)] — 3v/Varlilr(p)]

Els limits anteriors es poden expressar en termes de la variable original

> logit(p) 1
UCL = 3
myv2 * 2np(1 — p)
> logit(p)
CCL = &5
m\/§
> logit(p) 1
LCL = -3
mv?2 2np(1 —p)

On p és el valor conegut de la proporcié a controlar o bé és estimat a
partir d’'una mostra de mida m d’observacions que se sap estan sota control
(fase I): p= }/][pioni=1,...,m.

Hem comparat aquest grafic de control amb el CC basat en la transfor-
macié arcsin mitjancant PARL. La probabilitat de cometre un error tipus
IT (B) del grafic proposat és

B=P(LCL <z <UCL) =

n elogit(p) n
P - ST I
Nt | oost) (¢ elogi)-1 4 1

A partir d’aqui podem calcular ’ARL mitjangant ’Equacio per dife-
rents valors de desplacament de la mitjana i de p. A la Figura[5.9)es mostren
les corbes de ’ARL per al CC de Shewhart amb n = 1000 i p = 0.01, el
grafic arcsin i el grafic composicional. El desplagcament esta expressat com
a ratio del valor de p desplagat respecte al valor de sota control pg.

De la Figura [5.9] se’'n despren que el grafic composicional té un com-
portament molt semblant al grafic amb la transformacié arcsinus; el grafic
composicional té un comportament lleugerament superior a l’arcsinus quan
disminueix el valor de p mentre que succeeix a la inversa quan augmenta la
p. Ambdés grafics tenen comportaments similars ja que les seves funcions
(arcsinus i logit) s’assemblen molt.

El grafic p composicional proposat té 'inconvenient de que no és aplicable
a processos en els que la proporcid a controlar és molt petita, cosa que també
passa en els grafics classics. En aquests casos es proposa canviar 1’estadistic
de control, i.e. controlar el temps entre fallades.
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Comparison of ARL from different p charts (p=0.01, n=1000)

—— Shewhart
— ArcSin
—— CODA

1500
I
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I
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I

0.0 05 1.0 15 2.0
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Figura 5.9: Corbes ARL de tres grafics de control de proporcions: Shewhart,
arcsin i composicional.

5.3 Grafic CUSUM

Hem detectat un increment el I'is d’aquest tipus de grafics en aplicacions
ambientals on sén molt habituals les dades composicionals. Aquest 1s ve
motivat per la necessitat de detectar canvis petits pero constants en el temps
que es detecten amb eficiencia amb el CC CUSUM.

Hem comengat a treballar amb les dades de I'article [Barratt et al. (2007
on es controla ’emissié de CO (mesurat en ppm) en un carrer de Londres
abans i després de la implantacié d’un carril bus. Els primers treballs in-
diquen que 'aplicacié de la metodologia composicional al CC CUSUM, que
consisteix en controlar el logit de les emissions, pot aportar un nou enfoc en
aquest camp.

5.4 Conclusions

Tal i com hem vist al Capitol 1, hi ha un buit a la literatura pel que fa a
metodes per controlar processos on les caracteristiques de qualitat sén da-
des composicionals. En 'analisi de I'estat de ’art no hem trobat referencies
que tractin aquest tipus de dades utilitzant la metodologia composicional
inicialment proposada |Aitchison! (1986) i que ha donat lloc a posteriori al
desenvolupament de tot un seguit de tecniques que s’han demostrat adequa-
des per tractar dades en espais restringits.

Hem iniciat la linia d’investigacio tot adaptant I’esquema de control mul-
tivariant més antic i conegut: el grafic T2 de Hotelling. Som conscients que
en els darrers anys s’ha avancat molt en les tecniques de control de processos,
que ara tendeixen cap a metodes més complexos i més adaptats als requeri-
ments de la indistria. Sén un exemple d’aquests els metodes no parametrics,
que no requereixen cap coneixement ni assumpcié sobre la distribucié inicial
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de les dades, o bé els metodes change-point.

L’esquema proposat no aporta una innovacié pel que fa al grafic T2 i de
fet hereta els punts febles de I’esquema classic, que sén la dependencia de
I’assumpcié de normalitat de les dades, la necessitat d’una gran quantitat
de dades a la fase I per estimar els parametres de la distribucié o bé la baixa,
capacitat de detectar canvis petits en la mitjana del procés, entre d’altres.

No obstant, veiem el present treball com un primer pas que servira per
introduir els conceptes de la metodologia composicional en el camp del con-
trol estadistic de processos on, des del nostre punt de vista, no hi ha massa
consciencia sobre les caracteristiques d’aquestes dades. Observem un cert
interes en difondre aquests conceptes, cosa que es veu reflectida per la pu-
blicacié del primer article en una revista d’alt impacte.

5.5 Futures linies d’investigacio

Queda pendent proposar un grafic de control Tg per al control de mitjanes.
En la mateixa linia, també es poden proposar altres estimadors per a la
matriu de covariancies o bé per a la mitjana de les coordenades, per exemple
per fer que Pestadistic 72 sigui més robust.

En ’ambit de la quimiometria es detecta el creixement de propostes
de control utilitzant el three-way data analysis, és a dir, representant les
dades en matrius de tres dimensions que tenen en compte, per exemple, la
localitzacid, el temps i la mostra. En aquest sentit volem destacar que el
treball de tesi vol continuar treballant no només en els metodes classics siné
en les noves propostes per al control de processos.

D’altres linies encara per abordar sén el disseny d’experiments, princi-
palment el disseny de mixtures que per la seva natura sén composicions.
Estem segurs que la metodologia composicional aplicada en aquest camp
pot aportar solucions innovadores. També queda pendent treballar més en
profunditat el grafic de control CUSUM i mostrar el seu potencial en apli-
cacions ambientals, aixi com les versions multivariants. D’altres grafics per
explorar sén els EWMA univariants i multivariants.
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