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RESUMEN

A menudo, las técnicas log-cociente se aplican en estudios geoquimicos. Cuando algunos elementos quimicos estan presentes en las
muestras a concentraciones practicamente inapreciables, se registran como valores por debajo del limite de deteccion, simplemente
como ceros o bien anotados con una etiqueta del tipo menor que. La presencia de estas observaciones impide la aplicacion directa de
las técnicas log-cociente de analisis de datos composicionales. En este trabajo se presentan los fundamentos teoricos de las propuestas
mas recientes para tratar este tipo de observaciones. Se dan pautas para su aplicacion practica y se ilustra su funcionamento mediante
ejemplos con datos geoquimicos.
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Compositional techniques to deal with concentrations below the detection limit
in geochemistry

ABSTRACT

In most geochemical analyses log-ratio techniques are required to analyse compositional data sets. When a chemical element is present
at a low concentration it is usually identified as a value below the detection limit and added to the data set either as zero or simply by at-
taching a less-than label. In any case, the ocurrence of such concentrations prevents us from applying the log-ratio approach. We review
here the theoretical bases of the most recent proposals for dealing with these types of observation, give some advice on their practical
application and illustrate their performance through some examples using geochemical data.
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Introduction

In most geochemical analyses log-ratio techniques are required to analyse compositional data sets. In such studies some chemical ele-
ments are present at low concentrations. When these concentrations are so low as to be undetectable they are usually identified as values
below detection limit (VBDL) and added to the data set either as zero or simply by attaching a less-than label. In any case, the ocurrence
of such concentrations prevents us from applying the log-ratio approach. Consequently these values require some sort of prior treatment.
This problem is usually covered under the heading rounded zeros in the compositional data literature. Martin-Fernandez et al. (2011) dis-
cuss extensively types of zeros and their appropriate treatment.

We review and compare here two different methods for rounded zeros: the multiplicative replacement and the alr-EM algorithm. The
performance of both methods is illustrated by some examples in which the function EMcomp (Palarea-Albaladejo and Martin-Fernandez,
2008) for Matlab® v. 2008 is used.

Methods

Using a non-parametric imputation approach, the multiplicative replacement method (1) imputes zeros with values 5,,1. equal to 65% of the
threshold g and adjusts the whole composition by the so-called multiplicative modification. This method has reasonable properties from a
compositional point of view (Martin-Fernandez et al., 2003; Martin-Fernandez and Thio-Henestrosa, 2006). In particular, it is “natural” in the
sense that it recovers the “true” composition when replacement values are identical to the non-observed values; and it is also coherent with
the basic operations on the simplex. This coherence implies that the covariance structure of subcompositions with no zeros is maintained.
The database Cenozoic Volcanic Rocks of Hungary (O.Kovacs and Kovécs, 2001) was set up in order to contribute to our understanding
of the petrogenetic processes that occurred in the Carpatho-Pannonian region. Our dataset consists of 959 unaltered rock samples and
nine major oxides, SiO,, TiO,, Al,O,, Fe,Ototal, MgO, Ca0, Na,O, K,0 and P,0O,, from this database. The pattern and the location of VBDL in
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the dataset is summarised inTable 1, where it can be seen that three components, SiO,, Al,O, and K,O, have no rounded zeros. Among the
rest, 101 compositions have at least one zero value and the zeros are mainly concentrated in components P,0,, TiO, and MgO. Because the
number of VBDL in the data matrix is quite low (1.8%) it seems reasonable to consider a simple-substitution strategy (Martin- Fernandez et
al. 2003). It is logical to expect that any replacement strategy will restore the ‘true’ sample when the VBDL are replaced by the ‘true’ values.
Sample x* inTable 2 is an artificial sample obtained from sample x by making the TiO,, MgO and P,O, parts equal to zero, and then closed
to obtain once more a sum equal to 100. In our example we use the values 0.14, 0.13 and 0.03 to replace the zeros in TiO,, MgO and P,0,
respectively. Table 2 shows the results obtained from applying the different treatments of zero (Martin-Fernandez et al., 2003) to x*: the
one proposed by Aitchison (1986), simple replacement, and multiplicative replacement (1). Note that multiplicative replacement is the only
treatment that restores the true composition of x exactly.

For the previous example in volcanic rocks, O. Kovécs and Kovécs (2001) consider a common threshold e = 0.01% for all the components.
According to Martin-Fernandez et al. (2003), we take it that § equals 65% of the threshold, = 0.0065%, and apply the multiplicative replace-
ment (1). Once the replacement is made some multivariate methods are usually applied. Two groups of samples exist in the database: al-
kaline basalts and the calc-alkaline series. Figure 1 shows a clr-biplot of the data obtained from the multiplicative replacement (1). This type
of representation consists of a biplot diagram of the clr-transformed data, that is to say, the clr-biplot is a diagram in the clr-transformed
space. Note that the first two axes of the diagram capture 76.61% of the total variability. The question that naturally arises is, “How robust
are the results of a multivariate analysis in relation to the values imputed by the replacement method?” Therefore, a sensitivity analysis of
the results in relation to these values must be carried out. Aitchison (1986) suggests that it is sufficient to perform an analysis of sensitivity
of the values §,. in the rank e /10 <8 < € where g is the threshold associated to the zero problem analysed.

For the database of Cenozoic volcanic rocks we are interested in linear discriminant analysis (LDA) using log-ratio methods. The good
separation of the alkaline basalts and the calc-alkaline series spotted in the clr-biplot (Figure 1) is numerically confirmed by the 2-group LDA
applied to the clr-transformed dataset: the misclassification rate is 3.96%. A sensitivity analysis must now be conducted. Figure 2 shows
the variation pattern of the LDA misclassification rate when the value 6=0.000065 simultaneously varies for all parts between 0.00001 and
0.0001. For values around the imputed value the LDA rate is reasonably stable; when & tends to zero, on the other hand, the misclassifica-
tion rate increases because the separation between the two groups becomes more blurred.

The alr-EM algorithm [Equations (2) and (3)] consists of a modification of the classical EM algorithm, which is applied in combination
with the additive log-ratio transformation (alr). This method takes into account that the imputed value must be lower than the given detec-
tion limit and is independent of the divisor selected for the alr transformation. Additionally, the zero values are imputed conditionally on
the information included in the observed data. Reasonable estimations are obtained and, since this method is also coherent with the basic
operations on the simplex, minimum distortion is produced. Figure 3 shows the clr-biplot of the data obtained from the alrEM method ap-
plied to the database of Cenozoic volcanic rocks. In this case the first two axes of the diagram capture 77.21% of the total variability. Note
that here the difference between the two methods (Figures 1 and 3) is negligible due to the small number of rounded zeros in the data
matrix (1.8%). To illustrate the performance of both methods with a larger number of VDBL we select a subsample of the database. Firstly,
we select the 101 compositions having at least one zero value. Secondly, from the remaimng 858 samples without rounded zeros we pick
35 at random. Therefore, the final subsample is made up of 136 samples and the corresponding data matrix has 12.5% entries equal to
zero. Figure 4 shows the clr-biplots obtained after applying both VBDL replacement methods introduced above. The variability turns out
to be 69.25% and 74.33%, respectively.

In Figure 4 the differences between the two replacement methods are greater than in Figures 1 and 3. For example, in Figure 4B the
variable clIr(P,0O,) still has more variability than the variable cIr(TiO,). Nervertheless, for the multiplicative replacement the behaviour is the
opposite (Figure 4A). Note that component P,O, has the largest number of rounded zeros (Table 1). Because multiplicative replacementim-
putes zeros by the same value (65% of the threshold) the variability decreases. Also in Figure 4A, some samples located far away from the
centre and corresponding to alkaline rocks show a linear pattern. These samples contain VBDL in the same components and replacement
by a constant value causes linearity in the clr-transformed space. In addition, the total variability of the data set obtained after multiplicative
replacement is 14.51, clearly smaller than the total variability (27.17) of the data set obtained from the alr-EM method.

Conclusions

When the number of rounded zeros is small the modified EM algorithm does not significantly improve the performance of the non-
parametric multiplicative replacement. Nevertheless, case studies reveal its potential in the presence of a higher number of zero values.
We have introduced here the theoretical background of both methods and given some practical advice. Lastly, we have illustrated their
performance by means of geochemical examples.

Introduccion

Cuando un investigador trabaja con la concentraciéon
de un elemento quimico esta tratando con la abun-
dancia relativa del elemento respecto a un total. De
manera que aquellos estudios geoquimicos en que
los datos a analizar estadisticamente representan
concentraciones de elementos, son estudios en los
que las técnicas composicionales son apropiadas y
utiles. Los ultimos avances en el campo de los datos
composicionales nos muestran que su analisis debe
basarse en transformaciones log-cociente (ej. clr, del

inglés centred log-ratio) o en una representacion en
coordenadas respecto a una base ortonormal (Egoz-
cue et al., 2003). En ambos casos, se pasa a trabajar
con un nuevo conjunto de datos transformados resul-
tado del célculo de cocientes entre componentes y
de la aplicacion de la funcion logaritmica. Todas estas
operaciones exigen que los valores de la matriz de
datos original sean estrictamente positivos.

La mayoria de los estudios geoquimicos incluyen
elementos quimicos cuyos niveles de concentracion
son muy bajos. En aquellas muestras en las que la con-
centracion de un elemento no llega al limite de detec-
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cion del aparato de medida, el analista suele indicarlo
registrando un valor cero o con una simple etiqueta
tipo menor que. A estos valores se les conoce por las
siglas VBDL del inglés Value Below Detection Limit.
En estas situaciones no es viable aplicar transforma-
ciones log-cociente o calcular coordenadas respecto
a una base. Por otro lado, la aplicacién de la mayoria
de técnicas de analisis requiere que se disponga de
muestras completas, es decir, muestras donde se han
medido todas las variables. Una alternativa consistiria
en no utilizar las muestras que contengan VBDL. Sin
embargo, esa opcién malogra los recursos invertidos
en el proceso de muestreo e implica la consiguien-
te pérdida de informacidon. En consecuencia, surge
la necesidad de realizar un tratamiento previo de los
vectores de observaciones que contienen VBDL.Ya en
la monografia de Aitchison (1986) se propuso un téc-
nica de imputacion que anos mas tarde fue mejorada
por Martin-Fernandez et al. (2003). Los recientes avan-
ces en este tipo de tratamiento se han inspirado en la
adaptacion de las metodologias para datos perdidos
(missing data).

En la siguiente seccion presentamos diferentes si-
tuaciones en las que los conjuntos de datos composi-
cionales pueden contenerVBDL y, en general, ceros. A
continuacion, centrandonos en el caso de los VBDL, se
introducen con detalle el método de reemplazamien-
to multiplicativo y el método EM-modificado. El fun-
cionamiento de ambos métodos se ha ilustrado con
ejemplos realizados con el software numérico Matlab®
v. 2008, utilizando la funcion EMcomp introducida en
Palarea-Albaladejo y Martin-Fernandez (2008). Final-
mente, en las conclusiones, se desgranan las ventajas
e inconvenientes de ambos métodos.

Tipos de ceros en conjuntos de datos
composicionales

Segun su naturaleza, distinguiremos tres tipos de ce-
ros: esenciales, de conteo, y por redondeo. Es impor-
tante identificar el tipo de cero con el que se corres-
ponden los valores nulos presentes en un conjunto
de datos, ya que el tratamiento a aplicar depende de
la tipologia de estos ceros. El lector interesado encon-
trard en Martin-Fernandez et al. (2011) una discusién
extensa sobre los tipos de ceros en conjuntos de da-
tos composicionales y las propuestas mas recientes
para su tratamiento.

Las ultimas contribuciones relevantes en el estudio
de los ceros esenciales (ej. Bacon-Shone, 2008) coin-
ciden en definir este tipo de cero como un valor nulo
verdadero. Es decir, que no es debido a la incapacidad
de deteccidn de un valor muy pequeno como conse-
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cuencia del diseno experimental del muestreo o de la
precisién del aparato de medida. A los ceros esencia-
les también se les conoce como ceros estructurales o
absolutos. Dadas sus caracteristicas, se deduce que
no pueden recibir el mismo tratamiento que los ceros
por redondeo o VBDL. En la actualidad no existe una
metodologia general para tratar los ceros esenciales.
En la literatura mas reciente se proponen principal-
mente dos aproximaciones al problema: una, basada
en un modelo binomial condicional logistico-normal
(Aitchison y Kay, 2003), aplicable a componentes de
tipo continuo; y otra, basada en la distribucién log-
Poisson normal (Bacon-Shone, 2008), propuesta para
componentes de tipo conteo.

Como hemos dicho, cuando un investigador deci-
de utilizar cualquiera de estas dos alternativas esta
asumiendo que los ceros representan concentracio-
nes nulas reales. Una situacién distinta es la de los
ceros de tipo conteo. En este contexto, se entiende
que la composicion se calcula a partir de un vector
de recuento, esto es, a partir de una realizacion de
una variable aleatoria categorica. Las componentes
de este vector proporcionan el numero de veces (fre-
cuencia absoluta) que las diferentes categorias se
observan sobre los items que componen una unidad
muestral. En aquellos casos en que el investigador
no esta interesado en el niumero total de items (suma
total de los valores del vector de recuento) ni en las
frecuencias de las diferentes categorias, procederd
a dividir éstas por el total de items y trabajara con
el vector composicional de frecuencias relativas aso-
ciado, siendo util en este caso la aplicacion de las
técnicas composicionales de analisis. Puede suceder
que algunas de las categorias de la variable tengan
asociadas probabilidades muy bajas y que, debido
al diseno del muestreo o simplemente a un tamano
muestral pequeno, el conteo de alguna de esas ca-
tegorias sea igual a cero. Este cero en una categoria
no representa un valor verdadero, sino que es resul-
tado del muestreo. Por este motivo, en estos casos,
se asume implicitamente que de haber trabajado con
una unidad muestral de mayor tamano se podria ha-
ber registrado una frecuencia muy pequena pero po-
sitiva en la categoria en cuestién. Para este tipo de
ceros, Pierotti et al. (2009) aplican un tratamiento ba-
sado en un planteamiento Bayesiano-multiplicativo,
donde se combinan técnicas bayesianas de imputa-
cion (Walley, 1996) con una modificacion multiplica-
tiva de los valores no nulos (Martin-Fernandez et al.,
2003).

En los estudios donde las variables son de tipo
continuo (ej. porcentajes de peso, tiempo o longi-
tudes) los ceros mas usuales son los ceros por re-
dondeo, en los que nos centraremos en este trabajo.
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Bajo esta denominacién se incluyen tanto los VBDL
como los ceros debidos a la utilizacion de un nime-
ro insuficiente de cifras decimales significativas a
la hora de plasmar numéricamente las frecuencias
relativas de las distintas categorias. En este ultimo
caso, el valor nulo de la matriz de datos no es real-
mente un cero, sino una cantidad tan pequena que
por efecto del redondeo se ha transformado en un
cero. Es decir, el cero presente en la componente j-
ésima de una composicion representa un valor pe-
gueno inferior a un cierto error de redondeo ¢ (g =
109, donde d es el numero de cifras significativas),
que suele ser el mismo para todas las componentes
de la matriz de datos. Por el contrario, los VBDL pre-
sentes en los datos —indicados por un cero o por una
etiqueta- representan valores muy pequenos que ha
sido imposible medir con exactitud. En este caso,
cuando la observacion i-ésima contiene un VBDL en
la componente j-ésima sabemos que en realidad de-
beria contener corresponde a un valor de la concen-
tracion inferior a ¢, donde ¢, es el umbral o limite de
deteccion. El hecho de incluir los dos subindices en
el umbral ¢, responde a considerar el caso mas gene-
ral. De esta manera, se contempla la posibilidad de
que el umbral sea diferente para cada componente j
—debido, por ejemplo, a que el instrumento de medi-
da sea diferente o tenga distinta sensibilidad segun
cual sea la componente-y, también, que una misma
componente tenga distintos umbrales para distintas
observaciones i —porque, por ejemplo, sean mues-
tras analizadas en diferentes laboratorios.

En el escenario de ceros por redondeo, el valor ver-
dadero es desconocido pero poseemos informacién
de su valor maximo. Nos encontramos en una situa-
cion en la que un valor es perdido a causa del propio
valor (demasiado pequeno). Esta particularidad ha
llevado a que los ultimos progresos en su tratamiento
se hayan inspirado en algunas de las técnicas genera-
les para el tratamiento de valores censurados vy, en su
caso mas general, los valores perdidos (o faltantes) de
tipo NMAR (Not Missing At Random) recogidas, p.e.,
en Little y Rubin (2002). En un sentido muy amplio, las
técnicas para datos perdidos pueden clasificarse en
técnicas paramétricas y no-paramétricas. Las prime-
ras (ej., el algoritmo EM) se basan en distribuciones
multivariantes de probabilidad —habitualmente rela-
cionadas con la distribucién normal-, de las que se
estiman sus parametros. Las técnicas no paramétricas
se clasifican segun cual sea la técnica de imputacion
utilizada. En el contexto de los ceros por redondeo, el
término imputacion significa la substitucion del cero
(o la etiqueta) por un valor “pequefno” sin necesidad
de asumir ningun modelo de probabilidad para el
conjunto de datos.

Reemplazamiento por imputacion

multiplicativa

Consideremos que la D-composicion x=(x,,, X,/ ..., X;5)
contiene Z ceros por redondeo y deseamos reempla-
zar x;, por una nueva composicion r=(r,,, r,..., ;) sin
ceros. En Martin-Fernandez et al. (2003) se propone la
formula

ij = l_k\x,kzo (1)

donde 6ij es un valor pequeno, menor que el umbral
g, dado, y ¢ es la constante —habitualmente 1, 100 (%)
0 106 (ppm)- de la restriccidon de suma-constante que
caracteriza los vectores composicionales. Notese que
en (1) se modifican también las componentes de x;
diferentes de cero con el fin de conservar el cumpli-
miento de esta restriccidn. Esta modificacion, que es
de tipo multiplicativo, y la imputacion directa del valor
6ij dotan a esta férmula de reemplazamiento de unas
propiedades (Martin-Fernandez et al., 2003; Martin-
Fernandez y Thio-Henestrosa, 2006) mejores que las
del reemplazamiento propuesto originalmente en Ait-
chison (1986, pagina 269). En la literatura se conoce la
expresion (1) como reemplazamiento multiplicativo.
En estos mismos trabajos (Martin-Fernandez et al.,
2003; Martin-Fernandez and Thié-Henestrosa, 2006)
los autores, desde un punto de vista teérico, también
comparan las propiedades del reemplazamiento mul-
tiplicativo con las propiedades del reemplazamiento
simple. Este tipo de reemplazamiento consiste en
substituir los ceros por los valores o, y, a continua-
cidn, simplemente realizar la clausura de todo el vec-
tor. Cuando se aplica este procedimiento a una com-
posicion con ceros, el valor 6ij imputado inicialmente
gueda modificado como consecuencia de la clausura
que se realiza a posteriori. Esta particularidad implica
una pérdida de naturalidad en el tratamiento del valor
cero puesto que el valor que finalmente reemplaza al
cero no es el valor 6ij decidido por el investigador. Es
mas, el valor finalmente imputado dependera de la
cantidad de ceros que tenga la composicion original.

Con el propésito de ilustrar de manera practica el
comportamiento del reemplazamiento multiplicativo,
lo aplicamos a continuacién a un conjunto de datos
geoquimicos de rocas volcanicas del Cenozoico de
Hungria (O.Kovacs y Kovéacs, 2001). El conjunto de da-
tos consta de 959 muestras de rocas volcanicas cuya
9-composicion en 6xidos mayores [SiO,; TiO,; AlL,O,;
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Fe,O,total; MgO; CaO; Na,O; K,O; P,O,] es el objeto
del estudio.

En la Tabla 1 se muestra el patron y la cantidad
de ceros segun su localizacién en las diferentes va-
riables. Solo tres componentes no contienen ceros
-Si0,, ALO, y K,O-, y 101 composiciones tienen al
menos un cero, los cuales se localizan principalmente
en los oxidos P,O,, TiO, y MgO. El minimo valor ob-
servado en estas tres componentes, y por extension
en el conjunto de datos, es 0.01%.

(1986), el reemplazamiento simple, y el reemplaza-
miento multiplicativo. Con el propdsito de ilustrar me-
jor los diferentes comportamientos de los respectivos
tratamientos, se escogid una composicién inicial x
sin ningun cero en sus componentes. La composicién
x" es una composicion artificial que se ha obtenido a
partir de la composiciéon x (Tabla 2) forzando que las
componentesTiO,, MgO, y P,O, tomen el valor cero y
clausurandola a continuacion para forzar que la suma
sea igual a 100.

Patrén de ceros

Namero de ceros Cantidad
en la composicion Sio, TiO, | ALO, | Fe,0, tot | MgO | CaO | NaO, | K,0 P,0, | de composiciones

0 858

1 0 8

1 0 12

1 0 39

2 0 0 3

2 0 0 25

2 0 0 3

2 0 0 1

3 0 0 0 1

3 0 0 0 5

3 0 0 0 3

3 0 0 0 1
Ndmero de ceros 0 45 0 1 24 2 3 0 78

(')Vk')':e':‘a’(;’j(";r) 423 | 001 | 821 | 026 | 001 | 007 | 0.10 | 0.62 | 0.01

Tabla 1. Patron de ceros en el conjunto de datos de rocas volcanicas. “0” representa que la componente incluye ceros.
Table 1. Pattern of zeros in the volcanic-rock data set. ‘0’ means that the component includes a zero value.

Notese que los 153 ceros que contiene en total la
matriz 959x9 de datos representa un porcentaje muy
bajo (1.8%) del total (8631) de elementos de la matriz.
Segun se muestra en Martin-Fernandez et al. (2003),
este hecho hace recomendable considerar la aplica-
cioén del reemplazamiento multiplicativo puesto que
en este caso se producira una distorsion leve en la es-
tructura de covarianzas log-cociente, es decir, en los
valores que recoge la matriz de varianzas-covarianzas
de los datos transformados.

En laTabla 2 se recogen los resultados que se ob-
tienen al aplicar los diferentes tratamientos de ceros
a una misma composicion: el propuesto por Aitchison

Para ilustrar que el reemplazamiento multiplicativo
tiene un comportamiento mas natural que los otros
dos métodos, reemplazamos los ceros en x* utilitzan-
do un valor de imputacion §; igual al valor original
que toma la componente en la composicion x. De un
tratamiento de ceros coherente se espera que al subs-
tituir el cero por su valor real toda la composicién re-
cupere sus valores verdaderos. En nuestro ejemplo,
utilizamos los valores 0.14, 0.13, y 0.03, para reem-
plazar, respectivamente, el cero presente en x* en los
oxidosTiO,, MgO, y P,O,. Como se puede comprobar
en los resultados de laTabla 2, unicamente el reem-
plazamiento multiplicativo recupera de nuevo toda la
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Composicion Sio, TiO, ALO, Fe,O,_tot MgO CaO Na,0 K,0 PO,
X 75.0775 0.1400 14.3957 1.6495 0.1300 | 0.9397 | 2.9091 | 4.7286 | 0.0300
x" 75.3033 0.0000 14.4390 1.6545 0.0000 | 0.9425 2.9179 4.7428 | 0.0000
Aitchison 75.2885 0.0415 14.4242 1.6397 0.0385 0.9277 2.9031 4.7280 0.0089
Simple 75.0782 0.1395 14.3958 1.6495 0.1296 | 0.9397 2.9092 | 4.7286 | 0.0299
Multiplicativo | 75.0775 | 0.1400 | 14.3957 1.6495 0.1300 | 0.9397 | 2.9091 | 4.7286 | 0.0300

Tabla 2. Reemplazamientos de Aitchison, simple y multiplicativo aplicados a una misma composicion x*. La composicion “artificial” x*, con

ceros en los elementosTiO,, MgO y P,O,

se obtiene a partir de la composicién x.

Table 2. Replacements according to Aitchison; simple and multiplicative replacements applied to composition x". The “artificial” composition
x', with zeros in the elements TiO,, MgO and P,0,, is obtained from composition x.

composicion original, mostrando una naturalidad que
los otros dos reemplazamientos no poseen.

El lector interesado encontrard mas ejemplos en
Martin-Fernandez y Thié-Henestrosa (2006). En Mar-
tin-Fernandez et al. (2003) se lleva a cabo un estudio
comparativo desde un punto de vista tedrico. En parti-
cular, los autores revisan con detalle las propiedades
de los reemplazamientos en relacién a las operaciones
basicas en el simplex: subcomposicién, perturbacion,
y transformacidén potencia; y en relacién a los elemen-
tos basicos de la metodologia log-cociente: distancia
de Aitchison, media geométrica composicional, ma-
triz de covarianzas y variabilidad total.

Un elemento clave del método de reemplazamien-
to multiplicativo es la decisidén sobre qué valor d,; es-
coger en la formula (1). El valor utilizado debe ser un
valor pequeno y no superior al umbral. En Martin-Fer-
nandez et al. (2003) se realizaron estudios de sensibi-
lidad en funcion del valor §, utilizado, y se mostro que
los mejores resultados se obtienen utilizando 6“. igual
al 65% del valor del umbral € Habitualmente, tras el
tratamiento de los ceros, los investigadores realizan
analisis multivariantes de los datos cuyos resultados
se expresan a menudo mediante indices. Por ejem-
plo, en analisis discriminante se calcula la tasa de
clasificacion errénea; en regresion lineal multiple, el
coeficiente de determinacion r?; o en analisis de com-
ponentes principales, la proporcion de variabilidad
explicada por las diferentes componentes. Inmediata-
mente surge la pregunta de hasta qué punto el valor
del indice obtenido depende de los valores 6“. utiliza-
dos en el tratamiento previo de los ceros. Esta cues-
tion debe analizarse a través de un analisis de sensibi-
lidad. En Aitchison (1986) se sugiere que es suficiente
realizar un andlisis de sensibilidad de los valores 6ij en
el rango sij/10 <9< € donde g es el umbral asociado
al cero analizado.

Para el ejemplo anterior sobre rocas volcanicas
(0.Kovéacs y Kovéacs, 2001), se considera un umbral
€¢=0.01% comun a todas las componentes. De acuerdo

con el criterio de Martin-Fernandez et al. (2003), toma-
mos como valor & el 65% del umbral, i.e. 8 =0.0065%,
y aplicamos el reemplazamiento multiplicativo. En el
conjunto de datos existen dos grupos de rocas: ba-
saltos alcalinos y rocas calc-alcalinas. Para represen-
tar el conjunto de datos utilizamos un diagrama clr-
biplot (Figura 1). Este tipo de representacion consiste
en construir un diagrama biplot de los datos que se
obtienen al aplicar la transformacién clr a los datos
originales, es decir, es una representacion grafica en
el espacio clrtransformado. Notese que los dos pri-
meros ejes del diagrama logran capturar un 76.61%
de la variabilidad total.

Como se puede apreciar en la Figura 1 los dos gru-
pos de rocas aparecen localizados en diferente posi-

Eje 2

clr(MgO)
clr(Ca0)

clr(.AIZOS)
cIr(SiOz)

cIr(TiOZ)

clr(PZOS)

Figura 1. Diagrama clr-biplot de los datos de las rocas volcanicas
tratados mediante reemplazamiento multiplicativo. Basaltos
alcalinos (circulos) y rocas calc-alcalinas (puntos).

Figure 1. clr-biplot of volcanic-rock data after multiplicative
replacement. Alkaline basalts (circles) and calc-alkaline rocks
(dots).
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cién, lo que sugiere la posibilidad de obtener una bue-
na discriminacion lineal. Una vez realizado el analisis
discriminante lineal log-cociente, la separacién ob-
servada en el diagrama clr-biplot se confirma numéri-
camente al obtener una tasa de clasificacion errénea
del 3.96%. Para el analisis de sensibilidad de esta tasa
haremos variar el valor 6 entre 0.00001 y 0.0001 de
acuerdo con las sugerencias de Aitchison (1986). Al re-
petir el calculo de la tasa de clasificacion erronea para
cien valores de 9§ incluidos en este rango se obtienen
los resultados que muestra la Figura 2.

La tasa de clasificacion erronea parece razonable-
mente estable para valores de d cercanos a 0.0065%,
incrementando su valor cuando § tiende a cero. Para
valores muy pequenos de d los grupos se entremez-
clan mas debido a que los dos tienen composiciones
con ceros y éstas, al disminuir el valor 8 utilizado, tien-
den a disminuir su distancia mutua y, simultdneamen-
te, a alejarse del centro del espacio clr-transformado.
Asi, los basaltos alcalinos se alejan del centro del es-
pacio en la direccion opuesta a las variables clr(TiO,),
clr(MgO) y cIr(P,0O,) mezclandose con el otro grupo de
rocas y incrementando la tasa de clasificacion erro-
nea.

La ejecucion del analisis de sensibilidad de los re-
sultados obtenidos en un estudio puede llegar a ser
una tarea laboriosa y compleja. Sin embargo, este
analisis es imprescindible en los estudios en los que
se haya aplicado el reemplazamiento multiplicativo.
Esta dificultad, anadida al hecho de que la distorsién
que el reemplazamiento multiplicativo provoca en la
estructura de covarianzas se incrementa al aumen-
tar la cantidad de ceros presentes en el conjunto de
datos, hace que en muchas situaciones sea mas re-
comendable utilizar el método al-EM propuesto en
Palarea-Albaladejo y Martin-Fernandez (2008).
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Figura 2. Andlisis de sensibilidad en funciéon de 6 para la tasa de
clasificacion erronea en el analisis discriminante lineal log-cociente
de las rocas volcanicas.

Figure 2. Sensitivity analysis: misclassification rate in the log-ratio
LDA of the volcanic-rock data set.
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Reemplazamiento mediante el algoritmo EM

Palarea-Albaladejo et al. (2007), en el contexto del
tratamiento de ceros por redondeo, introdujeron la
idea de aplicar el conocido algoritmo EM —del inglés
Expectation and Maximization- al conjunto de datos
obtenidos al aplicar la transformacion log-cociente alr
—del inglés additive log-ratio- a los datos originales. El
algoritmo EM es un procedimiento iterativo comun-
mente aplicado (ej. Little y Rubin, 2002) en problemas
de estimacion maximo-verosimil a partir de conjuntos
de datos reales multidimensionales con valores per-
didos.

En nuestro contexto, si una composicion x; contie-
ne un cero por redondeo en su j-ésima componente,
su valor alr-transformado y,=In(x,/x,,) puede interpre-
tarse como un valor perdido en el espacio real del
cual se sabe que cumple la desigualdad ZE In(sij/XiD)=
w donde Y, es el valor alr-transformado del umbral

.La contrlbumon teorica de Palarea-Albaladejo et al.
(2007) consistio en proponer una modificacion del al-
goritmo EM estandar para que el procedimiento apli-
cado en el espacio alr-transformado tuviese en cuenta
que los valores perdidos Vi deben ser reemplazados
por valores inferiores al umbral transformado v,.

En sus fundamentos teodricos el algoritmo iterativo
EM-modificado (Palarea-Albaladejo et al., 2007) asu-
me que el conjunto de datos a tratar son realizacio-
nes de un vector aleatorio composicional x cuya dis-
tribucion es la aditiva logistico normal o modelo aln
(Aitchison, 1986). Es decir, el vector aleatorio alr-trans-
formado y=alr(x) tiene por modelo de probabilidad el
normal (D-1)-dimensional, con vector de medias u y
matriz de covarianzas X. En la etapa de estimacion (E-
step) de su k-ésima iteracion, el algoritmo alr-EM re-
emplaza los valores perdidos Vi del conjunto de datos
transformados Y mediante la expresion

=
_ S (2)
Yii if yy = Vj

E(Yij |yi,-j9Yij <V (k)a (k)) if Yii <Wij»

donde y, . representa el subvector de datos no perdi-
dos de Ia i-ésima fila de Y. Notese que con el subindi-
ce “-j” se indica el conjunto de columnas que contie-
nen valores observados en la i-ésima fila.

Si ¢ y ® son, respectivamente, la funcion de densi-
dad y de distribucion de la ley de probabilidad normal
estandar, el valor esperado en (2) se calcula mediante
la formula
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Vi —yf_ij

O,

Vi~ y:-jB.i

O

o
E(Yij | Yo yij<\llij): YiT,—ij —0;
0}

(3)

donde B, es el vector de coeficientes que se obtiene
al estimar mediante regresion lineal el valor perdido
y; a partir del subvector Y, de valores observados, y
o; es la desviacion estandar condicional de la variable
aleatoria y.. Una vez reemplazados los valores perdi-
dos Yir el algoritmo alr-EM, en su etapa de maximiza-
cion (M-step), calcula las nuevas estimaciones maxi-
mo-verosimiles del vector de medias u y de la matriz
de covarianzas X. Se sigue iterando hasta alcanzar la
convergencia o criterio de parada cuya formulacion
se basa en detectar en las estimaciones de los para-
metros u y X una diferencia en valor absoluto menor
que un nivel de tolerancia prefijado (ej. 0.0001).

En Palarea-Albaladejo y Martin-Fernandez (2008) se
presentd un estudio practico con datos reales y datos
sintéticos donde se ponen de manifiesto las mejoras
que representa el algoritmo EM-modificado en rela-
cién al método de reemplazamiento multiplicativo.
Se constatd que a medida que aumenta la cantidad
de ceros por redondeo presentes en el conjunto de
datos composicionales, el algoritmo EM-modificado
introduce menos sesgo y proporciona mejores esti-
maciones de la variabilidad de los datos. Si bien en
los dos métodos el valor imputado se decide teniendo
en cuenta la informacion de los umbrales, el algorit-
mo EM-modificado no deja la decision en manos del
investigador si no que realiza una estimacién maxi-
mo-verosimil a partir de los datos observados en el
conjunto de la base de datos. Es decir, el célculo de
los valores imputados incorpora la informacion con-
tenida en los valores no perdidos del conjunto de da-
tos. Una consecuencia de este hecho es que, cuando
se aplica el algoritmo EM-modificado, se hace innece-
saria la realizacion de un andlisis de sensibilidad de
los resultados de posteriores analisis multivariantes.
Por lo tanto, se simplifica el estudio a realizar cuando
los ceros en el conjunto de datos presentan un patron
complejo. Sin embargo, como se constato en Palarea-
Albaladejo y Martin-Fernandez (2008), para aquellos
conjuntos de datos con patrones de ceros sencillos
—pocos ceros y localizados en unas pocas componen-
tes— el reemplazamiento multiplicativo produce resul-
tados muy similares a los del algoritmo EM-modifi-
cado.

Para ilustrar el funcionamiento del algoritmo sobre
el mismo conjunto de datos que hemos utilizado en el
caso del reemplazamiento multiplicativo, empleare-

mos la funcion EMCOMP, escrita en MatLab® y descri-
ta en Palarea-Albaladejo y Martin-Fernandez (2008).
La correcta ejecucion de este programa, que puede
obtenerse libremente en la pagina www.compositio-
naldata.com, se ha testeado recientemente con Mat-
lab® R2008b. En la documentacion que lo acompana
se encuentra toda la informacidon necesaria para su
instalacion y uso.

Se aplico el algoritmo EM-modificado al conjunto
de datos de rocas volcanicas considerando, al igual
que en el reemplazamiento multiplicativo, un umbral
de deteccion del 0.01%. A continuacién, se aplico la
transformacion clr a los datos y se representaron en
el diagrama clr-biplot (Figura 3), con un porcentaje de
explicacion de la variabilidad del 77.21%.

Eje 2

clr(MgO)

cIr(TiOZ)

cr(P,0,) .,

Figura 3. Diagrama clr-biplot de los datos de las rocas volcanicas
tratados mediante el algoritmo EM-modificado. Basaltos alcalinos
(circulos) y rocas calc-alcalinas (puntos).

Figure 3. clr-biplot of volcanic-rock data via the EM-modified
algorithm. Alkaline basalts (circles) and calc-alkaline rocks (dots).

Comparando la Figura 3 con el clr-biplot de los da-
tos producidos por el reemplazamiento multiplicativo
(Figura 1) se constata que la diferencia entre los dos
métodos es, en este caso, muy pequena. Este hecho
se puede explicar porque so6lo un 1.77% de los valores
de la matriz del conjunto de datos son iguales a cero.
De esta manera, no se aprecia casi ninguna diferencia
entre imputar un valor constante para todos los indi-
viduos (reemplazamiento multiplicativo) e imputar un
valor teniendo en cuenta la variabilidad de los datos
observados no nulos (algoritmo EM-modificado).

Para ilustrar qué sucede cuando el porcentaje de
ceros es mas elevado, seleccionamos un subconjunto
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de muestras geoquimicas del conjunto de datos an-
terior. Primeramente, escogemos las 101 muestras
(Tabla 1) que contienen algun cero. A su vez, de entre
las 858 muestras que no contienen ningun valor cero,
seleccionamos 35 de ellas de forma aleatoria. De este
modo, el nuevo conjunto de datos estara formado por
136 muestras con un porcentaje de valores igual a
cero (12.5%) mucho mayor que el conjunto anterior,
aunqgue con el mismo patron (Tabla 1).

A este nuevo conjunto de datos se le aplicaron las
dos estrategias de tratamiento de ceros, utilizando el
mismo umbral (0.01%). La Figura 4 muestra los diagra-
mas clr-biplot de los dos conjuntos sin valores nulos
resultantes, cuyos porcentajes de variabilidad expli-
cada fueron del 69.25% y 74.33%, respectivamente,
para el reemplazamiento multiplicativo y el algoritmo
EM-modificado.
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una reduccion de la variabilidad. También se aprecia
en la Figura 4(A) que algunas muestras alejadas del
centro, correspondientes a rocas alcalinas (puntos),
adoptan un cierto patron lineal. En concreto, se tra-
ta de aquellas muestras que contenian ceros y que
han sido sustituidos por valores pequenos. Este
comportamiento se debe a que el reemplazamien-
to multiplicativo imputa un valor constante para to-
das las muestras y, por tanto, provoca linealidad en
el espacio clr-transformado. El hecho de que la varia-
bilidad sea menor para el caso del reemplazamien-
to multiplicativo se confirma observando que la
variabidad total calculada sobre los datos trata-
dos con el reemplazamiento multiplicativo es igual
a 14.51 y, en cambio, es igual a 27.17 cuando los
datos se tratan mediante el algoritmo EM-modifi-
cado.

(B)
® o : ... .:. o [ ]

cIr(PZOS)

Figura 4. Diagrama clr-biplot de los datos de las rocas volcanicas tratados mediante: (A) reemplazamiento multiplicativo; (B) algoritmo
EM-modificado. Basaltos alcalinos (circulos) y rocas calc-alcalinas (puntos).
Figure 4. clr-biplot of volcanic-rock data via: (A) multiplicative replacement; (B) EM-modified algorithm. Alkaline basalts (circles) and calc-

alkaline rocks (dots).

Al contrario de lo que acontecia en la compara-
cion entre la Figura 1y 3, al observar los clr-biplot de
la Figura 4 se aprecian mayores diferencias entre los
dos métodos de reemplazamiento. Por ejemplo, enla
Figura 4(B) se observa que la variable cIr(P,0,) sigue
teniendo mas variabilidad que la variable clr(TiO,).
No ocurre lo mismo en la Figura 4(A). Nétese que la
componente P,O es la que posee una cantidad ma-
yor de ceros (Tabla 1). Puesto que al aplicar el reem-
plazamiento multiplicativo estos ceros se sustituyen
todos por un mismo valor -65% del umbral-conlleva

Conclusiones

Hemos visto que el problema practico causado por
la presencia de valores por debajo del limite de de-
teccion en estudios geoquimicos con datos composi-
cionales podria ser satisfactoriamente solventado en
una variedad de casos mediante la aplicacion tanto
del reemplazamiento multiplicativo como del algorit-
mo alrr-EM. Ambos métodos estan disenados para no
distorsionar la estructura de covariancias del conjun-
to de datos.
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La decision sobre qué método aplicar en un deter-
minado caso practico la debe valorar en ultimo tér-
mino el propio investigador, principalmente en base
a las caracteristicas particulares de los datos de los
que dispone, el tamano de la matriz de datos, y los
supuestos teodrico-estadisticos que esta dispuesto a
asumir. En general, el método de reemplazamiento
multiplicativo seria recomendable para conjuntos
de datos con relativamente pocos valores por de-
bajo del limite de deteccidn y que siguen un patron
simple. Si este patron se complica y la cantidad de
valores no observados es moderadamente alta, es
de esperar que el algoritmo EM-modificado propor-
cione resultados mas adecuados, especialmente si
se dispone de grandes matrices de datos donde se
satisfacen los supuestos estadisticos en los que se
basa el algoritmo.
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