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RESUMEN

Las superficies de coste son una solucion precalculada del problema de
camino minimo en mapas raster. Normalmente los sistemas GIS utilizan
un mapa para almacenar los costes unitarios, que son constantes para
cada celda, lo que implica resolver un problema isotrépico. No obstante,
los problemas reales no suelen ser isotropicos.

En este trabajo se propone un método para calcular superficies de coste
anisotropicas. El método se ha implementado en Grass usando dos
nuevas ordenes: r.acost y r.adrain.

El articulo explica el método de céalculo, su implementacion en Grass,
como generar automaticamente los mapas de coste unitario cuando el
coste depende de la elevacion y evalua los resultados

Palabras clave: Superficies de coste anisotropicas, camino minimo,
Grass GIS

ABSTRACT

Cost surfaces are used as a precomputed solution of the shortest path
problem on raster maps. Usually GIS systems use a map to store unit
cost, wich implies to solve an isotropic problem. But real problems are
often anisotropic.This work proposes a method to compute anisotropic
cost surfaces. The method has been implemented on Grass as two new
commands: r.acost and r.adrain.

The paper describes the approach, the GRASS implementation, how to
generate automatically the unit cost map when the cost depend on an
elevation map and evaluate the results.

Key words: Anisotropic cost surfaces, shortest path, Grass GIS

INTRODUCCION
Las superficies de coste son una solucion precalculada del problema de camino

minimo en mapas raster. El problema del camino minimo se puede definir de la
siguiente forma:
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Dado un mapa raster M que representa una funcion de friccion (cada una de
sus celdas contiene el coste de cruzarla), y dos puntos P y Q sobre el mapa,
calcular el coste minimo del desplazamiento de P a Q.

De esta forma, al modificar cualquiera de los dos puntos de entrada, se debe
volver a calcular el camino minimo (ver figura 1, izquierda). La utilizacion de
superficies de coste permite realizar el proceso en dos pasos. En primer lugar
calculamos el coste minimo (coste de desplazarse siguiendo el camino minimo) de
uno de los puntos a cualquier lugar del territorio. El resultado de este proceso es un
mapa que se conoce como superficie de coste. En un segundo paso calculamos el
camino minimo al punto destino usando la superficie de coste como entrada (ver
figura 1, derecha).
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Figura 1: Calculo del camino minimo sin superficies de coste (izquierda) y con superficies de
coste (derecha).
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La ventaja de este proceso es que el coste computacional de generar la superficie
de coste es similar al de calcular directamente el camino minimo entre dos puntos,
mientras que el calculo del camino minimo a partir de la superficie de coste es trivial.
De esta forma no es necesario repetir todo el calculo si cambia solo uno de los
puntos.

Por otra parte, las superficies de coste tienen aplicaciones en si mismas, ya que
permiten mostrar informacién de distribucion de costes sobre el territorio, para
analizar tiempos de desplazamientos, optimizacion de emplazamientos, etc.

Para calcularlas se suele usar el algoritmo de Dijkstra [1], asumiendo una red de
conexion entre celdas que conecta cada una con sus vecinas. Para cada celda
podemos considerar diferentes topologias con conexiones a: cuatro vecinas, ocho
vecinas o dieciséis vecinas. GRASS permite calcular superficies de coste con
topologias de ocho y dieciséis vecinas.

Un aspecto importante es como se calcula el coste en cada celda (coste unitario o
friccién). El algoritmo de Dijkstra asocia un coste a las conexiones entre celdas
(arcos del grafo). Usualmente los sistemas GIS utilizan un mapa para almacenar los
costes unitarios, que son constantes para cada celda, lo que implica resolver un
problema isotropico. No obstante, los problemas reales no suelen ser isotrépicos.
Normalmente el coste de desplazamiento de A a B no es el mismo que el de
desplazarse de B a A, es mas, el coste de cruzar una celda en direccion norte-sur
suele ser distinto de cruzarla en direccibn este-oeste. Esto ocurre, por ejemplo,
cuando se esta caminando o construyendo un canal.

Trabajos previos

Se han utilizado superficies de coste anisotrOpicas para resolver problemas de
distinto tipo. J. Cooper utiliza el célculo de caminos minimos con funciones de friccién
anisotrépicas para estudiar modelos de movimiento e intercambio entre yacimientos
arqueolégicos precolombinos en Cuba [2]. Los célculos se realizaron utilizando la
funcion r.walk de Grass.

S. Ebener propuso utilizar superficies de coste anisotropicas para determinar
distritos de centros de asistencia médica, encontrando diferencias significativas
respecto a los calculos realizados con coste isotrépico. Para realizar el estudio se
desarrollé una extension para ArcGIS (MAPA) [3]
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Michels ha utilizado superficies de coste anisotropicas para calcular la distancia
biolégica entre el zooplacton en un conjunto de pozas interconectadas [4]. Por su
parte.

Jobe las ha usado para estudiar la accesibilidad en zonas de montafia, para ello
han utilizado la funcién pathDistance de ArcGIS [5], mientras que Bagli las ha
aplicado para disefar el trazado de lineas de alta tension [6].

Algunos sistemas GIS incorporan funciones para calcular superficies de coste
anisotrépicas. Idrisi incluye la funcién varcost para calcular superficies de coste
anisotropicas. Varcost asume una variacion continua de la friccion, que se especifica
dando la direccion de méxima friccion, y la friccién en esta direccion:

F=F,-cos(x—a,) (1)

Grass dispone de la funcion r.walk para calcular superficies de coste anisotropicas
gue representan tiempo de desplazamiento andando, que calcula la fricciébn a partir
de la friccion isotrépica y del modelo de elevacion, utilizando la formula de Langmuir:

T=a-AS+b-AH _+c-AH_+d-AH__ )

gue expresa el tiempo de desplazamiento en funcion de la distancia recorrida, y la
diferencia de altura, con tres coeficientes distintos en funcioén del desnivel presente
[7,8].

ArcGIS dispone de la funcion PathDistance, que permite calcular superficies de
coste anisotropicas en funcion de relieve y de la variacion de la friccién en funcién de
la orientacién especificada para todo el territorio. Esto Ultimo permite modelar
situaciones en las que la anisotropia es constante en el mapa, como la influencia del
viento en el desplazamiento.

Collischonn y Pilar [9] propusieron un algoritmo de calculo de caminos minimos
con coste anisotropico para el disefio de carreteras y canales. Su algoritmo resuelve
el problema cuando el coste es funcién de la elevacion. El algoritmo es bastante
complejo y no calcula superficies de coste, por lo que debe recalcularse cuando
cambia cualquiera de los extremos del camino.

Chaoging et al. usan el método de Collischonn mejorando la estimacion de las
distancias al tener en cuenta la diferencia de altura [10].

Objetivos y estructura del trabajo

En este trabajo se propone un método para calcular superficies de coste
anisotropicas basado en la utilizacion de mapas de coste direccionales. El método se
ha implementado en Grass usando dos nuevas 6Ordenes: r.acost y r.adrain. El articulo
explica el método de calculo, su implementacibn en Grass, como generar
automaticamente los mapas de coste unitario cuando el coste depende de la
elevacion y comenta resultados de la evaluacién del algoritmo en un caso préctico.

La seccién siguiente expone brevemente el algoritmo de calculo de funciones de
coste isotropicas. La seccidn tercera describe el algoritmo propuesto. La seccion
cuarta muestra resultados de la evaluacion del método.

SUPERFICIES DE COSTE ISOTROPICAS

El calculo de superficies de coste suele realizarse usando el algoritmo de Dijkstra
basado en dividir el mapa en tres zonas:
» Celdas con coste conocido (azul en el la figura 2)
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* Celdas con una cota de coste calculada. El coste minimo es menor o igual que
el temporalmente calculado (celdas rojas en la figura 2).

« Celdas no calculadas.

Las celdas con cota de coste envuelven a las celdas con coste conocido. Para las
celdas que estan en la frontera se ha calculado una cota de coste que es el coste
minimo de alcanzarlas desde cualquier camino que no cruce la frontera. Quedan por
calcular los costes de los caminos que salen de la zona calculada, pero el coste de
éstos siempre sera mayor que el minimo en la frontera. Luego la celda con coste
mas bajo en la frontera tiene coste correcto.

Figura 2: Proceso de célculo de la superficie de coste.

El procedimiento de calculo selecciona en cada iteracion la celda de menor coste
de la frontera (con cota de coste calculada), fija su coste y calcula una cota de coste
para sus vecinas (ver figura 2), afiadiéndolas a la lista de celdas con cota de coste.

Grass realiza el calculo de la superficie de coste con la funcién r.cost, que toma
como parametros un mapa con la friccion, y el punto o mapa origen de la superficie
de coste, generando un mapa raster que contiene la superficie de coste. El mapa de
friccién (o coste unitario) contiene el coste de cruzar cada celda. Por tanto, el coste
de desplazamiento de una celda a otra celda vecina es la mitad de la suma de los
costes unitarios de ambas celdas, ponderado por la longitud del desplazamiento
respecto al movimiento este-oeste (ver figura 3).

k
4 YavV5*(a+q+r+k)
r /q Yav2*¥(a+q)
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a

Figura 3: Calculo del coste de desplazamiento en funcioén
del tipo de movimiento.

Para calcular el camino minimo se sigue un algoritmo de descenso de colina, que
partiendo de la informacién de la superficie de coste y de la posicion de la celda
destino, que construye el camino iterativamente, partiendo de la celda destino y
afiadiendo en cada iteracion la celda vecina de menor coste. Este método es viable
dado que al ser la friccion isotropica, el coste de desplazamiento en todas las
direcciones es el mismo, y por tanto el camino minimo pasa por el vecino de menor
coste.
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ALGORITMO PROPUESTO

La primera decision en el disefio del algoritmo es la representacion de los costes
unitarios o fricciones. Hemos optado por utilizar un mapa para representar la friccién
en cada direccién, de este modo se representa la friccion con un conjunto de ocho
mapas. De cada celda se almacena, en cada mapa de friccion, el coste de
desplazamiento a la celda vecina en esa direccion (ver figura 4). Esta estrategia tiene
el inconveniente de necesitar ocho mapas para representar la friccion, pero es mas
general que utilizar una distribucion prefijada de la friccion, o una relacién prefijada
entre la friccion y el modelo de elevacion. De hecho, el conjunto de funciones de
friccion representables de este modo incluye a las representables con las otras dos
alternativas. Por otro lado, la discretizacion de la friccion en ocho direcciones no
supone una pérdida de precisién, dado que, al trabajar con informacion raster, la
superficie de coste se calcula sobre esas direcciones.

Superficie de coste anisotrépica

En el caso anisotrépico tampoco es posible que una celda ya calculada tenga
menor coste llegando desde una celda de la frontera.

La celda de la frontera podria tener un coste mucho menor que el temporal
llegando por algun camino futuro. Pero el coste de este camino siempre sera menor
gue el del punto de partida del camino en la frontera, y éste debe ser mayor que el
de la celda calculada ya que esta fue la mas baja de la frontera en algiin momento
anterior.

Por tanto, el algoritmo de célculo de la superficie de coste es el mismo que el
usado en el caso isotrépico, con la salvedad de que en este caso se utilizan ocho
mapas para representar costes de desplazamiento. Esta circunstancia se ha
aprovechado para almacenar directamente el coste de desplazamiento hasta la celda
vecina, en lugar del coste por unidad de longitud, ya que de esta forma el calculo es
mas rapido.

Si es necesario modificar el proceso de calculo de la superficie de coste y el de
generacion del camino minimo ya que, en este caso, el camino minimo no pasa
necesariamente por la celda vecina de menor coste.

4l2]6l4l12]5]3]7]|[2]1]2]8
3IM2[4][2]3A3]5] [8]3]#]4
2[21R[5][1]4)3]3] [6]lA]3]6
1]7]1213][2]6]5]5][2]4]7]3
3]2]8]9 5]2]9]2
8]3]4]3 213[1]4]
3[414]5 2l6[3]7
1]2]8]6 5]8]2]3
gl2]2l6]l6]5]1]7][6]1]1]9
glalAal1|14]8)7]9][3IN]4]4
sIETL]7][2]12¥3]6] [8]2[A]6
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Figura 4: Mapas de friccién anisotrdpica.

Tal como se ha comentado previamente, en el caso anisotrépico el camino
minimo no pasa necesariamente por la celda vecina de menor coste, por tanto, es
necesario almacenar, durante el célculo de la superficie de coste, no solo el coste de
la celda, sino la direccidén desde la que se ha llegado a la celda para conseguir ese
coste.

Por tanto, generamos dos mapas de salida, la superficie de coste y un mapa de
direcciones de minimo coste (ver figura 5). Las direcciones se codifican como un
namero de dos cifras, en la que la primera cifra indica la direccion este-oeste y la
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segunda la direccién sur-norte. La figura muestra el estado del proceso de célculo al
comienzo del algoritmo cuando se ha cargado el punto de partida con coste cero
(amarillo en la figura) y se ha creado la banda de celdas con cota de coste alrededor
de este (celdas celestes en la figura). De cada una de estas celdas se ha
almacenado en el mapa de direcciones (en el centro de la parte izquierda de la
imagen) la direccién para recorrer el camino de minimo coste. En este momento
todos llevan a la celda de partida. Obsérvese que las direcciones por la que se ha
llegado a una celda en la direccion de minimo coste es la opuesta a la direccion por
la que se ha avanzado al generar la superficie de coste. Asi, en la figura 5, a la celda
con coste 6, se ha llegado desde la de partida en direccién '01', por lo que para
seguir el camino minimo se debe usar la direccién '21".

4]|2]e|4][2]5]3]7|[2[1]2]8
3[ab a4l [2]2]5] [81H3]4
2?'2,5 1|+48]3] 6] A%]6
1[7]2]3][2]e]5]5][2]4]7]3
3[2]8]9 5[2]9]2
FVIE 2[al1]4
30&5 pofio] [2[&AE]7
1[2]8]6 D1 5181213 3 5
al2]2ls][s6]5]1]7][e]1]1]9
8lalal1][alalzlol]3]5)a]4
T90 171 2140 6] [ 1206 6 0
4356 [s]1]4]3][3]7]7]5

Figura 5: Calculo de la superficie de coste. A la izquierda los mapas de friccion y
en el centro de ellos el mapa de salida con direcciones de minimo coste, a la
derecha la superficie de coste. Los mapas de salida se muestran en el estado que
tendrian en la segunda iteracion del algoritmo.

Esta funciébn se ha implementado generando un modulo (r.acost) que se ha
integrado en las versiones 6.0 y 6.4 de Grass. Mantiene la misma interfaz que la
version isotropica (r.cost), afiadiendo parametros para indicar los mapas de friccion y
el mapa de direcciones de minimo coste.

La generacidén del camino minimo se realiza simplemente siguiendo la secuencia
de pasos almacenados en la funcion de direccion. Se ha creado un médulo en Grass
(r.adrain), con interfaz similar a la funcion istropica (r.drain), que realiza esta funcién.
La salida de este médulo, al igual que la de r.drain, es raster.

Movimientos con salto de caballo

La implementacién actual no permite movimientos con salto de caballo. Esta
seccion analiza las alternativas para incluirlos. Hay dos opciones para contemplar
movimientos de caballo:

* Incluir mapas de coste para las dieciséis direcciones.
« Estimar el coste a partir de los ocho mapas de coste existentes.

La primera opcion tiene el inconveniente de necesitar mas mapas de friccion, lo
gue no solo aumenta el espacio necesario, si no el tiempo de generacion de éstos y
el del célculo de la superficie de coste.

Ademads, en la versidon isotrépica basta con calcular la superficie de coste, y
después descender por ella con r.drain. Ahora no es suficiente, debemos almacenar
la direccion de llegada a cada celda, por lo que habria, en principio, que aumentar
los codigos de direccién para incluir el salto de caballo. No obstante, como no
estamos generando salida vectorial, el camino se visualizaria como una de las dos
opciones indirectas. La figura 6 muestra las ocho casillas alcanzables con salto de
caballo (en rosa) desde la celda central. Cada camino representa un desplazamiento
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con inclinacion mdultiplo de 22.5°. A la derecha de la imagen se muestran las
alternativas para alcanzar una de estas celdas con conectividad ocho. El camino se
descompone en dos tramos, uno con inclinacion 45° y otro con inclinacion 0° 6 90°.

Figura 6: Caminos indirectos para realizar un desplazamiento en salto de caballo.

El camino mas corto, en longitud, es el camino directo. El problema es estimar el
coste de desplazarse en este camino. La longitud del camino directo es:

Lk1:\/4'REW2+RN52 Lk2:\/REW2+4.RN52 )
La de los caminos indirectos
L1:REW+\/REW2+RN52 LZZRNS""\/REWZ""RNS2 4
En el caso de que Rew = Rns = R (celdas cuadradas)
Ly,=L,=V5R L,=L,=R+V2:R=(1+2)-R (5)
El factor del primero es 2.24, mientras que el del segundo es 2.41, lo que supone
un incremento de un 8%. Con esta diferencia no parece que el error que se cometa
al estimar el coste de desplazamiento en el camino diagonal pueda ser decisivo.
Cuando haya una diferencia grande de coste entre los dos caminos indirectos, el

coste menor sera el de uno de ellos. En caso contrario sera mas rentable el camino
directo. Por tanto, proponemos como coste

c,+C
C;=0.92- 212
2 (6)
Cl = CHorizontal + CDiagonal ,i+1,j C2 = CDiagonal + CHorizontal Ji+ 1, j+1

De esta forma podremos utilizar conectividad dieciséis (salto de caballo) sin
necesidad de utilizar dieciséis mapas de coste unitario.

EVALUACION Y APLICACIONES

El método propuesto se ha implementado e integrado en Grass 6.4, y se ha
evaluado sobre un ordenador con un procesador Intel Core i5 y en un sistema
operativo Linux. Se han realizado pruebas calculando el desplazamiento andando en
terreno de montafa en varias localizaciones y simulando procesos de difusion.

Tiempo de desplazamiento

Para el calculo del tiempo de desplazamiento se ha utilizado la siguiente
expresion:
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coste=K - pendiente?xlongitud+k,-longitud (7)

donde pendiente es la pendiente en la direccion en la que se esta calculando la
friccién. Esta es una version simplificada de la formula de Langmuir. La expresién se
calcula en un script que genera los ocho mapas de friccion en funcion de las

constantes K y K.

J\J [

Figura 7: Superficie de coste anisotrépica (izquie?da)y camninos minimos (derecha).

El método se ha evaluado con modelos de elevacion reales. La figura 7 muestra
una superficie de coste anisotrépica generada para la localizacion nc_spm_08
usando como constantes 0.72 y 40000, y cuatro caminos minimos. Puede
observarse el trazado en zigzag en las zonas de pendiente, y como el camino
aprovecha la rampa de la carretera, que tiene pendiente constante (ver detalles en

figura 8).
— T

Figura 8: Detalle de los caminos minimos mostrados en la figura 7. Puede apreciarse el trazado
en zigzag (camino de la izquierda) y el trazado sobre la carretera (camino de la derecha)

La figura 9 muestra la superficie de coste como color sobre el modelo de
elevacion en un modelo digital de elevacion de la cabecera del rio Darro, usando
como constantes en la expresion de la friccion (ecuacion 7) 0.72 y 40. Puede
apreciarse como el desplazamiento es mas facil manteniendo la cota a lo largo de la
ladera.

La figura 10 muestra varios caminos minimos desde el punto origen usado en la
figura 9, comparando el camino anisotrépico (en rojo) con el camino isotropico (en

Placa Ferrater Mora 1, 17071 Girona
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infojornadas@sigte.udg.es hitp://www.sigte.udg.es/jornadassiglibre/


mailto:infojornadas@sigte.udg.es

Servicio de Sistemas de Informaciéon Geografica y Teledeteccion

V Jornadas de SIG Libre
azul. Para el camino isotrépico se ha usado una friccion dependiente de la pendiente
en la celda, usando la misma ecuacion 7.

e

Figura 9: Supefficie de coste anisotrépica motrada sobre el modelo de elvacion. Valle alto del
rio Darro.

Figura 10: Comparacién de caminos minimos con superficies de coste isotropicas (en azul) y
anisotropicas (en rojo). Valle alto del rio Darro.

En estos ejemplos el coste calculado es un tiempo de desplazamiento. Con este
mismo esquema se pueden calcular superficies en las que el coste represente otro
tipo de magnitud, como coste econdémico de construccion de infraestructuras lineales
(como carreteras, canales, oleoductos o tendidos eléctricos), tal como se ha
comentado en la introduccion.

Placa Ferrater Mora 1, 17071 Girona
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Las superficies de coste, en si mismas, pueden servir para analizar propiedades
sobre el territorio. Tipicamente se ha usado para determinar distritos o areas de
influencia. Este tipo de aplicaciones también pueden ampliarse utilizando superficies
de coste anisotrépicas. La figura 11 muestra la distribucién del coste de construccion
de un canal de riego desde una toma fija como una superficie de coste anisotrépica.
Aqui la friccibn se ha calculado como una estimacién del coste de construccion,
dependiendo del desnivel y la distancia, haciendo que el desplazamiento siguiendo
desniveles positivos sea inviable.

~ L~ \ - ¥
Figura 11: Coste de construccion de un canal de riego. Izquierda superficie de coste. Derecha
clasificacion de emplazamientos

Comparando la superficie de coste para distintos puntos de la toma podemos
analizar la idoneidad de cada emplazamiento. La imagen derecha de la figura 12
muestra la clasificacién del valle en funcién de la toma 6ptima. Las celdas verdes y
rojas solo se irrigan desde una de las tomas. Las azules y naranjas se irrigan desde
las dos, siendo en cada una de ellas mas rentable irrigar desde una de las tomas.

También pueden utilizarse superficies de coste para resolver problemas que no
estan directamente relacionados con la resolucion de problemas lineales. En general,
cualquier problema que se pueda expresar como la minimizacion de una integral de
linea:

Coste=min [ f(x)-dx (8)

se puede resolver usando superficies de coste. Asi, se pueden expresar problemas
de difusion, en los que el coste calculado es el tiempo necesario para que una
sustancia alcance un punto concreto.

Figura 12: Simulacién de un proceso de difusion.

g
-
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La figura 12 muestra el resultado del proceso de simulacion de un vertido en un
punto del cauce del rio Darro usando superficies de coste anisotrépicas. La funcion
de friccidbn se ha calculado de forma que disminuye con la pendiente, cuando ésta
es negativa y aumenta con ella cuando es positiva. Las curvas de nivel en la
superficie de coste representan el tiempo de llegada del vertido.

El tiempo de calculo de las superficies de coste anisotrépicas, al igual que con el
caso isotrépico, crece de forma mayor que lineal (concretamente O(n-log(n)). La tabla
1 muestra tiempos de calculo con distintas resoluciones.

Tabla 1: Tiempo de célculo

., Numero de | Tiempo de calculo
Resolucién
celdas (en segundos)
207x275 56925 0,08
500x501 250500 130,45
451x601 271051 177,50

CONCLUSIONES

Las superficies de coste constituyen una herramienta Util para resolver problemas
de analisis espacial. Aunque se encuentra como una funcién habitual en sistemas
GIS, su aplicabilidad esta limitada. Por un lado las herramientas disponibles
funcionan solo con problemas isotropicos, o con problemas anisotropicos con fuertes
restricciones. Por otro lado, muchos de los problemas reales son anisotrépicos.

Se ha presentado el disefio e implementacion para Grass de funciones para
célculo de superficies de coste anisotropicas, y se han descrito varias aplicaciones
de las mismas.

Como trabajos futuros nos planteamos extender la funcién para contemplar la
conectividad a ocho vecinos, e incluir salida vectorial del médulo de célculo de
camino minimo.
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