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Breu descripcio

En aquesta unitat, a partir de les discussions sobre la utilitzacié de I'alcoholimetre per
controlar els conductors embriacs i dels aparells de raigs X per detectar la tuberculosi,
es presenten els diagrames d’arbre, el concepte de probabilitat condicionada i els tipus
- d’error que es poden cometre quan es realitzen controls.

Durada de la unitat: 4-5 hores.

Proposits i objectius

En completar aquesta unitat els alumnes haurien d’haver adquirit una primera noci6
dels conceptes de selecci6 aleatoria, errors de tipus I'i II, i probabilitat condicionada.
També hauran treballat la igualtat: P(A[B) X P(B) = P(A[] B).

Acabada la seccié B hauran practicat la lectura de taules de doble entrada, la repre-
sentaci6 de diagrames en arbre i la recerca de relacions multiplicatives entre proba-
bilitats. Hauran utilitzat ntimeros aleatoris de dos digits per fer una simulaci6 i hau-
ran fet recomptes de resultats. Haurien d’haver entés millor el concepte de variabilitat
aleatoria.

Ales seccions C i D es mostra als alumnes que és possible associar més d'un diagrama
d'arbre a un mateix conjunt de dades, 1 a més a la secci6 D es practica la construcci6
d’una taula de doble entrada a partir d'un diagrama d’arbre amb la finalitat d'inter-

pretar millor les dades.

Pre-requisits

Se suposa que 'alumne té una certa familiaritat amb el concepte de probabilitat, en-
tesa com a freqiiéncia relativa esperada, i que sap que la probabilitat pot estimar-se a
partir de la freqiiéncia relativa calculada sobre una mostra. Els alumnes hauran de sa-
ber expressar proporcions en forma de fraccions, multiplicar fraccions i simplificar-
les quan calgui.

Material i planificaci6

A la seccié B2 s'utilitza una taula de ntimeros aleatoris. Durant tota la unitat l'alum-
ne treballara individualment, tot i que a la seccié B2 pot resultar convenient treballar
en parelles: un dels alumnes pot llegir la taula i I'altre identificar i prendre nota dels
resultats. Es recomana que les preguntes escrites en lletra cursiva siguin discutides
conjuntament a classe. No shan utilitzat simbolismes per a representar les probabili-
tats, com ara Prob(A|B) o Prob(A (1 B), tot i que poden utilitzar-se si es creu apropiat.

S'ha inclos un full R1 que pot utilitzar-se per tal que els alumnes no hagin d’estar cons-
tantment girant pagines endavant i enrera per consultar les taules i els diagrames d'arbre.
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Comentaris especifics de cada secci6

Seccid A
Aquesta secci6 ajudara els alumnes a entendre el que suposa la realitzaci6 de controls

aleatoris i a expressar lliurement I'opinié que els mereixen. Si prenen nota de les seves
opinions, més tard, a la secci6 C5, podran reconsiderar-les.

El Reglament General de Circulaci6 espanyol esta publicat al Butlleti Oficial de
I'Estat del dia 31/01/92. De I'article 20 fins al 26 hi ha tractada la regularitzacié espe-
cifica del control d’alcoholémia als conductors dels vehicles. Es important tenir en
compte que aquest Reglament limita a 0,5 g per 1.000 cm? la quantitat maxima d’al-
cohol a la sang dels conductors de vehicles destinats al transport de mercaderies amb
un pes maxim autoritzat superior a 3.500 kg, i a 0,3 g per 1.000 cm? en el cas de con-
ductors de vehicles destinats al transport de viatgers o de mercaderies perilloses.

Seccio B
B1

Els alumnes hauran de llegir una taula de doble entrada i hauran d’identificar correc-
tament el significat de les diferents caselles. Les dades que hi figuren no sén reals, i
han estat escollides de manera que resulti facil la seva manipulaci6 algebraica.

Ha de quedar clar la diferéncia entre els dos tipus d'error que es poden cometre:

1 Una persona embriaga no déna reaccié positiva en I'alcoholimetre i és considera-
da sobria, sense que se li faci cap altre control.

2 Una persona sobria déna reacci6 positiva en l'alcoholimetre. Llavors els agents li
demanaran que s'esperi durant 10 minuts per realitzar novament la prova. Si
aquesta segona prova resultés també positiva el conductor seria sancionat. L'inic
recurs que li quedaria per provar que esta sobri seria el de demanar expressament
la realitzacié d’unes analisis de sang o d’orina, els resultats de les quals sén total-
ment fiables.

El fet que persones sobries donin reaccié positiva en la prova depen del temps trans-
corregut des que varen beure 1'iltima copa.

B2

S'ha considerat prudent simplificar la simulaci6 i no contemplar el fet ja esmentat que
el conductor que déna reaccié positiva en el primer test se sotmet a un segon control,
també amb l'alcoholimetre.

Si no es disposa de temps, es pot deixar de banda la realitzacié de la simulacié que es
proposa en aquest apartat, tot i que és molt interessant fer-la per introduir el concep-
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te de variabilitat entre mostres. Si el que interessa es controlar si els alumnes saben
utilitzar correctament una taula de niimeros aleatoris, caldra que tots comencin a lle-
gir la taula des d’'un mateix punt i en un mateix sentit. Pero, si el que es pretén es agru-
par els resultats per tal d’aconseguir una mostra major que 100, els diferents grups
hauran d'iniciar la lectura de la taula de manera diferent.

Si els alumnes comencen a llegir la taula des de punts diferents, pot també resultar in-
teressant comprovar les respostes a les preguntes ¢ i d per posar en evidéncia la va-
riabilitat inherent en les mostres seleccionades aleatoriament.

B3

Caldra posar émfasi en la necessitat de conéixer la proporcié d'errors que es poden co-
metre amb la utilitzacié de 'alcoholimetre.

Es comenga a iniciar 'alumne en el concepte de probabilitat condicionada, i és molt
important que, abans de passar a 'apartat segtient, distingeixi clarament entre la pro-
porcié de conductors embriacs que donen reaccié positiva, i la proporcié de tots els
conductors que estan embriacs i donen reaccio positiva.

Per respondre les preguntes de la a a la e s'utilitzen les dades de la taula 1 i, per tant,
resulta facil controlar si les respostes sén correctes. Pot resultar convenient contestar
col-lectivament aquestes preguntes. En canvi, a la pregunta f s'utilitzen les dades re-
collides pels alumnes i ha de servir per reforgar els conceptes introduits.

B4

Els diagrames d’arbre que s'utilitzen en aquest apartat mostren les proporcions, a més
dels valors absoluts, de les diferents possibilitats. El producte de les proporcions d'una
mateixa branca resulta ser igual a la corresponent proporci6 de la columna «Propor-
ci6 respecte del total». Aquesta pot ser una manera de comprovar els resultats quan
els alumnes utilitzin les seves propies dades.

B5

Es important remarcar que, a partir d'una petita mostra de 100 dades, només és pos-
sible fer una estimacié poc precisa de les probabilitats. Amb els alumnes més
avangats, pot ser interessant comparar les proporcions obtingudes en la simulacié, a
partir de les quals s'estimarien les probabilitats, amb les probabilitats inicials que es
varen pressuposar per fer la simulaci6.

Bé6

Si bé la Probabilitat (que un conductor estigui embriac) i la Probabilitat (que un con-
ductor embriac doni reacci6 positiva) es coneixen d’entrada, per calcular la Probabi-
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litat (que un conductor estigui embriac i doni reaccié positiva) caldra consultar la tau-
la 2, a no ser que I'alumne ja hagi fet seva la propietat multiplicativa de les probabili-
tats.

Seccio C
C1

En aquest apartat s'analitza la fiabilitat dels controls a partir dels resultats obtinguts
en la prova de I'alcoholimetre. Es demana als alumnes que llegeixin la taula original
d’'una altra manera, i que construeixin un nou diagrama d’arbre a partir dels resultats
donats per 'alcoholimetre. Ha de quedar clar que els resultats de la columna «Pro-
porci6 respecte del total» de la figura 2 sén els mateixos que els de la figura 1 perd dis-
posats de manera diferent.

Els alumnes han de tenir clar que, si només s'utilitza I'alcoholimetre per a realitzar els
controls, llavors els conductors que donin reacci6 negativa seran considerats sobris i,
per tant, les proporcions corresponents a les dues tltimes branques del diagrama de
la figura 2 no es podran obtenir.

C2

C2d Un conductor embriac estard content de donar negatiu en un control d’alco-
holémia, perd és de suposar que els altres conductors no ho estaran tant. Aquest
és, evidentment, un error molt greu ja que un conductor embriac és un perill po-
tencial. I, per altra banda, un conductor sobri que doni reaccié positiva es
sotmes a unes preocupacions i a una perduda de temps innecessaries.

C2e El segon control d'alcoholémia es realitza per contrastar el resultat positiu del
primer, i disminuir d’aquesta manera la probabilitat de cometre I'error de consi-
derar embriac un conductor sobri. A la practica, els agents solen recomanar al
conductor que glopegi una mica d’aigua per tal que el control sigui més fiable.
Els conductors que donen positiu en els dos controls amb I'alcoholfmetre s6n in-
formats del dret que tenen de sotmetre’s a unes analisis de sang o d’orina o, si ho
prefereixen, de realitzar una tercera prova amb I'alcoholimetre 15 minuts des-
prés d’haver realitzat el segon control (aquesta tiltima possibilitat no esta espe-
cificament contemplada en el Reglament General de Circulacid).

C3

Aquest apartat pot servir, si es considera oportd, per introduir formalment el teorema
de Bayes:
P(+|sobri) - P(sobri)

P(sobril+) =
(sobril+) P(+|sobri) - P(sobri) + P(+|embriac) - P(embriac)

fent servir les probabilitats obtingudes a B6.
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C4

Es el moment d’analitzar de quina manera, els canvis de les probabilitats inicials,
afecten les probabilitats dels diferents errors que es poden cometre. Per tal d’evitar re-
sultats fraccionaris, pot resultar convenient treballar amb mostres de 1.000 individus.

C5

Es pretén que en aquest apartat hi hagi un debat obert de tota la classe, I'exit del qual
dependra de la facilitat que tinguin els alumnes d'identificar els esdeveniments asso-
ciats a altres formes de seleccionar la mostra a controlar. Sera necessari considerar les
probabilitats P(embriac/ha comes alguna altra infracci6) i P(ha comes alguna altra in-
fraccié|embriac), a les quals caldra assignar certs valors tedrics abans de continuar
amb la discussié. Tot aix0 resulta improcedent realitzar-ho amb alumnes poc prepa-
rats. Es important remarcar als alumnes les dificultats de prendre una mostra real-
ment aleatoria de tots els conductors. Fins i tot el mostreig sistematic de prendre un
vehicle de cada deu dels que circulen per una carretera, redueix la poblacié als con-
ductors dels vehicles que circulen en aquell moment per aquella carretera, i pot resul-
tar, si s'aplica estrictament, que un conductor que cometi una greu infracci6 de tran-
sit no hagi de sotmetre’s a la prova de I'alcoholimetre pel sol fet de no formar part de
la mostra aleatoria sistematica.

Pot resultar interessant comparar les respostes individuals a la pregunta C5¢ amb les
que inicialment es varen donar a la seccié A.

Seccié D

D1

En aquesta secci6 es demana als alumnes que construeixin una taula de doble entra-
da a partir d'un diagrama d'arbre. Conté a més un missatge social: la reacci6 positiva
a un control de tuberculosi fet amb raigs X no implica necessariament que es tingui
lenfermetat (TB). Es suggereix treballar amb 100.000 individus per tal que els valors

absoluts que s'obtinguin siguin enters. Es possible que els alumnes amb més dificul-
tats operatives necessitin treballar amb calculadora.

P(t¢ TB) = 1/1 000 P(+[té TB) = 99/100 P(+|no té TB) = 1/10
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Positiva

99 99
1
100
100 000 Positiva
9 900
Neggtiva 89910
10
Total 100 000
Positiva Negativa Total
TéTB 99 1 100
No té TB 9990 89910 99 900
Total 10 089 89 911 100 000

g Una persona amb TB no déna reaccié positiva (té una radiografia sense taques).
Una persona que no pateix TB déna reaccié positiva (apareixen taques a la radio-

grafia).

El primer és l'error més greu. Esmenteu les consegiiéncies que aixd pot tenir sobre

la persona afectada, el contagi d'altres persones relacionades amb ella, etc.

Respostes

Bl ai 295 4h 31 c 23
B3 a 8100 b 6/100
B4 ¢

70

d 63
c 6,629

e 6 f 8
d 71,88/71
29/100 X 6/29 = 6/100; 71/100 X 8/71 = 8/100; 71/100 X 63/71 = 63/100

e 63/71




B5

B6

C1

C2

*C3

D1

(-l

(¢

’:_",5"9-9

a
b
c
e

871 b 8100 ¢ 71/100 d 23/100 e 23/29

8/71 X 71/100 = 8/100 (a X c = b)

(P+|sobri) X P(sobri) = P(+ i sobri)

23/29 X 29/100 = 23/100 (e X f=d)
P(+|embriac) X P(embriac) = P(+ i embriac)

P(embriac) X P(+|embriac) = P(+ i embriac)
70/100 ¢ 10/100 d 7/100

70/100 X 10/100 = 7/100

P(sobri) X P(+|sobri) = P(+ i sobri)

31. b 23 ¢ 6

831 e 2331 f 6/69 g 63/69
23/100 i 8100 j 31/100

8/31 X 31/100 = 8/100 (d X j = 1)

23/31 X 31/100 = 23/100 (e X j = k)

El diagrama d’arbre de la figura 2
Les 2 tiltimes branques

Consultar comentaris especifics
Consultar comentaris especifics

B5g proporciona P(+|sobri) X P(sobri) = P(+ i sobri)
Cik proporciona P(sobril+) X P(+) = P(+ i sobri)
i per tant: P(+|sobri) X P(sobri) = P(sobri+) X P(+)

e
f
h

Prova

S’ha sotmes a 100 conductors a una analisi de sang, i 40 han resultat estar embriacs.
A continuaci6 se'ls ha sotmés a tots 100 a la prova de I'alcoholimetre. E] 90 % dels
conductors embriacs han donat reaccié positiva, mentre que un 80 % dels conductors
sobris han donat reaccio negativa. Aquests resultats s’han de resumir en un diagrama
d’arbre.

89911, 1
10089, 9 990

P(té TB[+) = 99/10 089 = 0,0098 (amb 2 digits significatius)

f 29/100
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Figura 1 Diagrama d'arbre que mosra el resultat dels 100 tests

Nombre Probabilitat
Reaccio 36 36
positiv 100
Embriac Reaccié
negativa
100
Reaccio
positiva
Reaccié
negativa = -1‘12)10
Total 100 1

Copieu la figura 1. Completeu les branques finals del diagrama i complementeu
la columna que porta el titol «Probabilitat».

a Calculeu la Probabilitat (un conductor esta alhora embriac i déna reaccié
positiva).
b Calculeu la Probabilitat (un conductor esta embriac).

La Probabilitat (un conductor embriac reacciona positivament) val 36/40.

¢ Escriviu una igualtat multiplicativa en la qual intervingui 36/40 i les res-
postes donades en els aparats aib.
d  Escriviu la mateixa igualtat utilitzant probabilitats en comptes de fraccions.

Utilitzeu el mateix diagrama per trobar:

Probabilitat (un conductor esta sobri).

Probabilitat (un conductor esta alhora sobri i déna reacci6 positiva al test).
Probabilitat (un conductor sobri déna reaccié positiva al test).

Escriviu una igualtat multiplicativa en que intervinguin les vostres respos-
tes als apartats a, b i c.

e Escriviu la mateixa igualtat utilitzant probabilitats en comptes de fraccions.

ae o'e

Copieu la taula 1 i utilitzeu la informaci6 del diagrama en arbre per completar-
la.



Taula 1 Resultats de 100 controls

Reaccié Reaccié

positiva negativa Total
Embriac 36 40
Sobri
Total 100

Copieu la figura 2 i utilitzeu la informacié de la taula 1 per completar-la.

Figura 2 Investigacio de l'alcoholimetre

Nombre Probabilitat

Reaccion
positiva

100

Reaccion
negativa

Total 100 1

S'ha fet parar un conductor i se li ha demanat que es sotmetés a la prova de l'al-
coholimetre.

a  Quins sén els dos tipus d’errors que es poden cometre?
b Dacord amb la figura 1, quin dels dos errors és més probable cometre?

Suposeu que es fa parar a 100 conductors.

¢ Quina part de la figura 2 es pot arribar a completar?
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Respostes

1

74

100

a6 o

(-

o6

Figura 1
Nombre Probabilitat
Reaccid 36 36

positiv. 100
Embriac Reacci6 4 gy
negativa 100

Reaccio
positiva 12 28
100

Reaccid
negativa 48 %

Total 100 1

Probabilitat (un conductor esta alhora embriac i déna reaccié positiva) =
36/100.

Probabilitat (un conductor esta embriac) = 40/100.

36/40 X 40/100 = 36/100.

Probabilitat (un conductor embriac déna reaccié positiva) X Probabilitat
(un conductor esta embriac) = Probabilitat (un conductor esta alhora em-
briac i déna reaccié positiva), és a dir, P(+|embriac) X P(embriac) = P(em-
briac () +).

Probabilitat (un conductor esta sobri) = 60/100.

Probabilitat (un conductor esta alhora sobri i déna reacci6 positiva al test)
= 12/100.

Probabilitat (un conductor sobri déna reaccié positiva al test) = 12/60.
12/60 X 60/100 = 12/100.

Probabilitat (un conductor sobri déna reaccié positiva al test) X Probabili-
tat (un conductor esta sobri) = Probabilitat (un conductor esta alhora sobri
i déna reaccié positiva al test), és a dir, P+[sobri X P(sobri) = P(sobri 1 +).



5

6

Reacci6 Reaccié 7
positiva negativa Total ‘f
Embriac 36 4 40 ;
Sobri 12 48 60 5
|
Total 48 52 100 \
Figura 2
Nombre Probabilitat
36 36
100
Reaccio
positiva 12 12
100
100
4 4
Reaccié 100
negativa

48 48

100

100 7%

a  Un conductor embriac pot donar reaccié negativa: la policia el deixara mar-

xar tranquil-lament.

Un conductor sobri pot donar reacci6 positiva: es veura obligat a sotmetre’s

a una analisi de sang.
Probabilitat (un conductor embriac déna reaccié negativa) = 4/40 = 1/10.

Probabilitat (un conductor sobri déna reaccié positiva) = 12/60 = 2/10.
¢ Es pot completar tot el diagrama a excepci6 de les dues tiltimes branques de
la segona branca principal.
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Connexions amb altres unitats del projecte
Altres unitats del mateix nivell (nivell 4)

A igual treball igual sou Quantifiquem el futur Censos de poblacié
L'tndex de preus al consum Margarina o mantega? Tabac i salut

Unitats d’altres nivells que tracten una tematica igual o semblant

Nivell 1 Treure un cinc La loteria de la classe
Jocs d'atzar Plou o fa sol
Nivell2  Goool! Jocs de fira

Aquesta unitat és particularment interessant en les arees de Ciéncies Socials, Matema-
tiques i Ciéncies Naturals.

Interconnexions entre els conceptes i les técniques utilitzades en aquestes
unitats

La taula que es presenta ens mostra aquestes interconnexions. El codi numéric que fi-
gura a l'esquerra fa referéncia als items detallats en el capitol 5 del llibre Lensenya-
ment de ['Estadistica 11-16.

Tot ftem que figuri a la columna Pre-requisits estadistics ha d’haver estat tractat abans
d’abordar aquesta unitat. A la dreta, i a la mateixa alcada, s'indiquen les unitats que
introdueixen aquesta idea o tecnica.

Els {tems que figuren a la columna Idea o técnica utilitzada no s'introdueix especifica-
ment ni tenen una atencié especial en la unitat. Poden figurar en un o més exemples
i es tracten dins d’un context més general. No és necessari tenir un coneixement pre-
vi d'aquests ftems a 'hora de tractar la unitat. A les dues columnes de la dreta s'infor-
ma de la resta d'unitats que introdueixen o utilitzen aquests items i que poden ser pre-
sentades abans o després d’aquesta unitat.

Els {tems que figuren a la columna Idea o técnica introduida es tracten especificament
en la unitat i, si es tracta d’'una técnica, es mostra el seu desenvolupament amb tot de-
tall. A la columna de la dreta hi figuren les unitats que tracten aquests mateixos ftems.
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Codi

NGm. Pre-requisits estadistics Introduits a
41a Freqliencia relativa d'un esdeveniment Treure un cinc Margarina o mantega?
41c Assignacié de probabilitats com a limit esperat de les fre- Treure un cinc Jocs d'atzar Goool!
qiiencies relatives en casos d’equiprobabilitat Margarina o mantega?
41d | Assignacié de probabilitats com a limit esperat de les fre- Jocs d'atzar Goool! Jocs de fira
qiéncies relatives en casos de no equiprobabilitat
Idea o técnica utilitzada Introduida a També utilitzada a
i1:2c Problemes d’agrupacié de dades Censos de poblacid L'index de preus al
consum
1.2e Utilitzacié de dades discretes bivariants Censos de poblacié A igual treball, igual sou
1.3b Mostres procedents de grans poblacions L'index de preus al consum
5a Lectura de taules Treure un cinc Jocs d'atzar Goool!
La loteria de la classe
Plou o fa sol
Quantifiquem el futur
L'index de preus al consum
Aigual treball, igual sou
5j Estimaci6 de parametres estadistics d'una poblacié a partir

de mostres




8L

Codi

Num. Idea o técnica introduida També utilitzada a
1.4a | Obtencié de dades propies Treure un cinc La loteria de la classe Jocs de fira
Censos de poblacio L'index de preus al consum
2.1b | Construccié per recompte directe de taules de doble entrada
41e | Probabilitat en mostres aleatories procedents de poblacions | Jocs d'atzar Goool! Margarina o mantega?
finites conegudes
4.1f Assignacié de probabilitats: estimacio a partir de freqliéncies| Treure un cinc Plou o fa sol Goool!
relatives calculades sobre un nombre finit de casos
4.1j Probabilitat d'un esdeveniment Margarina o0 mantega?
4.1k Probabilitat condicionada
410 | Recompte sistematic de resultats Jocs d'atzar Jocs de fira Margarina o mantega?
4.2d Producte de probabilitats: P(A|B)XP(B)=(ANB)
4.2f Diagrames d'arbre: utilitzacio en problemes basats en la
férmula P(A|B) X P(B)=(ANB)
430 | Probabilitat i simulacio Margarina o mantega?
4.3p Realitzacid de simulacions Plou o fa sol Goool! Margarina o mantega?
4.3q Interpretacié de simulacions Plou o fa sol Goool! Margarina o mantega?
5h Lectura de conjunts de dades bivariants Censos de poblacié Tabac i salut




6L

Codi

Nim. Idea o tecnica introduida També utilitzada a
5m Dos tipus d'error en inferencies
5n Importancia relativa dels dos tipus d’errors
5x Comparacio de valors actuals amb valors estimats La loteria de la classe Jocs d'atzar Plou o fa sol
Goool! Jocs de fira Margarina o mantega?
Quantifiquem el futur
3.1c Mitjana de conjunts poc nombrosos de dades Plou o fa sol Autors anonims Goool!
No és cert tot el que... Mesures Control de qualitat
Quantifiquem el futur
3.1f Mitjana de distribucions de freqliéncies Autors anonims No és cert tot el que... Control de qualitat
4.1d Probabilitats com a limit esperat de les freqliencies relatives | Jocs d'atzar Goool! Mostres aleatories

en casos de no equiprobabilitat




Taula 1

Resultats de 100 controls amb I'alcoholimetre

Positiva Negativa Total
Embriac 23 6 29
Sobri 8 63 71
Total 31 69 100

Figura 1 Diagrama d'arbre de les proporcions obtingudes a partir de la taula 1

Nombre Proporci6 del total
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Figura 2  Diagrama d'arbre mostrant més informacio de la taula 1
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