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PROLEG

Oferim als estudiants universitaris i als lectors interessats ajuesta
guia didactica de la matematica universitaria com a fruit dels riostres
anys de docéncia de-les matematiques a la Universitat. El resultat
final ha esdevingut una col.leccié6 de setze petits volums agrupats en
els dos moduls d'Algebra lineal i de Calcul infinitesimal.

Per raons de contingut, el modul d'Algebra lineal s'ha subdividit en
les tres parts corresponents d'Algebra moderna (dos volums:
Conjunts i Estructures), Algebra matricial (tres volums: Matrius,
Determinants i Sistemes d'equacions) i Algebra Vectorial (tres
volums: Vectors, Endomorfismes i Geometria analitica), i el modul de
Calcul infinitesimal agrupa les tres parts corresponents a Calcul
funcional (dos volums: Funcions i Continuitat), Calcul diferencial
(quatre volums: Derivades, Corbes, Derivades parcials i Optimitzaci6)
i Calcul integral (dos volums: Integrals i Equacions diferencials).

Pensem que l'estudi de les llicons incloses en aquest volum de
Calcul funcional: introduccid a les funcions, és interessant per fer un
repas de molts conceptes ja vistos en l'ensenyament secundari, pero
que considerem indispensables per entendre bé els nous temes de
calcul funcional que ens proposem desenvolupar en els propers
volums.

Creiem que, en l'estudi de la Matematica, l'alumne universitari
podra servir-se d'aquesta guia didactica tant per a la confeccid dels
seus propis apunts com per a l'estudi dels diferents temes que
conformen les assignatures corresponents a les matéries tractades.
Per aquest motiu es presenta una breu Bibliografia escollida
classificada en basica i addicional, segons el grau de dificultat que
presenta.

Exposem el Programa i la Simbologia, on indiquem els conceptes
que lintegren, conjuntament amb el simbolisme que farem servir al
llarg de l'obra. Hem procurat fer un programa racional en qué els
conceptes es van deduint els uns dels altres de manera ldgica.

En cada volum es destaca especialment el contingut en Conceptes i
Exemples, de gran importancia per a la comprensié de les matéries
tractades, en les quals, sovint, es prescindeix de demostracions
formalistes d'acord amb l'esperit de l'obra, que, com el seu titol
indica, pretén ser una guia didactica.

A continuaci6é presentem una Formulacié matematica, expressada
en simbols formals dels conceptes estudiats, que ajudaran, sens
dubte, a la rigorositat en la resolucié de qiiestions i problemes.



Corntinuem el desenvolupament amb la part dedicada a l'estudi de
Problemes resolts. Es important que l'estudiant comprengui fins
I'altim detall aquests problemes, que, en realitat, sén una continuitat
en grau de dificultat dels exemples senzills estudiats anteriorment.

Presentem després una col.leccié6 de Problemes proposats, amb la
intencié que el lector els resolgui de manera natural mitjancant els
coneixements adquirits als apartats anteriors.

A l'apéndix s'inclou una Prova d'autoavaluacié que consta d'una
série de “problemes parametritzats”, és a dir, problemes que
depenen d'un parametre (a=1,2,3,4). Per a cada valor del parametre
la solucié sera diferent i estara inclosa entre alguna de les vuit
possibles. Aquest tipus de problemes es podra resoldre quatre
vegades amb numeros diferents.

Finalment, a més de la Bibliografia escollida, un Glossari de tots els
conceptes matematics exposats al llarg de l'obra en facilita la rapida
localitzaci6.

Girona, novembre de 1995

Els autors
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b) PROGRAMA 1 SIMBOLOGIA

1.1 CARACTERiSTIQUES DE LES FUNCIONS
1) Funcié real de variable real. Relacié de dependéncia,
funcié (£, g, ...). Funcions vectorials, de varies variables i
reals de variable real. Conjunt de les funcions (F). Forma
explicita, variable dependent o element imatge (y),
variable independent o el. original (x). Forma implicita.
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2)

3)

4)

5)

Funcions uniforme i multiforme. Correspondéncia i
aplicaci6. Conjunts inicial i final. Funci6 restringida (¥a).
Funcié multiforme, branques. Funci6 uniforme.

Domini i recorregut d'una funcié. Grafo (G). Domini o
conj. d'existéncia (D(f)), recorregut o conj. imatge (R(f).
Grafica d'una funcié. Corba o grafica. Coordenades d'un
punt: abscissa (x) i ordenada (y). Eixos coordenats:
d'abscisses (X) i d'ordenades (Y).

Creixement i acotacié en un interval. Monotonia. Funcio
constant, estrictament creixent i estrict. decreixent.
Intervals de creixement i de decreixement. Funcions
creixent i decreixents. Funcions acotades inferiorment i
superiorm., cotes inferior (kj) i superior (kg). F. acotada.

1.2 OPERACIONS ELEMENTALS AMB FUNCIONS

1)

2)

3)

4)

Operacions amb funcions. Operacio (®). Domini comu
(A). Igualtat de funcions.

Suma de funcions. Funcié suma (f+g). Propietats,
funcions nul-la (fo) i oposada (-f), grup abelia. Diferéncia
de funcions (f-g). :

Producte de funcions. Funci6 producte (f-g). Propietats,
funcions unitat (fy) i reciproca (1/1), anell commutatiu i
unitari. Quocient de funcions (f/g).

Producte d'un escalar per una funcié. Escalar (A), funcio
producte per un escalar (A.f). Propietats, espai vectorial.

1.3 COMPOSICIO DE FUNCIONS

1)

2)

3)

Funcié composta. Funcié composta (feg), condicio de
composicio. Propietats.

Funcié inversa. Funcio identitat en un conjunt (ia),
funci6 inversa (f-1), condicions d'existéncia. Regla pel
calcul de la inversa. Propietats.

Representacié de funcions compostes. Translacio,
homotécia, oposicié i valor absolut.
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c) CONCEPTES I EXEMPLES
1.1 CARACTERISTIQUES DE LES FUNCIONS

1.1.1 FUNCIO REAL DE VARIABLE REAL. En les diferents branques
de la ciéncia ens trobem sovint amb certes relacions entre algunes
magnituds. Es a dir, hi ha una dependéncia entre alguns conceptes
mesurables que es pot expressar numeéricament.

D'aquesta relaci6 de dependéncia, en direm funcié. En general,
simbolitzarem les funcions per les lletres f, g i h, i les magnituds, o
variables, per X, y, z i t. Aixi, si posem z=f(x, y), voldra dir que la
variable z depén tant de la x com de la y.

Exemple 1. En l'estudi dels gasos perfectes, és coneguda la relacié
P.V/T=k, on P és la pressi6, V el volum, T la temperatura (absoluta) i
k una constant. D'aqui es dedueix que P=k.T/V i, fisicament, diem
que la pressio és directament proporcional a la temperatura i
inversament proporcional al volum.

Matematicament, direm que la pressi6 és funcio de la temperatura
i del volum. Ho podem escriure com a P=f[T, V).

També pot donar-se el cas que una nova variable, t, depengui de x i
de y, t=g(x, y), i que es vulgui fer un estudi simultani de les dues
funcions. Podriem posar (z, t)=(f(x, y), glx, y)), o bé (z, t)=h(x, y). Ls
funcions d'aquests tipus les anomenarem funcions vectorials, ja que
les variables independent (x, y) i dependent (z, t) sén vectors. Com
que els vectors sén de R2, ho indicarem com a h: R2 s R2.

Com a cas particular, les funcions del tipus z=f(x, y), on els valors
“de la variable independent s'expressen per un vector i els valors de la
dependent per un nombre real, en podriem dir funcions reals de
variable vectorial, encara que en direm funcions de varies variables.
En farem I'estudi més endavant.

Exemple 2. La funci6 P=f(T, V) és una funci6 de dues variables. Si
suposem també que la densitat del gas, D, depén de la temperatura i el
volum, D=g(T, V}, podem escriure en una mateixa expressioé les dues
funcions, (P, D)=(f(T, V), g(T, V)). o més simplement, (P, D)=h(T, V).
Aquesta funcié és un exemple de funcié vectorial de variable
vectorial: el vector (P, D) depén del vector (T, V).

Particularitzarem en aquest capitol la nostra analisi en les funcions
f: R»R, que tenen una variable independent i una variable dependent.
Aquestes funcions s'anomenen funcions reals de variable real, encara
que en direm simplement funcions. El conjunt de les funcions f: R5R
el simbolitzarem per F.

Si la funcié és del tipus y=f(x), direm que és donada en forma
explicita, aixi indicarem que la variable dependent y esta aillada en el
primer membre i que en el segon hi ha una expressi6 en la variable
independent x. La y és l'element imatge i la x l'element original.
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Si no es presenta la variable independent aillada i tenim la funcié
escrita com a F(x, y)=0, en direm forma implicita de la funcié.

Exemple 3. Sabem que la funcié P=f(T, V) indica la relaci6 P=k.T/V.
Veiem que és una funcié de dues variables independents, perd si fem
que la temperatura romangui sempre constant, podrem escriure
P=(k.T)/V=K/V, on K=Kk.T és una nova constant.

La funci6 obtinguda P=K/V és una funcié real de variable real,
P={(V), 1 esta escrita en forma explicita, ja que la variable dependent
P esta aillada. Si en lloc de P=K/V poséssim P.V=K (o també P.V-K=0),
diriem que esta escrita en forma implicita.

1.1.2 FUNCIONS UNIFORME I MULTIFORME. Si f: R>R és una funci6
real de variable real, la podem considerar com una correspondéncia
definida en el conjunt dels nombres reals. Recordem, a més, que una
correspondéncia es diu aplicacié si a cada element del conjunt inicial
1li correspon un sol element del conjunt final.

En la figura segiient, on representem només tres elements del
conjunt R, la funcié f no és cap aplicacié per dos motius: x3 no té
imatge i a x2 li corresponen dues imatges,

X0 ®

o= A —
Xz e £ "5.)3 Xze g "b.ys

Podem resoldre la primera dificultat restringint el conjunt inicial
R al subconjunt A={xj, x9}. Amb aquest procés de restricci6 d'una
funcié, obtenim una nova funcié g: A-R, que anomenem funcié
restringida, i que també podriem escriure com a fa.

La funcié g continua essent una correspondéncia que no és
aplicaci6, ja que l'element xo té dues imatges. Pel fet que g té
elements amb més d'una imatge, en direm funcié multiforme i,
evidentment, no és aplicaci6. Si descomponem la funcié g en dues
funcions gj i go on g1(x2)=y2 i galxa)=y3, tal com indiquem a la figura:

Rl< e >e yI]R E@ e yllﬂ
X2.

X'2=
A A [~
Xze gl .}3 Xze g2 *ys

tenim aleshores que les funcions g; i g2 sén aplicacions. Les
anomenem branques de la funcié multiforme. Si una funcié fa és

aplicacié en direm funcié uniforme, ja que cada element de A tindra
una sola imatge.

Exemple 4. Donada la funcié y=x2, com que per a cada valor de x li
correspon un sol valor de la y, és una aplicaci6 o funcié uniforme.

En canvi, a partir de la funci6 implicita y2-x=0 tenim y=i\f:_<.
Veiem que és una funcié multiforme: no és aplicaci6. Si restringim el
conjunt inicial al dels reals no nuls, A=(0,+w~), podem descompondre

1a funcié en dues branques y=+\f3_c i y=-\]§.
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1.1.3 DOMINI I RECORREGUT D'UNA FUNCIO. En 1'Algebra moderna
vam estudiar el grafo associat a una correspondéncia. Donada la
correspondéncia g: R—-R de l'apartat anterior, on gxj)=y], glx2)=ys i
també g(x2)=ys, podem apuntar el seu grafo G com el conjunt de
parelles del conjunt producte R<R=R2 de tal manera que el primer
terme €s l'element original x i el segon l'element imatge y:

G={(x1. y1), (x2, y2). (x2. y3)}

En la figura segtient hem dibuixat el grafo G de la correspondéncia
o funci6 multiforme g, conjuntament amb els grafos G; i Gg de les
funcions uniformes g i g2, que s6n les dues branques de g:

R

De)[*1 2] DXL %] xs

Observem que, si una funcié és multiforme, hi ha alguna recta
vertical que talla el grafo en dos o més punts, mentre que si és
uniforme només la talla com a maxim en un sol punt.

Donada una funcié f, anomenem domini (o conjunt d’existéncia), i
el simbolitzem per D(f), el conjunt format per tots els elements
originals que tenen imatge.

Anomenem recorregut (o conjunt imatge), i el simbolitzem per
R(f), el conjunt dels elements del conjunt final que sén imatge
d'algun element del conjunt inicial.

Exemple 5. En la funcié g, definida pel grafo anterior G, veiem que
els elements originals sén xj 1 xg (x3 no té imatge). Per tant, el seu
domini és D(g)={x], x2}. El mateix domini tenen les funcions gy 1 ga.

El recorregut és R(g)={y;. y2. y3}. ja que tots tres s6n elements
imatge. Per a les altres dues funcions g; i g2, tenim R(g;)=lyy, y2} i
Rigo)=ly1. ya}-

1.1.4 GRAFICA D'UNA FUNCIO. En general, les funcions f: R5R que
estudiarem estan formades per un nombre infinit de punts i, aixi, el
seu grafo G no esta format per punts aillats, siné que determinen una
corba que anomenem grafica de la _funci.

Podrem escriure el grafo com a G={(x, y)eR2 / xeD(f) A y=f(x)}.
Les parelles (x, y) seran en realitat els punts de la funci6 i les
anomenem coordenades del punt. A la x, li diem abscissaialay,
ordenada.

A meés, els dos conjunts R i R que formen el producte cartesia R2
(les rectes horitzontal i vertical) on s'ha definit el grafo, en direm
elxos coordenats: I'horitzontal és l'eix d'abscisses o eix X i el vertical,
l'eix d'ordenades o eix Y.
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Per dibuixar aproximadament la corba, busquem la imatge d'un
nombre finit de punts que constitueixen, per tant, un subconjunt del
grafo. Amb aquest subconjunt de parells de R2, construim una taula
de valors de la funci6.

Exemple 6. Siguin les funcions flx)=x2 i g()=Vx. Donant valors a la
x podem formar unes petites taules de valors:

x lo 1 12 i3 x 10 1l 4 9.

fw O 1 4 9. gx] 0o 1 2 8.
Dibuixem aquests punts en el pla coordenat i podrem construir les
grafiques de les funcions:

Y

(-o0,+20)

R(g)=
+
&

D(f)=(-c0,+)

La primera funci6, una parabola d'eix vertical, €s una funcié
uniforme, ja que tota recta vertical talla la corba en un sol punt.
Observem, a més, que no és una aplicacié exhaustiva perqué podem
trobar rectes horitzontals que no tallen la corba (les que estan per
sota de I'eix X), i tampoc no és una aplicacié injectiva, ja que hi ha
rectes horitzontals que tallen la corba en dos punts.

La segona funcid, una parabola d'eix horitzontal, no és funcid
uniforme (hi ha rectes verticals que tallen la corba en dos punts) i en
diem funcié multiforme, esti composta per dues branques: una al
primer quadrant i l'altra al quart.

En cada grafica també hem assenyalat el domini i el recorregut,
on el primer es defineix en I'eix X i el segon en l'eix Y.

1.1.5 CREIXEMENT I ACOTACIO EN UN INTERVAL. Sigui la funci6
uniforme y=f(x), que, per tant, tindra una sola imatge per a cada
element del seu domini D(f), i considerem un interval (a, b)
contingut en el seu domini. Estudiarem la monotonia de la funcio, és
a dir, si es tracta d'una funcié constant, creixent o decreixent en
aquest interval:

FUNCIO CONSTANT. Direm que y=f(x) és una funcié constant en
I'interval (a, b) si per a dos elements qualssevol d'aquest interval,
X1 i xg9, es verifica f(x;)=f(x2). Es clar que la seva grafica és una
recta horitzontal.

FUNCIO ESTRICTAMENT CREIXENT. Direm que y=f(x) és una funcié
estrictament creixent en linterval (a, b) si per a dos elements
gualssevol x) i X2, on x3<xg, d'aquest interval, es verifica que
f(x1)<f(x2).

FUNCIO ESTRICTAMENT DECREIXENT. De manera similar, direm que
y=f(x) és una funci6 estrictament decreixent en l'interval (a, b) si
per a dos elements qualssevol x3 i X2, on x1<x2, d'aquest
interval, es verifica que f(x1)>f(x2).
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Fem un esquema d'aquestes dues funcions per comprendre millor
la definicié:

1 {0:5) | FUUCUURRTRN
fl (xl ) ........

ft){l) “““
flxo) [

reecedpeces

>
»

-.,,,,,

:

:

H

:
erdreaned

!

:

:

H
coechosaes

- e
X1 X% b

[y
B
N
o

Observem en la primera que, perqué una funcié sigui estrictament
creixent, voldra dir que en augmentar el valor de la x, augmenta
. també el de la seva imatge f(x). En la funci6 estrictament decreixent,
en augmentar el valor de la x, disminueix el de la imatge f(x).

De l'interval en qué la funcié és estrictament creixent, en direm
interval de creixement. Analogament, l'interval de decreixement és
Iinterval en qué la funcié és estrictament decreixent.

Exemple 7. La funci6 y=x2, dibuixada en I'exemple anterior com una
parabola vertical, té per interval de creixement el (0, +=) i per
interval de decreixement el (-, Q).

Per poder parlar de creixement o decreixement en la funcié
multiforme y=\/)_(. representada per una parabola horitzontal,
haurem de descompondre-la primer en les seves dues branques y=+\/)_c

i y=-\b_:. La primera branca és estrictament creixent en l'interval (O,
+0), mentre que la segona és estrictament decreixent en el mateix
interval.

En un sentit més ampli, direm que una funcié y=flx) és una funcié
creixent (0 mondtona creixent) en un interval (a, b), si per dos
elements x), xg qualssevol d'aquest interval, on xj<xg, es verifica que
f(x1)<f(x2).

Analogament, direm que y=f(x) és una funci6 decreixent (o
monotona decreixent) en un interval (a, b), si per dos elements x;_ xo
qualssevol d'aquest interval, on xj<xg, es verifica que f(x;)>f(x2).

Exemple 8. En la funci6 y=f(x) Y
definida en (0, 10) per intervals 8
per y=(x/2)3 si x<4, y=8 sl 4<x<8 i
y=-48+15x-x2 si x>8, dibuixada a
la dreta, tenim els segients 6
intervals de monotonia: +
Estrictament creixent: (0, 4) 14
Constant: (4, 8) 41
Estrictament decreixent: (8, 10) 2
I en un sentit ampli, tenim:
Mon. creixent: (0, 8) { ; + + —t X
Mon. decreixent: (4, 10). 0 2 4 6 8 10
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A continuacié definim el concepte de funcié acotada (o també
Juncié afitada). Direm que una funcié y=f(x) és una funcié6 acotada
inferiorment en un interval (a, b) si existeix un nombre real kj,
anomenat cota inferior, tal que les imatges dels elements de
I'interval son sempre superiors a aquesta cota. Es a dir, si a<x<b es
verifica que f(x)2k;.

Analogament, y=f(x) és una funcié acotada superiorment en (a, b) si
existeix un nombre real ks, anomenat cota superior, de manera que
la imatge de tot x de l'interval és sempre inferior o igual a aquest
valor. Per tant, si a<x<b tenim f{x)<ks.

Exemple 9. Si construim taules de valors corresponents a les
funcions f(x)=x2-4.x+7 i gx)=-x2+6.x-7 1 en dibuixem la grafica,
veurem que la primera és una funcié acotada inferiorment en tot R.
Una cota inferior pot ser k;=2. També poden ser cotes inferiors k=1,
k=0, etc. Velem que la cota inferior més gran és ki=3. La funci6é no és
acotada superiorment, perd si la restringim en l'interval (0, 4), s6n
cotes superiors tots els niimeros reals superiors o iguals a 7.

Y Y
7:_ S K
5__ 2-- \
ol o LN X
e Ki __1 3 5
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0 1 2 3 4

Observem que la segona funcié y=g(x} és acotada superiorment en
tot R. Les cotes superiors poden ser kg=3, ks=4, etc. on la cota superior
més petita és kg=2. No €s acotada inferiorment, perd restringint
l'interval d'estudi al (1, 5), com que g(1)=g(5)=-2, observem que sén
cotes inferiors tots els nombres reals inferiors o iguals a -2.

Quan una funcié y=f(x) en un interval (a, b) és a la vegada acotada
inferiorment i superiorment, direm simplement que és una funcié
acotada en aquest interval. Reunint les dues condicions anteriors, si
a<x<b, haura de passar que ki<f(x)<ks.

Exemple 10. Les funcions de 'exemple anterior no sén acotades en R,
perd si que ho és la funcié hx)=5.(x2-1)/(x2+1) que t& per grafica:

Y

T6

- =

14

1 L 1 [] L 1
7 5 -3 AN\NW/1 3 5 7
-1-

S6n cotes inferiors tots els nombres reals inferiors o iguals a -1 1
s0n cotes superiors tots els nombres reals superiors o iguals a 5.
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1.2 OPERACIONS ELEMENTALS AMB FUNCIONS

1.2.1 OPERACIONS AMB FUNCIONS. Siguin f, geF dues funcions reals
de variable real, f,g: R-R, que tenen per dominis respectius D(f) i
D(g). Veurem a continuacié l'operacié de funcions, operacié que
podra ser de suma, producte, multiplicaci6 per un escalar i
composicid.

En general, designem una operacié amb el simbol ®, i aixi f®g és
una nova funcié, on el seu domini és, en general, un subconjunt de la
interseccié dels dos dominis, ja que la determinaci6 de la imatge
(f®g)(x) es fara a partir de les imatges f{x) i g(x). Designarem per A
aquest domini comi. Podem escriure, doncs,

A=D(f®g) ., AcD({nD(g)
La nova funcié f®g la Y
construirem a partir de fx)@ gx

les funcions originals, fi

g, seguint la regla donada

per la definici6 de

l'operacio. g(x)
Aixi, si, com farem en

el cas de la suma i el f(x)

producte, utilitzem la 2 SLXWWLM“ T~ x
regla segiient: e
(Rg)(x)=f(x)®g(x), DFf®g)

aleshores dibuixarem les
dues funcions originals i després, punt a punt, calcularem els punts
de la nova funcié.

Exemple 11. Sies tracta del producte de funcions (-), i si per exemple
en x=3 tenim f(3)=2 i g(3)=4, tindrem (f-g)(3)=f(3).g(3)=2.4=8. Per tant,
en la funci6 producte la imatge del 3 sera el 8.

Abans d'entrar en l'estudi concret de cada una de les operacions
entre funcions, direm que es verifica la igualtat de funcions, és a dir,
que f=g, si per cada valor de x tenim f(x)=g(x). Logicament, si els
dominis sén diferents D(f)xD(g), la igualtat de funcions només es
verifica en la restriccié en el seu domini comu.

Exemple 12. Les dues funcions irracionals aparentment sén iguals,
perqué “I'arrel d'un quocient és igual al quocient de les arrels™

ﬂx)=1/§§ i g(x):%

Perd es veu clarament que no tenen el mateix domini, ja que per
x=0 la primera existeix i la segona no. Si en calcules els dominis,
trobaras D(f)=(-ee, 1JU(3, +e9) 1 D(g)=(3, +). Com que el domini comu és
A=(3, +), podem dir que les funcions sén iguals en A.
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1.2.2 SUMA DE FUNCIONS. Siguin dues funcions f, g: A-R que
estudiem en el seu domini comi A. Definim la suma de funcions (+)
com aquella nova funci6, f+g, anomenada funcié suma, de manera que
la imatge d'un element és igual a la suma de les imatges respectives.
Es a dir, per a tot x de A definim (f+g)(x)=f(x)+g(x).

La suma de funcions compleix les propietats segiients, que pots

trobar esquematitzades en l'apartat de formulacié matematica.

1) OPERACIO INTERNA. La suma f+g de dues funcions és també una
funcio6.

2) COMMUTATIVA. La funcié f+g és la mateixa que la g+f. En efecte,
(f+g) (x)=f(x)+g(x)=gx)+f(x)=(g+)(x), per a tot x, i, per la
igualtat de funcions, tenim f+g=g+f.

3) ASSOCIATIVA. La funcié (f+g)+h és igual a la f+(g+h).Aquesta
propietat és deguda a la propietat associativa de niimeros reals.
Les demostracions d'aquesta i d'altres propietats es fan de
manera similar a I'anterior.

4) FUNCIO NUL:LA. Hi ha una funcié, que designem per fp i que
anomenem funcié nul-la, la imatge de la qual sempre és zero,
fo(x)=0, per a tot x. Si dibuixem aquesta funcié veurem que es
tracta d'una recta horitzontal d'alcada zero, és a dir, l'eix X.
Veiem que fp és l'element neutre de la suma de funcions, ja que
compleix f+fo=f, per a tot f.

5) FUNCIO OPOSADA. Per a tota funcié f, hi ha una funcié -f, que
anomenem funcid oposada, de manera que les seves imatges s6n
les oposades de les imatges originals, (-f)(x)=-f(x). Si dibuixem
les grafiques de f i -f, veurem que s6n simétriques respecte a
l'eix X i, per tant, ens resultara f+(-f)=fg, per a tot f.

A causa d'aquestes cinc propietats, deduim que el conjunt de totes
les funcions definides en el domini comui A, que simbolitzem per Fa,
conjuntament amb l'operacié de suma de funcions, {Fa, +}, posseeix
I'estructura de grup abelia.

Podem definir la diferéncia de funcions a partir de la suma, dient
que “la diferéncia de dues funcions és igual a la suma de la primera
amb l'oposada de la segona”. Per tant, f-g=f+(-g). La nova funcié, f-g,
en direm funcié diferéncia. ‘

Exemple 13. Partim de dues funcions racionals f(x)=(x-2)/(x-4) i
g(x)=(x-3)/(x-6), que tenen per dominis D{f)=R-{4} i D(g)=R-{6}. La
funcié suma es defineix a partir de l'expressié:
f. = - %2 ,x3 _ (2.06) + (x-3).x-4) | _2x2-15x424
(FRGI=l+gl= o 6 6c4).(x-6) x2-10.%+24
Trobem també la diferéncia d'aquestes funcions, i observem que
(f-g0 X)=[f+(-21 () =fx) +(-g) (x)=flx)+[-g(x)]=fx) -g(x), és a dir:
- ol X=2 _x-3 _ x-2).(x-6) - (x-3).(x-4) - = X
(Fg)()=l-g(x) x-4 x-6 (x-4).(x-6) x2-10.x+24
Observem que els dominis D(f+g) 1 D(f-g) coincideixen amb el
domini comn, A=R-{4, 6}.




22 CALCUL FUNCIONAL

1.2.3 PRODUCTE DE FUNCIONS. Per a les funcions f, g: AR,
definim l'operacié de producte de funcions (-) com la nova funci6, f-g,
anomenada funcié producte, tal que la imatge d'un element és igual al -
producte de les imatges respectives: (f-g)x)=f(x).g(x), per a tot x d'A.

L'operacié de producte de funcions, de manera similar a la suma,
compleix les propietats segtients:

1) OPERACIO INTERNA. El producte f-g de dues funcions fi g és
també una funci6.

2) COMMUTATIVA. La funcié f-g és la mateixa que la g-f. Es a dir,
“l'ordre dels factors no altera el producte”.

3) ASSOCIATIVA. La funcié (f-g)-h és la mateixa que la f-(g-h). Per
tant, no importa com s'agrupin els paréntesis.

4) FUNCIO UNITAT. Existeix una funcid, que designem per f; i que
anomenem funcié unitat, tal que la seva imatge sempre és igual
a la unitat, fy(x)=1, per a tot x. La grafica d'aquesta funci6é és una
recta horitzontal d'algada unitat. Observem que f,; és l'element
neutre pel producte de funcions, ja que f-fy;=f, per a tot f.

5) FUNCIO RECIPROCA. Si f(x)#0 per a tot x de A, llavors existeix una
funci6é, anomenada funcié reciproca i designada per 1/f, tal que
la imatge d'un element és igual a la reciproca de la imatge, és a
dir, (1/9)(x)=1/f(x). Es verifica que el producte d'una funcié6 amb
la seva reciproca és igual a la funcié unitat, f-(1/f)=f,.

6) DISTRIBUTIVITAT RESPECTE A LA SUMA. El producte de funcions és
distributiu respecte a la suma de funcions, és a dir, per a tres
funcions f, g i h es compleix que f-(g+h)=(f-g)+(f'h).

Observem que no sempre existeix la reciproca d'una funcié, perod si
que podem dir que el conjunt de les funcions de domini comu A,
conjuntament amb les operacions de suma i producte de funcions,
{Fa, +, '}, posseeix l'estructura d'anell commutatiu i unitari.

L'operacié6 de quocient de funcions es defineix a partir del
producte, dient que “el quocient de dues funcions és igual al
producte de la primera amb la reciproca de la segona”. En
conseqiiéncia, tenim f/g=f-(1/g), on f/g, és la funcié quocient.

Exemple 14. Amb les funcions f(x)=(x-2)/(x-4) 1 gx)=(x-3)/(x-6) de
l'exemple anterior, fem el producte:

f.0)(x)=fx).g(x)= X-2 %3 _ &x2.63) _ 525 %46
(FRIGI=M.g x-4 x-6 (x-4).x-6) x2-10.x+24
Quant al quocient, observem que hauriem de fer els passos
seguents (f/g)(x)=[f-(1/g)]x)=fx).(1/g)x)=fx).[1/g(x)]=flx)/g(x), &s a dir:

£/9)x)=Mx)/glx)= X2 - 5B = E2-06) _ 285419
(/=M 8= 4 36 "o o8 -7 e 12

Veiem que el domini de la funci6 producte, D(f-g)=A=R-{4, 6}, ésla
interseccié dels dos dominis, ja que perqué existeixi la imatge (f-g)(x)
€s necessari que préviament existeixin les imatges f{x) i gx).

En canvi, per trobar el domini de la funcié quocient, D(f/g), a més
que haura d'existir f(x) i g(x), també haura d'existir f(x)/g(x), per la
qual cosa ha de ser g(x)0. Si fem el denominador x2-7.x+12=0, veiem
que obtenim una nova arrel, x=3. Ens resultara D(f/g)=R-(3, 4, 6}.
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1.2.4 PRODUCTE D'UN ESCALAR PER UNA FUNCIO. Sigui feFa una
funcié de domini D(f)=A i sigui A un nombre real. L'operacié de
producte d'un escalar per una funci6 és una nova funcié anomenada
Junci6é producte per un escalar i designada per A.f, de manera que per
a tot x es verifica (A.f)(x)=A.f(x), és a dir, la imatge de la funci6
producte per un escalar és igual a I'escalar pel producte de la imatge.

L'operaci6é anterior compleix les propietats segiients:

1) OPERACIO EXTERNA. El producte A.f és una altra funcié.

2) ASSOCIATIVITAT ESCALAR. Es verifica A.(u.f)=(A.p).f.

3) DISTRIBUTIVITAT ESCALAR. Es compleix (A+y).f=(A.f)+(.0.

4) DISTRIBUTIVITAT FUNCIONAL. Resulta A.(f+g)=(r.)+(1.g).

5) ESCALAR UNITAT. Pel real A=1 es verifica que 1.f=f.

Amb aquestes propietats, el conjunt F4 de les funcions definides
en el domini A, amb les operacions de suma de funcions (+) i de
producte per un escalar (), és a dir, la terna {Fa, +, .} té una
estructura que s'anomena estructura d'espai vectorial real.

Exemple 15. Amb l'escalar A=3 i la funcié flx)=(x-2)/(x-4), fem el seu
producte:
(.NH)=A.fix)= 3X2 = 3x6
x-4 x4

Observem que el domini D(A.f) és el mateix que el de la funcio
original, D(f), ja que si existeix f(x), existeix també A.f(x). En aquest
cas, el domini d'aquestes funcions és A=R-{4}.

1.3 COMPOSICIO DE FUNCIONS

1.3.1 FUNCIO COMPOSTA. Donades dues funcions fi g de dominis
respectius A=D{f) i B=D(g), estudiarem la composicit¢ de funcions (¢)
on a un element x de A li aplicarem f, obtindrem la imatge f(x) i,
després, li aplicarem g, i ens donara la nova imatge g[f(x)].

Considerem la funcidé composta, gof, com aquella funcié definida en
A tal que la imatge d'un element x ve donada per (gef)(x)=g[f(x)].

Rl /B

f(A) HX)

R f g
A L \ C
x = glfx)]
Del diagrama anterior observem que perqué sigui possible la

composicio sha de complir la condicié que el recorregut de f sigui
un subconjunt del domini de g, és a dir,

f(A)cB o també R(f)cD(g)
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Entre les propietats o caracteristiques de la composicié6 apuntem:

1) ASSOCIATIVA. Per a tres funcions es verifica (heg)ef=he(gef).

2) NO COMMUTATIVA. En general, 1a composicié de funcions no és
commutativa, gef#feg, encara que es pot verificar per unes
funcions determinades o per uns valors particulars.

Exemple 16. Considerem les funcions f(x)=(x-2)/(x-4) i gx)=(x-3)/(x-6).
Fem la seva composicio gef,

-3 _(x-2 -2 2x-10
= = ———= __-SZL-G .—.."_—__L
(E-ix)=glftal fx)-6 ‘x-4 (x-4 ) 5.x-22
En canvi, si trobem la funcié6 feg, obtenim
-2
fog)x)=flgi)]= EX 2 _ (x-3 o). (x:3 4)=. -~ X9
(g G=flgtal gx)-4 (x-G ) (x-6 ) 3.x-21
Per saber si hi ha algun valor de x que verifica la commutativitat,
(ge)(x)=(feg)(x), igualarem les dues funcions obtingudes i resoldrem
I'equacié resultant. Comprova que s'obté x2-5.x+12=0, que no té
arrels reals i, per tant, les funcions f i g no commuten mai.

1.3.2 FUNCIO INVERSA. Definim en primer lloc l'aplicacié identitat
en un conjunt A com aquella funci6 designada per ia, tal que la
imatge de qualsevol element de A és igual al seu original, is(x)=x.

Sigui ara f una funcié de domini =
D(f)=A i recorregut R(f)=B i siguin ij i A
ip les aplicacions identitats definides
en A i B. Com podem veure en
I'esquema adjunt, es compleixen per a
la composici6 les igualtats :

feia=f i igef=f.

1a

Recordem que anomenem funcié a tota correspondéncia de R en
R. A la correspondéncia reciproca, f-1: R-»R, l'anomenem funcié
inversa de f. Segons aix6, tenim D(f-1)=R(f)=B i R(f-1)=D(f)=A.

Observem que, pel sol fet que f sigui una funcié uniforme, no ens
assegura que la funci6 inversa f-1 també sigui uniforme. Per tal que la
funcié inversa f-1 sigui uniforme, cal que la funci6 restringida fa sigui
una aplicacié injectiva, és a dir, dos elements diferents de A=D(f) no
poden tenir la mateixa imatge.

R R En aquest cas, si considerem la funcié

Alf —B restringida, (f-1)g, on B=D(f1)=R(f), es
tracta igualment d'una aplicacié injectiva
pel fet que f és una funcié uniforme. Aixi,
doncs, tindrem que f: A»Bifl: B5A, sén
x=f"1(y) y=f(x) aplicacions bijectives.

Nota: Estudiem especialment les funcions uniformes ja que totes les funcions
multiformes es poden descompondre en diverses funcions uniformes (que
graficament hem anomenat branques). Molts autors consideren només com a
funcions les que en aquesta guia didactica anomenem funcions uniformes, amb la
qual cosa només existiria la inversa d'una funcié si la funcié restringida en el seu
domini és una aplicacid injectiva. En aquesta guia hem preferit donar una definicié
menys restrictiva, pero util per als nostres objectius.
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REGLA PER AL CALCUL DE LA FUNCIO INVERSA. Donada la funcié y=f(x),
per determinar la seva funcié inversa y=f-1(x), d'una manera
metodica, podem seguir els quatre passos segtients: '

(1) Substituir f(x) per y. (2) Aillar la x.
(3) Permutar variables. (4) Substituir la y per f1(x).

Exemple 17. Donada la funcié f{x)=(x-2)/(x-4), calculem-ne la inversa
f-1. Primer pas, y=(x-2)/(x-4).

Segon pas, aillem la x: y.x-4)=x-2, x.y-4.y=x-2 , xy-x=4.y-2 ,
x.(y-1)=4.y-2 , x=(4.y-2)/(y-1).

Tercer pas. Permutem les variables (x—y 1 y—x): y=(4.x-2)/(x-1).

Quart pas. La funcié inversa és f1(x)=(4.x-2)/(x-1).

Y Y

4 6
£-1
2 f < 4 >
-2 2 4 6 g X
1
2 ) \ 2 a1 6 X
\ 4

Hem dibuixat tant la funci6 original com la seva inversa, i hem fet
unes petites taules de valors:

Funcié original: f(2)=0, f(3)=-1, f(5)=3, f(6)=2,...

Funci6 inversa: f-1(-1)=3, f1(0)=2, f1(2)=6, f-1(3)=5

Observem que els valors de x i de y sén els mateixos, perd estan
permutats, aixi si f{2)=0, deduim que f-1{0)=2, 1a qual cosa és logica ja
que precisament sén funcions inverses: si a un element x se li fa

correspondre la imatge y, en la funcié inversa al nou original y se li
fara correspondre com a imatge x.

Entre les propietats de la funcié inversa, apuntem les segiients,
que es poden demostrar com a exercici. Sigui A=D(f) i B=R(f).

1) IDENTITAT. Si ia i ig s6n les funcions identitat en A i en B, es
verifica que f-lef=ip i que fof-l=ip.

2) IDEMPOTENCIA. La inversa de la inversa és la funcié original, és a
dir (f1)-1=f.

3) CoMPOSICIO. La inversa de la composici6 és igual a la composicié
de les inverses, en sentit contrari, (gef)-1=f-leg-1,

4) DoMiNI. El domini de la funci6 inversa és igual al recorregut de
la funcié original, D(f-1)=R(f).

5) RECORREGUT. El recorregut de la funcié inversa és igual al
domini de la funcié original, R(f-1)=D(f).

6) SIMETRIA. Les grafiques de les funcions f i f-1 sén simétriques
respecte a la bisectriu del primer i tercer quadrants, y=x.
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Acabem l'estudi de les funcions inverses amb un nou exemple que
ens permeti visualitzar la propietat de simetria.

Exemple 18. Sigui la funci6 flx)=2.x/(x2+1), que hem dibuixat per
mitja d'una taula de valors en negreta.

Calculem ara la inversa. Primer pas: y=2.x/(x2+1). Aillem la x:
y.2+1)=2.x , y.x2+y=2.x , y.x2-2.x+y=0. Resolem l'equacié de 2n grau,

x=(2+ 4-4.y2) /(2.y). Simplificant, x=(1+V 1—y2) /y.

Permutant variables, y=(1+y1-x2)/x. Aixi la funcié inversa
constara de dues branques:
f‘l(x)=(1+\j l-xQ)/x i f'l(x)=(1-\] -xQ]/x
Fixem-nos que D(f)=R, perd que f1 no és una funcié uniforme, tot i
ser-ho f, ja que aquesta, considerada com a aplicaci6, no és injectiva.
Per tant, f-1, no és cap aplicacié. Si dénes valors a la x, veuras que la
primera branca té de recorregut (-, -1]U[1, +=) 1 la segona [-1, 1].

1.3.3 REPRESENTACIO DE FUNCIONS COMPOSTES. A I'hora de
dibuixar les grafiques de funcions compostes, i sabent la grafica de la
funci6 original, y=f(x), en podem representar d'altres de relacionades
amb ella, que vénen donades segons els tipus de moviment seguents:

A) TRANSLACIO. Consisteix a desplacar la grafica pel pla, perd
sense canvi de forma.

Y Y Y

X X X

Y,

y=f(x) y=f(x-a) y=f(x+a)
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1) TRANSLACIO HORITZONTAL. En la figura de la plana anterior veiem
que, si se substitueix x per x-a, on a>0, llavors la nova funci6
y=f(x-a) queda desplacada cap a la dreta. Al revés, la funcié
y=f{x+a) és la mateixa que y=f(x), peré desplagada a l'esquerra.

2) TRANSLACIO VERTICAL. Si substituim la y per y-a en la funci6
y=f(x), la nova funcié y-a=f(x), o bé y=f(x)+a, queda desplagada
"a" unitats cap amunt. I viceversa, si substituim la y per y+a,
obtindrem una nova funcié y+a=f(x), o bé y=f(x)-a, desplacada
"a" unitats cap a baix, respecte a la grafica de la funci6 original.

AT

y=f(x) y=f(x)+a y=f(x)-a

B) HOMOTECIA. Consisteix a multiplicar una de les variables per
una constant k>1. Estudiem els casos segiients:

1) HOMOTECIA HORITZONTAL. Si en la funcié original y=f(x) se
substitueix la x per x/k, la nova funcié y=f{x/k) queda allargada
amb el factor k. Al revés, si substituim la x per k.x, la nova
funcié y=flk.x) queda escur¢cada amb el factor k. Graficament,

Y Y, Y,
SAWARAWAESLLE
y=Ff(x) y=f(x/k) y=F(k.x)

2) HOMOTECIA VERTICAL. Si en la funcié original y=f(x) substituim la
y per y/k, la nova funcié y/k=f{x), o bé y=k.f{x), queda allargada
(verticalment) amb el factor k. D'altra banda, si substituim la y
per k.y, la nova funcié k.y=f{x), o bé y=f(x)/k, queda escurcada
(verticalment) amb el factor k. Graficament:

Y
Y

y=f(x)/k

y=f(x)
y=k.f(x)
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C) OPOSICIO. Consisteix a multiplicar la x o la y per -1, és a dir,
canviar les variables de signe.

1) OPOSICIO DE LA VARIABLE. Si canviem de signe la variable x, la
nova funcié y=f(-x) és simétrica de la funcié original y=f(x)
respecte a l'eix vertical Y.

2) OPOSICIO DE LA FUNCIO. Canviant la y per -y en la funcié y=f(x),
obtenim -y=f(x), o bé y=-f(x), de manera que les funcions sén
simétriques respecte a l'eix horitzontal X.

VNN

P P’ P P

y=f(x) y=£(-x) y=-f(x)

D) VALOR ABSOLUT. Estudiarem ara la relacié entre les grafiques
en el cas de substituir alguna de les variables x o y pel seu valor
absolut.

1) VALOR ABSOLUT DE LA VARIABLE. Si substituim en la funcié y=f(x) la
x per Ixl, la nova funcié y=f{1x|) té la part de la dreta de l'eix Y
igual que la funci6 original, i la part de l'esquerra és simétrica
de I'anterior.

2) VALOR ABSOLUT DE LA FUNCIO. Substituint la f{x) per If(x)| en la
funcié original y=f(x), la grafica de la nova funcié, y=1fx)I,
resulta de fer una simetria respecte a l'eix X en totes les parts
en queé la y és negativa. Veiem-ho graficament:

ANJN ) e
g A % i

P P P

y=f(x) y=f(1x1) y=1f(x)I
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Caracteristiques de les funcions

Funcio: dependéncia F. vectorial: f: Rn—>Rm

F. varies variables: f: Rb—>R F. real de variable real: f: R>R
Conjunt funcions: F V. independent o el. original: x
Variable dependent: y Element imatge de x: y, f(x)

Forma explicita: y=£(x) Forma implicita: F(x,y)=0

Funcions unifoﬁne i multiforme

Funci6 restringida en un conjunt: fo

Funci6é multiforme: VxeA = JyeR / y=flx) (no aplicacio)
Branques d'una f. multiforme: y=fj(x)

Funci6 uniforme: VzeA = JyeR / y=flx) (aplicacio)

Domini i recorregut

Grafo: G={(x, y)eR? / xcA A y=flx)}
Domini: Df)=A < D(f)={xeR / JyeR, y=f(x)}
Recorregut: Rf)=f(A) < R{f)={yeR / IxeD(f) , y=f(x)}

Grafica d'una funcioé
Grafica: Corba del grafo Punt: P(x, y)
Coordenades: Abscissa: x Ordenada: y
Eixos coordenats: Abscisses: X Ordenades: Y (Y1X)
Funci6é uniforme Funcié multiforme
Y

o Y T m'x_

+ +

=) 8 X

LS I D(g)=[0,+e0)

bl o

Q X x Y% =%

D(f)=(-c0, 40}

F. explicita: y=x2 F. implicita: y-x=0
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Funcions creixents i decreixents
Funci6: y=£(x) Domini: D(f) Interval en D(f): (a, b)
Monotonia: creixement o decreixement
Monotonia estricta:
Funci6 constant: Vxj,x2e(a, b) = f{x1)=f(x3)
F. estrict. creixent: Vxj,x2¢(a, b), si x1<x2 = f{x1)<f(x2)
F. estrict. decreixent: Vxj,x2€(a, b), si x;<x2 = f{x;)>f(x2)
Monotonia amplia: :
Funci6é mon. creixent: Vx;,x2c(a, b), si x1<xs = f{x;1)<f(x5)
Funci6é mon. decreixent: Vx;,x2c(a, b) , si x1<x5 = f{x1)>f(x5)

Y

y=f(x)

F. est. decreixent
<4

F. est. creixent

>
F. monot. decreixent

F. monot. creixent

< X
Funcions acotades
Cota inferior: kj Cota superior: kg
F. acotada inferiorment: JkjeR / Vxe(a, b) = ki<f(x)
F. acotada superiorment: JkseR / Vxze(a, b) = kg>f(x)
F. acotada: Jkj,kseR / Vxe(a, b) = ki<f(x)<ks
F. acot. inferiorment F. acot. superiorment F. acotada
Y Y ks Y '
kj ki
X X X
I T
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Operacions amb funcions

Funcions: f,g: RHR Dominis: D(f), D(g)
Domini com de la funci6 f®g: AcD(f)nD(g)
Operaci6 de funcions: f®g < VzeA , (fRg)(x)=f(x)®g(x)

fx) @ gx)

g(x)

f(x)

Df®g)

Igualtat de funcions: f=g < [flx)=g(x) A D(f)=D(g) ]

Suma de funcions

Funci6é suma: f+g: AR / VzeA = (f+g)(x)=f(x)+g(x)
Propietats:
1) Op. interna: f+g=funcié 2) Commutativa: f+g=g+f
3) Associativa: (f+g)+h=f+(g+h)
4) Funcib nulla: fo:A—>R / VxcA = f(x)=0 , f+fo=f
5) Funci6 oposada: -f: AR / VxcA = (-)(x)=-1(%) , f+(-)=f,
Consequiéncies:

Estructura {Fa , +} = grup abelia

Diferéncia de funcions: f-g=f+(-g)

Producte de funcions

Funci6 producte: f,g: AR / VxeA = (f-g)(x)=f(z).g(x)
Propietats:
1) Op. interna: f-g=funcié 2) Commutativa: f-g=g-f
3) Associativa: (f-g)-h=f-(g-h)
4) Funci6 unitat : f3:A-R [/ VxeA = fy(x)=1 , ff=f
5) Funcio6 reciproca: en general no existeix

Siflx)£0 VxeA = 3(1/f): A-R , (1/H@)=1/fx) , f(1/9=f,
6) Distributivitat respecte a la suma f-(g+h)=(f-g)+(f-h)
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Producte de funcions (cont.)

Consequiéncies:
Estructura {Fa , +, : } = anell commutatiu i unitari
Quocient de funcions: Sif{x)#0 VxecA = f/g=f-(1/g)

Producte d'un escalar per una funcioé

Producte: VAcR , VfcFa i VxcA = (Af)(E)=\1x)
Propietats:

1) Op. externa: A.f=funcid 2) Assoc. escalar: A.(uf)=(A.p).£
3) Distributivitat escalar: (A+p).f=(A.f)+(u.1)

4) Distributivitat funcional: A.(f+g)=(A.f)+(A.g)

5) Escalar unitat: 31eR / VieFy = 1.f=f

Consequiéncia: {Fa, +, . } = espai vectorial real

Composicio de funcions

Funcions: feFa, geFp Dominis: A=D(f), B=D(g)
Funci6 composta: gef: A >R / VxeA, (gf)(x)=glfx)]
Condicid per a la composicio: R(f)cD(g)

R
=
R R
A L~ \ c
x T £1£0)]

Propietats:
1) Associativa: (heg)ef=he(gef)
2) No commutativitat: En general gefzfeg

Funcid inversa

F. unif. injectiva: feFa / Vx;,xeA A f{x))=flx) = x;=X»
Funci6 identitat: ia: A > A / VxeA, ia(®x)=x
Propietat: Si A=D(f) A B=R(f) = feig=f A ipef=f
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Funcid inversa (cont.)

Condici6 de funci6 inversa per funcions uniformes:
Hipotesis: feFa , f injectiva A f{A)=B
Conclusi6: 3fleFg, fi:B >R / VyeB A flx)=y = fliy)=x

~ f = .
R m ‘E R
f—l
\__/
Propietats: 1) flef=ig A fofl=ip 2) (F1)1=f

3) (gef)1=f1eg1 4) D(£1)=R(f) 5) R(f-1)=D(f)

6) Les grafiques de fi -1 son simétriques respecte a la
bisectriu del primer quadrant.

Representacié de funcions compostes

Funcio6 original: y=£(x) Constants: a>0 , k>1
A) Translacio:
1) Horitzontal Dreta: y=f(x-a) Esquerra: y=f(x+a)
Y Y Y
X X X
o /
a
a
y=f(x) , y=f(x-a) =f(x+a)
2) Vertical A dalt: y=f(x)+a A baix: y=f(x)-a

RUAE

y=f(x) y=f(x)+a y=fx)-a
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Representacioé de funcions compostes (cont.)

B) Homotécia:
1) Horitzontal Allargada: y=f(x/k) Escurcada: y=f(kx)

%ﬂvﬁﬁ /\\/A\AV\\/\? o

y=f(x) y=f(x/k) y=f(Je.x)
2) Vertical Allargada: y=k.f(x) Escurcada: y=f(x)/k

e UL anna
Wit Sty

. y=£(x)/k
y=f(x

y=kf(x)

C) Oposicib :
1) Variable: y=f(-x) 2) Funci6: y=-f(x)

X (\X
\/ \ﬁ_, X L
P P’ P P
y=f(x) y=f(-x) y=-f(x)

-

D) Valor absolut:
1) Variable: y=f{Ix1) 2) Funci6: y=11(z) |
N Y Y J\L;\j
/ X \ 4
V \o” X 5 X
P P’ P P

y=f(x) y=f(1x1) y={x)1
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e) PROBLEMES RESOLTS
1.1 CARACTERISTIQUES DE LES FUNCIONS
Grifica d'una funcié

1. En una fabrica d'interruptors eléctrics s'ha estudiat la
productivitat en el torn matinal de 8h a 15h i s’ha comprovat que el
ritme de muntatge d'un treballador mitja ens és donat
aproximadament per la funcié R(h)=-h3+6.h2+15.h peces/hora, on h
és el nombre d'hores transcorregudes a partir de les 8 del mati.
Dibuixa la grafica per mitja d'una taula de valors, assenyalant-ne el
punt maxim. En quant haura variat el seu ritme de muntatge entre
les 11h i les 12h? I a 11iltima hora de treball?

Soluci6é. Formem una taula de valors des de h=0 (les 8 del mati)
fins a h=7 (les 3 de la tarda):

hora| 8h Sh 10h 11h 12h 13h 14h 15h

h 0 1 2 3 4 5 6 7
R(h)| 0 20 46 72 92 100 90 56

Amb aquests valors podem dibuixar la grafica, on a l'eix X
{abscisses) hem indicat el nombre d'hores transcorregudes a partir
de les 8 del mati, mentre que a l'eix Y (ordenades) hem col-locat el
ritme o velocitat de muntatge:

R(h)

100

80

60

40

20

1 2 3 4 5 6 7 h

Observem graficament que el punt més alt, el maxim, es troba en
el punt P(5, 100). Es a dir, a la cinquena hora de treball, que
correspon a la 1h, el treballador va a la velocitat maxima de
muntatge: 100 peces/hora. Com que a les 11h, h=3, anava a un ritme
de R(3)=72 i a les 12h, h=4, a un de R(4)=92, llavors la variaci6 és de
R(4)-R(3)=92-72=20. Per tant, la velocitat de muntatge ha augmentat
de 20 peces/hora.

Analogament, a les 14h o 2h de la tarda, h=6, és R(6)=90 i a I'hora
d'acabar, les 15h o 3h de la tarda, h=7, és R(7)=56. La diferéncia és
R(7)-R(6)=56-90=-34, és a dir, que el ritme de muntatge ha
disminuit en 34 peces/hora.
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2. S'estima que el creixement mensual de les vendes d'una
empresa, al llarg del primer semestre de l'any, vindra donat per la
funcié V(m)=40.(25.m+4)/(m+1) productes, on m sé6n els mesos.
Digues el nombre de vendes en comencar l'any, les quantitats
mensuals venudes al llarg d'aquest semestre i dibuixa aquesta corba
de previsi6 de vendes. Quines seran les vendes per al mes de juliol?
Si es manté la mateixa corba de previsié de vendes, durant quin mes
les vendes seran de 940 productes? Es possible que l'empresa arribi
a vendre 1.000 productes mensuals?

Solucié. Les vendes en comengar l'any, m=0, que representarien
les vendes en el mes de desembre de l'any passat, eren de
V(0)=40.(0+4)/1=160 productes.

Per als altres mesos de gener (m=1), febrer (m=2), etc.
calculem les vendes respectives i les col'loquem ordenadament en
una taula de valors:

Mes Gen. Feb. Mar¢ Abr. Maig Juny

m 1 2 3 4 5 6
V(m)| 580 720 790 832 860 880

Amb aquesta série de punts ja podrem dibuixar la grafica de
previsio de vendes:
V(m)

1000

800

600

400

200

m

1 2 3 4 5 6 7

Observem que és una funcié estrict. creixent i que en el mes de
juliol, m=7, les vendes sén de V(7)=40.(25.7+4)/6=895 productes.

Per a trobar el mes on les vendes sén de V(m)=940 productes,
haurem de resoldre l'equacié 40.(25m+4)/(m+1)=940. Si ara
simplifiquem per 20: 2(25m+4)/{m+1)=47, 50m+8=47m+47,
3m=39, m=13. Per tant, el mes on les vendes s6n de 940
productes, sera el gener de l'any segiient.

Ja veiem a la grafica que les vendes es van aproximant cada
vegada més als 1.000 productes mensuals. Comprovem, pero,
numeéricament i donant valors elevats a la m, que mai no s'arribara
a aquesta quantitat. Aixi, si m=27, tindrem V(27)=970; per m=83,
V(83)=990; per m=209, V(209)=996, etc.

Més endavant, en l'estudi del Calcul diferencial, direm que
y=1000 és una asimptota horitzontal.
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3. La corba de beneficis-pérdues d'una empresa multinacional en el
quinquenni 1990-1994 ve donada aproximadament per la funcié
B(t)=2.t5-55.t4+570.t3-2790.t2+6480.t-5544 milions de PTA, on t és
el nombre d'anys transcorreguts a partir del 1990. Comprova que,
per als dos primers anys, 1990 i 1991, l'empresa ha tingut greus
pérdues, degudes sobretot a la compra de material brut, maquines i
equipament. Qué ha passat en l'any olimpic «Barcelona 92»? I en els
dos anys segliients?

Estudia també l'evolucié esperada de l'empresa en el proper
quinquenni 1995-1999. Es cert que en el proper mil-lenni s'espera
un creixement espectacular de l'empresa? Fes la grafica de la corba
de beneficis-pérdues durant aquesta década i assenyala els anys de
maxim i minim creixement.

Solucié. Per a l'any 1990 tenim B(0)=-5.544 milions i per al
1991, B(1)=2-55+570-2790+6480-5544=-1.337 milions de
pérdua.

L'any olimpic és, com tothom sap, el 1992. Per tant, t=2, i per
aquest valor calculem el benefici corresponent emprant la regla de
Ruffini, un meétode que ens permetra trobar directament el
resultat amb la calculadora, sense necessitat de fer calculs
intermedis:

2 -b5 570 -2790 6480 -5544

2! 4 4 -102 936 -3708 5544
| 2 -51 468 -1854 2772 (0

Com que el residu és O, com a conseqtiéncia del teorema del
residu estudiat en cursos anteriors, el valor numeéric del polinomi
donat B(t) per t=2 és O, és a dir, B(2)=0. El seu significat és que en
el segon any I'empresa no tindra pérdues ni beneficis.

B(t)

1000

500

-500¢p

-1000

-1500
Quant als dos anys seglients, t=3 i t=4, i aplicant també la regla
de Ruffini, tindrem B(3)=207 i B(4)=184 milions de PTA. Per tant,
durant els anys 1993 i 1994, 'empresa ja ha tingut guanys. '
Per al proper quinquenni 1995-1999, on la t variara de 5 a 10,
respectivament, si calculem els beneficis en milions de PTA,
obtindrem les quantitats:

B(5)=231 , B(6)=288 , B(7)=175 , B(8)=-168 i B(9)=-441
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Fixem-nos que durant els anys 1998 i 1999 l'empresa té unes
sensibles pérdues.

De passada, també trobem els beneficis en el proper mil-lenni,
durant els dos primers anys, 2000 i 2001, on t=10 i 11,
respectivament. Obtindrem B(10)=256 i B(11)=3.663 milions de
PTA. Realment, un creixement espectacular, tant que ens fa pensar
que la funcié només pot ser valida durant un temps determinat,
per a la previsi6 de l'evoluci6é dels beneficis i, a causa de fenomens
exteriors, I'haurem d'anar modificant.

Veiem que els beneficis van oscil-lant, creixent durant uns anys i
decreixents en altres. Per trobar els beneficis més grans i més
petits, hem dibuixat a la plana anterior la grafica de la funcié6.

En aquesta corba de beneficis podem observar dos maxims que
corresponen als anys 1993 i 1996 i s6n de 207 i 288 milions de
PTA, respectivament. També hi trobem dos minims, els dels anys
1994 i 1999, amb uns beneficis de 184 i -441 milions.

4. En un determinat estudi de la dependéncia entre dues variables
econdémiques x i y s'ha comprovat que estan relacionades per una
funcié del tipus y=(a.x-b)/(c.x-d), on tots els parametres a, b, c i d
son reals i positius. Experimentalment s'ha vist que la seva grafica
passava pels quatre punts P;(0, 2), Po(1, 1), P3(3, 5) i P4(4, 4).
Calcula aquesta funcié. Qué passa per x=2? Té algun sentit econémic?

Solucié. Com que la corba y=f(x) ha de passar pel punt P;(0, 2),
voldra dir que quan x=0, llavors y=2. Substituint en la funcié,
2=(a.0-b)/(c.0-d) , 2=(-b)/(-d) , 2=b/d , b=2.d (1)
Analogament, per passar per Pg(1, 1) tindrem 1=(a.1-b)/(c.1-d),
1=(a-b)/(c-d) , c-d=a-b , b+c=a+d (2)
Per passar per P3(3, 5) tenim, 5=(a.3-b)/(c.3-d) , 5(3.c-d)=3.a-b,
15.c-56.d=3.a-b , b+15.c=3.a+5.d (3)
Finalment, per passar per P4(4, 4), resultara 4=(a.4-b)/(c.4-d),
4(4.c-d)=4.a-b , 16.c-4.d=4.a-b , b+16.c=4.a+4.d (4)
Per a trobar els parametres indeterminats a, b, ¢ i d, haurem de
resoldre el sistema d'equacions (1), (2), (3) i (4):
b=2.d , b+c=a+d , b+15.c=3.a+5.d i b+16.c=4.a+4.d
Substituint la (1) en les altres tres,
2.d+c=a+d , 2.d+15.c=3.a+5.d i 2.d+16.c=4.a+4.d
Simplificant, c=a-d , 15.c=3.a+3.d i 16.c=4.a+2.d. Simplificant
de nou, tindrem c=a-d , 5.c=a+d i 8.c=2.a+d.
Substituint ¢ en les altres dues, 5.(a-d)=a+d i 8.(a-d)=2.a+d.
Operant, 5.a-5.d=a+d i 8.a-8.d=2.a+d. Passant a un mateix costat,
4.a=6.d i 6.a=9.d. Si simplifiquem, ens quedara una sola equaci6é

2.a=3.d, la qual cosa vol dir que el sistema és compatible
indeterminat. Aixi, a=3.d/2.
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La c valdra c=a-d=(3.d)/2-d=(3.d-2.d)/2=d/2, i com que b=2.d,
la solucid del sistema és a=3.d/2, b=2.d i c=d/2.

Substituint en la funcié donada, y=(a.x-b)/(c.x-d), obtindrem
axb _ (3.d/2)x-(2.d) _d.[(3/2).x-2] _(3x-4)/2 _[3x4
c.x-d (d/2).x-d d.[(1/2).x-1] (x-2)/2 x-2

Amb els punts donats i altres valors que podem deduir de la
funcié anterior, com que f(-2)=(-10)/(-4)=2'5 i {(6)=14/4=3'5,
podrem fer-ne la gré.f;u(:a):

X

y:

40

20

-20

-40

Per a x=2 tenim f{(2)=(3.2-4)/(2-2)=2/0=« i la funcié no tindra
sentit econdémic en aquest punt. Tampoc no en tindra quan la x o
la y siguin negatives, és a dir, en general les funcions econdémiques
només tenen sentit en el primer quadrant.

Monotonia i acotacio6

5. Dibuixa les funcions “valor absolut”, fi(x)=I1x1, i la “funcié
esglad”, fa(x)=x/1xI, dient els intervals en qué s6n creixents,
decreixents o constants. D'altra banda, donada la funcié y=f3(x)
definida per intervals com f3(x)=0 si x<0 i f3(x)=2.x si x>0, dibuixa-la
i escriu-la emprant la noci6 de valor absolut. Estudia'n la monotonia i
acotacio.

Solucié. Per a la funcio6 valor absolut, f1(x)=1x!, hem de tenir en
compte que sempre és positiva, és a dir, que la imatge d'un
numero €s igual al namero donat, si el niimero és positiu, perd s'’ha
de canviar el signe, si és negatiu. Aixi, una taula de valors pot ser:

x|3 2 -1 0 1 2 3
fi®|3 2 1 0 1 2 3

També calculem la taula de valors de l'altra funcio fo(x)=x/I1x1,

que sén els quocients dels valors anteriors. Aixi, f5(-3)=(-3)/3=-1.
x|3 2 -1 0o 1 2 3
fox)[-1 -1 -1 2 +1 +1 +1
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Per a x=0 no podem trobar la imatge, ja que f2(0)=0/0 no esta
definit.

Amb aquests valors, dibuixarem les dues grafiques, la primera
d'elles és la “funci6 valor absolut” i la segona de la “funci6 esglaé™:
x|, x/]x]|

3

H

En la funcié valor absolut veiem que és estrictament decreixent
en l'interval (-, 0) i, estrictament creixent en (0, +e). D'altra
banda, la funci6 escal6 és constant en els dos intervals anteriors.

Quant a la funcié definida per intervals com f3(x)=0 si x<0 i
f3(x)=2.x si x>0, farem en primer lloc la taula de valors,

x_ |3 2 a1 o 1 2 3

fsxd))] 0 0 0o o0 2 4 6

Si en fem la grafica, veurem que també esta formada per dues
parts, una d'horitzontal i l'altra vertical,

x+ | x|

6

5

4

X
-3 -2 -1 1 2 3

Per escriure f3 emprant la nocié de valor absolut, ens podem
fixar en la taula de valors d'aquesta funcié f1(x)=1x| i comparar-la
amb la de f3. Deduim facilment que f3(x)=x+1xI.

Estudiem ara la monotonia de f3. Veiem que és constant en
I'interval (-e, 0) i estrictament creixent en (0, +ec9).

Finalment, observem que f3 és sols acotada inferiorment, on una
cota inferior pot ser per exemple k;=-1.
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6. Mitjan¢ant una taula de valors fes la grafica de la funcié y=f(x)
definida per intervals com f(x)=2.E(x-3)+1x-41-1 si 2<x<5, on E és la
funcié "part entera”, i f(x)=x/(x-4) en cas contrari. Estudia els
intervals de creixement i decreixement i també l'acotaci6.

Soluci6é. Recordem en primer lloc que la “funcié part entera”,
E(x), és definida com aquell enter més petit o igual que x, és a dir,
el primer enter que, en la recta real, es troba a la seva esquerra.
Aixi, per exemple, E(-2'5)=-3, E(3)=3, E(2'9)=2 i E(3'1)=3.
Observem dels dos ultims que hi ha un salt d'unitat entre dos-
valors proxims a un nombre enter.

Per a l'interval [2, 5] donarem valors enters i decimals a la x:
f(2)=2.E(2-3)+12-41-1=2.E(-1)+1-21-1=2.(-1)+2-1=-2+41=-1
f(2'1)=2.E(2'1-3)+12'1-41-1=2.(-1)+1'9-1=-2+0'9=-1"1
f(2'9)=2.E(2'9-3)+12'9-41-1=2.(-1)+1'1-1=-24+0'1=-1'9

Procedint aixi construirem una taula de valors:

x_| 2 21 29 3 31 39 4 41 49 5
fx)]-1 -1'1 -1'9 0 -0t -0'9 1 1'1 1'9 4

També ho podiem haver fet més matematicament, observant que
Ex-3)=-1 si 2<x<3, E(x-3)=0 si 3<x<4 i E(x-3)=1 si 4<x<5 i també
Ix-4|=-x+4 si 2<x<4 1 Ix-41=x-4 si 4<x<5. Substituint tindriem
fx)=-x+1 si 2<x<3, {(x)=-x+3 si 3<x<4 i fx)=x-3 si 4<x<5.

A continuacié, donem valors que no pertanyin a l'interval [2, 5], i
la funcié que emprem és ara f{x)=x/(x-4),
x_]-2 -1 0o 1 19|51 6 7 8 9
f(x){0'8 02 0 -0'3 -09 |46 3 2'3 2 1'8

Amb les dues taules de valors podem dibuixar la grafica d'aquesta
funci6 definida per intervals:
£(x)

St

4F

3 L

X

22 2 \i 6 8
_1 5

Veiem que la funcié és decreixent en (-, 3)U(3, 4)U(5, +o) i
creixent en (4, 5). D'altra banda, és una funci6é acotada, amb cota
inferior maxima kj=-2 i cota supeirior minima kg=5.
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Domini i recorregut

7. Donada la funci6 f(x)=(x3+x2-4.x-4)/(x3-2.x2-x+2), aparentment
sembla que tingui tres punts en que no esta definida. Troba'ls.
Determina una nova funcié y=fa(x), simplificada de l'anterior, de
manera que tingui un dnic punt no pertanyent al domini. Quins sén,
doncs, els dominis D(f1) i D(f2)?

Solucié. Normalment, per buscar els punts en qué una funci6
racional no esta definida, igualem a zero el denominador, ja que si
aquest és nul la funcié pot fer-se infinita. En el nostre cas tenim
I'equaci6 x3-2.x2-x+2=0.

Una solucié és clarament x=1, ja que la suma dels coeficients és
nul-la. Comprovem-ho per la regla de Ruffini:

T 1 -2 -1 2
1 1 -1 2
| 1 -1 -2 (0

Per calcular les altres dues arrels, resoldrem l'equaci6é de segon
grau resultant, x2-x-2=0, que té com a solucié x=-1 i x=2. En
conseqiiéncia, els punts en qué la funcié no esta definida sé6n els
d'abscisses x=-1, x=1 i x=2.

1

Trobarem la funcié f2, simplificada de l'anterior, descomponent
numerador i denominador en factors. Igualem a zero el numerador,
N=x3+x2-4.x-4=0, i comprovem que x=-1 és una arrel,

1 1 -4 -4
= I R | 0 4
[ 1 0 -4 (0

Les altres dues arrels seran les solucions de x2-4=0, que sén
clarament x=2 i x=-2. D'aquesta manera el numerador es pot
escriure com a producte de tres factors, N=(x+1).(x-2).(x+2).

Hem de fer el mateix amb el denominador, D=x3-2.x2-x+2=0,
del qual ja hem trobat les arrels, x=-1, x=1 i x=2. Per tant, el
denominador pot ser donat com a D=(x+1).(x-1).(x-2).

Substituint en la funci6 donada,

fi)= X34x24.x-4 _ (x+1).(x-2).(x+2)
1 x3-2.x2-x+2  (x+1).(x-1).(x-2)

Simplificant, fo(x)= %

Recordem que es pot simplificar sempre que els factors siguin
diferents de zero. En conseqiiéncia, en l'expressié anterior hem
suposat x#-1 i x#2.

Hem escrit la funci6é simplificada com una nova funcié, fa, per
distingir que els dos dominis sén diferents:

D(f1)=R-{-1, 1,2} i D(fs)=R-{1}

Les dues funcions seran iguals en tots els punts menys els
d'abscisses x=-1 i x=2, on f] no esta definida, per6 si que ho esta la
funcié fs.
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8. Calcula els dominis de la funcié multiforme f(x)=t\{x2-5.x+4 i de

'la funcié uniforme gx)=+V(1+x)/(2-x). Fes una grafica de les dues
funcions, servint-te d'una taula de valors. A partir d'ella, digues els
intervals de creixement-decreixement i els recorreguts.

Solucié. Perqué hi hagi una funcié irracional d'index 2 és
necessari que el radicand sigui no negatiu. Per tant, en la primera
funci6 f haura de passar que x2-5.x+420.

Aquesta inequacié de segon grau la resoldrem calculant primer
els punts frontera, arrels de l'equacié x2-5.x+4=0. Podem obtenir
la solucié rapidament, trobant dos niimeros de manera que la suma
sigui 5 i el producte 4. Aquests sén x=1 i x=4. Dibuixem una recta,

< © o >
1 4

Calcularem el domini de f, i comprovarem pels diferents
intervals en qué ha quedat dividida la recta si existeix la funcié.

Per x<1, per exemple x=0, f(0)=i\/m=12, existeix.
Per x=1, f(l):i\/m=0, existeix.

Per 1<x<4, p. e. x=2, f(2)=+V22-5.2+4=t\-2, no existeix.
Per x=4, f(4)=+\42-5.4+4=0, existeix.

Per x>4, p. . x=5, f(5)=t{52-5.5+4=+2, existeix.

En conseqtiéncia, el domini és D(f)=(-e0, 1JU[4, +c0).

Procedirem de manera similar amb g(x)=+\/ (14+x)/(2-x). Si
volem que existeixi, s'haura de verificar que (1+x)/(2-x)20, on els
punts frontera (punts que poden separar el domini del no domini)
els trobarem igualant a zero tant el numerador 1+x=0, d'on x=-1,
com el denominador, 2-x=0, és a dir, x=2.

£(x)

h
/

_4.

Situem els punts frontera en una recta i calcularem, com abans,
si els intervals en qué ha quedat dividida pertanyen o no al domini.
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o ©
-1 2

Per x<-1, p. e. x=-2, g(-2)=+\/(1-2)/(2+2)=+\/—1/4, no existeix.
Per x=-1, g(-1)=+m=+\/6=0, existeix.

Per -1<x<2, p. e. x=0, g(0)=+V(1+0)/(2-0)=+V 1/2, existeix.
Per x=2, g(2)=+\(1+2)/(2-2)=+V3/0=+, no existeix.

Per x>2, p. e. x=3, g(3)=+\/(1_+M=+\/T4, no existeix.

El domini d'aquesta nova funcié és D(g)=[-1, 2).

Com que ja hem trobat valors i coneixem els dominis, podrem
dibuixar les dues funcions, on la primera és a la plana anterior,
g(x)

17.5}
15
12.5

N R . x
-1 -0.5 0.5 1 1.5 2

Per estudiar la monotonia de la primera funci6é, que és una
funci6 multiforme, la descompondrem primer en dues branques.

En la primera branca, f)(x)=+\{x2-5.x+4, veiem de la grafica que
€s decreixent en l'interval (--, 1) i creixent en (4, +). Per a la
segona branca, f2(x)=—\l x2-5.x+4, és al contrari: creixent en
l'interval (--, 1) i decreixent en (4, +).

Per a la segona funcio, g, que és uniforme, veiem que és sempre
creixent en (-1, 2).

Finalment, observem que els recorreguts sén R(f)=(-c, +), és a
dir, tot I'eix real, i R(@)=[0, +), tots els reals no negatius.

9. Fes la grafica de la funcio f(x]=+\/ (6.x-6)/(x2-x-6), calculant-ne
préviament el domini. Es una funcié uniforme o multiforme? Quin és
el recorregut? Es creixent o decreixent? Quines sén les antiimatges
(o originals) de la unitat?

Solucié. La funcié donada existira sempre i que el radicand sigui
no negatiu, (6.x-6)/(x2-x-6)=0. Resolem aquesta inequaci6é anul-lant
el numerador i denominador i trobant els punts frontera.
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Veiem que x=1 és una arrel del numerador. Les arrels del
denominador s6n x=[1+\12-4.1.(-6)]/2=(145)/2, és a dir, x=3 i -2.
Representem aquests punts en una recta,
o ° o »
-2 1 3

Per x<-2, p. e. x=-3, f(-3)=+V(6.(-3)-6)/((-3)2-(-3)-6)=+V -4, n. e.
Per x=-2, f(-2)=+\(6.(-2)-6)/((-2)2-(-2)-6)=+V -18/0=+V -, n. €.
Per -2<x<1, p. e. x=0, f(0)=+V(6.0-6)/(02-0-6)=+V 1=1, existeix.
Per x=1, f(1)=+V(6.1-6)/(12-1-6)=+Y 0/(-6)=+Y 0=0, existeix.
Per 1<x<3, p. e. x=2, f(2)=+\(6.2-6)/(22-2-6)=+\ 6/(-4), n. ex.
Per x=3, f(3)=+V(6.3-6)/(32-3-6)=+Y 12/0=+Y co=+es, 1. €x.

Per x>3, p.e. x=4, f(4)=+\(6.4-6)/(42-4-6)=+\ 18/6=+Y3, ex.

En conseqiiéncia, el domini és D({f)=(-2, 1]U(3, +). A partir dels

valors donats i d‘aquefs% c)lomini, podem dibuixar la grafica:
X

17.5
15
12.5
10

(S ¥

—
-2 2 4 3
Es clar que la funcié és uniforme, ja que explicitament hem
indicat el signe positiu de l'arrel. A més, observem que té de
recorregut R(f)=[0, +). Veiem que és una funcié decreixent en el
seu domini.

X

Per trobar les antiimatges, o originals, de la unitat, haurem de
calcular els valors de x de manera que f(x)=1. Es tracta de resoldre
I'equaci6 irracional

+V(6.x-6)/ (x2-x-6)=1
Elevant al quadrat i operant s'obté 6.x-6=x2-x-6. Simplificant,
6.x=x2-x, ens resulta l'equaci6 x2-7.x=0. Traient factor comnu,
tindrem x.(x-7)=0, que té d'arrels x=0 i x=7. Comprovem que
aquests dos valors s6n les antiimatges de la unitat.
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10. Una funcié té la forma f(x)=+5.Vx3+8/(x+3)2. Quin és_el seu
domini? Troba les imatges pels punts de l'interval [7, 11]. Es una
funcié constant? Dibuixa la grafica aproximada. Es una funci6
acotada? Comprova que les abscisses x1=-1'71, x9=2'15 i x3=8'56
separen els intervals de creixement i decreixement, estudiant la
funci6 en la proximitat d'aquests punts.

Solucibé. La funci6 no esta definida si x3+8<0. El punt frontera,
soluci6 de x3+8=0, és x=-2. D'altra banda, f tampoc no estara
definida si s'anul-la el denominador, (x+3)2—0 és a dir, si x=-3.

Aquests dos punts, x=-2 i x=-3, dividiran la recta real en tres
intervals. Estudiem la funci6 en ells per veure si hi esta definida.

© L -
-3 -2

Per x<-3, p. e. x=-4, f(-4)=+5.\/——5?3~, no existeix.

Per x=-3, f(—3)=+5.\/T9/0, no existeix.

Per -3<x<-2, p. e. x=-2'5, f(-2'5)=+5.\lm/0'5, no existeix.
Per x=-2, f(-2)=+5.0/1=0, existeix.

Per x>-2, p. e. x=-1, f(-1)=+5.\/7/4=3'3, existeix.

Aixi, doncs, el domini és D(f)=[-2, +). Observem que x=-3, que
anul-la el denominador, no ens aporta res perqué esta situat en un
interval en queé no existeix ja l'arrel quadrada.

Si donem valors a la funcié en l'interval [7, 11], observarem que
les imatges valen aproximadament f(7)=0'93, f(8)=0'94, f(9)=0'94,
f(10)=0'93 i f(11)=0'93. En aquest interval sembla que la funcié és
constant, peré no és aixi, ja que primer és creixent (si 7<8, llavors
f(7)<f(8)) i després resulta ser decreixent (si 9<10, llavors
f(9)>f(10)). En cap moment no és constant, malgrat que en 10 i

11, en fer laprom{n)amo amb 2 decimals, s'obtingui el mateix valor.
X

5

4

N

2.5 5 7.5 10 12.5 15 .
Per dibuixar la grafica haurem de donar més valors, diferents
dels de l'interval donat. Sabem que f(-2)=0 i que f(-1)=3'3. A més,
(0] 1 2 3 4 5 6 17 47 97
f(x)|157 0'93 0'80 0'82 0'86 0'900'92 0'87 0'64 0'47
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Hem donat també valors més grans a la x per veure que la funcié
es va acostant, encara que molt lentament, a l'eix X.

En prendre Gnicament el signe positiu de l'arrel, fa que sigui una
funcié uniforme que, com veiem, esta acotada. Una cota inferior
pot ser, per exemple, ki=-1 o k;=0, ja que la funcié mai no és
negativa, mentre que una cota superior pot ser ks=6.

Per als valors x1=-1'71, x2=2'15 i x3=8'66, agafem punts proxims
a ells i en determinem les imatges per estudiar la monotonia:

x |2-171 -1 | 2915 3| 8 856 9
fx)] 0 52 33 [08 079 082 [0942 0'943 0'942

En el primer interval (-2, -1), la funcié passa de ser creixent a
decreixent, per tant el punt P1(-1'71, 5'2) és un maxim relatiu. En
el segon interval (2, 3), la funcié passa de decreixent a creixent, i
aixi el punt P2(2'15, 0'79) és un minim relatiu. Finalment, en el
tercer interval (8, 9), la funcié passa de creixent a decreixent, i
d'aquesta manera el punt P3(8'56, 0'943) és un altre maxim.

1.2 OPERACIONS ELEMENTALS AMB FUNCIONS

11. Siguin les funcions f)=+V 1-x2 i gx)=x/(x2-1). Calcula el
domini de cadascuna d'elles i també els de les funcions suma,
producte i quocient. Sén tots iguals?

Solucié. Perqué existeixi la funci6 f és necessari que el radicand
sigui més gran o igual a zero, 1-x220. Trobarem els punts frontera
resolent l'equacié 1-x2=0, i directament deduim les seves arrels
x=-11i x=1.

Aquestes dues abscisses dividiran 1'eix X en tres intervals, i com
gue per x=0, que esta en el del mig, es verifica f(0)=+1, la funcié
existird si -1<x<1, i no existira fora d'ella, ja que obtindriem
solucions imaginaries. Per tant, el domini és D(f)=[-1, 1].

£ (x)
2
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Per a la segona funcid, gx)=x/(x2-1), veiem que no estara
definida si s'anul-la el denominador, x2-1=0, que té les mateixes
arrels que la funcié anterior, x=-1 i x=1. Aixi, doncs, el seu domini
és D(g=R-{-1, 1}.

Ajudats per alguns valors, que podem trobar operant
mentalment, tindrem les grafiques de les dues funcions anteriors,
que sén a la plana anterior.

La funcié suma, (f+g)x)=fx)+gx)=+\1-x2+[x/(x2-1)], perqué
existeixi hauran d'existir préviament les dues funcions f i g. Per
aquest motiu, el domini de la funci6 suma sera igual a la
interseccié dels dominis. Obtindrem D(f+g)=(-1, 1).

Per a la funcié producte, (f-g)(x):f(x).g(x)=+\l 1-x2.[x/(x2-1)]
podem dir exactament el mateix, D(f-g)=(-1, 1).

Ara bé, per a la funcié quocient, (f/g)x)=+V1-x2/[x/(x2-1)], a
més que existeixin les funcions del numerador i del denominador,
també haura d'existir aquesta funcié quocient i, per tant, no es
podra anul-lar el denominador. Com que per x=0 és g(x)=0, en el
domini comu (-1, 1) li haurem de treure aquest punt. Deduim,
doncs, que D(f/g)=(-1, 1)-{O}.

També podem posar D(f/g)=(-1, 0)u(0, 1). En conseqiiéncia, els
tres dominis, D(f+g), D(f-g) i D(f/g), no sén tots iguals.

12. Determina els dominis de les dues funcions f (x)=\]x2-2.x-8 i
fz(x)=\] [x2-2.x-31-5. Quin és el domini de la funci6é quocient f=f; /fo?

I el domini de la nova funcié gx)=\ (x2-2.x-8)/(1x2-2.x-31-5)? Fes
una grafica d'aquesta ultima. en l'interval A=[-5, 7]. Quin és el
recorregut? (Suposem totes les arrels quadrades positives).

Soluci6. La primera funcié f}(x)=\x2-2.x-8 existira sempre que
x2-2.x-820. Els dos punts frontera, solucié de x2-2.x-8=0, s6n x=-2
i x=4. Com sabem, aquests punts separaran l'interval en qué la
corba existeix del que no existeix. Estudiem-ho en aquest cas:

% ® e >
-2 4

Si provem per x=0, tindrem £1(0)=\ 02-2.0-8=V-8, que és un
valor imaginari. Per tant, el domini haura de ser l'interval exterior,

D(f1)=(-<», -2]UI4, +oo)|. Hem inclés els punts frontera, ja que en
aquests punts la funci6 s'anul-la i, per tant, existeix.

Prenem la nova funci6 fa(x)=V [x2-2.x-31-5 i observem que
existira quan [x2-2.x-31-520. Els punts fontera els trobarem
resolent l'equacié 1x2-2.x-31-5=0, és a dir, quan 1x2-2.x-31=5.
D'aquesta funcié de valor absolut es desprenen dues possibilitats:
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Si x2-2.x-320, que és quan x<-1 o x>3, tenim x2-2.x-3=5, o bé
x2-2.x-8=0, que té com a arrels x=-2 i x=4.

Si ara x2-2.x-3<0, que és quan -1<x<3, tenim -(x2-2.x-3)=5, o bé
%x2-2.x+2=0. En trobar les seves arrels, obtenim x=(2+\4-8)/2, que
té solucions complexes i, en conseqiiéncia, no té cap arrel real.

D'aquesta manera, els tinics punts frontera sén x=-2 i x=4. Com
que per x=0 ens resulta f2(0)=v 102-2.0-31-5=y-2, la corba no
passara per x=0 i tampoc en l'interval (-2, 4). Deduim, doncs, que

el domini sera el mateix que el de fj, [D(fg):(—oo, -2]ul4, +oo)|.
£1(x), £2(x)

5

4

X
-4 -2 2 4 6

Per a la funcié quocient f=f / fo=(Vx2-2.x-8)/ ( 1x2-2.x-31-5), en
principi el domini ha de ser igual a la intersecci6 dels dos
dominis, peré també haurem d'eliminar els punts en que el
denominador s'anul-la, ja que en aquests punts la funcié es fa
infinita. Com sabem, l'equaci6é [x2-2.x-31-5=0 té per arrels x=-2 i

x=4. Consegilientment, el domini de f és, (D(ﬂ=(-°°, -2)u(4, +°°)l-

Considerem ara la nova funcié gx)=V (x2-2.x-8)/(1x2-2.x-31-5).
que existira sempre i que el radicand sigui no negatiu. Els punts
frontera els trobarem anul-lant tant el numerador com el
denominador, i ja hem vist que ens donaran x=-2 i x=4.

< © © >
-2 4

Estudiem diferents punts de la recta, per veure si pertanyen o
no al domini.

Per x<-2, p. e. x=-3, g(3)=V(9+18-8)/(19+18-31-5)=1, existeix.
Per x=-2, g(-2)=V(4+4-8)/(14+4-31-5)=0/0=indet., no existeix.
Per -2<0<4, p. e. x=0, g(0)=\(0-0-8)/(10-0-31-5)=2, existeix.

Per x=4, g(4)=\(16-8-8)/(116-8-31-5)=0/0=indet., no existeix.
Per x>4, p. e. x=5, g(5)=V(25-10-8)/(125-10-31-5)=1, existeix.

El domini de la funcié g és, doncs, D(g)=(-e, -2)U(-2, 4)U(4, +)
o bé [D(g)=R-{-2, 4}].
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Per dibuixar aquesta ultima funcié podem ajudar-nos d'una taula
de valors

x| -5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 67
gx] 1 1 1 NE 1 2 3 2 1INE 1 1 1

g(x)

3t

2.5

2

1

X
-4 -2 2 4 6

Observem que el recorregut o conjunt imatge és R(g)=[1, 3].

13. Calcula el domini de la funcié f;(x)=1x|/Ex). Fes-ne després la
grafica per mitja d'una taula de valors de l'interval (-3, 4). Quin és el
seu recorregut? Fes el mateix estudi per a la seva funci6 reciproca,
fo=1/f;.

Solucié. La funcié6 f1, que és el quocient entre les funcions “valor
absolut” i “part entera”, no existira quan s'anul-li el denominador,
és a dir, quan x sigui un valor de l'interval [0, 1), ja que per als
numeros d'aquest interval la part entera és 0. En conseqiiéncia, el

domini de f1 és D(f1)=(-ce, O)U[1, +c<).

Ix|/E(x)
2
1.5
1 //
0.5
— X
-3 -2 -1 1 2 3 4
/ -£.5
/ -1

Donem valors, enters i decimals en l'interval (-3, 4):
X |—2'9 21 -2 -1'9 -1'1 -1-09 -0'1 1 1'9 2 29 339
f1(x) |—0'9 -0'7 -1-09-05 -1-09-0'1119 1 1'4 11'3
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A la plana anterior hem dibuixat la grafica. Observem que esta
formada per segments de recta amb diferents pendents. També
podiem haver fet la grafica, analiticament, com en el problema 6,
trobant els pendents de les rectes.

Veiem que el seu recorregut és R(f)=[-1, O)U[1, 2). Quant a la
funcié reciproca, fa2(x)=E(x)/Ix!, l'inic punt en que no esta
definida és en x=0, ja que f2(0)=E(0)/101=0/0 no és cap valor real.
Aixi el domini és D(fg)=R-{0}.

Com en la funci6 fj, formem una taula de valors en (-3, 4):

x|25 2-15 -1-0505 115 2 25 335
fox) [-12 -1-13 -1 -2 0 106 1 08 108

Amb aquests valors dibuixem la grafica, que ja no esta formada

per segments de recta com la f, sin6 de corba (hipérbola):
E(x)/1xl

Observem que el recorregut és R(fa)=(-e, -1]U{0}U(0'5, 1].

1.3 COMPOSICIO DE FUNCIONS

14. Un venedor de productes electrodoméstics ha comprovat que
el nombre d‘unitats venudes és, de manera aproximada, inversament
proporcional al quadrat del preu en la forma V(p)=512000/p2. Se sap
també que el preu varia mensualment per mitja de la funcié
p(t)=0'05.t2+0'4.t+31. Expressa les vendes en funcié del temps i
calcula el nombre de productes venuts al segon mes i al desé mes.
Fes la grafica per als dos primers anys. Al cap de quants mesos es
tindra un ritme de venda d'aproximadament 173 prod. mensuals?

Solucib. Veiem que les vendes s6n funcié composta del temps, ja
que Vop-t. Per posar-les en la forma V(t), només caldra que
substituim V(t)=512.000/(0'05.t2+0'4.t+31)2.

El nombre de productes venuts al 2n mes (t=2) i al 10é mes sé6n:
V(2)=512.000/(0'05.22+0'4.2+31)2=512.000/322=500 prod.
V(10)=512.000/(0'05.102+0'4.10+31)2=...=320 prod.




52 CALCUL FUNCIONAL

Donem valors per als dos primers anys, en total 24 mesos:

t| 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
V(t) |5OO 458 413 366 320276237 203 173 147125 106

Dibuixem la grafica amb aquests valors, fixem-nos que és una
funcié monoétona decreixent, la qual cosa és logica ja que, en
augmentar el temps, també augmentara el preu i, per tant,
disminuiran les vendes,

v(t)

500

400

200

5 10 15 20 ¢

De la taula de valors ja podem veure que la venda de 173 prod.
mensuals es correspon al mes t=18, és a dir, al cap d'un any i mig.
No obstant aix6, farem el calcul adient per trobar aquest mes.

Com que f(t)=173, tindrem 512.000/(0'05.t2+0'4.t+31)2=173.
Operant, (0'05.t2+0'4.t+31)2=2959'53.

Si traiem l'arrel quadrada positiva, 0'05.t2+0'4.t+31=54'4 i
simplifiquem, 0'05.t2+0'4.t-23'4=0, 5.t2+40.t-2340=0.

Ens queda l'equaci6 t2+8.t-468=0, que si la resolem ens déna les
arrels t=18 i t=-26, on aquesta ultima no és valida ja que el temps
ha de ser positiu. Per tant, t=18 mesos, com ja haviem trobat.

15. Sigui la funcié y=f(x) definida per intervals com a f(x)=x+1 si
x<0 i flx)=2.x+1 si x>0, i sigui també la funcié gx)=x2-1. Calcula les
dues funcions compostes gef i fog, fes-ne les grafiques.

Solucié. Abans de trobar l'exercici podem dibuixar a la plana
segiient les dues grafiques, donant, mentalment, valors a la x.

Calculem en primer lloc la funcié composta gef, sabent que es
verifica (gef)(x)=glf(x)]. Ara bé, com que la f esta definida per
intervals, també ho haurem de tenir en compte:

Si x<0, (g*NX)=glf®)I=[{x)]12-1=(x+1)2-1=x2+2.x+1-1=x2+2 X.

Si x>0, (g )X)=[{x)]2-1=(2.x+1)2-1=4.x2+4 .x+1-1=4.x2+4 %

Apuntem, doncs, que la funcié gef també estara definida per
intervals: si x<0, (g*f)x)=x2+2.x i si x>0, (g*f)(x)=4.x2+4 x.
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La grafica seglient mostra la primera funcié amb tra¢ gruixut i la
segona amb trag fi,

f(x), g(x)

Per calcular l'altra funcié composta, feg, hem de tenir en compte
que la f, definida per intervals, s'ha d'aplicar després de la g. Per
aquest motiu ens fixarem que g(x)<0 quan -1<x<1 i, per tant,
g(x)>0 quan x<-1 o bé x>1.

Estudiem, doncs, aquests intervals:

Per -1sx<1, (fo@)(x)=flg(x)]=g(x)+1=(x2-1)+1=x2

Per x<-1 o x>1, (fegX)=f[g(x)]=2.g(x)+1=2.(x2-1)+1=2.x2-1

En resum, i si emprem la nocié de valor absolut, la funci6
composta feg estard definida per intervals com (feg)(x)=x2 si Ix1<1
i (feg)(x)=2.x2-1 si IxI>1.

Podem dibuixar ara les dues grafiques, fent préviament unes
taules de valors,

tl-2 15 -1 05 _0_ 05

1 1'5 2
(geH)(x) 0 -075 -1 -0'75 0 3 8 15 24
(feg)(x) 7 3'5 1 0'25 0 0'25 1 35 7
(g.£) (x) (£.g9) (x)
8
6
4
2
33 2 71 1 . . .
3 1 2

Veiem clarament que les dues grafiques estan formades per
trossos de parabola.
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16. Per a les funcions f(x)=x/(x2-36) i g(x)=\/ (1-5.x)/(9.x+1),
calcula els seus dominis respectius. Quina és la funcié composta gef? I
el seu domini? Dibuixa aproximadament la funcié composta en
Iinterval del seu domini, tot suposant que és una funcié multiforme.

Solucié. El domini de la primera funcié és D(f)=R-{-6, 6}, ja que
els dos valors x=-6 i x=6 s6n els punts en qué el denominador
s'anul-la i, per tant, la funcié es fa infinita.

Perqueé la segona funcié existeixi ha de succeir que el radicand
sigui no negatiu. Els punts frontera es trobaran igualant tant el
numerador com el denominador a zero, 1-5.x=0 i 9.x+1=0, i
s'obtindra respectivament x=1/5 i x=-1/9. Estudiem els intervals
en que aquests punts han dividit l'eix X.

% @
-1/9 1/5

Per x<-1/9, p. e. x=-1, g(-1)=\ (1+5)/(-9+1)=V-6/8, no existeix.
Per x=-1/9, g(-1/9)=\(1+5/9)/(-1+1)=V (14/9) /0=, no existeix.
Per -1/9<x<1/5, p.e. x=0, g(O):le, existeix.

Per x=1/5, g(1/5)=\(1-1)/(9/5+1)=\0/(14/5)=0, existeix.

Per x>1/5, p.e. x=1, g(1)=\(1-5)/(9+1)=V-4/10, no existeix.
En conseqi'iéncia, el domini és D(g)=(-1/9, 1/5].

Calculem a continuacié la funcié6 composta gef, que s'obté
aplicant primer f i després g, com indiquem a continuacié:

o)) _ 1-5.1(x) _ ,/1-5.x/(x%-36)] _ _ [x25x-36
€ DI=ellN= V5 H00+1 = V Six/62-3601+1 ~ "V x%9x-36

Estudiem el domini d'aquesta nova funcié gef calculant els punts
frontera. Del numerador obtenim l'equacié x2-5.x-36=0 amb arrels
x=9 i x=-4, i del denominador, x2+9.x-36=0, que té per arrels x=3
ix=-12.

4 o L o L >
12 -4 3 9
Per x<-12, p. e. x=-13, (g¢f)(-13)=...=t3'5, existeix.

Per x=-12, (g*f)(-12)=...=t, no existeix.

Per -12<x<-4, p. e. x=-5, (gOﬂ(—5)=\)—1/4, no existeix.
Per x=-4, (gef)(-4)=...=0, existeix.

Per -4<x<3, p. e. x=0, (gf)(0)=...=%1, existeix.

Per x=3, (g*f)(3)=...=%, no existeix.

Per 3<x<9, p. e. x=4, (g*f)(4)=\-5/2, no existeix.

Per x=9, (gef)(9)=...=0, existeix.

Per x>9, p. e. x=10, (gef)(x)=...=20'3, existeix.
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En conseqiiéncia, el domini és D(gef)=(-e=, -12)U[-4, 3)U[9, +e).
Podem dibuixar la grafica d'aquesta funcié multiforme tot donant
una série de valors,

x|-15 -18 -4 2 0 2 9 10 12
(gef)(x) |2'2 +26 O 06 *1 *1'7 O =0'3 +0'4

La grafica tindra aproximadament la forma
(g.f) (x)

10}

i,

T ———— R e
j

Funcid inversa

17. S'ha comprovat que el nombre d'hores de treball necessaries
per a repartir propaganda d'un determinat producte al x% de les
cases d'una poblacié, segueix la funcié f(x)=12.x/(125-x). Quin és el
domini matematic d'aquesta funcié? I en la practica, quin és el
domini? Quantes hores es necessitaran per a distribuir propaganda a
la quarta part, a la meitat i a les tres quartes parts de la poblacio?
Quants dies faran falta per a repartir-ho a tot el poble? Fes la grafica
de la funcié.

Troba també la funcié inversa f-1 i, a partir d'ella, calcula el

percentatge de gent que ha rebut propaganda, sabent que s’han
treballat en total 13h. Comprova el resultat amb la funcio original.

Solucié. El domini de la funcié f és D(f)=R-{125}. Li hem dit
domini matematic. Ara bé, com que en la practica la x de la funcié
f(x)=12.x/(125-x) significa percentatge, la x variara del 0% al
100%, i aixi el domini, diem-ne econdmic, sera Dg(f)=[0, 100].

Per saber el nombre d'hores necessitades per a repartir
propaganda a la quarta part de la poblacié, x=25%, només ens
caldra substituir, f{(25)=12.25/100=12/4=3 hores. Farem el mateix
per x=50% i x=75% i obtenim {(50)=12.50/75=8 h i
f(75)=12.75/50=18 h, respectivament.

Igualment, per a repartir-ho a tot el poble, x=100%,

necessitarem f(100)=12.100/25=48 h, que equival a treballar
durant 2 dies complets.
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Donem valors en l'interval practic que va del 0% al 100%,
x|0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
f(x)IO 1'0 2'2 3'7 56 8 11 15'2 21'S 30'8 48

La grafica sera d'una corba mondtona creixent. De passada també
apuntem la inversa, amb trag fi, que calcularem tot seguit,
£ (x)

40

30

20

10

X

20 40 60 80 100

Es tracta ara de determinar la funcié inversa f-1, comprovant que
és uniforme i, amb aquesta finalitat, seguirem la regla dels quatre
passos:

(1) Substituim f(x) per y: y=12.x/(125-x).

(2) Aillem la x: (125-x).y=12.x , 125.y-x.y=12.x , 125.y=12.x+x.y ,
125.y=x.(12+y) , x=125.y/(12+y).

(3) Permutem variables, x—y i y-x: y=125.x/(12+x).
(4) Substituim la y per f1(x): If'l(x)=125.x/(12+x)].

Ara, en la funcié inversa, la x representara el nombre d'hores
treballades per repartir propaganda, i f1(x) sera el percentatge de
poblacié que 1'ha rebuda. Com que en el nostre cas tenim x=13 h,
trobem directament que f{1(x)=125.13/25=65, i aixi el
percentatge de poblaci6 sera del 65%.

Comprovem que és cert amb la funcié directa:

fx)=12.x/(125-x), f(65)=12.65/(125-65)=13 h.

18. Fes la grafica de la funci6 f(x)=x2-3.x+2, i observa que no és una
funcio injectiva. Troba després l'interval A en qué la funcié és
creixent i prova que en A la funcié si que és injectiva. Defineix la
funci6 fao en aquest interval i calcula'n la inversa (fa)-1, i comprova
que €s uniforme. En quin interval B estara definida (f4)-1?

Solucié. Si donem valors a la x, f(-1)=6, f(0)=2, f(1)=0, f(2)=0,
f(3)=2, {(4)=6, etc., obtindrem una série de punts que ens
permetran dibuixar la grafica de la funcié donada. Naturalment, si
la corba no queda prou clara, pots donar més valors.
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Per saber el punt més baix de la corba, el minim, ens fixem en el
fet que la corba és simeétrica respecte a un eix vertical que passa
pel punt minim (anomenat vértex de la parabola). Aixi, per
exemple, f(1)=0 i f(2)=0. Evidentment, l'abscissa del minim es
trobara fent la mitjana de les dues abscisses, x=(1+2)/2=1'5, i li
correspon una ordenada igual a f(1'5)=1'52-3.1'5+2=-0'25. El punt
minim o vértex és, doncs, V(1'5, -0'25).

£(x), £-1(x)

X
-1 1\/2\3\4

La funcié és creixent en l'interval (1'5, +e). Provem que en
aquest interval la funcié si que és injectiva. Agafem dues imatges
iguals, fla)=f(b), i provem que també for¢osament a=b.

fla)=f(b) , a2-3.a+2=b2-3.b+2 , a2-3.a=b2-3.b, a2-b2=3.a-3.b

Descomponent en factors, (a+b).(a-b)=3.(a-b) , (a+b-3).(a-b)=0.
Ara bé, com que a i b pertanyen a l'interval (1'5, +e) és a+b>3 i,
per tant, a+b-3#0. Consegiientment, si simplifiquem per a+b-3,
obtindrem a-b=0, és a dir, I'anica solucié és a=b, i aix6 demostra
que la funcié és una aplicaci6 injectiva en aquest interval.

Podem definir la funcié restringida en A, fo com a aquella funcié
que esta definida només en els valors de l'interval A=[1'5, +e) i val
falx)=x2-3.x-2. Trobem la seva inversa, (fa)-1:

(1) Substituim fa(x) per y: y=x2-3.x+2.

(2) Aillem la x: x2-3.x+2-y=0 , x2-3.x+(2+y)=0. Si la resolem,
x=(3+V9-4.(2-y)) /2, x=(3+\1+4.y)/2.

(3) Permutem variables: y=(3+V 1+4.x)/2.

(4) Substituim la y per (fa)-1(x): (fa)-1(x)=(3+V 1+4.x)/2.

Ens preguntem ara si les dues determinacions de la imatge
degudes al doble signe * so6n totes dues valides. Com que el
conjunt de definicid de f és A=[1'5, +«), la imatge de la funcioé
inversa ha de ser aquest interval perqué, com sabem, R(f-1)=D(f).

Si agaféssim el signe menys, obtindriem valors com (3-a)/2, on a
és positiu, i serien, per tant, inferiors a 1'5, per la qual cosa no
pertanyerien a l'interval A. En canvi, prenent el signe positiu, les
imatges si que pertanyen a A i, per tant, deduim que la funcié
inversa, que per cert és uniforme, és:

(fa)-1 (x)=(3+V 1+4.x)/2’.
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Perqué existeixi la funcié inversa ha de passar que 1+4.x>0. El
punt frontera és x=-1/4=-0'25 i, com que per als valors superiors o
iguals a ell es compleix la desigualtat anterior, observem que el
domini de la funcié inversa és D((fa)-1)=[-0'25, +). Per tant, la
funcié inversa estd definida en l'interval B=[-0'25, +).

Observa que es compleix D(f-1)=R(f).

19. Per a la funci6 f(x)=(x2-6.x+9)/(x2-3.x+2), troba els seus zeros.
Quin és el domini? Troba ara la funcié inversa, f-1. Es una funci6
uniforme o multiforme? Quin és el seu domini? Comprova, fent-ne la
composicid, que efectivament f i f-1 sén inverses.

Soluci6. Els zeros d'una funcié sén les abscisses dels punts
d'ordenada nul-la, és a dir, els punts de tall amb l'eix X. Per trobar-
los igualarem a zero la funcid, f(x)=0. D'aqui obtenim x2-6.x+9=0,
una equacié de segon grau que si la resolem veurem que ens déna
la solucié doble x=3.

La funcié no esta definida en els punts en qué es fa infinita, i
aix0 passa quan s'anul-la el denominador, x2-3.x+2. Com que
aquesta equaci6 té d'arrels x=1 i x=2, el domini sera D(f)=R-{1, 2}.
Ho podem veure amb la seva grafica, que realitzem a continuacié:

£(x)

75}
50t
25

-25¢F
-S50F

=75

Calculem a continuacié la funcié inversa f-1, emprant la regla
dels quatre passos:

(1) Substituim f(x) per y: y=(x2-6.x+9)/(x2-3.x+2).

(2) Aillem la x: (x2-3.x+2).y=x2-6.x+9 , x2.y-3.X.y+2.y=x2-6.x+9 ,
x2.y-3.x.y+2.y-x2+6.x-9=0 , (y-1).x2+(6-3.y).x+(2.y-9)=0. Si
resolem ara aquesta equaci6 de segon grau,

< 86) +/(6-3.y)%-4.(y-1).(2.y-9)
2.(y-1)
Resolem primer el discriminant,
A=36-36.y+9.y2-8.y2+36.y+8.y-36= y2+8.y
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Substituint i traient factor com,
_3.0-2) +y.(y+8)
2.(y-1)
(3) i (4) Permutem variables i substituim la y per f1(x):
Yor_ 3.(x-2) +Vx.(x+8)
fix)=
2.(x-1)

La funcié anterior és una funcié multiforme, ja que l'arrel

quadrada comporta un doble signe, i aixi hi haura valors de la x que

tindran dues imatges. Aix¢ és degut al fet que f no és una aplicacio
injectiva

X

Estudiem el domini de {1, i observem que els punts x=0, x=-8 i
x=1 sén punts frontera, els dos primers per a anul-lar el radicand i
I'dltim per a anul-lar el denominador. Dibuixem aquests punts en la

recta real,
S o O-O———={Pp-
-8 01

Estudiem per a quins punts dels intervals anteriors existira la
funcié inversa:

Per x<-8, p. e. x=-9, £1(-9)=[3.(-11)+V-9.(-1)]/[2.(-10)] que té
dues solucions 1'8 i 1'5. Per tant, existeix.

Per x=-8, clarament f-1(-8)=[3.(-10)]/[2.(-9)]=1'6, existeix.

Per -8<x<0, p. e. x=-1, el radicand és A=(-1).(7)=-7, i com que
és negatiu, no existeix la funci6. _

Per x=0 tenim f-1(0)=[3.(-2)1/[2.(-1)]=3, existeix.

Per O<x<1, p. e. x=0'5, f-1(0'5)=...=6'5 i 2'5, existeix.

Per x=1, f-1(1)=[3(-1)£3]/0=Ind. i *, no existeix.

Per x>1, p. e. x=2, {1(2)=(0+4'4)/2=12'2, existeix.

En resum, comprovem que €l domini és

D{f)=(-e0, -8]U[0, 1)U(1, +o)
£-1(x)

2.75

2.5

-15 -10 -5 5

/ e
Hem de fer notar que el punt P(1, 2'33) de la figura anterior no
pertany a la corba.
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Finalment, fent la composicié de f-1 i f, comprovem que conté el
grafo identitat. Operant f amb f-! tindrem,

(Lo (x)= £ f(x)]= 3'[f(x)'212 i[f(i())i)iif(X)+8)]

Calculem a part els claudators,

f(x)-2= X2-6.X+9 o _ x2-6.x+9-2.x246.x-4 _ _-x%5
x2-3.x+42

x2-3.x+2 %2-3 . x+2
flx)+8= X2-6.x+9 g . x2-6.x+9+8.x2-24.x+16 _ 9x2-30.x+25
GBS 3 xid X2-3 %42 X2-3.%+2
f(x)-1= X2-6.x+9 ] _ x2-6.x+9-x243.x-2 _ _-3.x+7
x2-3.x+2 x2-3.x+2 x2-3.x+2
Substituint,

3. X245 4+ [x26.x+9 9x2-30.x+25
(Flef)(x)= —X2-3x+2 | x2-3.x42  x2-3.x+2
9. _=3.x+7
x2-3.x+2
Com que el radicand esta format per quadrats perfectes, ja que
x2-6.x+9=(x-3)2, 9.x2-30.x+25=(3.x-5)2 i també (x2-3.x+2)2, podem

simplificar l'arrel i després el denominador comu x2-3.x+2,
obtenim:

(£ lof) ()= 3.(-x245) +(x-3).(3.x-5) - (-3.x2+15) + (3.x2-14.x+15)
2.(-3.x+7) -6.x+14
Com que és una funcié multiforme, tenim més d'una

determinaci6 per la imatge. Si prenem la branca corresponent a la
determinaci6é donada pel signe menys de l'arrel, tenim:

(£ Lof)(x)= (-3.x2+15) - (3.x2-14.x+15) = 6x2414.x _ X.(-6x+7) _
-6.x+14 -6.x+7 (6.x+7)

20. Per a la funcidé uniforme f(x)=2.(x—2)/\/x—3, on x i f(x) s6n
variables econdmiques (x>0 i f(x)>0) i on hem pres la determinaci6
positiva de l'arrel, calcula'n la inversa f1. Es una funcié uniforme o
multiforme? Determina els dos dominis i dibuixa les dues corbes per
mitja d'una taula de valors. Estudia també la monotonia i les cotes
inferiors maximes de les dues grafiques.

Soluci6. Trobarem la inversa de la funcié donada emprant la
regla dels quatre passos,
(1) Substituim f(x) per y: y=2.(x-2)/Vx-3.
(2) Aillem la x: y2=4.(x-2)2/(x-3) , (x-3).y2=4.(x2-4.x+4) ,
x.y2-3.y2-4.x2+16.x-16=0 , -4.x2+(y2+16).x+(-3.y2-16)=0 ,
4.x2-(y2+16).x+(3.y2+16)=0.
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Resolent aquesta equacio de segon grau,

(y2+16) £ +/(y2+16)2-4.4.(3.y%+16)
2.4
Desenvolupem el discriminant,
A=y4+32.y2+256-48.y2-256= y4-16.y2=y2.(y2-16)
Substituint,
x= (y2+16) £ Vy2.(y2-16) _ y%+16) £ y.{y2-16
8 8
(3) i (4) Permutem variables i anomenem y=f-1(x). Tindrem
2 Yx2-
£1(x)= (x2+16) * x.Yx2-16
8
Observem que la funcié inversa és multiforme, perqué la funcié f
no és una aplicacio injectiva en el seu domini, ja que, com veiem
en la grafica segtient, hi ha elements diferents que tenen la

mateixa imatge.
£(x)

X=

BN WA U N ®

X
3 3.5 4 4.5 5 5.5

Veiem que el domini de la funci6 donada, f(x)=2.(x-2)/Vx-3, és
D(f)=(3, +~), i amb aixd ens assegurem que sempre f(x)>0. A més,
observem a la grafica que R{f)=[4, +).

Per a la funci6 inversa {1, com que donem un sentit econdémic a
les variables, tenim

D(f-1)=[4, +c)

Apuntem una taula de valors per dibuixar la funcié donada,

x| 331 35 4 5 6 7 12
fx)| ~ 42 6'9 54 42 46 5 66

També apuntem una taula de valors per a la funcié inversa. Amb
el signe positiu de l'arrel:
x| 4 5 6 7 10
-lx)| 4 7 9'8 13'1 25'9
Amb el signe negatiu de 'arrel:
x| 4 5 6 7 10
flx)| 4 32 3'1 3'09 304
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Dibuixem ara les grafiques de la funci6 inversa f-1,
£-1(x)

RN WYy 9

2 4.5 5 5.5 6

Observant la funcié donada f, veiem que el punt minim és P(4, 4)
i aixi és decreixent en l'interval (3, 4) i creixent en el (4, +=). En
canvi, la funci6 inversa té dues branques, de les quals una és
creixent i l'altra decreixent. Per donar-li un sentit econdmic
precis cal prendre només una de les dues branques.

A més, les dues funcions f i f-! estan acotades inferiorment, per6
no superiorment. Les cotes inferiors maximes son kj=4 i kj=3,
respectivament.
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f) PROBLEMES PROPOSATS

1.1 CARACTERiSTIQUES DE LES FUNCIONS
Grafica d'una funcié

21. El cost total per a la fabricacié de q unitats d'un motor per a
rentadores ve donat, aproximadament, per la funcié polindémica
C(q)=5.93-12.92+380.q+670 PTA. Fes la grafica aproximada d'aquesta
funci6, sabent que no es poden fabricar més de 30 unitats diaries.
Quin sera el cost de producci6 si actualment es fabriquen diariament
24 unitats? I si se'n fabriquessin 25? Quant costaria a l'empresa la
produccié del 25& motor?

Sol. C{24)=71998, C(25)=80795, C(25¢)=8797 PTA.

22. La corba de beneficis d'una empresa, en milions de PTA,

segueix aproximadament la funcié multiforme f)=\t+2, on t és el
nombre d'anys que es comptaran a partir de I'actualitat. Quina branca
haurem d'estudiar? Quants anys fa que funciona l'empresa? Quin és el
benefici actual? S'espera que en els propers anys els beneficis
augmentaran segons aquesta corba, pero al cap de 7 anys esta previst
que entri en el mercat una gran empresa estrangera, que fara que els
beneficis segueixin la nova funcié g(t)=(t-10)2/3. Fes la grafica
conjunta. Quins seran els beneficis dintre d'aquests 7 anys? Al cap de
quants anys tindra benefici nul? Haura de tancar l'empresa?

Sol. f(t)=+\l t+2 , t=-2 fa dos anys , f(0)=\/§ , f(7)=3 milions
glt)=0 t=10 anys. No, després creix.

23. Dibuixant la funcié de vendes mensuals s'ha comprovat que
aquestes, V, eren inversament proporcionals al quadrat del preu de
venda, p, en centenars de PTA. Si se sap que pel preu de 3.600 PTA
s'han venut aquell mes 100 articles, quina és la funcié de vendes?
Fes-ne la grafica mitjancant una taula de valors. Si després d'alguns
mesos s’ha passat del preu de venda de 4.000 a 4.500 PTA, quants
articles s'han deixat de vendre?

Sol. V(p)=k/p2 , k=129600 , V(45)-V(40)=17.

24. Una funcié de productivitat té la forma f(x)=a/[{{x-b)2+c], on f(x)
son el nombre de milers de productes fabricats, x sén els anysia, b i
¢ sén uns parametres que hauras de determinar, sabent que la
grafica passa pels punts P1(0, 1), Po(1, 2) i P3(2,5).
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Dibuixa després la grafica i digues l'any de maxima productivitat i
el nombre de productes fabricats.

Sol. f(x)=10/[(x-3)2+1] , 3r any , 10.000 prod.

Monotonia i acotacio

25. Es defineix la funci6 “part entera” de x, f(x)=E(x) com a
aquella funcié en qué la imatge d'un element x és el major enter que
€s més petit o igual que x. (Graficament, la imatge de x és l'enter que
es troba immediatament a l'esquerra de x). Escriu aquesta funcio
emprant desigualtats i dibuixa-la. Dibuixa també la funcié gx)=x-E(x),
que esta relacionada amb l'anterior. Quina forma tenen les grafiques
d'aquestes funcions? Estudia la monotonia i I'acotacié.

Sol. E(x)=z si z<x<z+l , zeZ , g(x)="part decimal” , g(x)=D(x) ,
Ex)="escala”, D(x)="dent de serra” , E(x)=Constant (z¢ Z)
i no acotada , D(x)=Creixent (z¢ Z) i acotada (kj=0 , kg=1).

26. Dibuixa la grafica de la funcié y=f(x), definida per intervals com
fx)=1x1 si -2<x<1, fx)=E(2.X) si 1<x<2, f(x)=6-x si 2<x<4 i f(x)=2 si
Ix-11>3. Apunta els intervals on la funcié és constant, creixent o
decreixent, tant en sentit estricte com ampli. Indica també la cota
inferior maxima i la cota superior minima.

Sol. Const: (-, -2)U(4, +) , E.cre: (0, 2) , E.dec.: (-2, O)u(2, 4)
M.cre: (-oo, -2)U(0, 2)U(4, +) , M.dec.: (-eo, O)U(2, +oo) ,
Ki=0 , ke=4.

27. Donada la funcié f(x)=(x2+3.x+2)/(x2+3.x-10), calcula els seus
“zeros”, és a dir, els punts en qué la corba talla l'eix d'abscisses. En
quins punts no existeix la corba? Quin és el seu domini? Quins sén
els intervals de creixement i decreixement?

Sol. Zeros: x1=-11x9=-2 , f{X)=0c = x3=2 ix4=-5
D(f)=(-ee, -5)U(-5, 2)U(2, +o) , Creix: (-oo, -5)U(-5, -1'6)
Decreix.: (-1'5, 2)u(2, +e)

28. Una funcié multiforme y=f(x) ve donada en forma implicita per
l'equacié (x2/25)+(y2/169)=1. Posa-la en forma explicita, dibuixa-la i
determina el domini i el recorregut. Com s'anomena aquesta corba?
Es una funcié acotada?

Sol. y=+(13/5).N25-x2 , D(f)=[-5, 5] , R)=[-13, 13] ,
El-lipse vertical. Si.



FUNCIONS REALS DE VARIABLE REAL 65

29. La funcié f(x)=(-x4+4.x3+12.x2-32.x-28)/9 té per domini tot
l'eix X, perd per un problema determinat s'agafa com a “conjunt de
definici6” linterval A=[-3, 5]. Fes la grafica donant com a valors els
enters d'aquest conjunt. Quin és el seu recorregut? Es acotada?
Indica també els intervals de creixement i decreixement.

Sol. R{)=[-5, 4] , Si, Creix: (-3, -2)u(1, 4) , Dec: (-2, 1)u(4, 5). .

30. Per a la funcié multiforme f(x)=tx.¥12-x, calcula el domini.
Descompon-la després en les seves dues branques, indicant en
cadascuna d'elles el recorregut i la monotonia.

Sol. D(f)=(-e, 12] , f1(x)=+x.N 12-x , R(f1)=(-cc, 16] .

Creix(f])=(-.s, 8) , Dec(f;)=(8, 12) ; fa(x)=-x.V 12-x
R(fo)=[-16, +) , Creix(f2)=(8, 12} , Decl(fo)=(-=, 8).

1.2 OPERACIONS ELEMENTALS AMB FUNCIONS

31. Siguin les funcions fx)=+V6+x-x2 i gx)=\ 7-8.x+x2. Troba'n els
dominis. Quin sera el domini de la funcié suma f+g? I el de la funcio
quocient? ‘

Sol. D(f)=[-2, 3] , D(g=(-s, 1]U[7, +=) , D(f+g)=[-2, 1] ,
D(f/g)=[-2, 1).

32. Siguin les funcions fix)=-Vx2-1 i gx)=1x2-161/2. Quins son els
seus dominis? Dibuixa després aquestes dues corbes i determina,
graficament, la funcié suma. Quin és el domini? Estudia l'acotacio.

Sol. D(f)=(-e0,-1]U[1, +=) , D(g)=R , D(f+g)=D(f), Acot. inf.

33. Per a les funcions fx)=1x-11 i gx)=Ex+1) fes la grafica donant
valors en linterval [-4, 4). Dibuixa després les funcions suma, f+g, i
producte, f-g, en el mateix interval. Estudia també els recorreguts i la
monotonia de les dues ultimes funcions.

Sol. R(f+g)=(1, 3)ul4, 5)uIl6, 7) , Creix(f+g)=(1, 4) , Dec=(-4, 1)
R(f-g)=[-15, -12)u[-8, -6)UI[-3, -2)U[0, 2)U[3, 6)UI[8, 12)
Creix(f-g)=(-4, -1)u(l, 4) , Dec=(0, 1) , Const=(-1, 0).
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1.3 COMPOSICIO DE FUNCIONS

34. EIl cost total (0o acumulatiu) de fabricacié C(q) de q peces en
una industria de l'automobil ve donat per C(q)=q2+50.q+200 PTA.
També s'’ha comprovat que la produccié és funcié lineal del temps en
la forma q(t)=30.t, on t és el nombre d'hores que fa que es treballa.
Si es comenga a treballar a les 7h del mati, expressa el cost com a
funcié composta del temps i calcula I'hora en qué ja s'han gastat
30.200 PTA. Quin seria el cost realitzat durant aquesta hora?

Sol. C(t)=900.t2+1500.t+200 , t=5h (migdia) , C5=9600 PTA.

35. Donada la funcié multiforme g(x):(x/4).\l 25-x2 i les dues
funcions uniformes f(x)=x-3 i h(x)=x+3, dedueix la nova funci6
composta k(x)=(hegef)(x). Quin és el seu domini? Fes-ne la grafica per
mitjad d'una taula de valors. Quins s6n els seus zeros? Quin és el
recorregut aproximat? Comprova després que té la mateixa grafica
que y=g(x), perd fent una translaci6 horitzontal i una altra de vertical.

Sol. kX®)=[12+(x-3).V 16+6.x-x2]/4 , Dk)=[-2, 8],
x1=-1, x9=0, x3=6 i x4=7 , R(k)=[-0'1, 6'1].

36. Siguin les funcions f(x)=(5.x+1)/(4.x+6) i gx)=(7.x+2)/(8.x+9).
Calcula les funcions compostes gef i feg. Podem dir que la composicié
de funcions verifica en general la propietat commutativa?

Sol. (gef)(x)=(feg)(x)=(43.x+19)/(76.x+62). No.

Funcid inversa

37. Donada la funcié f(x)=(x+a)/(x+b), demostra que és una
aplicacio injectiva en el seu domini per a#b. Estudia després els
valors que podran tenir els parametres a i b perqué aquesta funci6
coincideixi amb la seva inversa. Quina sera la funcié si volem que
també passi pel punt P(3, 4)? Troba també la funci6 f2=fef.

Sol. a#-11i b=-1, a=5, fx)=(x+5)/(x-1) , 2=i=f. idéntica.

38. Per a la funcié f(x)=(3.x+1)/(2.x+3) troba la seva inversa f-1.
Quins son els dominis? Comprova que tant f com f-! sén aplicacions
injectives en el seu domini. Quins sén els recorreguts? Si compares
els dominis amb els recorreguts, qué pots deduir?

Sol. f1(x)=(1-3.x)/(2.x-3) , D(H=R-{-3/2} , D(f1)=R-{3/2}
f(x1)=f(x2) = x1=x2 , R()=D(f-1) , R(f-1)=D(f).
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39. Per mitja de les dues funcions f(x)=(x-3)/2 i gx)=4/(x+1),
comprova que la inversa de la composici6, (gef)-1, és igual a la
composicié de les inverses canviades d'ordre, f-leg-1.

Sol. (gex)=8/(x-1) , (g*f)-1x)=(8+x)/x , fF1(x)=2.x+3 ,
glX=4-x)/x , ({leg-1)(x)=(8+x)/x.

40. Calcula la funcié inversa, -1, de la funci6 f definida a trossos en
linterval A=[-2, 2] per f(x)=-x-3 si -2<x<0 i f(x)=x2+2 si 0sx<2. En
quin interval B estara definida f-1? Representa les dues grafiques.

Sol. fl(x)=-x-3 si -3<xs-1 1 fFlx)=+Vx-2 si 2<x<6 ,
B=(-3, -1]u[2, 6].
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a) BIBLIOGRAFIA ESCOLLIDA

Basica:

AYRES, F. Fundamentos de Matemdaticas Superiores. P24/61,
P83/99, P176/187, P124/238, P256/271 i P290/302.

CHIANG, A.C. Métodos Fundamentales de Economia Matemdtica.
P24/30, P37/47, P273/296, P574/576 i P665/674.
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P107/109.
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P12-31.

Addicional:
FERNANDEZ VINA, J.A. Ejercicios y Complementos de Andlisis
Matematico. P35/44.

SAMAMED, O. Matemdticas 1. Economia y Empresa. Teoria.
P395/410.

SPIEGEL, M. Cdlculo Superior. P21/23, P27/29 i P37/38.

b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

2.1 FUNCIONS POLINOMIQUES I RACIONALS.

1) Funcions polindmiques. F. constant, recta horitzontal.
F. rectilinia, linia recta, pendent (a), ordenada en
l'origen (b). Forma explicita, implicita, dos-punts,
parameétrica, equacions paramétriques. F. quadratica,
parabola, par. invertida. Zeros, discriminant (A). Vértex,
eix de simetria. F. ctibica i quartica.

2) Funcions racionals. Zeros i asimptotes. Hipérbola
equilatera, f. homografica.
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2.2 F. POTENCIALS, EXPONENCIALS I LOGAR{TMIQUES.

1)

2)

3)

Funcions potencials. Paraboles semicuibica i de Neil.
Propietats de les poténcies. Notacio cientifica dels
nombres decimals.

Funcions exponencials. Exp. creixents i decreixents. El
nombre d'Euler, exponencial euleriana (exp). Equacions
exponencials.

Funcions logaritmiques. Logaritme d'un ntmero, fun.
logaritmica. Logaritmes decimal (Log) i neperia (Ln).
Propietats dels logaritmes. Operacions amb logaritmes.
Equacions logaritmiques.

2.3 FUNCIONS TRIGONOMETRIQUES.

1)

2)

3)

Trigonometria circular. Angle (o). Mesures angulars:
angles sexagesimals (°, ', "), centesimals (g, m, s) i
radians (rad). Catets contigu i oposat, hipotenusa.
Raons trigonomeétriques: cosinus (cos), sinus (sin),
tangent (tan), secant (sec), cosecant (cosec) i cotangent
(cotan). Signes en els diferents quadrants. Propietats
de les raons trigonomeétriques, prop. fonamental.
Relacions entre angles de diferents quadrants: angles
complementaris, suplementaris i oposats. Taules
trigonomeétriques. Altres formules.

Funcions circulars. Funcions principals: sinus, cosinus
i tangent. Funcions reciproques: secant, cosecant i
cotangent. Grafica de les funcions circulars o
trigonometriques. F. periddiques, periode. Funcions
parelles i imparelles. F. circulars inverses: arc sinus, arc
cosinus i arc tangent. Féormules d'Euler. Equacions
trigonomeétriques.

Funcions hiperbdliques. Hipérbola equilatera unitat.
Argument (o). Raons hiperboliques: cosinus hiperbolic
(Ch), sinus hiperbolic (Sh) i tangent hiperbolic (Th).
Propietats. Funcions hiperboliques. Relacions circular-
hiperboliques i hiperbolico-exponencials. Grafica de les
funcions hiperboliques. Func. hiperboliques inverses.
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c) CONCEPTES I EXEMPLES
2.1 FUNCIONS POLINOMIQUES I RACIONALS

2.1.1 FUNCIONS POLINOMIQUES. Considerem aquest capitol com
un repas de conceptes ja estudiats i, per tant, donarem tnicament
una breu idea de les funcions elementals i comentarem algunes de
les seves propietats. Com a complement ens sera molt 1til l'apartat
de formulacié matematica, on trobarem esquematitzades les
principals férmules i expressions.

Una funcié polinémica és una funcié on el segon membre és un
polinomi d'indeterminada x i de coeficients reals. Sera de la forma

flx)=ag+a1.x+a.x2+...+an.xn
Com a casos particulars tenim les funcions segiients:

1) FUNCIO CONSTANT. S'anomena funcié constant aquella funcié on
el segon membre és un polinomi de grau zero, és a dir f(x)=a. Si la
representem graficament, obtindrem una recta horitzontal a l'alcada
"a" que, si a=0, logicament és l'eix d'abscisses (eix X).

2) FUNCIO RECTILINIA. El segon membre d'una funcié rectilinia és
un polinomi de grau 1, f(x)=a.x+b. Com indica el seu nom, la grafica
€s una linia recta.

Del coeficient de la x, a, en diem pendent, perqué precisament
representa el pendent de la recta, és a dir, el quocient entre la
variacié d'alcada i la variacié de longitud, Ay/Ax, entre dos punts
qualssevol de la recta. Si el pendent és positiu, a>0, la funcié és
creixent, mentre que si és negatiu, a<0, és decreixent.

El terme independent de la funcié rectilinia, b, és l'ordenada en
l'origen, ja que és igual a l'alcada de la recta sobre l'origen de
coordenades. En altres paraules, és el punt on la recta talla I'eix
d'ordenades (eix Y), ja que en aquest punt x=0 i, per tant, f(x)=b.

Una funci6 rectilinia pot ser expressada de maneres diferents. La
que hem exposat, f(x)=a.x+b, o també y=a.x+b, és la _forma explicita,
ja que la y esta aillada en el primer membre. Si escrivim la recta com
a Ax+B.y+C=0, direm que és en forma implicita.

Si coneixem dos punts Pj(x;, y;1) i Pa(xa, y2) de la recta i ens
imaginem un altre punt qualsevol P(x, y), com que han de tenir el
mateix pendent els segments P1P i P1Py, es verifica que (y-y1)/(x-x3)
sigui igual a (y2-y1)/(x2-x1), d'on ens resulta la forma dos-punts, és a
dir, I'equaci6 de la recta que passa per dos punts:

(x-x1)/(x2-x1) = (y-y1)/(y2-y1)

Igualant cada costat al parametre A i fent operacions, obtindrem
les equacions parametriques o forma paramétrica de la recta, de
molta utilitat en algunes aplicacions econémiques:

{pX=(1-7»).X1+7».X2
y=(1-A).y;+r.y9
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Exemple 19. Donats els punts P1(3, 2) i P2(7, 5), l'equacié de la recta
que passa per ells és (x-3)/(7-3)=(y-2)/(5-2). Operant, (x-3)/4=(y-2)/3,
3.(x-3)=4.(y-2) , 3.x-9=4.y-8 , 3.x-4.y-1=0. Aquesta és la forma
implicita de la recta.

Aillant la y tindrem 4.y=3.x-1 ,
y=(3/4).x+(-1/4), hem obtingut la forma
explicita. El pendent és a=3/4 i l'ordenada en -
I'origen val b=-1/4. Observem que en la
grafica la recta talla l'eix Y en la seva part
negativa.

Com que els punts donats sén P;(3, 2) i
Pa(7, B), les equacions paramétriques
vindran donades per x=(1-A).3+A.7 i y=(1-
A).2+A.5.

3) FUNCIO QUADRATICA. Anomenem funcié quadratica a una funcio
polindémica el segon membre de la qual és un polinomi de segon
grau, f(x)=a.x2+b.x+c, on a#0. La seva grafica és una parabola. Si a<0,
direm que és una parabola invertida.

Els zeros d'una funcié quadratica, que sén els punts en qué la
parabola talla l'eix X, s'obtenen fent f(x)=0, d'on ens resulta una
equaci6 de segon grau. Segons si el discriminant, D=b2-4.a.c, és
positiu, nul o negatiu, obtindrem dos, un o bé cap =zero,
respectivament. Els zeros de la funci6é quadratica sén:

x1= b+ i Xo= -b-1D

2.a 2.a

El vértex V d'una funcié quadratica és el seu punt maxim o minim.
Légicament, ha de passar per l'eix de simetria i I'abscissa xy sera ben
bé al mig dels zeros, xy=(x1+x9)/2. Substituint, xy=-b/(2.a).

Exemple 20. La funcié quadratica f(x)=-x2+8.x-12 és representada per
_una parabola vertical invertida, com indica la figura. .
Els zeros de la funcié els trobarem
resolent l'equacié de segon grau
x248.x-12=0 0 bé x2-8.x+12=0
que té les solucions x1=2 i x9=6.
L'abscissa del vértex és xy=(2+6)/2=4 i
l'ordenada l'obtindrem a partir de la
funcié yy=-42+8.4-12=-16+32-12=4,
Aixi el vértex és V(4, 4). L'eix de simetria
és la recta vertical que passa pel vértex.

4) FUNCIO CUBICA. Una funcid ctibica és una funcié polindmica de
tercer grau, f(x)=a.x3+b.x2+c.x+d, on a#0. Dibuixada, ens queda una
funcié amb dos o cap extrem i que talla l'eix X com a maxim en tres
punts. (Recordem que diem extrem a un maxim o a un minim).

5) FUNCIO QUARTICA. Una funcié quartica és aquella on el segon
membre és un polinomi de quart grau. Té un o tres extrems.
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2.1.2 FUNCIONS RACIONALS. Anomenem funcié racional una funcié
del tipus {(x)=Pn(x)/Qm(x), on el numerador i el denominador sén
polinomis de graus n i m, respectivament.

Com sabem, els zeros s6n els valors de la x que anul-len la funcio,
f(x)=0, que, com que Pp(x)/Qm(x)=0, obtindrem Pj(x)=0. Aixi, si
suposem la funci6 f simplificada, els zeros d'una funcié racional seran
els valors de x que anul-len el numerador.

D'altra banda, els valors de x que anul-len el denominador,
Qm(x)=0, faran que la funcié es faci infinita, f(x)=-. En aquests punts
dibuixarem unes rectes verticals, anomenades asimptotes, on la
funcié s'aproximara cada vegada més.

Exemple 21. Per a la funcié racional f(x)=P;(x)/Q2(x), on P(x)=7.x-
35 i Qa(x)=x2-10.x+16, €ls zeros es trobaran resolent 7.x-35=0, que
ens déna x=b.

Y & 4

-2
-4
¥ A
Les asimptotes les trobarem resolent l'equacié de segon grau
Q2(x)=0, és a dir, x2-10.x+16=0, que ens donen les solucions x1=2 i

X9=8. Observem en la figura anterior que la corba es va aproximant a
les asimptotes o bé separant-se 'n.

Com a casos particulars de funcions racionals, podriem posar la
funci6 de proporcionalitat inversa, f(x)=k/x, que té per grafica una
hipérbola equilatera; la funci6 homografica, que és el quocient de
dos polinomis de primer grau, f(x)=(a.x+b)/(c.x+d), etc.

2.2 FUNCIONS POTENCIALS, EXPONENCIALS 1
LOGARITMIQUES

2.2.1 FUNCIONS POTENCIALS. De les funcions de la forma f(x)=x2,
on l'exponent n és un nombre racional, en direm funcions potencials.

Com a casos particulars podem posar la parabola horitzontal,
f(x)=x1/2; la parabola semicubica, f(x)=x3/2; la parabola de Neil,
f(x)=x2/3, etc., les grafiques de les quals pots trobar en l'apartat de
formulacié matematica.
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Tot seguit, i amb l'objectiu didactic de repassar conceptes que
haurem d'utilitzar, apuntem les propietats de les poténcies:

OPERACIONS AMB POTENCIES:

Producte de poténcies de la mateixa base, se
sumen els exponents.

Quocient de poténcies de la mateixa base, se

resten els exponents.

Poténcia d'una altra poténcia, es multipliquen els
exponents.

TIPUS D'EXPONENT:

Si l'exponent és negatiu, es posa la inversa de la

poténcia amb exponent positiu.

n
xm/n=+/xm| Sj l'exponent és fraccionari, el denominador de
l'exponent és l'index de l'arrel.

n
xm/n=1/+/xm| Si l'exponent és negatiu i fraccionari, s'apliquen
els dos apartats anteriors.

EXPONENTS PARTICULARS: .
Qualsevol valor elevat a la unitat és igual al mateix valor.

Qualsevol valor elevat a l'exponent zero és igual a la unitat.
x1/2=\x | Qualsevol valor elevat a 1/2 és igual a l'arrel quadrada.

EXPONENTS INFINITS:

|Si x<-1, x+°°=ieo| Un valor negatiu més petit que menys 1, elevat
al més infinit, és igual a més o menys infinit.

|Si -1<x<1, x**=0| Un valor comprés entre el -1 i la unitat, elevat
a meés infinit, és igual a zero.

[Si x>1, x**=+c| Un valor més gran que la unitat, elevat al més
infinit, és igual a més infinit.

Repassarem ara la notacié cientifica dels nombres decimals. Quan
els nimeros s6n molt grans o molt petits, és dificil manejar-los i, per
aquest motiu, emprarem les poténcies de base 10.

Escriurem el niumero N amb una sola xifra entera multiplicada per
10 elevat a un exponent que, si N>1, és igual al nombre de xifres
enteres menys una, mentre que si N<1, aquest exponent és negatiu i
en valor absolut igual al nombre de zeros, més un, que hi ha entre la
coma i la primera xifra significativa.

Exemple 22. El namero 413698'27 el podem escriure en poténcies de
base 10 com a 4'1369827.105, i el 0'0000005698 el podem posar com a
5'698.107.
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2.2.2 FUNCIONS EXPONENCIALS. En les funcions potencials la base
és variable, mentre que l'exponent és constant. Ara, en les funcions
exponencials la base és constant i I'exponent és variable.

Les escriurem en la forma f(x)=aX, on a>0. Si la base és més gran
que la unitat, a>1, obtindrem una exponencial creixent, perd si és
O<a<l, la corba és una exponencial decreixent. Les grafiques
d'ambdues corbes es troben a l'apartat de formulacié matematica.

Un cas particular important és quan la base és el nombre d'Euler,
e=2'7182..., un nombre irracional de gran importancia i que ens
trobarem en l'estudi de les successions. De l'exponencial de base e,
f(x)=eX, en diem exponencial euleriana, que també solem escriure
com a f(x)=exp(x).

Les funcions exponencials que estudiarem en els exercicis tindran
base positiva, perd l'exponent no sols sera la indeterminada x, sin6
una funcié d'ella, gx).

Exemple 23. Sigui la funcié f(x)=2.exp[(9-x2)/8]. Donant valors
obtenim {{0)=6'1, f(x1)=54, {#2)=3'7, f(t3)=2, {(+4)=0'8, {(+5)=0'2, etc.
Podem ara dibuixar, de manera aproximada, la grafica,

-6 -4 2 0 2 4 6

Aquesta corba es va acostant cada vegada més a l'eix X, que és una
asimptota horitzontal. La seva forma és la d'una campana de Gauss.

Farem també practica d'equacions exponencials, que sén equacions
on la incognita és en l'exponent.

Exemple 24. L'equacié 4.32-¥+1.35,32.Xx-1-19683 és una equacié
exponencial. Per resoldre-la podem seguir els passos segiients:

4.(32x31)-35.(32.x,3-1)=19683 , (4.3-35.3-1).32X=19683 .
(12- 35/3).32%=19683 . (1/3).32X=19683,

Descomponent en factors, 32-X'1=39 | | com que la funcié
exponencial és injectiva, 2.x-1=9 , 2.x=10 , x=5.

2.2.3 FUNCIONS LOGARITMIQUES. Recordem en primer lloc que el
logaritme en una certa base d'un numero és l'exponent a qué s'ha
d'elevar la base per obtenir aquest niimero. Escriurem La(x)=y, que és
equivalent a la igualtat ay=x.

Exemple 25. Com que 3%4=81, podem dir que el logaritme en base 3 de
81 és 4, L3(81)=4, ja que per obtenir 81 s'ha d'elevar la base 3 a
l'exponent 4.
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Anomenem funcié logaritmica una funcié on la indeterminada esta
continguda en un logaritme. Sera de la forma f(x)=La(x), on a>0.

Com a casos particulars destaquem la funcié logaritme decimal,
simbolitzada per f(x)=Log(x), que és aquella funcié logaritmica de
base a=10. Per tant, Log(x)=Ljo(x).

Més important és la funcié logaritme neperia, que simbolitzem per
f(x)=Ln(x), i que és una funcié logaritmica de base el nombre e
d'Euler. Es a dir, Lnx)=Le(x).

Per comstrucci6, les funcions logaritmiques s6n les funcions
inverses de les funcions exponencials i, per tant, les grafiques
respectives so6n simétriques respecte a la bisectriu del primer i
tercer quadrant, y=x.

Exemple 26. Sigui la funcié exponencial f(x)=(1'5)X. Per calcular la
seva inversa posem y=(1'5)X i, si aillem la x, tindrem x=Lj's5{y).
Permutant les variables, y=Lj'5(x) i posant f-1(x) en comptes de y.
tindrem f-1{x)=Lj'5(x).

Per dibuixar la funcié logaritmica y=Lj'5(x), calcularem primer la
funcié exponencial, aillant la x=(1'5)Y, donarem valors a la y, i
obtindrem valors de la x. Aixi ,si y=2, és x=1'52=2'25. Donem valors:

x| 03 o4 o6 1 15 22 33 50
vyl 38 2 -1 0o 1 2 3 4
Dibuixem ara aproximadament les dues funcions:

Veiem que ambdues sén creixents i simétriques respecte a la
bisectriu y=x del primer i tercer quadrant.

Aplicant la definici6é, es poden demostrar facilment les segiients
propietats dels logaritmes, que escrivim emprant logaritmes
decimals:

OPERACIONS AMB LOGARITMES
[Log(x.y):Log(x)+Log(y)] El logaritme d'un producte és igual a la
suma dels logaritmes.
[Log(x/y)=Log(§)—Log(y)| El logaritme d'un quocient és igual a la
resta dels logaritmes.
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[Log(xn)=n.Log(x)] El logaritme d'una poténcia és igual a
I'exponent pel logaritme de la base.

n
Log(Vx)=[Log(x)]/n| El logaritme d'una arrel és igual al
logaritme del radicand, dividit tot per l'index de l'arrel.

LOGARITMES DE VALORS PARTICULARS

El logaritme de zero és menys infinit.

El logaritme de la unitat és zero.

El logaritme d'infinit és infinit.

El logaritme de la base és igual a la unitat. També es
verifica i en general .

Analogament a les equacions exponencials també hi han les
equacions logaritmiques, on ara la indeterminada estara continguda
en un logaritme.

Exemple 27. L'equaci6 Log(2.x+1)+Log(2.x-1)=Log(35).Log(10) és una
equaci6 logaritmica. Per resoldre-la aplicarem les propietats,
Logl(2.x+1).(2.x-1)]=Log(35).1 , Log(4.x2-1)=Log(35) ,
Com que la funcié logaritme és una aplicacié injectiva,
4x2-1=35 , 4x2=36 , x2=9 , x=3
la solucié x=-3 no és valida perqué si la substituim en l'equacié

original, ens queda el logaritme d'un numero negatiu, que no
existeix.

2.3 FUNCIONS TRIGONOMETRIQUES

2.3.1 TRIGONOMETRIA CIRCULAR. Repassem breument tots els
conceptes trigonométrics que ens podran ser 1utils en Il'estudi
posterior de les funcions.
Partim d'una circumferéncia de radi r v
i centrada en l'origen de coordenades,
C(0, 0), que té per equaci6é x2+y2=r2, P(x.y)
En ella suposem un punt P(x, y), on

I'abscissa x=0Q, l'ordenada y=QP i el L v \L-
radi r=OP determinen un triangle X
rectangle, OQP. Oof x g M

L'angle o el mesurem a partir de l'eix
X i en sentit positiu (el contrari de les
agulles del rellotge), fins a arribar al radi
r=OP. Sabem que hi ha diferents
maneres de mesurar l'angle. Les comentarem tot seguit.
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MESURES ANGULARS. Les més comunes sén els angles sexagesimals i
s'originen subdividint la circumferéncia en 360 graus (1C=360°),
cada grau en 60 minuts (1°=60) i cada minut en 60 segons (1'=60").

Més precisido ens donen els angles centesimals, on ara una
circumferencia es divideix en 400 graus (1C=400g), un grau en 100
minuts (1g=100m) i un minut en 100 segons (Im=100s).

Cientificament sén més practics els radians. El nombre de radians
que té un angle d'una circumferéncia es defineix com el quocient
entre el seu arc corresponent i el radi, arad=L/r. D'aquesta manera,
un radia és la mesura de l'angle determinat per una longitud d'arc
igual al radi. També, com que la longitud d'una circumferéncia €s
L=2.n.r, el nombre de radians que tindra tota una circumferéncia és
1C=2.x rad.

Deduim ara les relacions entre les unitats sexagesimals i els
radians. Comparant la relaci61C=360° amb 1C=2.rn rad, observem que

2.x rad=360° i, simplificant, |t rad=180°|.

RAONS TRIGONOMETRIQUES. Fixem-nos en el triangle rectangle OQP i
en l'angle o« de la figura anterior. De l'abscissa x en diem catet contigu
(o bé catet adjacent) perqué esta tocant l'angle; de l'ordenada y, en
diem catet oposat, ja que esta davant mateix de l'angle, i del radi r,
en diem, 16gicament, hipotenusa.

A partir d'aqui definim els sis quocients o raons trigonomeétriques
seglients. Les tres principals son:

cos(a)=x/r| El cosinus d'un angle és el quocient entre el catet
contigu i la hipotenusa.

sin{a)=y/r| El sinus d'un angle és el quocient entre el catet
oposat i la hipotenusa.

tan(o)=y/x| La tangent d'un angle és el quocient entre el catet
oposat i el catet contigu.

Les altres tres es defineixen de manera similar.

sec(a)=r/x| La secant d'un angle és el quocient entre la
hipotenusa i el catet contigu.

cosec(a)=r/y| La cosecant d'un angle és el quocient entre la
hipotenusa i el catet oposat.

cotan(o)=x/y| La cotangent d'un angle és el quocient entre el
catet contigu i el catet oposat.

SIGNES EN ELS DIFERENTS QUADRANTS. Com que el radi sempre és
positiu, el signe positiu o negatiu d'una raé trigonométrica vindra
donat pels signes de la x (positiva en el 1r i 4t quadrants i negativa
en el 2n i 3r) i de la y (positiva en el 1r i 2n i negativa en el 3r i 4t
quadrants. Consulta I'apartat de formulacié matematica.
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PROPIETATS DE LES RAONS TRIGONOMETRIQUES. Es dedueixen facilment
de les seves definicions. Entre elles destaquem

cos2(a)+sin2(o)=1 i tan(o)=sin(a)/cos(a)

La primera d'elles es coneix com a propietat fonamental de la
trigonometria, i la segona es pot emprar per trobar la tangent.

Exemple 28. Una altra propietat és l+tan2(o)=sec2(o). Si la volem
demostrar, només caldra substituir per la definici6 i fer operacions:

1+tan2(0)=1+{y/x)2=1+(y2 /x2)=(x2+y2) /x2=r2 /x2=(r/ x)2=sec2(a).

RELACIONS ENTRE ANGLES DE DIFERENTS QUADRANTS. Anomenem angles
complementaris dos angles que, sumats, ens donen un angle recte
(90°). Per procediments geométrics podem demostrar que per a dos
angles complementaris es verifica

sin(90°-a)=cos(a) i cos(90°-a)=sin()

D'altra banda, direm angles suplementaris dos angles que, sumats,
ens donen un angle pla (180°). Per a dos angles suplementaris es
verifica

sin(180°-a)=sin(e) 1  cos(180°-a)=-cos(a)

Finalment, anomenem angles oposats dos angles que, sumats, ens
donen l'angle nul (0°). Per a dos angles oposats es verifica

sin(-o)=-sin(a) i cos(-a)=cos(o)

TAULES TRIGONOMETRIQUES. Es interessant saber les tres raons
trigonomeétriques principals dels angles de 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, etc.
No hi insistirem, ja que normalment calcularem les raons
trigonomeétriques emprant una calculadora.

ALTRES FORMULES. En l'apartat de formulacié matematica hi hem
afegit les formules de la suma i diferéncia d'angles, les de l'angle
doble i les de suma i diferéncia de sinus i cosinus.

2.3.2 FUNCIONS CIRCULARS. S6n aquelles funcions on en el segon
membre intervé una ra6 trigonométrica, i provenen de variar el punt
P sobre la circumferéncia unitat.

Les tres funcions circulars més
importants sé6n la funcié sinus,
f(x)=sin(x), la funcié cosinus, f(x)=cos(x)
ila funcié tangent, f(x)=tan(x). En la
pagina segiient tenim aquestes tres
funcions dibuixades emprant un
programa d'ordinador.

Altres funcions circulars sén la funcié
secant, f(x)=sec(x), la funcié cosecant,
f(x)=cosec(x) i la funci6 cotangent,
fx)=cotan(x), que soén les reciproques
de les anteriors.
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Grafica de les funcions trigonométriques principals:
F. sinus F. tangent
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PERIODE. Observant les grafiques anteriors ens adonem que es van
repetint a trossos periodicament. La longitud en l'eix X de l'interval
meés petit T d'un d'aquests trossos repetits s'anomena periode de la
funci6é. Matematicament s'ha de verificar que f(x+T)=fx).

Els periodes de les funcions sinus i cosinus sén ambdos T=2.x o bé
360°, en canvi el periode de la funcié tangent és de T=rn, o 180°.

Exemple 29. Per a les funcions sinus 1 tangent es verificara per
exemple que:
sin(390°)=sin(30°+360°)=sin(30°)=0'6

tan(225°%=tan(45°+180°)=tan(45°)=1.

FUNCIONS PARELLES I IMPARELLES. Direm que y=f(x) és una funcio
parella si verifica que f(-x)=f(x) per a qualsevol x. Graficament es
tractara d'una corba simétrica respecte a l'eix Y.

Anomenarem funcié imparella una funcié que verifica f(-x)=-f(x).
Graficament, la corba és simétrica respecte al centre, és a dir,
respecte a l'origen de coordenades.

Exemple 30. La funcié f(x)=cos(x) és parella perqué es compleix que
cos(-x)=cos(x). Les funcions sinus i tangent, perd, sén imparelles, ja
que f(-x)=sin(-x)=-sin(x)=-f(x) i també tan(-x)=-tan(x).

FUNCIONS CIRCULARS INVERSES. Donada la funcié sinus, y=sin{x), si
volem aillar la x, escriurem x=arc sin(y), que es llegeix «x és l'arc (o
angle) el sinus del qual val y». D'agquesta manera la funcié inversa del
sinus és la funcié arc sinus que simbolitzem per f(x)=arc sin(x).

De la mateixa manera, les funcions inverses del cosinus i de la
tangent sén, respectivament, la funcié arc cosinus, f(x)=arc cos(x), i
la funcié arc tangent, f(x)=arc tan(x).

Com sabem, les grafiques d'aquestes funcions trigonomeétriques
inverses son simeétriques a les de les funcions originals, respecte a la
bisectriu del primer i tercer quadrant. Fent-ne les grafiques ens
adonarem de seguida que es tracta de funcions multiformes.
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Exemple 31. La funcié y=arc sin(x) és una funci6é multiforme ja que,
per exemple, si volem calcular la imatge de x=1/2, veurem que té
infinites solucions: y=30°, y=150°, y=390°, etc. Només cal comprovar
que sin(30°)=1/2, sin(150°=1/2, sin(390°)=1/2, etc.

El mateix podem dir de les altres dues funcions trigonométriques
inverses, y=arc cos(x) i y=arc tan(x).

FORMULES D'EULER. Més endavant, quan estudiem el desenvolupament
de funcions en séries de poténcies, comprovarem la segiient férmula

d'Euler, on i=V-1 és la unitat imaginaria:
el-X=cos(x)+i.sin(x)
Canviant la x per -x, i com que el cosinus és funci6é parella i el
sinus, imparella, obtindrem
elX=cos(x)-i.sin(x)
Si sumem i restem les dues férmules, deduim les expressions del
cosinus i del sinus en funcié de les exponencials imaginaries,
COS(X)= el.x 4 e-l.x i sin(x): elx 'e-l.x
2 21
Com a curiositat, partint de la primera férmula d'Euler,
el-X=cos(x)+i.sin(x), es pot provar que il, la unitat imaginaria elevada a
la unitat imaginaria, cosa que sembla el sitmmum de la imaginaci6, és
un nombre real! El mateix podem dir de l'arrel i-ésima. Obtindrem
il=e-n/2 1 Yi=zen/2
També és curiosa i sorprenent la famosa igualtat el-"=-1, que es
dedueix de la mateixa formula.

Exemple 32. Comprovem que il és un nombre real. Particularitzem
per x=n/2 (x=90°) en la primera férmula d'Euler:
el-®/2=cos(n/2)+i.sin(r/2)=0+i.1=1.
En conseqiiéncia, i=el-®/2. Si elevem cada membre a la i-ésima
poténcia, il=(el®/2)i=el-1.7/2-¢-7/2 (007879,

EQUACIONS TRIGONOMETRIQUES. S6n equacions en qué intervé alguna
funcié trigonométrica: sin(x), cos{x), tan(x), etc. Per resoldre-la
podrem emprar les propietats anteriors i ens podrem ajudar de la
circumferéncia unitat.

Exemple 33. Considerem l'equacié [sin(x)+1].[sin(x)-1]=v1-cos2(x).
Aplicant la férmula de la suma per la diferéncia i la propietat
fonamental de la trigonometria, deduim sin2(x)-1=sin(x).

Per tant, sin2(x)-sin(x)-1=0, i fent el canvi y=sin(x) ,ens queda
'equacio de segon grau y2-y-1=0., que té per solucions y=1iy=-1/2.

1 Per a y=1, i si ens limitem sols a l'interval [0°,

360°], tindrem sin(x)=1, que té per solucié x=90°,

A Per a y=-1/2 tenim sin(x)=-1/2. Dibuixem la

30 circumferéncia unitat i el punt y=-1/2 sobre l'eix Y.

-1 1 En el dibuix adjunt observem que s'obtenen dues

solucions: x=180°+30°=210 i l'altra x=360°-30°=330°.
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2.3.3 FUNCIONS HIPERBOLIQUES. De manera analoga a les funcions
circulars, que es dedueixen a partir de la circumferéncia unitat
x2+y2=1, si la corba en estudi és ara la hipérbola equilatera, que té
per equacié6 x2-y2=1, les funcions que es dedueixen sén les
anomenades funcions hiperbdliques.
Y Si P(x, y) és un punt de la hipérbola
P equilatera unitat i formem el triangle

rectangle OQP, de catets x i y, anomenarem
argument 'angle a=POQ.

Les raons hiperboliques les definim de
manera similar a les circulars en la
circumferéncia unitat:

El cosinus hiperbdlic és igual a l'abscissa,
Ch(a)=x, el sinus hiperbdlic és igual a
l'ordenada, Sh(a)=y, i la tangent hiperbdlica és igual al quocient de
l'ordenada per l'abscissa, Th(o)=y/x.

PROPIETATS. Entre les propietats de les raons hiperbdliques, apuntem
les més importants:

1) Ch2(a)-Sh2(a)=1 2) Ch(o)=VSh2(o)+1
3) Sh(a)=V Ch2(o)-1 4) Th(a)=Sh{(a)/Ch(a)

FUNCIONS HIPERBOLIQUES. Si el punt P I'anem movent per 'hipérbola
equilatera, l'argument « canviara. Observem que tant la seva abscissa
(x=Ch(a)) com la seva ordenada (y=Sh(a)) i, naturalment, el seu
quocient (y/x=Th(«)) també seran variables.
Si ara l'argument el simbolitzem per x, obtindrem les funcions

hiperboliques, que soén les segilients:

Funci6 cosinus hiperbolic, f(x)=Ch(x).

Funci6é sinus hiperbolic, f(x)=Sh(x).

Funcié tangent hiperbolica, f(x)=Th(x)

RELACIONS HIPERBOLIQUES. Tenint en compte que la funcié cosinus és
parella, cos(-x)=cos(x), i les funcions sinus i tangent imparelles, sin(-
x)=-sin(x) i tan(-x)=-tan(x), s'utilitzen també a partir d'aquesta
similitud les funcions circulars d'argument complex, donades a partir
de les tres relacions circular-hiperbodliques segtients:

cos(i.x)=Ch(x) sin(i.x)=i.Sh(x) tan(i.x)=i.Th(x)

Si substituim en les formules d'Euler, el-X=cos(x)+i.sin(x) i també
e-lX=cos(x)-i.sin(x), la x per i.x, i apliquem les definicions anteriors,
obtindrem

eX=Ch{x)-Sh(x) i eX=Ch(x)+Sh(x)

Sumant, restant i dividint, ens quedaran les seglients relacions

hiperbolico-exponencials:

- eXteX —eX-eX - eX-eX
Ch(x)= 5 . Shx) 5 1 Thi®= gex

Les relacions anteriors sén molt importants i ens podien haver
servit per a definir les funcions hiperbéliques.
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GRAFICA DE LES FUNCIONS HIPERBOLIQUES. Construint en primer lloc les
funcions exponencials f)(x)=ex i fa(x)=e-x, i tenint en compte les
relacions anteriors, podem deduir facilment les grafiques de les tres
funcions hiperbéliques

Y Y
L X
X . . O
F. cosinus hiperbolic
1Y
X
F. tengent
F. sinus hiperbdlic hiperbolica

-1

FUNCIONS HIPERBOLIQUES INVERSES. Per acabar l'estudi de les funcions
elementals, comentem breument les funcions hiperboliques inverses.
Aquestes son la funcié argument sinus hiperbolic, f(x)=Arg Sh(x), la
funcié argument cosinus hiperbolic, f(x)=Arg Ch(x) i la funcio
argument tangent hiperbdlica, f(x)=Arg Th(x).

A partir de les relacions hiperboélico-exponencials podem deduir
les segilients relacions hiperbolico-logaritmiques, que ens poden
facilitar els calculs amb les funcions hiperbéliques inverses:

Arg Sh(x)= Ln(x+Vx%+1) Arg Ch(x)= Ln(dexz-l)

Arg Th(x)= an/ﬁ—fx—

Exemple 34 Provem la primera de les relacions anteriors. Sigui la
funcié y=Arg Sh(x). Per tant, x=Sh(y).

Si posem el sinus hiperbolic en funcié de les exponencials,
x=(e¥-eY)/2 , 2.x=¢¥ - (1/&)) , 2.xV=(e))2-1 , ()2-2x.&Y-1=0

Fent el canvi de variable eY=t, ens quedara l'equacié de segon grau

t2-2.x.t-1=0. Calculem les seves arrels:
Vix2+4
t= Lﬁ% = x+¥x2+1

Hem escollit el signe positiu de l'arrel, perqué, com que t=eY,

sempre és positiu. Per tant, e¥=x+Vx2+1.

Aillant la y, y=Ln(x+Vx2+1 ), i com que y=Arg Sh(x]) , obtenim
finalment Arg Sh(x)=Ln(x+Vx2+1).
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Funcions polinomiques

F. polinomica: flx)=ap+a;.x+a2.X%+...+an.x* , aeR (i=0,1,...,n)

Casos particulars:
1) F. constant: f(x)=a

2) F. rectilinia: f{x)=a.x+b
Pendent: a Ordenada en l'origen: b
Eq. implicita: A.x+B.y+C=0

CXX YV
Eq. dos punts: X0 X1 = Vo-yi

Eq. paramétriques: x=(1-1).x1+\.Xa

Y Y
a=0
a>0
X X

F. constant | F. rectilinia | F. rectilinia
creixent decreixent

, y=(1-A).y1+L.y2

3) F. quadratica: f{x)=a.x2+b.x+c (az0)
Discriminant: D=b2-4.a.c
Zeros: x1=(-b+{D)/2a , x2=(-b-D)/2a (D=0)
Vertex: V(zy, yv) , on xy=-b/2a A yy=-D/4a

Y Vv
X Y
D=0
c<0 c>0 ND<0
X a<0 \4 X

v F. quadratiques (paraboles) a>0

4) F. cubica: f{x)=a.x3+b.x2+c.x+d (a=0)
Extrems (max. o min.): dos o cap
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Funcions polinomiques (cont.)

5) F. quartica: f(x)=a.x4+b.x3+c.x2+d.x+e (az0)
Extrems (max. o min.): tres o un

Y Y Y Y

a>0 a<0 a>0
a<0

X X . X X

I " \ . I

F. cabiques F. quartiques

Funcions racionals

Polinomis: Numerador: Pyx(x) Denominador: @Qm(x)
Funci6 racional: f{x)=Pn(x)/Qm(xX) (n,m=graus polinomi)

Casos particulars:

1) Hipérbola equilatera: f{x)=Po(x)/Pi1(x), flx)=k/x

2) F. homografica: f(z)=P1(x)/Q1(x) = f(x)=(a.x+b)/(c.x+d)
)
= p 2
Xy ) X

N

flx)=k/x f(x)=(ax+b)/(cx+d) fx)=k/(ax2+bx+c)

Funcions potencials

Funci6 potencial: f{x)=xn , on ne @
Casos particulars: f(x)=x1/2, f(x)=x1/3, f(x)=x2/3, f(x)=x-1/2, etc.

= =

y=x1/2 y=x1/3 =X2/3
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Funcions potencials (cont.)

' Y
v Y
X
X
3/2 y=x 1/2 y;x_z /3
Propietats de les poténcies:
xM _xN=xm+n xm/xn=xm-n (xm)n=xm.n
n n

x-m=]1/xm xm/n= +/xm xm/n=1/+/xm
xl=1 x0=1 x1/2=x
xto=too (Si x<-1) xt~=0 (Si-l<x<l) X*t*=oc0 (Six>1)

Notacid cientifica dels nombres decimals:
Numeros més grans que 1:

[a1][a2][--[an] = [a1]az|[..][an].100-1

Numeros més petits que 1:

0] 0u)[0a][ 0w afaa][-] =[] e[ Lot

Funcions exponencials

Funci6 exponencial: f(x)=aX (a>0)

Casos particulars:
Exponencial creixent: a>1 Exp. decreixent: O<a<1
Exp. euleriana: a=e (e=2'7182..)

1y
a>l |
]
_'_'_/ X
F. exponencisl creixent F. exponencial decreixent

Equacions exponencials: F(aX)=0 = x=?
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Funcions logaritmiques

Logaritme d'un nimero: La(x)=y < ay=x

Funci6 logaritmica: f(x)=La(x) Base: a>0
1y ly
a<l
1 1 1 L L ] 1 Xj 1 1 1 1 1 1 IX
11
a>1
F. logaritmica creixent F. logaritmica decreixent

Casos particulars:
F. logaritme decimal: f(x)=Log(x) (f(x)=L;o(x))
F. logaritme neperia: f{x)=Ln(x) (fx)=Lex))
Propietats dels logaritmes:
Log(x.y)=Log(z)+Log(y) Log(x/y)=Log(x)-Log(y)

Log(xn)=n.Log(x) Log(g/}]= E’?
Log(0)=- Log(1)=0 Log(+00)=+00
Log(10)=1 Ln(e)=1 La(a)=1

Equacions logaritmiques: F(Log(x))=0 = x=?

Trigonometria circular

Y A) Mesures angulars:

P(x.y) 1) Angles sexagesimals:
1C=360° 1°=60" 1'=60"

r
(04 y L X

Oof x g M 2) Angles centesimals:

1C=400g 1g=100m 1m=100s

3) Radians:
Circumferéncia: x2+y? =2 O raq=L/T T rad=180°
B) Raons trigonomeétriques: Triangle rectangle: OQP

Catet contigu: x Catet oposat: y Hipotenusa: r
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Trigonometria circular (cont.)

Definicions de les raons trigonomeétriques:

Cosinus: Sccant:
Sinus: Cosecant: |cosec(o)=r/y|
Tangent: Cotangent: [cotan(o)=x/y|

C) Signes en els diferents quadrants:

cos@) [ = |+ sin() [+ | ¥ tan(o) ‘h
sec(®) \ « |& cosec(d)\ - | = cotan(®) q,

D) Propietats:

1) cos2(a)+sin2(o)=1 2) cos(oc):x] 1-sin2(o)

3) sin(oc)=\] 1-cos2(0) 4) tan(o)=sin(o)/cos(c)
5) cotan(a)=cos(a)/sin(o)  6) sec(o)=1/cos(c)

7) cosec(o)=1/sin(c) 8) cotan(x)=1/tan(o)

9) 1+tan2(o)=sec2(o) 10) 1+cotan2(u)=cosec2(c)

E) Relacions entre angles de diferents quadrants:

1) Angles complementaris: sin(90°- o)=cos(a)
cos(90°- o)=sin(c) tan(90°- a)=cotan(a)

2) Angles suplementaris: sin(180°- o)=sin(o)
cos(180°- a)=-cos(c) tan(180°- o)=-tan(o)

3) Angles oposats: sin(- o)=-sin(x)
cos(- o)=cos(o) tan(- o)=-tan(o)

F) Taules trigonométriques:

el % 10° | 30°|45° | 60°| 90°|180°|270°360°
sin( o) o |1/72 |y2/21Y3/2] 1 0 -1 0

cos(o) 1 |1372|Y2/2| /2] o | -1 0 1

tan{fo) | 0 [¥3/3] 1 |¥3 | 2= | O | % | ©
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Trigonometria circular (cont.)

G) Formules de la suma i diferéncia d'angles:
Sinus: sin(o+f) = sin(a).cos(f) + cos(o).sin(f)
sin(a-P) = sin(a).cos(f) - cos(o).sin(B)
Cosinus:  cos(a+p) = cos(a).cos(f) - sin(a).sin(p)
cos(a-B) = cos(0).cos(B) + sin(c).sin(B)

Tangent:
tan(04) = Tantan() 22 = T itante) ton()
H) Formules de I'angle doble:
sin(20) = 2.sin(0).cos(o) cos(20) = cos2(a)-sin2(o)
tan(2q) = -12-.tta—a:112(?(~>)6
I) Suma i diferéncia de sinus i cosinus:
Sinus: sin(o) + sin(p) = 2.sin(oc—;E).cos(%—B)

sin(0) - sin(p) = 2.cos2P).sin(%P)
. o+ (l'ﬁ
Cosinus:  cos(a) + cos(f) = 2.cos(T).cos > )

cos(c) - cos(B) = -2.sin2P).sin%P)

Funcions circulars

A) Funcions circulars directes:
F. sinus: f(x)=sin(x) F. cosinus: f(x)=cos(x)
F. tangent: f(x)=tan(x)

B) Periode: Min(T) , TeR / f(x+T)=f(x)
Sinus: T=2x Cosinus: T=2xn Tangent: T=r
C) Funcions parelles i imparelles:
F. parella: f(-x)=f(x) F. imparella: f{-x)=-f(x)

D) Funcions circulars inverses: (F. multiformes)
F. arc sinus: f(x)=arc sin(x) F. arc cosinus: f{x)=arc cos(x)
F. arc tangent: f(x)=arc tan(x)
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Funcions circulars (cont.)

Grafiques de les funcions circulars:
F. sinus F. tangent

NANT

DAY,

E) Formules d'Euler: (i=Y-1 unitat imaginaria)

eix=cos(x)+i.sin(x) e-ix=cos(x)-i.sin(x)
Formules del sinus i cosinus:
eixse-ix . eix-g-ix
cos(x)= 2 sin(x)= 51

Propietat de la unitat imaginaria: il=e®/2 , Ni=en/2

F) Equacions trigonométriques: F(sin(z),cos(x))=0 = x=?

Funcions hiperboliques

Y A) Raons hiperbdliques:
P
v Argument: a«
3 & lx 5 X Cosinus hiperbadlic: Ch(ex)=x

Sinus hiperbolic: Sh(e«)=y
Tangent hiperbdlica: Th(a)=y/x
Hipérbola: x2y2=1
B) Propietats:

1) Ch2(0)-Sh2(o)=1 2) Ch(a)=VSh2(0)+1
3) Sh(o)=\ Ch2(c)-1 4) Th(c)=Sh()/Ch(c)
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Funcions hiperbéliques (cont.)

C) Funcions hiperboliques:
F. cosinus hip.: f{(x)=Ch(x) F. sinus hip.: f{x)=Sh(z)
F. tangent hip.: f{x)=Th(x)

D) Relacions circular-hiperboliques:
cos(i.x)=Ch(x) sin(i.x)=1.Sh(x) tan(i.x)=i.Th(x)

E) Relacions hiperbolico-exponencials:
eX=Ch(x)+Sh(x) eX=Ch(x)-Sh(x)

Ch(x)=€+€e* Sh(x)=€&-€* Th(x)= _&-_e‘__x
2 2 ex +eX

F) Grafica de les funcions hiperboliques:

Y Y
! X
X .
F. cosinus hiperbdlic
1Y
X
F. tengent
F. sinus hiperbolic 11 hiperbdlica

G) Funcions hiperboliques inverses:
Argument sinus hiperbolic: f(x)= Arg Sh(x)
Argument cosinus hiperbolic: f(x)= Arg Ch(xz)
Argument tangent hiperbolica: f(x)= Arg Th(x)

H) Relacions hiperbolico-logaritmiques:

Arg Sh(x)= Ln(x+Vx2+1) Arg Ch(x)= Ln(x+\x2-1)
Arg Th(x)= Ln llﬂ
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e) PROBLEMES RESOLTS
2.1 FUNCIONS POLINOMIQUES I RACIONALS
Funcions polindmiques

41. Estudia el tipus de parabola i troba els zeros de la funcié
quadratica f(x)=x.(2-x)+8 i també el seu veértex. Fes-ne la grafica.
Calcula després l'equacié d'una nova parabola que tingui els mateixos
zeros i que el nou vértex sigui simétric al vell respecte a l'eix X.
Quins sén els dos recorreguts? ‘

Solucié. Multiplicant, f(x)=2.x-x2+8=-x2+2.x+8, observem que
aquesta funcié quadratica té per coeficients a=-1, b=2 i ¢=8, per la
qual cosa, com que a<0, és una parabola invertida.

Els zeros de la funcid, que sén els punts en qué la corba talla
l'eix X, els trobem fent f(x)=0, i ens resulta I'equacié de segon grau
x2+2.x+8=0 , x2-2.x-8=0, que té per arrels x1=-2 i xp=4.

Sabem que l'abscissa del vértex estara ben bé al mig d'aquests
dos punts i, per tant, xy=(x1+x2)/2=(-2+4)/2=1. La seva ordenada
és: yv=f(xv)=1.(2-1)+8=9. Aixi el vértex és V(1, 9).

Amb els zeros, el vértex i algun altre valor, com per exemple

f(0)=8, ja podem dibuixar aproximadament la funci6 donada, que
és la de trag¢ gruixut.

£(x), g(x)

La nova parabola ha de tenir els mateixos zeros, x1=-2 i x9=4,
perd com que el vértex ha de ser simétric respecte a l'eix X, en
lloc del V(1, 9) haura de ser el V'(1, -9).

Evidentment, sense fer cap tipus de calcul, veiem que la funcié
demanada és l'oposada de l'anterior g(x)=-f(x)=x2-2.x-8, que és la
parabola dibuixada amb trag fi.

Quant als recorreguts, o conjunts imatges, podem veure, a partir
dels dos vértexs i de la grafica anterior, que sén R(f)=(-e, 9] i
R(g)=[-9, +).
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42. Determina l'equacié d'una funcié quadratica sabent que passa
pels punts P;(-1,-2), P2(3,-6) i P3(4,3). Quina és la imatge de x=-2? 1
les antiimatges de y=16?

Solucié. Una funcié quadratica té la forma f(x)=a.x2+b.x+c. Per a
determinar-la necessitarem saber els tres coeficients a, b i ¢, i aixd
ho farem a partir d'un sistema de tres equacions, imposades per
les condicions que la funcié passi pels tres punts donats.

Com que la corba passa per Pi(-1, -2) és f(-1)=-2 i, per tant,
f(-1)=a.(-1)2+b.(-1)+c=-2 , és a dir, a-b+c=-2
De la mateixa manera, per passar per P3(3, -6) i P3(4, 3),
f(3)=a.32+b.3+c=-6 , 9.a+3.b+c=-6
f(4)=a.42+b.4+c=3 , 16.a+4.b+c=3
Tenim, doncs, el sistema d'equacions lineals
a -b+c=-2
9.a+3.b+c=-6
16.a+4.b+c= 3
Restant (2a)-(1a), 8.a+4.b=-4 i simplificant, 2.a+b=-1.
Restant (3a)-(2a), 7.a+b=9.
Restant les dues equacions obtingudes, 5.a=10, d'on a=2.
Substituint, b=-1-2.a=-1-2.2=-5 , c¢=-2-a+b=-2-2-5=-9
Per tant, la funcié6 demanada és |[f(x)=2.x2-5.x-9]. Amb els punts

donats, i algun altre que pugui fer falta, dibuixem la funcié:
f(x), vy

= /

15

10

5

X
-2 2 4
-5

-10

La imatge de x=-2 és f(-2)=2.(-2)2-5.(-2)-9=8+10-9=9. En canvi,
les antiimatges de y=16 les trobarem igualant f(x)=16, és a dir,
2.x2-5.x-9=16 , 2.x2-5.x-25=0. Si resolem aquesta equacié de segon
grau obtenim

<= “05)V(-5)%-4.2.(-25) _ 5+Y25+200 _ 5+15
2.2 4 4

Obtenim dues solucions, x1=(5+15)/4=5 i x9=(5-15)/4=-5/2. De
la grafica anterior, veiem que els punts P1(5, 16) i Po(-2'5, 16) sén
els de tall de la funcié amb la recta horitzontal y=16.
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43. El cost de fabricacié d'un producte és de 250 PTA i sabem que,
si es ven a x PTA/unitat, els consumidors compraran 750-x unitats a
la setmana. Expressa el benefici setmanal del fabricant en funci6 del
preu x, dibuixa la funcié i estima el preu 6ptim xy de venda. Quin és
el benefici setmanal obtingut?

Solucié. El beheﬁci d'un sol producte és igual a la diferéncia
entre el preu de venda i el cost de fabricaci6, x-250. Per tant, si es
venen 750-x unitats, voldra dir que el benefici és (x-250).(750-x).

Segons l'enunciat, la funcié f(x)=(x-250).(750-x) representara el
benefici setmanal segons el preu x. Multiplicant, ens adonarem que
és una funcié quadratica,

f(x)=750.x-x2-187500+250.x= -x2+1000.x-187500

Fem una taula de valors per a la funcié f(x)=(x-250).(750-x) en
Iinterval [250, 750], que conté els valors que donen un benefici
positiu, i prenent els valors de la f(x) en milers de pessetes,
tindrem:

x [250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750
f(x)] 022'5 40 52'5 60 62'5 60 52'5 4022'5 0

Fem la graff‘xf:a), traslladant l'eix Y a x=250:
X

60000

50000

40000

30000

20000

10000

300 200 500 600 700

Veiem que el preu optim de venda és xM=500 PTA/unitat, i que
per aquest valor s'obté un benefici de 62.500 PTA setmanals.

44. El cost total de fabricacié de x unitats d'un producte ens ve
donat per C(x)=x2-50x+900. Sabent que el cost mitja M(x) és igual al
cost total dividit pel nombre d'unitats produides, dibuixa les
grafiques de C(x) i M(x), i assenyala també els seus punts minims
respectius. Es M(x) una funcié polindmica?

Solucié. Veiem de seguida que la funcié de cost total, C(x), té
per grafica una parabola, ja que és una funcié quadratica. Quant a la
funcié de cost mitja, M(x)=C(x)/x=(x2-50+900)/x, si la volem
dibuixar, haurem de construir una taula de valors.
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Fem, doncs, una taula de valors conjunta de les dues funcions:

x| 0o 5 10 15 20 25 30 35 40
C(x) |900 675 500 375 300 275 300 375 500
M(x) ~ 135 50 25 15 11 10 10'7 12'5

Dibuixem a continuaci6 les dues corbes,
C(x), M(x)

800

600

400

200

10 20 30 40 *

De la grafica anterior, i més precisament de la taula de valors,
veiem que la funcié de costos total, C(x), té un minim en el punt
P(25, 275) i que la funci6 de costos mitja, M(x), té també un
minim en el nou punt Q(30, 10).

Diem, finalment, que M(x) no és una funcié polinémica, ja que
M(x)=x-50+(900/x) no és cap polinomi, siné una funcié racional.

45. Donada la funcié quartica flx)=(x%4-4x3-2x2+12x+1)/2, fes-ne la
grafica en l'interval [-2,4]. Indica els intervals de creixement,
decreixement, el maxim i els minims. Quin és el recorregut?

Solucié. Fem en primer lloc la grafica en l'interval donat, per
mitja de la taula de valors segiient:
x| 2 -1 0o 1 2
fx)[85 -4 05 4 05 -4 85

£ (x)

8t

6.
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De la grafica de la plana anterior veiem que la corba té un
maxim en el punt P(1, 4) i dos minims en Qi(-1, -4) i Q2(3, -4).
Aquests punts separen els intervals de monotonia, que sén

Creix.: Ic=(-1, 1)U(3, +%) Decreix.: Ip=(-e, -1)U(1, 3)

Quant al recorregut, que s'ha de mirar en l'eix Y, partira del
punt minim i sera R(f)=[-4, +).

Funcions racionals

46. Donant valors en l'interval [-4, 6] fes la grafica de la funcié
f(x)=21.(x-1)/(x2-2x-3). Apunta els zeros de la funci6, els valors«de x
en qué la funcié es fa infinita i els intervals de creixement i de
decreixement.

Solucié. Fem la taula de valors en l'interval donat
x|-4 3 2-1 0 1 2 3 4 5 6
fx)|-5 -7 -126 « 7 0 -7 o~ 126 7 5
Amb aquests punts trobats ja podem dibuixar la grafica,
£(x)

40}

-20F

g0t

Veiem que l'anic zero de la funcié és x=1, i que hi han dos valors
de x, x1=-1 i x9=3, on la funcié es fa infinita.

Aquestes abscisses també es podien haver trobat analiticament.
En efecte, donada la funcié f(x)=21.(x-1)/(x2-2.x-3), els zeros sén
els valors de x que anul-len el polinomi numerador, P(x)=21.(x-1),
d'on resulta x=1. Les asimptotes les trobarem anul-lant el polinomi
denominador i comprovant que la funcié es fa infinita. Aixi, resulta
Qx)=x2-2.x-3=0, que té per arrels xj=-1 i x9=3.

Observem que la funcié6 donada és sempre decreixent, és a dir,
Ic=@ i Ip=(-e, -1)U(-1, 3JU(3, +)

També podiem haver posat Ip=R-{-1, 3}, ja que linterval de
decreixement coincideix en aquest cas amb el domini de la funcié.
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47. Siguin les funcions f(x)=x2-8.x+12 i g(x)=9.x/(x-5). Troba la
funci6 composta gef i estudia el domini i els zeros. Fes-ne després la
grafica. Quin és el punt maxim? I el recorregut?

Fes ara el mateix estudi per a la funci6 composta feg, pero indicant |
en aquest cas el punt minim.

Soluci6. Calculem en primer lloc la funcié composta gef
9.f(x) _ 9.(x2-8.x+12) _ 9.(x2-8.x+12)
* = f = = =
=gl = o 5 = e-8xr12) 5~ B Bxe?

Els zeros els trobarem anul-lant el numerador, x2-8.x+12=0, que
té per arrels x1=2 i x9=6. El domini i les asimptotes verticals els
determinarem anul-lant el polinomi denominador, x2-8.x+7=0, que
té per arrels x3=1 i x4=7. Per tant, D(gef)=R-{1, 7}.

Fem una taula de valors per a la funcié composta h=gef,

x| 2 -1 0 12 34 5 6 7 8 9 10
hx) |0'6 11'8 154 «~ 0 3'3 4 3'3 0 o 154 11'810'6
Ara podrem dibuixar la grafica

h(x)
40¢

30t
20t

-——%

. P wwm— . Cx
-2 2 4 8 10
-10
_20 L
_30 L
_40 L

El punt maxim és el P(4, 4). Trobem el recorregut determinant
abans l'alcada en qué s'estabilitza la corba. Per exemple, per x=30
tenim h(30)=9'06 i aixi, tant per la dreta com per l'esquerra, la
corba anira baixant i aproximant-se cada vegada més a l'alcada y=9.

En conseqiiéncia, el recorregut és R(h)=(-c2, 4]U(9, +oo).
Calculem ara la nova funci6é composta k=feg

2
(frg) X)=flgx)l= [gx)]?-8.gx)+12= %52‘ 8(2%) +12

Reduint a coma denominador,
2- - _5)2
(fog)x)= 81.x2-72.x.(x 5;+12.(x 57 _ _ 3.(7.x24-80.)2(+100)
(X-5) (X'S)

Trobarem els zeros d'aquesta funcié k=feg anul-lant el polinomi
numerador, 7.x2+80.x+100=0:

%= -80+1802-4.7.100 _ -80+£Y13600 _ -80+60 _ -40+30

2.7 14 T 14 7
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Obtenim els dos zeros x31=(-40+30)/7=-1'4 i x9=-10.

El domini i les asimptotes verticals les determinarem igualant el
polinomi denominador a zero, (x-5)2=0, que ens déna x=5. Es a
dir, per a x=5 la funci6 es fara infinita. Per tant, D(feg)=R-{5}.

Fem una taula de valors per a k(x)=3.(7.x2+80.x+100)/(x-5)2,

x|-12 -10 -8 6-4 -2 0 2 4 6 8 10
k(x) | 1'5 0-16-3'1 -4 -1'9 12 96 1596 2496 396 192
Dibuixem ja la funcié
k(x)
140;

120¢
100¢
80
60
40¢f

20

- /

-10 = 3 10 15 20 25

X

Veiem que un punt minim és el P(-4, -4). D'aquesta manera el
recorregut és R(k)=[-4, +c9).

48. Donada la funcié f(x)=(x3+8)/(x2-4), fes la grafica en [-3, 6].
Estudia el domini i indica els punts maxim i minim. Quin és el
recorregut? Apunta els intervals de creixement i decreixement.

Solucié. Fem en primer lloc una taula de valors
x{ -3 -2 -1 0 1 2 3 4
f(x)]-38 0/0 2'3 -2 -3 o~ 7 6 6
Dibuixem la grafica,
f(x)
20

5 6
3 7

15
10

St

-10

-15¢
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Observem que, per a x=-2, ens ha quedat de la forma f(-2)=0/0,
perqué tant el numerador com el denominador contenen el factor
x+2. D'altra banda, per a x=2 la funci6 es fa infinita.

Aixi, doncs, D()=R-{-2, 2}.
De la taula de valors i la grafica podem determinar els punts
maxim relatiu PMm(0, -2) i minim relatiu P(4, 6).
El recorregut és
R(ﬂ=(-°°v ‘2]U[6- +°°)
També, a partir de la grafica, veiem que els intervals de
creixement i de decreixement son

2.2 F. POTENCIALS, EXPONENCIALS I LOGARITMIQUES

Funcions potencials

49. Estudia el domini i el recorregut de la “parabola semiciibica”
f(x)=x3/2 i de la “parabola de Neil” gx)=x2/3. En quins punts es
tallen? Comprova-ho tot graficament.

2 3
Soluci6. Tenim f(x)=" x3 i gx)=Vx2. Fem una taula de valors per
a aquestes dues funcions:
xlO 1 2 3 4 xIOil +2 3 +4
flx) | 0 *1 #2'8 £5'2 #8 gx){0 1 1'6 20 2'5
Dibuixem les dues funcions, on la f és la de tra¢ gruixut i g la de
tra¢ prim: .

£(x), g(x)

BN W

Observem que els dominis sén D(f)=[0, +) i D(g)=(-e0, +). Els
recorreguts son R{f)=(-es, +oo) i R(g)=[0, +o0).

No és casualitat que el domini d'una sigui el recorregut de
l'altra, ja que les dues funcions sén inverses, f{x)=x3/2 i g(x)=x2/3.
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A més, fixem-nos que les grafiques sén simétriques respecte a la
bisectriu del primer i tercer quadrant, y=x.

Els punts en qué es tallen sén 6bviament P;(0, 0) i P2(1, 1), com
podem veure §raﬁcament També els podiem haver trobat resolent
el sistema y=x3/2 i y=x2/3

gualant x3/2=x2/3, Elevant cada membre a la sisena poténcia,
(x3/2)6=(x2/3)6, Per tant, x9=x4 , x9-x4=0 , x%.(x5-1)=0, d'on ens
resulten dues possibilitats, x4=0, d'on x=0, i x5-1=0, d'on x5=1 i,
per tant, x=1, que originen els punts P3(0, 0) i Po(1, 1).

50. Troba la funcié potencial definida per f(x)=[(P1/6+Q%6)/2]1/2 i
també la imatge de 16, on P i Q vénen donades per:

93 (-1/39 /4
GV (x2Axl/
(2573 (/a4
Calcula després una antiimatge de la unitat.

Solucié6. Simplifiquem en primer lloc la P,

_ (x23.(x1/3° __x6x3 _  x6+(3 _ x8 _ _3(9) _ 412
(Xl /2)-3.(x_3/%5 X‘3/2‘}(—15/2 x( 3/2)+(-15/2) X-g

Simplifiquem ara l'altra expressi6 Q,
_(x2/3x1/63/4  (x2/33/4(x1/63/4  S1/251/8  xlas1)/s
T (x3/4x1/9173 ~ (x8/4173(x1/2)1/3 ~ x1/4x1/6 ~ x(3+2)/12

Per tant, Q=x(5/8)-6/12) = x(15-10)/24 = x5/24,

Substituint en la funcié donada, |[f(x)=[(x2 + x5/4)/2]1/2|.

Per trobar la imatge de x=16, només caldra substituir. Podem
emprar poténcies d'exponents racionals, o bé arrels

_ 4 16%V16F _ [16%({116) _ /256433 - {147 =
f(16)= — s = — 5 = > =Y144 =12

Calculem finalment una antiimatge de la unitat. Haurem de
trobar un valor de x de manera que f{x)=1, és a dir,

[(x2 + x5/4)/2]1/2=1
Elevant al quadrat, (x2 + x5/4)/2=1 , x2+x5/4=2,
2No 5c/zanl fer cap operacié per veure que una soluci6 és x=1, ja que
124 15/4=1
Per trobar altres arrels es podia haver posat x5/4=2-x2 o bé
x95=(2-x2)4. Desenvolupant aquesta poténcia ens quedaria un

polinomi de 8& grau, on estudiariem per Ruffini les seves arrels
aproximades.
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51. Expressa en primer lloc en poténcies de base 10 i simplifica
les quantitats segiients:

pe [(70)3.(0'000.006.3).(0'006)2]1/2 o= [(6.160).(0'03)4.(15012 13

(0'03)4 (0'05)2.(7.700)
Calcula després la mitjana aritmética, ma=(P+Q)/2, i la mitjana

geométrica, mg=\] P.Q.

Solucié. Resolem primer P, posant cadascun dels factors en
poténcies de base 10,

(70)3=(7.10)3=73.103=343.103 0'000.006.3=6'3.10-6
(0'006)2=(6.10-3)2=36.10-6 (0'03)4=(3.10-2)4=81.10-8
Substituint,
P= 343.193,5'3,19'6.35,19'6]‘/2= (343.63.36 1 go-e-0r6) 2
81.108 81

Operant, P=(960'4.10-1)1/2= 1/96'04= 9'8

Simplifiquem ara l'expressié Q, posant-la també en poténcies de
base 10,

6160=6'16.103 (0'03)4=(3.10-2)4=81.10-8
(150)2=(1'5.102)2=2'25.104 (0'05)2=(5.10-2)2=25.10-4
7700=7'7.103

Substituint,

Q= 6'16.103.81.10'8.2'25.1041”3:(5'16.51.2'25_los-s+4+4_3)1/s
25.10*.7'7.10° 25.7'7
Multiplicant i sumant,

3
Q=(5'832.100)1/3=(5'832)1/3=15'832 =1'8.
La 'mitjana aritmética de les dues quantitats P=9'8 i Q=1'8 és
my=(P+Q)/2=(9'8+1'8)/2=11'6/2=5'8.

La mitjana geométrica és mg=\l P.Q=V9'8.1'8=\17'64=4'2.
Observem que mg<m, i aix6 sempre passa en general: «La mitjana
geométrica sempre €s més petita (o igual) que l'aritméticar.

Funcions exponencials

52. Donada la funcié exponencial f{x)=(1/3)%, troba les antiimatges

de f(x1)=9, flxg)=1/3, flx3)=\'3/3 i flxg)=1. Fes-ne la grafica, indicant
si es tracta d'una exponencial creixent o decreixent. En quin punt es
tallara amb qualsevol altra corba exponencial?

Soluci6. Trobem les antiimatges dels valors donats.
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Veiem que la funcié es pot escriure com a f(x)=3-X, ja que
1/3=3-1. Per tant, si f(x])=9, igualant 9=3-x , 32=3-X, D'aqui deduim
que, 2=-x , x=-2. Aixi, x1=-2.

També f(xg)=1/3=3-1 i com que f(x)=3"%, igualant, 3-1=3"%, i per
tant, xg=1.

Si flxg)=V3/3=31/2/31=31/2-1=3-1/2 { com que f(x)=3"%, si
igualem tindrem 3-1/2=3-%, és a dir, x3=1/2.

Finalment, si f(x4)=1=30, sera 30=3-% , d'on x4=0.

Amb els punts obtinguts, P1(-2, 9), Pa(1, 1/3), P3(1/2, \/_3_/3) i

P4(0, 1), fem el grafic de la funcio6:
£ (x)

10

X

R -1 0 1 2
Veiem que es tracta d'una exponencial decreixent, la qual cosa
és deguda al fet que la base, 1/3, esta compresa entre O1i 1.

Naturalment, qualsevol altra funcié exponencial aX* tallara
I'anterior en el punt P(0, 1), ja que a0=1.

53. De dues funcions relacionades es verifica que y=8-(1/2)t i que
t=x2-6.x+5. Escriu la funci6 composta y=f(x) i determina els seus
zeros. Fes la grafica en l'interval [0, 6] i indica el punt minim i el
recorregut.

Solucié. Per escriure la funcié composta y=f(x), només caldra
substituir la t en la primera funci6,

fx)=8 - (1/2)x2—6.x+5

Trobarem els seus zeros, igualant la funci6é a zero i calculant els
valors de la x que siguin soluci6é de l'equacio:

0=8 - (1/2)x2—6.x+5 , (1/2)x2—6.x+5=8 ) (2—1)X2-6.X+5=23

Multiplicant i igualant exponents, -x2+6.x-5=3 , x2-6.x+8=0. Si
resolem aquesta equacié de segon grau obtindrem d'arrels x1=2 i
X9=4, i aquests son precisament els zeros de la funcié. Es a dir, els
punts on la corba talla I'eix X.
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Fem a continuacié una petita taula de valors,
x| 0 1 2 3 4 5 8
flx)| 796 7 0 -8 0 7 796
Dibuixem tot seguit la grafica de la funcié donada,
£(x)
10

7.5]

-2.5
-5

~7.5}

Clarament, el punt minim és el P(3, -8). Observem també que la
corba es va estabilitzant a l'algada y=8 (només per x=6 ja és
y=7'96), i aixi, en conseqiiéncia, el recorregut és R(f)=[-8, 8).

54. Dibuixa la corba f(x)=g(x).h(x), producte de la funcié racional
g(x)=50.x/(x+2)2 i la funci6 exponencial h(x)=ex/12, realitzant primer
una taula de valors en l'interval [-6, 10]. Hi ha un interval en qué la
funci6é és constant? Estudia els punts maxim i minim i també els
intervals de creixement i de decreixement.

Solucidé. Amb una calculadora cientifica fem una taula de valors
x| 6 -4 2 0 2 4 6 8 10
f(x)[-11'3-35'8 - 0 7'38 77 77 77 79
Dibuixem ara la corba,
£(x)
15

10

5

-1
Observem que té una asimptota vertical en x=-2.
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Aparentment, sembla que la corba té un tram constant, perdé no
pot ser aixi, ja que és una corba racional-exponencial. Veiem-ho
calculant amb més precisi6 decimal les imatges dels valors de
l'interval [2, 9]:

x| 2 3 4 5 6 7 8 9
fx) | 7383 7704 7763 7'739 7'728 7'743 7'790 7'873
(x), Zoom
7.8
7.'}5/\/
7.7
7.65
X
4 5 6 7

Després de fer aquest “zoom”, es veu clarament que la funci6
donada no és constant en aquest interval, siné que té un maxim en
el punt P(4, 7'753) i un minim en Q(6, 7'728).

Els intervals de creixement i decreixement de la corba donada
sOn, respectivament,

IC=(-21 4)U(6» +°°) i ID=(-°°: '2)U(4, 6)

Resol les equacions exponencials segiients

55, 3x+14+3%x4+3x-1=117

Solucié. Si apliquem les propietats de les poténcies, tindrem
3%x.314+3%x+3%x.3-1=117
Perqué ens quedi més senzill, farem el canvi 3%=y,
y.3+y+(y/3)=117 , 4.y+{y/3)=117 , 13.y/3=117
13.y=351 , y=351/13 , y=27

Desfent el canvi, 3%x=27 , 3%x=33 , |x=3|.

56. 52x+1-5x+2=2500

Solucié. Com que la suma d'exponents és i ual al producte de
poténcies de la mateixa base, podem escriure 52-x.51 - 5x.52=2500.
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A més, com que el producte d'exponents és igual a la poténcia
d'una altra poténcia, tenim (5%)2.5 - 5X,25=2500.

Si fem el canvi 5%X=y quedara 5.y2-25.y=2500, d'on resulta,
simplificant I'equacié de segon grau, y2-5.y-500=0. Les arrels son:

-(-5)&V 52-4.1.(-500] _ 5+Y25+2000 _ 5+45
y: = =
2.1 2 2
Per al signe positiu tenim y=25 i, desfent el canvi, 5%X=25 ,
5%=52 , d'on [x=2].
Per al signe negatiu, x=-20 , 5%=-20, la qual cosa és impossible
ja que les funcions exponencials sempre tenen imatges positives.

41 32

B57. 0 * 5 =2X

Solucié. Eliminem primer els denominadors, multiplicant tot
per 10, 4%-1+64=10.2%,

Com que una diferéncia d'exponents és igual al quocient de
poténcies de la mateixa base, (4%)/4+64=10.2%X , 4X+256=40.2X%,

. Ara bé, podem posar 4%X=(22)x=22.x=(2X)2, Per tant, obtindrem
(2%¥)2+256=40.2%,
Fent el canvi 2X=y, resulta I'equacié de segon grau y2+256=40.y,
y2-40.y+256=0, que té per arrels:

_ -(-40)+v 40%-4.1.(256) _ 40+Y1600-1024 _ 40+{576 _40+24

- 2.1 B 2 T2 T2

Amb el signe positiu, y=(40+24)/2=64/2=32. Desfent el canvi,
2%=32 , 2x=25 , [x=5|.

Amb el signe menys, y=(40-24)/2=16/2=8 , 2x=8 , 2x=23 j aixi
tindrem una altra soluci6, .

5.2%+4.3V=964
58. | 7.2%-5.3V=491

Solucié. Si fem 2%=z i 3y=t, s'obté el sistema lineal
5z+4.t=964 i 7.z-5.t=491
Si multipliquem la la equacié per 5 i la 2a per 4 resulta:
25.z+20.t=4820 i 28.z-20.t=1964

Sumant aquestes equacions podem eliminar la incognita t i
resulta 53.2=6784 , z=6784/53=128.

Es a dir, 2x=128 , 2x=27 , [x=7].
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D'altra banda, si z=128, substituint a la 1a equaci6 del sistema
inicial tenim:
5.128+4.t=964 , 640+4.t=964 , 4.t=324 , t=81.

Per tant, 3Y=81 , 3y=34, [y=4].

Funcions logaritmiques

59. Calcula, aplicant la definicié de logaritme, el valor de

z= L1'5(§) on x=b'75(§1€%) i Y=L1'8(_566625'1

Soluci6. Recordem que el logaritme d'un ntumero és el valor de
I'exponent a qué s'ha d'elevar la base perqué ens doni el nimero.
Aplicant aquesta definicié obtindrem

5Z2=X , 075% 19683 ; 1gv=6561
15%=§ . 079=g5o1as ' 1¥=g5

Si volem deduir els valors de x, y i z sense utilitzar calculadora,
haurem de descompondre en factors primers. Aixi obtenim,

19683=39 , 262144=218 , 6561=38 i 625=5%
Calculem en primer lloc el valor de x. Com que 0'75=3/4, tenim
9 9

(3 218 22 a 23 = ({41) Per tant, [x=9].
Procedim analogament amb la y i substituim 1'8=18/10=9/5,

oy_3%_32%_of (o -

(5 T (5) Pertant,.
Només ens falta calcular la z. Com que 1'5=3/2, tindrem

(Ii)z 5= 4 =5 —(%)2 Aixi, doncs, [z=2].

60. Fes la grafica de la funcié logaritmica fix)=Lg'5x). Es una funcié
creixent o decreixent? Quina és la imatge de la unitat? I la
antiimatge de -3? ‘

Solucié. Partim de y=Lg's(x). Si apliquem la definicié de
logaritme, 0°5Y=x. També podem posar (1/2)y=x, 1/2¥=x, 27V=x.

Per dibuixar la funcié logaritmica donada, farem una taula de
valors per a la funcié x=2-Y, donant valors a la y. Obtindrem

x| 8 4 2 1 05 025 0125
vl -3 -2 -1 0 1 2 3
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La grafica de la funcié f(x)=Lg'5(x) és, doncs,
fa(X)
6
4

2

-2

-4

Observem que és una funci6 decreixent, a causa del fet que la
base, 0'5, esta compresa entre O i 1. La imatge de la unitat és
f(1)=0 i aix6 passa sempre, independentment de la base, ja que
La(1)=0 per ser a0=1. De la taula de valors veiem que la antiimatge
de -3 és 8, f1(-3)=8.

Aquest resultat el podem trobar també analiticament, igualant la
funci6 logaritmica a -3. Ens quedaria Lg'5(x)=-3. Operant,

x=0'5-3=(1/2)-3=(2-1)-3=23=8.

61. Estudia el domini de la funci6 logaritmica f(x)=Ln(20+8.x-x2),
fes una taula de valors i dibuixa la grafica, assenyalant el maxim i el
recorregut.

Solucié. Sabem que no existeixen els logaritmes dels nuimeros
que no sén positius. Per tant, la condicié d'existéncia és que es
verifiqui 20+8.x-x2>0.

Estudiem la inequaci6 de segon grau, trobant primer els punts
frontera, que son les arrels de 20+8.x-x2=0, 0 bé x2-8.x-20=0.
<o Z08)EV(-8)%-4.1.(-20) _ 8+V144 _8+12
2.1 2 2
Per al signe positiu, x=20/2=10, i per al negatiu, x=-4/2=-2.
Aquests dos punts frontera ens determinaran el domini.
O O X
2 10
Per x<-2, p. e. x=-3, f(-3)=Ln(20-24-9)=Ln(-13), no existeix.
Per x=-2, f(-2)=Ln(20-16-4)=Ln(0)=--, no existeix.
Per -2<x<10, p. e. x=0, f(0)=Ln(20+0-0)=Ln(20), existeix.
Per x=10, f(10)=Ln(20+80-100)=Ln(0)=-«, no existeix.
Per x>10, p.e. x=11, f(11)=Ln(20+88-121)=Ln(-13), no existeix.

Aixi, doncs, el domini de la funcié és D(f)=(-2, 10).




FUNCIONS ELEMENTALS 109

Construirem ara una taula de valors:
X I -1 1 3 4 5 7 9

fx)| 239 329 355 358 355 329 2'39

Dibuixem a continuacié la grafica d'aquesta funci6 logaritmica,
f(x)

Observem que realment la funci6 és --- per a les abscisses x=-2 i
x=10. A més, el maxim es troba en el punt P(4, 3'58).

Finalment, veiem que R(f)=(--», Ln(36)], on Ln(36)=f(4)=3:58.

Aplicant les propietats dels logaritmes i emprant la calculadora,
troba els resultats de les operacions segiients:

A (53'25)%(3'478)°

62. (965'1)

Soluci6. Calculem el logaritme de l'expressié anterior i apliquem
tot seguit les propietats dels logaritmes. En primer lloc, com que
el logaritme d'un quocient és igual a la resta dels logaritmes,

Log(A)=Log[(53'25)4.(3'478)5]-Log(965'1)3
Pel fet que el logaritme d'un producte és igual a la suma dels
logaritmes, tindrem
Log(A)=Log(53'25)4+Log(3'478)5-Log(965'1)3
Apliquem ara el fet que el logaritme d'una poténcia és igual a
I'exponent multiplicat pel logaritme de la base,
Log(A)=4.Log(53'25)+5.Log(3'478)-3.Log(965'1)
Calculem els valors dels logaritmes, amb 6 decimals,
Log(A)=4.(1'726319)+5.(0'5641329)-3.(2'984572)
Operant, Log(A)=0'658205.
Com que s6n logaritmes decimals, tindrem A=100'658205, que

ens dona el valor de |A=4'552].
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De {9/(12'56+1 1'42)
63. Y157'8

Soluci6é. Abans d'aplicar logaritmes haurem de sumar
12'56+11'42=23'98. A més, com que el logaritme d'una arrel és
igual al radicand dividit per l'index de l'arrel,

29, i . 2
Log(D)= Logq] 23987 _ 1 1, (23 98
& € V157'8 29 g ¥157'8
Aplicant les propietats del logaritme d'un quocient, una poténcia

i una arrel,
LogD)= 1og 28'98” - LogV157%8 _ 2.L0g(23'98) - [Log(157'8))/3

29 29
Agafem la calculadora, trobem aquests logaritmes i operem,
Log(D)= 2.(1 379849)2-9 2'198107/3 = ... = 0069896
Aplicant la definicié de logaritme decimal, D=100'069896  resulta
D=1'174/.
|L_Resol les equacions logaritmiques segiients: ||

| 64. Log(38x+5)2-2.Log(2x+1)=2-Log(25)
Solucio. Per les propietats del logaritme d'una poténcia i com
que 25=52, tenim
2.Log(3.x+5)-2.Log(2.x+1)=2-2.Log(5)
Simplificant per 2,
Log(3.x+5)-Log(2.x+1)=1-Log(5)
Com que 1=Log(10) i pel fet que la resta de logaritmes és el
logaritme del quocient,
Logl(3.x+5)/(2.x+1)]=Log(10/5)

D'on s'obté (3.x+5)/(2.x+1)=2 , 3.x+5=4.x+2 , -x=-3 i [x=3].

65. Lx(100)-Lx(25)=2.L«(x)

Soluci6. Directament, Lx(100/25)=Ly(x2). Per tant, x2=4. De les
dues possiblitats, x=2 i x=-2, només és valida la primera, ja que no
té sentit que la base dels logaritmes sigui negativa.

En conseqiiéncia, .
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66. Log(8Logx))-Log(2Logx))=Log(xX) |

Solucié. Apliquem en primer lloc la propietat del logaritme
d'una poténcia,
Log(x).Log(8)-Log(x).Log(2)=x.Log(x)
Traient factor comti Log(x),
Log(x).[Log(8)-Log(2)]=x.Log(x)
Com que Log(8)-Log(2)=Log(8/2)=Log(4), substituint,
Log(x).Log(4)=x.Log(x)
Passant al primer membre i traient de nou factor comu Log(x),
Log(x).[Log(4)-x]=0
Tenim dues possibilitats. La primera és Log(x)=0, d'on ila

segona Log(4)-x=0 , x=Log(4) , [x=0'602].

Resol els sistemes d'equacions logaritmiques segiients:
q garitmiq g

67. Logx2)+Logly3)=12 A Logx5/\y)=14

Solucié. Resolem les dues equacions, tot aplicant les propietats
dels logaritmes,

2.Log(x)+3.Logly)=12 A 5.Logx)-(1/2).Log(y)=14

Fixem-nos que ens ha quedat un sistema d'equacions lineals en
les incognites Log(x) i Log(y). Multipliquem per 6 la segona,
30.Log(x)-3.Log(y)=84. Sumant-la amb la primera,

32.Logx)=96 , Logx)=3 , x=103 , [x=1000]|.

Substituint en la primera equacio,

2.3+3.Logly)=12 , 3.Log(y)=6 , Logly)=2 , y=102, [y=100].

68. Ln(x)=Ln(5.y)+0'693147 A Ly(x2-15.x-20)-Ly(20)=2

Solucié. Resolem la primera equacid, tot veient que 0'693147
I'hem de posar com un logaritme neperia, Ln(m)=0'693147, d'on
m=e0'693147=2_ Per tant,

Lnx)=Ln(5.y)+Ln(2) , Lnx)=Ln(5.y.2) , x=10.y
Per a la segona,
Ly[(x2-15.x-20)/20]=2 , (x2-15.x-20)/20=y2 , x2-15.x-20=20.y2
Substituint x=10.y en l'equacié anterior,
100.y2-150.y-20=20.y2 , 80.y2-150.y-20=0 , 8.y2-15.y-2=0
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Resolem l'equacié de segon grau anterior,
_-(-15)+V(-15)*-4.8.(-2) _ 15+V225+64 _ 15+17
= 2.8 = 16 16
Per al signe positiu, y=(15+17)/16=32/16=2, d'on x=10.2=20.

Per tant, i[y=2].

Per al signe negatiu, y=(15-17)/16=-2/16=-1/8, que no és
valida, ja que no es pot calcular Ln(5.y) donat al comencament.

2.3 FUNCIONS TRIGONOMETRIQUES
Trigonometria circular

69. Expressa en unitats angulars sexagesimals els angles segiients

donats en radians: a=0'2435 rad i B=1'3273 rad. Qué succeeix amb
la seva suma? Comprova-ho.

Soluci6. Sabem que = radians és el mateix que 180°. Passem « a

graus, minuts i segons sexagesimals.
0=0'2435 rad. (180°/3'1416 rad)=13'95149°

Per tant, s6n 13° enters més 0'95149° que passarem a minuts,
multiplicant per 60, ja que 1°=60', 0'95149.60=57'0894 min.

Aixi s6n 57 minuts enters més 0'0894 minuts, que tornarem a
multiplicar per 60 per passar-los a segons, 0'0894.60=5'364.

Han quedat 5 segons enters més 0'364 segons, que negligim. En

resum, tenim {a=13° 57' 5"|.

Fem el mateix amb l'angle p=1'3273 rad. Multipliquem per 180°
i dividim per 3'1416 rad. Ens donara 76'04851°.

Trobem els minuts, restant la part entera i multiplicant per 60,
. tindrem 2'9106 min. Per tant, 2' enters.

Ens queden 0'9106 min que passem a segons, tot multiplicant
per 60, 54'636. Negligint els decimals, resulten 54".

En resum, tenim |B=76° 2' 54"

La suma dels dos angles és a+B=(13° 57' 5")+(76° 2' 54"), és a
dir, 89° 59' 59", que és en realitat un angle recte (90°, com
hauriem obtingut si no haguéssim negligit els decimals dels
segons.

Ho podem comprovar fent la suma en radians
0+B=0'2435+1'3273=1'5708=(3'1416)/2=r/2 radians
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70. Per trobar la longitud AB d'un llac, un topdgraf traga una recta
AC perpendicular a AB. Després mesura el segment AC que resulta
ser de 101 m. També mesura l'angle en C, que és de 80°. Quina
longitud té el llac? Calcula també per trigonometria la distancia BC i
comprova-la pel teorema de Pitagores.

Solucié. Fem un esquema, on indiquem les dades AC=101m i
I'angle C=80° i les distancies que hem de trobar L=AB i d=CB.

De l'angle C=80° sabem el catet
contigu AC=101m i volem trobar el
\ B catet oposat L=AB. La raé
trigonométrica que haurem
d'emprar és la tangent,

tan(80°)=L/101

Per tant, L=101.tan(80°)

Emprant una calculadora, podrem trobar aproximadament la
longitud del llac, L=101.5'671281=572'80m

Per trobar la distincia d=AB, la hipotenusa, com que de l'angle
C=80° sabem el catet contigu, AC=101m, la raé trigonométrica que
emprarem sera la del cosinus,

cos(80°=101/d , d=101/cos(80°)=101/0'173648~581'63m
Comprovem-ho pel teorema de Pitagores,

d=\1012+572'802= V338300'84 =581'63m.

71. Una persona a la vora del riu mira el cim d'un xiprer, que esta
davant seu i a l'altra vora del riu, amb un angle d'elevaciéo de 60°.
Allunyant-se enrera uns 15 m, el veu amb un angle de 30°. Quines
sén l'amplada del riu i l'altura del xiprer?

Solucié. Fem un esquema, i observem que ens han resultat dos
triangles rectangles

Com que les seves hipotenuses no ens interessen, haurem de fer
servir la ra6 tangent. En els triangles ABC i DBC, tenim

tan(60°)=vy/x i tan(30°)=y/(15+x)
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Resolem aquest sistema d'equacions amb les dues incégnites,
que son l'amplada del riu, x, i I'algada del xiprer, y. Tenim

y=x.tan(60°) i y=(15+x).tan(30°)

Substituint las tangents pels seus valors,
y=x.1'732050 i y=(15+x).0'5677350

Igualant, 1'732050.x=0'577350.(15+x) , 3.x=15+x , 2.x=15 i,
per tant, I'amplada del riu és .

Substituint, y=7'5.1'732050=12'99m i, aproximadament, podem

dir que l'alcada del xiprer és [y=13 m]|.

72. L'alcada d'una torre és de 92'4 m. Des de dalt de tot d'una
torre més petita, que és a la seva esquerra, l'angle d'elevacié del cim
de la primera és de 12° i I'angle de depressi6 de la seva base és de
53°. Troba la distancia entre les dues torres i l'alcada de la petita.

Soluci6. El problema és molt similar a l'anterior, perqué també
ens resulten dos triangles rectangles, ACB i ACD.

w $,26

T
=
1Y A

T T T IT

Observem que AC=x, CD=y i BC=92'4-y. També hem d'aplicar la
tangent,

tan(12°)=BC/AC=(92'4-y)/x i tan(53°)=CD/AC=y/x
Per tant,
92'4-y=x.tan(12°) i y=x.tan(53°)
Substituint la segona en la primera,
92'4-x.tan(53%)=x.tan(12°)

Calculem les respectives tangents amb una calculadora,
92'4-1'327044.x=0'212556.x , 92'4=1'5396.x , x=92'4/1'5396

D'aqui obtenim la distancia entre les torres, .
Substituint en y=x.tan(53°, obtenim y=60.1'327044=79'62 m.

Per tant, l'alcada de la torre petita és de |y=79'62 m)|.
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73. En un lloc de I'equador terrestre el sol surt a les 6 del matii es
pon a les 6 de la tarda. Un nadiu col.loca verticalment la seva llanca
de 1'866 m de longitud i observa que projecta una ombra de 0'5 m
cap a l'oest. Quin és l'angle d'elevaci6 del sol? Quina hora és?

Soluci6é. Per comprendre bé el problema cal fer primer una
figura, indicant-hi totes les dades,

migdia

vespre

Facilment podem calcular l'angle o d'elevacié del sol. Aplicant la
tangent, tindrem

tan(a)=1'866/0'6=3'732 , oa=arc tan(3'732)=75°
Des de les 6h del mati fins a les 6h del vespre (en total 12h)

I'angle d'elevaci6 haura variat de 0° a I'est a 180° a l'oest. Per tant,
cada hora equival a 180°/12=15°.

En conseqiiéncia, les hores passades des de la sortida del sol, en
el moment que el negret vol calcular I'hora, sén 75°/15°=5h.

Sumant, 6h+5h=11h. Es clar, doncs, que si tingués un rellotge,

aquest li marcaria les [11h del mati|.

Funcions circulars

74. Calcula f(15°) per a la funci6é que primer s'ha de simplificar:
fx)= [1+tan®x)P 1
1+tan%(x)

Solucibé. Reduim la funcié anterior a comuti denominador,
fog= [LrtanGP - 1[1+tan’(x)] _ 142.tan()+tan’x)-1-tan’(x)

1+tan®(x) 1+tan?(x)
Simplificant, i posant la tangent en funcié del sinus i cosinus,
flx)= 2.tan(x) _ 2.sin(x)/cos(x)

1+tan(x) 1+ sinXx)/cos(x)

Multiplicant numerador i denominador per cos2(x) i tenint en
compte la propietat fonamental i les formules de 'angle doble,
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x)= 2.sin(x).cos(x) =sin(2.x)
cos2(x)+ sin?(x) 1

= sin(2.x)

Pel valor de 1'angle x=15° tindrem,

f(15°)=sin(2.15°)=sin(30°)=[0'5].

75. Dibuixa la grafica de la funcié circular f(x)=sin2(x), en l'interval
[0°, 360°], donant a la x valors que siguin multiples de 45°. Quin és el
seu recorregut? I el periode d'aquesta funci6? I les infinites anti-

imatges de f(x)=1/2?

Soluci6. Comencem fent la taula de valors corresponent:

0° 45° 90° 135° 180° 225° 270° 315° 360°

0 05 1 05 0 05 1 05 0

Dibuixem ara la funci6 fx)=sin2(x),
£ (x)

. X (rad.)
Pi 2 Pi

El recorregut és, evidentment, R(f)=[0, 1] i el periode T=r rad o

bé T=180°, ja que és la longitud de l'interval on hi ha el minim tros
que sempre s'anira repetint.

També de la taula de valors veiem que les infinites antiimatges
de f(x)=0'5 s6n 45°, 135°, 225°, 315° i, en general, x=45°+90°.k
on k és un nombre enter qualsevol.

1)

76. Dibuixa la funci6 trigonométrica f(x)=3.sin(x)/ [2+cos(x)] en
I'interval [0°, 360°], donant valors de 30° en 30°. Quin és el domini? I
el recorregut? Assenyala els punts maxim i minim.

Solucié. Escrivim primer la taula de valors,

30°  60° 90° 120° 150° 180° 210° 240° 270°

f(x)) 0 0'52 1'03 1'5 1'73 1'32 0-1'32 -1'73 -1'5
I també, f(300°)=-1'03, f(330°)=-0'52 i f(360°)=0.
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Amb aquests valors ja podrem dibuixar la corba,
£(x) ‘
2

x (rad.)

-1

-2

El domini és tot l'interval real, ja que perqué la funcié no existis
hauria de passar que 2+cos(x)=0 , cos(x)=-2, la qual cosa és
impossible, ja que -1<cos(x)<1.

El recorregut és R(f)=[-1'73, 1'73] o, en realitat, si prenéssim
tots els decimals, R(f)=[-\3, V3], ja que V3=1'73.

També veiem que el punt maxim és P(120°, 1'73) i que el punt
minin és Q(240°, -1'73).

Estudia les solucions de les segiients equacions trigonomeétriques
en l'interval [0°,360°]:

77. cos(2x)+cos(-x)=-1

Solucié. Si per a la funcié cosinus tenim en compte la férmula de
I'angle doble i que és una funcié parella, ens queda

cos2(x)-sin2(x)+cos(x)=-1
Posem-ho tot en funcié del cosinus,
cos2(x)-[1-cos2(x)]+cos(x)=-1 , cos2(x)-1+cos2(x)+cos(x)+1=0
1 Simplificant, 2.cos2(x)+cos(x)=0
Traient factor comu cos(x),
cos(x).[2.cos(x)+1]=0
La primera possibilitat, cos(x)=0, té
per solucions x=[90°| i x=[270°|.

-1 60°
05| 60°

La segona, 2.cos{x)+1=0, o també
cos(x)=-1/2, dona com a resultats

x=180°-60°=[120°
! x=180°+60°=[240°]
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78. 3.tan(x)=2.V 1-sin2(x)

Solucié. Posem la tangent en funcié del sinus i cosinus, i fem
servir la propietat fonamental

3.sin(®)/cosx)=2.cos(x) , 3.sin(x)=2.cos2(x)
Posem-ho tot en funcié del sinus, 3.sin(x)=2.[1-sin2(x)]
Operant, 3.sin(x)=2-2.sin2(x) , 2.sin2(x)+3.sin(x)-2=0
Si anomenem y=sin(x), resulta l'equaci6 2.y2+3.y-2=0

Trobem les seves arrels,
-3+Y9+16 -3#5
Y73 "1

Amb el signe més, y=2/4=1/2, o
bé sin(x)=1/2, que té per solucions

x=[30°] i x=180°-30°=[150°|.

Amb el signe negatiu, y=-8/4=-2,
sin(x)=-2, la qual cosa és impossible
ja que -1<sin(x)<1.

79. Resol el sistema d'equacions trigonométriques segiient, i troba
unicament les solucions en l'interval [0°,360°]:

sin2(x)+cos2(y)=125 A  sin2(x)-cos2(y)=0'75

Solucié. Sumant ambdues equacions, 2.sin2(x)=2 , sin2(x)=1. Per
tant, sin(x)=tl, que té per solucions [x=90° i [x=270°|. Sén
simbolitzades pels punts negres de la figura.

Restant les equacions donades,

2.c0s2(y)=0'50 , cos2(y)=0'25

Per tant, cos(y)=t0'5.

Amb el signe positiu, cos(y)=0'5,
tenim dues solucions, marcades en
gris, y=[60°] i y=360°-60°<[300°].

Amb el signe negatiu, cos(y)=-0'5,
ens resulten dues noves solucions,

(en blang), y=180°-60°= i
y=180°+60°=[240°].

En conseqiiéncia, el sistema tindra en total 2x4=8 solucions, que
sOn les segtients:

P1(90°, 609 P2(90°, 120°) P3(90° 240° P4(90° 300°)
P5(270°, 60°) Pg(270°, 120° P7(270°, 240° Pg(270°, 3009
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Funcions hiperboliques

80. Expressa la funci6 f(x)=21.Ch(x/2)-19.Sh(x/2)-17 en funci6 de
les exponencials eX i e%, i dibuixa-la en l'interval [-1, 7]. Quin és el
punt minim? Troba també, analiticament, els punts en qué la corba
talla els eixos i comprova-ho graficament.

Soluci6. Per posar les funcions hiperbéliques en funci6 de les
exponencials, emprarem les relacions

Ch{x)=(ex+eX)/2 i Shx)=(ex-eX)/2
En el nostre cas, tindrem

y=21.8 256"" 2 -10.82ex2 17

Reduint a comii denominador,
y= 21.eX/2421.eX/219.eX/2419.eX/234 _ 2.ex/2+40.e%/2-34
2 2
Simplificant, [y=eX/2+20.e-%/2-17|.
Fem tot seguit una taula de valors en l'interval [-1, 7],
x| -1 o 1 2 3 4 5 6 7
y|16'58 4 -3'22 -6'92 -8'05 -6'90 -3'17 4'08 16'71

Amb aquests punts ja podrem dibuixar la corba,
£(x)

15¢

10

X

Observem a la grafica que el punt minim és aproximadament el
P(3, -8'05). En realitat és el que té per abscissa x=Ln(20).

Calculem ara de manera analitica els punts en qué la corba talla
els eixos. El punt de tall amb l'eix Y és, evidentment, Q(0, 4).
Trobem tot seguit els punts de tall amb l'eix X, y=0.

Tenim eX/2+20.eX/2-17=0 , eX/2+20/eX/2-17=0.
Fent el canvi de variable eX/2=t ens queda
t+20/t-17=0 , t2+20-17.t=0
Resolem l'equaci6é de segon grau, t2-17.t+20=0.
- —(—17)i«/(—17)§-4.1.20 - 17+Y289-80 - 17+14'4568
2 2 2

t




120 CALCUL FUNCIONAL

Amb el signe més, t=15'7284 i, per tant, ex/2=15'7284.
" Emprant logaritmes neperians, x/2=Ln(15'7284)=2'755468 i,
per tant, x=2.2'755468=5'510936. ,
Amb el signe menys, t=1'2716 i aixi eX/2=1'2716. Si també fem
servir logaritmes neperians, x=2.Ln(1'2716)=0'4805519.
En resum, els punts de tall de la corba amb l'eix X sén
P1(0'48, 0) i Pg(5'51, 0)

Si observem la grafica, trobarem que aproximadament aquests
son els dos punts de tall.
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f) PROBLEMES PROPOSATS

2.1 FUNCIONS POLINOMIQUES I RACIONALS
Funcions polindémiques

81. Calcula els zeros de la funcié quadratica f(x)=x2-8x+12 i
després determina‘'n el vértex. Es una parabola dreta o invertida?
Dibuixa-la mitjancant una taula de valors en l'interval [0, 8]. Quin és el
recorregut?

Sol. x1=2 A x2=6 , V(4,-4) , P. dreta, R(f)=[-4, +e0).

82. Quin és el vértex de la funcié quadratica f(x)=x2+2x-4? Fes la
grafica i assenyala els intervals de creixement i de decreixement.
Quines seran les antiimatges de f(x)=4? Troba també el recorregut.

Sol. V(-1,-5) , Ip=(-e0,-1) , Ic=(-1,4e) , 21 -4, R(D=[-5, +).

83. Un article d'alimentaci6é té un ritme de comanda donat per la
formula C(p)=1500-250.p unitats diaries quan el preu és de p
PTA/unitat. Si la despesa per consum, D(p), és igual al producte de la
comanda de l'article pel seu preu respectiu, dibuixa la funcié de
comanda i la funcié de despesa. A quin preu es verifica la major
despesa per consum de l'article? Quines seran aquestes despeses?

Sol. C(p)=F. rectilinia , D(p)=-250.p2+1500.p P. invertida
pm=3 PTA/unitat , D(3)=2250 PTA.

84. Dibuixa la funcié cibica f(x)=(1/4).x3-3x, i apunta els intervals
de creixement i de decreixement. Quins soén els punts maxim i
minim? I els zeros d'aquesta funci6?

SOl' IC=(—°°7_2)U(21+°°) » ID=(-2o2) » PM(~214) ’ Pm(2:'4)
fx)=0 = x1=0, X2=2.‘/§ s X3=-2.‘/§.

85. Determina per Ruffini els zeros de la funcié de cinqué grau
f(x)=2x5-10x4-30x3+130x2+148x-240, i després expressa aquesta
funci6é com a producte de cinc factors.

Sol. f{x)=0 = x1=1, X9=-2, x3=-3, X4=4 A X5=5
fx)=2.(x%-1)(x+2) (x+3)(x-4)(x-5).
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Funcions racionals

86. Se sap que una funcié racional de la forma f(x)=(a.x+b)/(x+c)
talla I'eix X en l'abscissa unitat i que les asimptotes horitzontals i
verticals sén y=3 i x=2, respectivament. Determina'n l'equacié i
dibuixa la grafica en l'interval [--4, 8]. v

Sol. P1(1,0), P2(2,e) i P3(e=,3) = f(x)=(3x-3)/(x-2).

87. Per a fabricar uns components electronics es pot disposar de
diverses maquines, i se sap que per a X maquines es generen unes
despeses de produccié de D(x)=(3x2+147)/x PTA pel total de
components fabricats. Dibuixa la funcié i dedueix graficament el
nombre x de maquines que minimitzen les despeses de producci6.
Troba també el valor unitari de les despeses.

Sol. Branca d'hipérbola , xp=7 maquines , D(7)=42 PTA
Vu=D(7)/7=6 PTA/unitat.

88. Per a la funci6 f(x)=18.(4-x)/(x2+9), calcula els punts de tall
amb els eixos. Representa graficament la funcié6 donant valors en
l'interval [-4, 12] i assenyala quin és el domini. I els punts maxim i
minim? I el recorregut? Assenyala també els intervals de creixement
i de decreixement.

Sol. P1(4, 0), P2(0, 8) , D()=R , Pm(-1, 9), Pn(9, -1),
R@=[-1, 9] , Ic=(-e, -1)U(9, +=) , Ip=(-1, 9).

Funcions potencials

89. Dibuixa la funcié potencial f(x)=(4x)1/3, i calcula les imatges de
x=0, +0'25, +2 i £6'75. Quina és la antiimatge de y=6? I la antiimatge
de y=-8?

Sol. fx)=0, £1, +2 i £3 , f(x)=6 = x=54 , f(x)=-8 = x=-128.

90. La funci6 potencial y=f(x) es pot simplificar i es redueix a un
altre tipus de funcié. Com s'anomena aquesta funcié simplificada? La
funcié donada és:

fx)= [ X204 1 )(n-m ymn)
l-xm-n  ]4xn-m

Sol. flx)=2 , F. constant.
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91. Expressa cadascuna de les poténcies segiients en forma de
notaci6 cientifica i calcula després el seu producte N=P.Q.R:

1/3
_ [(0'004)*(0003.6})' } (60.000)*(0'000.02)*
(120.000p (1.0002(720.000.000)1(0'000.2)°
1/2
)

Re (80.000.000%(0'000.06
(60.000.000)(0'000.2)*

Sol. P=4.10-8 , Q=1'5.10"1 , R=2.109 , N=12.

2.2 FUNCIONS EXPONENCIALS I LOGARITMIQUES
Funcions exponencials

92. Representa en l'interval [-4,4] la funcié exponencial
f(x)=(3/2)%. Quin és el seu recorregut? Quina és la imatge de 07 I
l'antiimatge de -17?

Sol. Exp. creixent , R(f)=(0,+) , f{0)=1 , f(x)=-1 = x=No exist.

93. Dibuixa en l'interval [-3,3] la funcié exponencial de base 2 i
exponent 3-x2. Quina forma té? Quin és el seu punt maxim?

Sol. Campana de Gauss , Py(0,8).

94. Donada la funci6 fx)=(x2-6x+9).eX fes-ne la grafica en l'interval
[-2,6]. Determina segons el dibuix el seus punts maxim i minim
relatius. En quins punts talla aquesta corba els eixos coordenats?

Sol. Pm(1,10'8) , Pn(3,0) , A(3,0) , B(0,9).

Resol les equacions exponencials segiients:

95, 8x-1=42x+1 Sol. x=-5.

96. 2X+4%x=272 Sol. 2X=y , x=4.
x-1 x+1

97. 55%x= /52x+5 Sol. x=2.

3 24 6
08, \7x-2 | [7%-20 =[72x-3 Sol. x=24
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Funcions logaritmiques

99. Aplicant logaritmes, calcula el valor de Nj=L1:4(2401/625) i
també Ng=L3(1/243). Si N=N;-N2, quant valdra y=Ln(6561)?

Sol. Nj=4 , No=-5 , N=9 , y=4.

100. Dibuixa la funci6 logaritmica f(x)=L3(x) ajudant-te de la seva
funcié exponencial associada. Es creixent o decreixent? Quin és el
seu domini?

Sol. x=3Y , F. creixent , D(f)=(0,+eo).

101. Donada la funcié logaritmica f(x)=Log(5.x2-35.x+60), estudia
el seu domini. Per a quins valors de x la imatge sera f{x)=2? Dibuixa
la grafica en l'interval [-2, 9], i indica els intervals de creixement i de
decreixement.

Sol. D{f)=(-e°, 3)U(4, +°) , x=-1 i x=8 , ‘Ic=(4. +o9), Ip=(-0, 3).

Per les propietats dels logaritmes i emprant la calculadora, troba els
resultats de les operacions segiients:

102. x='Y431'6 . 'Y2'785 . *Y0'03594 Sol. x=1'471.

<o (1'6104-1'37582Y772'7
103. (1'245)°.Y0'000382 Sol. x=13'39.

Resol les equacions logaritmiques segiients:

104. Log(10/x)=3-2.Log(x) Sol. x=100.

105. Ln(x2+3x+2)-Ln(4-x)=Ln(2) Sol. x1=1, x9=-6.
106. Log(x- 1)-LogN 5+x)—L0gN 5-x)=0 Sol. x=4.

Resol els sistemes d'equacions logaritmiques segiients:
107. Ix(y-72)=2 A Ly(x+6)=1/2 Sol. x=3, y=81.

108. Log(x+y)+Log(x-y)=Log(33) A eX=ell/ey Sol. x=7, y=4.
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2.3 FUNCIONS TRIGONOMETRIQUES
Trigonometria circular

109. Escriu en radians els angles segiients: a=30°, f=45°, y=120° i
5=135°.
Sol. o=n/6 rad, p=n/4 rad, y=2xn/3 rad, 3=3r/4 rad.

110. Se sap que l'angle central d'una circumferéncia de radi 30 cm
és de 11°27'33". Quin és el valor d'aquest angle expressat en
radians? Quina és la longitud de lI'arc corresponent?

Sol. 0=0'2 rad, L=6 cm.

111, Des d'un avié a una algcada de 1.730 m, l'angle de depressio
d'un helicopter, que és a una altura de 458 m, és de 58°. A quina
distancia es troben ambdés aparells?

Sol. d=1500 m.

112. Un pal de bandera de 3m de longitud esta col-locat al teulat
d'una casa acabada de construir. Els angles d'elevacié de la bandera i
del teulat, mirats des d'un balcd, d'altura 3'68 m, de la casa del
davant, sén de 37° i 29°, respectivament. Quina és la distancia entre
les dues cases? Quina és l'altura de la casa acabada d'edificar?

Sol. L=15m, h=12 m.

113. Una persona de 1'81lm d'alcada observa un monument
col-locat sobre un pedestal i esta situada a 5m de distancia d'ell. Si
vol mirar el cap de l'historic personatge, ha d'aixecar el cap un angle
de 26°, mentre que si vol mirar-li els peus, l'angle d'elevacié és
nomeés de 5°. Quant fan les algades del personatge i del pedestal?

Sol. h=2m , p=2'25m.

Funcions circulars

114. Simplifica la funcié trigonométrica segiient i troba després la
imatge de xg=7.7/6 rad. La funci6 és:
2
flag=1 - C08%(x)
1+sin(x)

Sol. fx)=sin{x), x0=210°, f(xg)=-0'5.



126 CALCUL FUNCIONAL

115. Troba la imatge de x0=22°30' en la funcié trigonométrica que
préviament hauras de simplificar
fx)= cos(x)+sin(x) = cos(x)-sin(x)
cos(x)-sin(x) cos(x)+sin(x)
Es una funcié parella o imparella?
Sol. f(x)=2.tan(2x), f(xp)=2, F. imparella.

116. En linterval [0°,360°], troba graficament el punt maxim, el
minim i el recorregut de la funcié trigonomeétrica f{x)=sin(x)+cos(x).

Sol. Pu(45°,V2), Pm(225°,-V2), RO=(-V2.V2).

Estudia les solucions de les equacions trigonomeétriques segiients en
I'interval [0°,360°].

117. sin(x)-sin(2x)=0 Sol. 0°, 60°, 180°, 360°.
118. 3.cos2(x)=sin2(x) Sol. 60°, 120°, 240°, 300°.

119. Resol el segtient sistema d'equacions trigonométriques, i
déna la soluci6é en l'interval [0°,360°:

sec(x)+cosec(y)=2.Y2
cos(x)+sin(y)=Y2
Sol. x=45°, 315° , y=45°, 135°.

Funcions hiperboéliques

120. Donada la corba f(x)=5.ArgTh(x/5), transforma-la en una
funci6 logaritmica i determina'n el domini. Fes-ne la grafica i estudia
la monotonia. Quina és 'antiimatge de y=15?

Sol. flx)=(5/2).Ln[(5+x)/(5-x)] , Df)=(-5, 5) , Creix. , x=4'975.
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PROVA D'AUTOAVALUACIO

PROBLEMES PARAMETRITZATS

Presentem a continuacié una série de dotze problemes que, com
és logic, no abasten la totalitat de l'amplia gamma d'exercicis que es
- podrien proposar. Tots aquests problemes de funcions depenen d'un
parametre “a”, que pot valer 1, 2, 3 o 4. Per a cadascun dels valors
anteriors s'obté una resposta diferent entre les vuit possibles
donades.

En els segiients problemes parametritzats, substitueix en primer
lloc el parametre a pel valor que desitgis entre 1, 2, 3 o 4, resol el
problema, escull l'opcié correcta i després fes una creu en el quadre
de respostes:

FuncionsdeRenR

1. El cost C de fabricacié6 d'un producte és suma d'un cost fix
C1=1140 PrA i d'un cost variable que depén de les fluctuacions del
preu de les primeres matéries, C9=13860.(t+a-1)/(t+a+1), on t és el
temps mesurat en mesos (gener, t=1; febrer, t=2, etc.). Quant valdra
el cost total del producte en el mes de maig? I en el mes de juny?
L'augment de cost AC entre aquests dos mesos és de:

A) AC=417 B) AC=495 C) AC=308 D) AC=252

E) AC=126 F) AC=564 - G) AC=231 H) AC=385

2. Una funcié té la forma f(x)=+V 1x2-2.(2.a+1).x+(2.a-3).(2.2+5)1.
Calcula els seus zeros i fes un esquema de la corba. Veuras que té un
punt maxim en:

A) Pm(7, 4) B) Pm(9, 4) C) Pm(4, 9) D) Pm(6, 5)
E) Pm(2, 5) F) Pm(5, 4) G) Pm(3. 4) H) Pm(8, 5)

8. Determina el domini de la funcié f(x)=\] P/Q, on el numerador i el
denominador sén P=x2-(2.a+1).x+(a2+a-6) i Q=(-1)a.(x-2.a+9). Veuras
que la funcié només pot existir en:

A) D(f)=(-e, -1)UI[2, 7] B) D(f)=(-3, 1]U[6, +e)

C) D()=(-, -7)U[-1, 4] D) D(f)=(-1, 2]U[7, +e)

E) D(f)=(--, -5)uI[0, 5] F) D(f)=(--, -3)UI[1, 6]

G) D(f)=(-7, -1]Ul4, +) H) D(f)=(-5, 0)U[5, +)
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4. Donada la funcié f(x)=a.x3+m.x2+n.x+p, on tenim m=-3.(3.a+4),
n=a2.(3-a)+18.(a+6) i p=12.(a2-3.a-17), calcula el conjunt de les
antiimatges de f(x)=12. Trobaras tres valors de x, que sén:

A) {2, 3, 12} B) {4, 5, 6} C) {5, 7, 10} D) {4, 5, 12}

E) {6, 7, 10} F) {2, 3, 7} G) {8, 4, 6} H) {2, 10, 12}

5. Calcula la inversa f-! de la funcié f(x)=(a+4).x2-(a+3).x. En quins
punts es tallen les dues funcions anteriors? La suma S de totes les
abscisses d'aquests punts és:

A) S=3/8 B) S=8/5 C) S=4/9 D) S=12/7

E) S=7/4 F) S=9/4 G) S=5/3 H) S=7/12

Funcions elementals

6. Per a la funci6 cabica y=x3-3.x2-3.(a2+4.a+3).x+1, fes-ne la grafica i
estudia la monotonia. L'interval en qué és decreixent és:

A) 1=(-1, 3) B) I=(0, 2) C) I=(-3, B) D) I=(1, 7)
E) I=(-2, 4) F) I=(-5, 7) G) 1=(-4, 6) H) I=(2, 8)

7. Sigui la funcié potencial f(x)=x2/3+(7-2.a).x1/3+12. Fes la seva
grafica i també la de la recta horitzontal y=a.(7-a). En quins punts es
tallen? Les abscisses d'aquests punts sén:

A) {-27, -8} B) {0, 8} QO {-1, O} D) {8, 27}

E) {-8, 0} F) {0, 1} G) {1, 8} H) {-8, -1}

8. La funcié flx)=[a.x2+12.(a-2)].e™X, on m=-2.a/[(a-1)2+11] és una
corba exponencial. Dibuixa-la per mitja d'una taula de valors i troba
les abscisses x; i x2 dels seus punts maxim i minim. El producte
P=x3.x9 valdra:

A) P=12 B) P=4 C) P=-12 D) P=48

E) P=-2 F) P=6 G) P=0 H) P=3

9. Resol el sistema logaritmic
Log(x2)-5.Log(y)=Log(a) i 3.Log(x)+Log(1/y7)=Log(2.a)
Després calcula z=Lp(N) on b=6-a i N=(24-26.a+99.a2-22.a3)/3.
Amb les incognites x, y i z anteriors, l'expressié6 M=27.x.y.z val:
A) M=1728 B) M=2514 C) M=512 D) M=6912
E) M=1024 F) M=1296 G) M=784 H) M=270
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10. L'angle central o d'una circumferéncia de radi r=315/(2.a+1) val
o=m° n' p*, on m=5.(2.a2-7.a+1)2, n=12.(a+1)/a i p=6.(10-a). Per a
aquests angle i radi, la longitud L de I'arc corresponent és:

A) L=112'35 B) L=24'79 C) L=137'78 D) L=182'26

E) L=147'36 F) L=76'51 G) L=15'92 H) L~214'03

11. Som en una vall situada entre dues muntanyes a una distancia de
123 m de la primera i 456 m de la segona. Si mirem cap a la dreta
veiem el cim de la primera muntanya amb un angle d'elevacié de
«1=45°5.a, mentre que si mirem cap a l'esquerra veiem el cim de la
segona muntanya amb un angle d'elevacié de a2=60°-3.a.
Quina és l'alcada de les dues muntanyes? Si entre els dos cims hi

ha un teleféric, l'espai en metres que recorrera €s de:

A) e=568'13 B) e=891'46 C) e=734'51 D) e=792'64

E) e=802'44 F) e=676'60 G) e=627'79 H) e=504'39

12. Sigui la funcié hiperbolica f(x)=4.Ch(x/2)-2.ArgSh(x)+3. Posa-la
en funcié de funcions exponencials i logaritmiques. Troba la imatge
aproximada de x=a/6.

A) y=42'16 B) y=23'45 C) y=b'78 D) y=6'29

E) y=38'29 F) y=8'77 G) y=12'46 H) y=18'37
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QUADRE DE RESPOSTES:

-
[al[z][d]
[bIO[e] | IO | IO | IOk
[rlle](n] | [Fllcl[x] | [ellcl[® | [F]lcllx]

5 6
Despréls de g(lesoldre
t ,
RIOE | “%imeena | RIOL
1 t
E EI [EI cogzigf:?i)so chirgéltees. IE E] EI

7 8
‘Ho Bguraentre Toeentt
El O @ donades, posa la creu El O El

al cercle central.

[e]le] (] [r] [l [x]

EAEE 'HEE [ @EE |
BIOE | BOE | BOE | BOME
| el | D6 | DEE | HE

r

Puntuaci6:
Respostes encertades: [ | Punts positius (x4): [ ]
equivocades: [ | negatius (x(-1)): [ ]

Puntuaci6 total: :I

Respostes correctes en funcié del parimetre:
(a=1, 2, 3 i 4, respectivament)
P;: B-H-C-D Po: G-F-A-B P3: C-H-F-D P4: D-B-G-F
Ps: B-G-D-E Ps: E-C-G-F P7: A-H-C-F Pg: C-G-B-F
Pg: D-F-C-H  Pjo: E-C-G-F  Pj;: EC-F-G  Pjo: E-F-D-C
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Qualificaci6:

Per obtenir la nota N farem servir la “Part entera”, on prendrem
l'enter inferior a la puntuacié donada. Aixi, E(5'3)=5. Quant a la
qualificacié, ens basarem en el barem segiient:

Susp.(N<b) Apr.(5<N<7) Not.(7<N<9) Exc.(N29)

Nota [N=(E(P+3)/5)]: [ | Qualificacit: | |

Si la puntuacié no ha estat prou alta, es pot tornar a resoldre la
prova, repassant abans els conceptes i exemples, perd ara emprant
un valor diferent pel parametre “a” que ha de ser 1, 2, 3 o 4.
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GLOSSARI DE CONCEPTES

Exposem a continuacié un recull dels termes matematics emprats,
seguits de la plana en qué es poden trobar. Els ntimeros en negreta
indiquen que la paraula esta a la part de “Formulacié matematica’.
En cas contrari, estan a la part de “Conceptes i exemples™

o A =

Abelia, grup 21 31
Abscissa 16 29
Abscisses, eix 16 29
Acotada inf., fun. 19 30
sup., fun. 19 30
Acotada, funci6é 19 30
Adjacent, catet 79
Afitada, funcio 19
Anell commutatiu 22 32
Angle recte 80

Angles centesimals 79 88
complementaris 80 89
oposats 80 89
sexagesimals 79 88
suplementaris 80 89

Angulars, mesures 79 88
Aplicaci6 15
identitat 24 32
injectiva 24 33
Arc cosinus, funcié 81 90
Arc sinus, funcié 81 90
Arc tangent, funcié 81 90
Argument 83 91
Asimptotes 74

DQ

Branques func. mult. 15 29

=@ -

Catet contigu 79 88
oposat 79 88

Centesimals, angles 79 88
Cientifica, notacié 75 87
Circular, trigonometria 78 88
Circulars inverses, fun. 81 90

Circulars, funcions 80 90
Commutatiu, anell 22 32
Complementaris, angles 80 89
Composicié de funcions 23 32
Composicié, condicié de 23 32
Composta, funci6 23 32
Comu, domini 20 31
Condicié de composicié 23 32
Conjunt d'existéncia 16

final 15

funcions 14 29

imatge 16

inicial 15
Constant, funci6é 17 30 72 85
Contigu, catet 79 88
Coordenades punt 16 29
Coordenats, eixos 16 29
Corba del grafo 29
Correspondéncia 15
Cosecant 79 89
Cosecant, funcié 80

Cosinus 79 89
hiperbdlic 83 91
Cosinus, funcié 80 90
Cota inferior 19 30
superior 19 30
Cotangent 79 89
Cotangent, funcié 80
Creixement, interval 18 30
Creixent, exponencial 76 87
fun. estr. 17 30
funcié mon. 18 30

Cnubica, funcié 73 85

=D -

Decimal, logaritme 77 88
Decreixement, interval 18 30
Decreixent, exponencial 76 87
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fun. estr. 17 30
funci6é mon. 18 30

Dependéncia, relacié 14 29
Dependent, variable 14 29
Diferéncia de funcions 21 31
Diferéncia, funci6é 21 31
Discriminant 73 85
Domini 16 29

comu 20 31
Dos-punts, forma 72 85

-8 -

Eix d'abscisses 16 29
d'ordenades 16 29
de simetria 73
Eixos coordenats 16 29
Element imatge 14 29
original 14 29
Equacions parameét. 72 85
Equaci6 exponencial 76 87
logaritmica 78 88
trigonométrica 82 91

Equilatera, hipérbola 74 83 86
Escalar-funci6, producte 23 32

Espai vectorial 23 32

Estrictament creix., f. 17 30
dec., fun. 17 30

Euler, formules 82 91
Existéncia, conjunt 16
Explicita, forma 14 29 72 85

Exponencial creixent 76 87
decreixent 76 87

Exponencial, equaci6é 76 87
funci6 76 87
Extrems 73 85

o B o

Final, conjunt 15
Fonamental, propietat 80

Forma dos-punts 72 85
explicita 14 29 72 85
implicita 15 29 72 85
paramétrica 72 85

Formules d'Euler 82 91
Funcions circ. inverses 81 90
circulars 80 90

hiperbéliques 83 91 92

Funci6 acotada 19 30

arc cosinus 81 90
arc sinus 81 90
arc tangent 81 90
constant 72 85
cosecant 80
cosinus 80 90
cotangent 80
cubica 73 85
exponencial 76 87
homografica 74 86
imparella 81 90
logaritmica 77 88
multif., branques 15 29
parella 81 90
periddica 81
polindémica 72 85
potencial 74 86
quadratica 73 85
quartica 73 86
racional 74 86
rectilinia 72 85
secant 80

sinus 80 90
tangent 80 90

Funcio, restriccié6 d'una 15

zeros d'una 73 85
escalar, producte 23 32

Funcions reals 14 29

varies variab. 14 29
vectorials 14 29

Funcions, composicié de 23 32

conjunt 14 29
diferéncia de 21 31
homotécia 27 34
igualtat 20 31
operacio 20 31
oposici6 28 34
producte de 22 31
quocient de 22 32
suma de 21 31
translaci6 26 33
valor absolut 28 34

Funcié acotada 19 30

inf. 19 30

sup. 19 30
afitada 19 30
composta 23 32
constant 17 30
diferéncia 21 31
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estr. creixent 17 30
estr. decreix. 17 30
inversa 24 33
mon. creixent 18 30
mon. decreixent 18 30
multiforme 15 29
nulla 21 31
oposada 21 31
producte 22 31
quocient 22 32
reciproca 22 31
restringida 15 29
suma 21 31
uniforme 15 29
unitat 22 31

Funcid, definicié 14 29
grafica d'una 16 29
monotonia 17 30

- @ -

Inferior, cota 19 30

Inferiorment, fun. acot. 19 30

Inicial, conjunt 15

Injectiva, aplicacié 24 33

Interval creixement 18 30
decreix. 18 30

Inversa, funci6 24 33

Inverses, fun. circ. 81 90

Invertida, parabola 73

- 1L =

Grafica d'una funcié 16 29
Grafo 16 29

Grafo, corba del 29

Graus 79 88

Grup abelia 21 31

- & -

Linia recta 72
Logaritme 76 88
decimal 77 88
neperia 77 88
Logaritmica, equaci6 78 88
funcié 77 88

o M -

Hipérbola equilatera 74 83 86
Hiperbélic, cosinus 83 91
sinus 83 91
Hiperbolica, tangent 83 91
Hiperbéliques, func. 83 91 92
raons 83
relacions 83 92

Hipotenusa 79 88
Homografica, funci6é 74 86
Homotécia de funcions 27 34

o1 o

Mesures angulars 79 88
Minuts 79 88

Monoétona creix. fun. 18 30
decreix., fun. 18 30
funci6é 17 30

Multiforme, funcié 15 29

- W -

Neil, parabola de 74
Neperia, logaritme 77 88
Notacié cientifica 75 87
Nul-la, funcié 21 31

=@ =

Identitat, aplicaci6 24 32
Igualtat de funcions 20 31
Imatge, conjunt 16

element 14 29
Imparella, funci6é 81 90
Implicita, forma 15 29 72 85
Independent, variable 14 29

Operacié de funcions 20 31
Oposada, funci6 21 31
Oposat, catet 79 88
Oposats, angles 80 89
Oposicié de funcions 28 34

Ordenada 16 29
l'origen 72 85

Ordenades, eix 16 29
Origen, ordenada 72 85
Original, element 14 29
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=P o

Parabola 73 85
de Neil 74
invertida 73
semicuibica 74

Paramétrica, forma 72 85
Paramétriques, equac. 72 85
Parella, funcié 81 90
Pendent 72 85
Periode 81 90
Periddica, funci6é 81
Polindémica, funcié 72 85
Potencial, funci6é 74 86
Producte de funcions 22 31
escalar-funcié 23 32
Producte, funcio 22 31
Propietat fonamental 80
Punt, coordenades 16 29

=4 =
—

Segons 79 88
Semicubica, parabola 74
Sexagesimals, angles 79 88
Simetria, eix de 73
Sinus 79 89

hiperboélic 83 91
Sinus, funcié 80 90
Suma de funcions 21 31
Superior, cota 19 30
Superiorment, fun. acot. 19 30
Suplementaris, angles 80 89

o T =

Quadratica, funcié 73 85
Quartica, funcié 73 86
Quocient de funcions 22 32

o R o

Tangent 79 89
hiperbdlica 83 91
Tangent, funci6é 80 90
Taula de valors 17
Taules trigonométriques 80 89
Translacié de funcions 26 33
Trigonometria circular 78 88
Trigonométrica, equaci6é 82 91
Trigonométriques, raons 79 88
taules 80 89

- -

Racional, funcié 74 86

Radians 79 88

Raons hiperbdliques 83
trigonométriques 79 88

Reals, funcions 14 29

Reciproca, funci6é 22 31

Recorregut 16 29

Recta, linia 72

Recte, angle 80

Rectilinia, funcié 72 85

Relacions hiperbdliques 83 92

Relaci6 de dependéncia 14 29

Restriccié d'una funcié 15

Restringida, funcié 15 29

-8 -

Uniforme, funcié 15 29
Unitat, funcio 22 31

-V =

Secant 79 89
Secant, funci6é 80

Valor absolut de funcions 28 34

Valors, taula 17

Variable dependent 14 29
independent 14 29

Variables 14 29

Variables, func. varies 14 29

Varies variab., func. 14 29

Vectorial, espai 23 32

Vectorials, funcions 14 29

Veértex 73 85

- D -

Zeros d'una funcié 73 85
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