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PROLEG

Oferim als estudiants universitaris i als lectors interessats aquesta
guia didactica de la matematica universitaria com a fruit dels nostres
anys de docéncia de les matematiques a la Universitat. El resultat
final ha esdevingut una col-leccié de setze petits volums agrupats en
els dos méduls d'Algebra Lineal i de Calcul Infinitesimal.

Per raons de contingut el médul d'Algebra Lineal s'ha subdividit en
les tres parts corresponents d'Algebra Moderna (dos volums:
Conjunts i Estructures), Algebra Matricial (tres volums: Matrius,
Determinants i Sistemes d'equacions) i Algebra Vectorial (tres
volums: Vectors, Endomorfismes i Geometria Analitica), mentre que
el médul de Calcul Infinitesimal agrupa les tres parts corresponents a
Calcul Funcional (dos volums: Funcions i Continuitat), Calcul
Diferencial (quatre volums: Derivades, Corbes, Derivades parcials i
Optimitzacid) i Calcul Integral (dos volums: Integrals i Equacions
Diferencials).

Amb aquest sisé volum de la col-leccié iniciem l'estudi de 1'Algebra
vectorial a partir de conceptes propers a la intuicié6 com son els
vectors del pla i de l'espai per, a continuacié, fer una generalitzacié
del concepte de vector a altres ens matematics com polinomis,
successions, magnituds econdomiques, etc. En aquest volum
utilitzarem sovint la notacié matricial, ja coneguda i emprada en
volums anteriors, i que esdevé una eina idénia per facilitar la notacié
dels conceptes i del calcul entre vectors. Seguim amb l'estudi
axiomatic de l'estructura d'espai vectorial i les seves propietats, que
com veurem en el proper volum ens permetra, entre altres
aplicacions a l'economia, deduir els valors i vectors propis d'un
endomorfisme i diagonalitzar formes quadratiques. '

Creiem que, en l'estudi de la Matematica, I'alumne universitari
podra servir-se d'aquesta guia didactica tant per a la confeccié dels
seus propis apunts com en l'estudi dels diferents temes que
conformen les assignatures corresponents a les matéries tractades.
Per aquest motiu es presenta una breu Bibliografia escollida
classificada en basica i addicional, segons el grau de dificultat que
presenta. .

Exposem el Programa i la Simbologia, on indiquem els conceptes
que lintegren, conjuntament amb el simbolisme que farem servir al
llarg de l'obra. Hem procurat fer un programa racional en qué els
conceptes es van deduint els uns dels altres de manera logica.



En cada volum es destaca especialment el contingut en Conceptes i
Exemples, de gran importancia per a la comprensié de les matéries
tractades, en les quals, sovint, es prescindeix de demostracions
formalistes d'acord amb l'esperit de l'obra, que, com el seu titol
indica, pretén ser una guia didactica.

" A continuacié presentem una Formulacié matematica, expressada
en simbols formals dels conceptes estudiats, que ajudaran, sens
dubte, a la rigorositat en la resolucié de giiestions i problemes.

Seguim el desenvolupament amb la part dedicada a l'estudi de
Problemes resolts. Es important que l'estudiant comprengui fins a
I'altim detall aquests problemes, que, en realitat, son una continuitat
en grau de dificultat dels exemples senzills estudiats anteriorment.

Presentem després una col.leccié6 de Problemes proposats amb la
intencié que el lector els resolgui de manera natural mitjancant els
coneixements adquirits als apartats anteriors.

A Tl'apéndix s'inclou una Prova d’autoavaluacié que consta d'una
série de “problemes parametritzats”; és a dir, problemes que
depenen d'un parametre (a=1,2,3,4). Per a cada valor del parametre
la soluci6é sera diferent i estara inclosa entre alguna de les vuit
possibles. Aquest tipus de problemes es podra resoldre quatre
vegades amb numeros diferents.

Finalment, a més de la Bibliografia escollida, un Glossari de tots els
conceptes matematics exposats al llarg de I'obra en facilita la rapida
localitzacio.

Girona, novembre de 1995

Els autors
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

1.1 VECTORS EN EL PLA I EN L'ESPAI

1)

2)

3)

Concepte de vector. Punts origen (Pi) i extrem (P2),
vector del pla (v, w, ...), components horitzontal (a) i
vertical (b), pendent (m) i inclinacié (a). Vectors
equipolents (=). Conjunts de vectors fixos (U) i vectors
Iiures (V). Vectors de l'espai, inclinacions (o, B, 9.

Suma i producte per un escalar. Suma geométrica de
dos vectors, regla del paral-lelogram. Suma en funci6 de
les components (+), estructura de grup abelia, vector
nul (8), vector oposat (-v), diferéncia de vectors (-).
Producte d'un escalar per un vector (.), propietats.
Partici6 d'un segment, punt i constant de particio (k).
Casos particulars: punts interior i exterior al segment,
punt mig (Pm).

Norma d'un vector. Concepte de norma(|jv]]), distancia
entre dos punts (d). Propietats de la norma: positivitat,
escalaritat i desigualtat triangular. Tipus de vectors:
unitari (u), vectors ortogonals i ortonormals, vectors
canonics (i, j, k). Descomposicié canodnica.

1.2 PRODUCTES ENTRE VECTORS

1)

2)

3)

4)

Producte escalar. Projeccid perpendicular, producte
escalar (¢), propietats. Producte escalar en funci6 de les
components. Angle format per dos vectors (o). Casos
particulars: paral-lelisme (||) i perpendicularitat (1).

Producte vectorial. Norma, direccio i sentit del producte
vectorial (A}, propietats. Producte vectorial en funci6 de
les components. Area d'un triangle.

Producte mixt. Producte mixt de tres vectors (PM=[ ]).
Interpretacio geomeétrica: volum del paral-lelepipede.
Producte mixt en funcid de les components. Propietats.
Volum d'un tetraedre.

Altres productes entre vectors. Doble producte vectorial
de tres vectors. Producte escalar de productes
vectorials, identitat de Lagrange.
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c) CONCEPTES 1 EXEMPLES

1.1 VECTORS EN EL PLA I EN L'ESPAI

1.1.1 CONCEPTE DE VECTOR. Si P;(xj, y1) i Pa(x2, y2) s6n dos punts
qualssevol del pla, on al primer li diem punt origen i al segon punt
extrem, anomenem vector del pla la fletxa dirigida des del punt
origen fins al punt extrem.

Simbolitzarem els vectors per les lletres U, W,... i si volem indicar
els punts origen i extrem, posarem una fletxa sobre aquests punts:

U=P;P,

Definim les components d'un vector
com les projeccions d'aquest vector Y,
sobre els eixos coordenats X i Y, que
denotarem per a i b. La primera és la
component horitzontal i la segona la
component vertical. Tenim: ¥ a

a=x9-x1 i b=y2-y1 ; X

Podrem posar U=(a,b), aix6 indica 1 )
que té de components a i b.

També definim el pendent del vector i el simbolitzem per m, com
el quocient entre la component vertical i I'horitzontal, és a dir,
m=b/a. La inclinacié6 del vector és l'angle « que forma amb
I'horitzontal i, aplicant trigonometria, sera tan(a)=b/a, a=arctan(m).

P2
) b
M

Exemple 1. Sigui el vector U d'origen P1(2,1) i extrem P5(6,4). La
component horitzontal és a=6-2=4 i la vertical b=4-1=3. -

Podem designar el vector per U=(4,3). D'aqui es veu que el pendent
€s m=3/4=0'75 1 en percentatge m=75%. La inclinacié, agafant una
calculadora, sera a=arctan(0'75)= 36° 52' 11",

Donats dos vectors Uj=(a1, bj) i U2=(ag, b), direm que sén equipo-
lents, si i només si tenen les mateixes components: aj=as i bi=ba.

Ho expressarem per Uj=Ug i si els dibuixéssim veuriem que sén
paral-lels (igual direccié) i tenen el mateix sentit i longitud (més
endavant en direm “norma”).

Exemple 2. A més del vector U anterior, dibuixem el nou vector w
d'origen Q1(3,5) 1 Q2(7,8). Les components sén a=7-3=4 i b=8-5=3.
Per tant, W=(4,3) i com també U=(4,3), aquests dos vectors sén

equipolents. Fem la grafica i veurem que, fent una translacié d'un
vector, es pot superposar amb l'altre.

Observem que estem treballant amb dos tipus de vectors:
U=P1P2 i v=(a,b)
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Els primers, en donar-nos els punts origen i extrem, seran vectors
fixos, ja que queden dibuixats d'una manera unica en el pla. El
conjunt dels vectors fixos el simbolitzarem per U.

Els vectors del segon tipus sols ens donen les seves components i
els podrem dibuixar prenent com a origen qualsevol punt del pla.
Anomenarem vectors lliures aquests tipus de vectors. El conjunt dels
vectors lliures el designarem amb V.

Recordant el que vam estudiar en el llibre d'Algebra moderna,
clarament es veu que l'equipoléncia de vectors (=) és una relaci6
d'equivaléncia.

Si formem el seu “conjunt quocient” veurem que V=U/(=). A menys
que es digui res en contra, treballarem amb vectors Hiures.

Exemple 3. Completem l'exemple anterior amb un nou vector X
d'origen R3(10, 9) i extrem Rgp(14, 12). També és equipolent als
" anteriors perqué les seves components sén a=4 i b=3.

De la grafica comprova les propietats de la relacié d'equivaléncia
per a la relacid (=): Reflexiva (tot vector té les mateixes components
que ell mateix), Simétrica (si el 1r és equipolent al 2n, llavors el 2n és
equipolent al 11) i Transitiva (si el 1r és equipolent al 2n i aquest és
equipolent al 3r, llavors el 1r és equipolent al 3r).

El mateix estudi efectuat en el pla es pot fer en 1'espa1 cosa que
dona lloc als vectors de l'espal

A Per tant, donats els
z, \ punts origen Pi(x1, yi1,
z1) i extrem Pa(x2, y2,

z2), el vector de l'espai
tindra de components
14 a=xpX1  b=y2y1
Cc=z9-Z]
Si observem el vector
Y U=(a, b, ¢) i anomenem L
b /y2 la longitud del vector

(distancia entre Pj i P3),
veurem que hi ha tres
tipus d'inclinacions, a, B i
v, segons si ens fixem
amb l'angle format pel
vector i els eixos X, Yi Z,
respectivament. Aplicant trigonometria tindrem -
a=arc cos (a/L) , p=arccos(b/L) i ~=arc cos (c/L)

Naturalment, 1'equipoléncia de vectors de l'espai és definida de la
mateixa manera que en el pla.

Exemple 4. Un vector U de l'espai, de longitud 13 unitats, t& per
punts origen P1(3, -4, 1) i extrem P5(6, 8, 5).

Components: a=6-3=3, b=8-(-4)=12 i c=5-1=4, és a dir, U=(3, 12, 4).
Les inclinacions s6n: Eix X: a=arccos(3/13)=76° 39' 27" , Eix Y:
B=arccos(12/13)=22° 37' 11" 1 EixZ: y=arccos(4/13)=72°4' 47".
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1.1.2 SUMA I PRODUCTE PER UN ESCALAR. Per efectuar la suma
geomeétrica de dos vectors, els posarem l'un a continuacié de I'altre,
de manera que l'extrem del primer coincideixi amb l'origen del
segon. El vector suma sera aquell que té per origen l'origen del
primer i per extrem, l'extrem del segon: '

Suma de vectors LLei del paral.lelogram

També podem emprar la regla del paral-lelogram, que consisteix a
fer coincidir els dos punts origen i després, passant pels punts
extrems, tracar dues rectes paral-leles als vectors. El vector suma
tindra per origen l'origen comi i per extrem el punt de tall de les
dues rectes anteriors.

Donats-els vectors Ui=(aj, bj) i Ug=(as, beo), la suma en funcié de les
components serd molt facil de fer: només haurem de sumar les
components respectives:

V1+Ug=(aj+ag, bj+bg)

En l'espai serd exactament igual: U1+Ug=(aj+ag, bi+ba, c1+cg). Si
considerem el conjunt de vectors lliures amb l'operacié de suma de
vectors (V, +), es veu clarament que té l'estructura de grup abelia. Es
a dir, es compleixen les propietats segiients:

Operaci6 interna (la suma de dos vectors és un altre vector).

Associativa i commutativa.

Element neutre (és el vector nul, de components nul-les 8=(0, 0) i

on coincideixen els punts origen i extrem).

Element oposat (és el vector oposat, -U=(-a, -b), de components

oposades a l'original i que té la mateixa longitud i direcci6, perd
és de sentit contrari).

Aquesta ultima propietat ens permet definir la diferéncia de
vectors: per restar dos vectors, sumarem el primer amb l'oposat del
segon. Geométricament es pot fer com s'indica en les figures:

Py

o - 2
Diferéncia de vectors Llei del paral-lelogram
Conseglientment, U1-Ua=U1+(-Ug), perd a la practica la diferéncia

de dos vectors en funci6 de les components l'obtindrem restant les
seves components:

En el pla U;1-Ug=(aj-ag, bi-bg) i en l'espai U;-Ug=(aj-ag, b1-ba, c1-cg).
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Quant al producte d'un escalar per un vector, obtindrem un altre
vector que tindra la mateixa direcci6 i que sera del mateix sentit si
I'escalar és positiu i de sentit contrari si és negatiu. A més, si en valor
absolut l'escalar és més gran que la unitat, s'allarga la longitud del
vector, mentre que si és inferior a la unitat, s'escurca.

Si és k l'escalar i U=(a,b) el vector, el nou vector és k.U=(k.a, k.b),
és a dir, per multiplicar un escalar per un vector, multiplicarem
cadascuna de les seves components:

En el pla k.v=(k.a, k.b) i en l'espai k.v=(k.a, k.b, k.c).

Quant a les propietats, exposades en la part de Formulacié
matematica, diem que s6n: operacié externa, associativitat escalar,
distributivitats escalar i vectorial i element unitat.

Exemple 5. Pels escalars k=2 i ko=3 i els vectors U}1=(4,7) i U3=(5,6)
la seva combinaci6 lineal és el vector:
U=k] Uj+ko.Uo= 2.(4,7)+3.(5,6)= (8,14)+(15,18)= (23,32)

Una aplicacié important del producte d'un escalar per un vector és
la particié d'un segment.
Y Siguin Pji(x1. y1) i Pa(xa, y2) les
coordenades dels punts origen i
% P, extrem del segment P1Py del pla. El
b punt de particié P(x, y) serd un punt
y g situat en la mateixa recta P1Pg i que
BN X sera determinat per la constant de
x;, a X particid k, definida pel quocient:

| k=P P/P|P;

Observem que el quocient anterior esta ben definit, pel fet que els
vectors s6n de la mateixa direcci6. Emprant components tenim:

k=(P-P1)/(P2-P1) , P-P1=k.(P2-P;) , P=(1-k).P;+k.Py

Es a dir, x=(1-k).x1+k.xg i y=(1-k).y1+k.y2.

Com a casos particulars veiem que si k=0 el punt de particié del
segment és el seu origen Pj, si k=1 és l'extrem P2, si O<k<l é€s un
punt interior i si k<O o bé k>1 és un punt exterior al segment. .

També, si substituim k=1/2, obtindrem el punt mitja del segment
Pm. Per tant, Pp=(P1+P2)/2, és a dir, xp={x1+x2)/2 1 ym=(y1+y2}/2 i
aixi el punt mitja d'un segment és la mitjana dels seus extrems.

Exemple 6.. El segment PP té d'origen Py(-1, 2) i extrem Pa(7, 8). Si
la constant de particié és k=3/2, ens resultara el punt de particié P de
coordenades
x=(1- 3/2).(-1)}+3/2).7=...=11 , y=(1-3/2).2+3/2).8=...=11
Directament, fent la mitjana de les coordenades, veiem que el
punt mitja del segment és Pry(3, 5).

Com k=3/2 i si fem la seva grafica, veurem que el punt P(11, 11) es
pot obtenir dividint el segment P)Pg en dues parts, 1 resultara el punt
Pm. Després, posant a continuacié de Pj tres vegades el segment
P1Pm, ens donard com a punt extrem el punt de partici6 P.
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1.1.3 NORMA D'UN VECTOR. Entenem la norma d'un vector U com la
seva longitud, és a dir, la distancia entre els punts extrems.

Si la simbolitzem per [|V||, podrem escriure ||U||=d(P;,P2). Posem ara
la norma en funcié de les components.

En el pla, si el vector és de
components a i b, és clar que

IW[i=\a2+b2 (]
En l'espai veiem que , Pl [
Il=Vm2+c2 i que m2=a2+b2 2 m
b
Substituint, [jU]=\a2+b2+c2

Podem afirmar, doncs, que la norma d'un vector és igual a l'arrel
quadrada de la suma dels quadrats de les seves components.

Apuntem també les formules de la distancia entre dos punts, que
evidentment sera igual a la norma del vector que té aquests punts
per extrems:

En el pla, d(P;,Pg)= (x2-x1)2+(y2-y1)2
En l'espai, d(P1,P2)=V (x2-x1)2+(y2-y1)2+(z2-21)2

Exemple 7. El vector de I'exemple anterior U té d'origen Pj(-1, 2) 1

extrem Pgo(7, 8). Les seves components seran a=7-(-1)=8 1 b=8-2=6.

Consegilientment, la seva norma sera: C
llvjl= ‘J§2+§2= ‘}64+36= \J 100= 10

Per tant, la longitud del vector és de 10 unitats.

Entre les propietats de la norma destaquem les seglients, que es
poden comprovar facilment dibuixant els vectors:

Positivitat. La norma d'un vector mai no és negativa, i inicament és
zero quan es tracta del vector nul.

Escalaritat. La norma del producte d'un escalar per un vector és
igual al valor absolut de l'escalar multiplicat per la norma del
vector.

Desigualtat triangular. La norma de la suma de dos vectors és
inferior o igual a la suma de les normes. ‘

Exemple 8. Donats els vectors de l'espai U1=(2, 3, -6) i U3=(-2, 9, 6)
que tenen de normes

Iw1ll= V22+32+(-6)2=7 1 |ul=(-2)2+9%+62=11

Si ara formem el vector suma U=U;+Us=(0, 12, 0), que
evidentment té de norma 12, ens quedara comprovada la desigualtat
triangular, ja que 12<7+11. :

Atenent la seva norma, estudiarem alguns tipus de vectors.
Comencem pel vector unitari, que és un vector de norma o longitud
igual a la unitat.

Direm que U; i U sén dos vectors ortogonals si les seves
direccions sén perpendiculars, és a dir, si formen un angle de 90°.
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Si a més de ser ortogonals els dos vectors son unitaris, direm que
sén vectors ortonormals.
Exemple 9. Tenim els vectors u1=(0'6, 0'8) 1 uy=(0'8, -0'6) que sén

unitaris, ja que si calcules la seva norma veurds que és la unitat.
També sén ortogonals, com pots veure dibuixant-los, o bé trobant les
seves. inclinacions

oy =arctan(0'8/0'6)=53° 1 og=arctan(-0'6/0'8)=143°

Com que es diferencien de 143°-53°=90°, seran perpendiculars o
ortogonals. Aixi, els vectors donats s6n ortonormals.

Els vectors ortonormals més senzills es designen per i, jJiKi
s'anomenen vectors canonics., i, com veiem a la figura, van en les

direccions dels eixos coordenats.

Y Z
c
K Y
| AT X
1
‘ a
En el pla En lespai

Observem que en el pla aquests vectors canodnics sén I=(1, 0) i
J=(0, 1), i en l'espai i=(1, 0, 0), j=(0, 1, 0) i k=(0, O, 1).

Donat un vector qualsevol del pla U=(a, b) o de I'espai U=(a, b, ¢), el
podrem posar immediatament com a combinaci6 lineal dels seus
vectors candnics, i obtenir les descomposicions candniques,

U=a.i+b.j i U=a.l+b.jJ+c.K

Exemple 10. Elvector U=(2, 4, 3) equivaldra al v=2.1+4.J+3.K, ja que
v=(2, 4, 3)=2.(1, 0, 0) + 4.(0, 1, 0) +3.{0, 0, 1) = 2.1+4.J+3.k.

1.2 PRODUCTES ENTRE VECTORS

1.2.1 PRODUCTE ESCALAR. Donats dos vectors lliures, U i Ug, farem
que siguin concurrents en un mateix punt O, que pot ser l'origen, de
manera que obtinguem els dos extrems P; i P2, respectivament.

Obtindrem la projeccié perpendicular del segon vector sobre el
primer, baixant des de l'extrem P2 una recta perpendicular al primer
vector, que el tallard en un punt P (mireu la figura). Doncs bé,
aquesta projeccié perpendicular sera el segment OP.



16 ALGEBRA VECTORIAL

Definim el producte escalar, Uj°Vg, de dos vectors com aquell
namero obtingut multiplicant la longitud d'un d'ells per la longitud
de la projeccié perpendicular de I'altre. .

Per tant, U;°U2=0P;.0OP, i emprant
trigonometria, com cos(a)=OP/OP3,
U31°U2=0P;.0Ps.cos(a)
I en funcié de les normes,
UjeU2= |[U1]l.IV2]l.cos(a)

"En conseqiiéncia, el producte escalar de dos vectors és el valor
obtingut multiplicant les seves normes pel cosinus de l'angle que
formen.

Exemple 11. Partim dels vectors del pla U;=(8, 6) 1 Uo=(1, 7). Si fem la
grafica veurem que la longitud del primer és 10 i que la projeccié
perpendicular del segon €s 5. Per tant, el producte escalar sera 50.

Analiticament, haurem de calcular les dues longituds
01l=V8%+62=10 1 |Vol=V12+72=y50

També haurem de trobar I'angle que formen, buscant primer les
inclinacions
aj=arctan(6/8)=36°52'11" 1 oag=arctan(7/1)=81°52'11"

L'angle format per U1 1 Ug és o=0g-01=45°. Cm que cos(45°)=+2/2,
el producte escalar sera .
U1 U= [|U]L./Iug]|.cos(@)=10. Y 50.¥2/2= 10.5=50

De la definicié anterior es poden demostrar que es verifiquen les
seglients propietats del producte escalar:

Commutativa. L'ordre dels factors no altera el producte escalar.
Distributivitat. El producte escalar és distributiu respecte a la suma.

Escalaritat. Es verifica 1'associativitat entre el producte d'un escalar
per un nuamero i el producte escalar: (k.U;)sUg=Kk.(Uj°U53).

Paral-lelisme. Si dos vectors s6n paral-lels (tenen la mateixa
direcci6), el producte escalar és igual al producte de les normes.
En particular resulta que iei=1, joj=1 i Kek=1.

Perpendicularitat. Donats dos vectors perpendiculars, el seu
producte escalar és nul. En particular, i*j=0, jek=0 i i*k=0.

Si ens aprofitem d'aquestes propietats, trobarem molt ficilment el
producte escalar en funci6 de les components. Només caldra
substituir els vectors per la seva descomposici6 canénica i aplicar les
propietats anteriors.

En el pla, si U1=(aj, bj) i Ug=(ag, ba), obtindrem
UjeU9=aj.agz + by.bo
En l'espai, si U;=(aj, by, c1) i Ug=(ag, be, c9), ens quedara
Uj*Uo=aj.ag + bi1.bg + c1.Cco
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Podem dir, doncs, que el producte escalar de dos vectors és igual a
la suma dels productes de les seves components correlatives.

Exemple 12. Siguin els dos vectors del pla V1=(8, 6) 1 Va=(1, 7) de
I'exemple anterior. Efectuem el seu producte escalar
DjsUo= 8.1 + 6.7= 8+42= 50
Ens ha donat igual que abans, perd ara molt més senzillament.

Si apliquem el resultat anterior, VjeUg=|U;]l.lIIV3ll.cos(a), podrem
calcular directament 1'angle format per dos vectors,

a=arc cos [(V1°V2)/(IV1ll.IVal)]

Haurem de substituir tant el producte escalar com les normes dels
vectors per les seves components.

Exemple 13 . Calculem l'angle format per U1=(8, 6) i Ug=(1, 7). Ja hem
trobat el producte escalar i les normes

Uig=50 , [Ul=10 1 |Ugl5.V2
Per tant, o= arc cos [50/(10.5.Y2)] = arc cos (y2/2) = 45°

Com a casos particulars, tenim el paral-lelisme de vectors, U || Uz,
on l'angle format és de 0°. Substituint en la férmula de l'angle, ens
resultara que dos vectors sén paral-lels si les seves components sén
proporcionals:

En el pla, aj/ag=bi/ba. A més, si recordem que els pendents sén
mi=bj/a) i mg=bg/ag, arribarem a la conclusié que mj=my. Per tant,
dos vectors del pla seran paral-lels si tenen el mateix pendent.

En l'espai s’haura de complir, aj/az=bj/ba=c1/ca.

També hi pot haver la perpendicularitat de vectors, V1 1 Vg, on ara
l'angle sera de 90°. Substituint en la férmula de I'angle, deduirem
que dos vectors s6n perpendiculars si el seu producte escalar és nul:

En el pla, aj.ag+b1.bg=0, i si fem servir els pendents arribarem a la
conclusié que ma=-1/mj. Consegiientment, dos vectors del pla seran
perpendiculars si els seus pendents sén inversos i oposats.

En l'espai es verificara que aj.as+bj.ba+ci.c2=0.

Exemple 14 . Pels vectors U1=(-2, 6, -8), Ua=(1, -3, 4) 1v3=(-2, 6, 5) de
I'espai observem que els dos primers s6n paral-lels, perqué les seves
components sén proporcionals
2/1=6/(-3)=-8/4 onk=-2 i, per tant, U)=k.Uy
En canvi, els dos 1ltims sén perpendiculars, ja que
VaeUs= 1.(-2)+(-3).6+4.5=-2-18+20=0
Escriurem, U |[U2 1 Uglus.

1.2.2 PRODUCTE VECTORIAL. A diferéncia del producte escalar que
tenia com a resultat un valor numeéric {escalar), el producte vectorial
de dos vectors és un altre vector.
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Aquest nou vector, designat per UjAUg, té per norma (o longitud)
I'area del paral-lelogram format pels dos vectors. Per tant,
lu1AU2 [=Ap=OP1.h
Si apliquem trigonometria,
com sin(a)=h/OPg2, tindrem
llu1AU2 [|I=0OP;1.0Pa2.sin(o)
En funci6 de les normes,

[l 1AV [ISU1]l]IV2 ||.sin(o)

Es a dir, la norma del
producte vectorial és igual al
producte de les seves normes pel sinus de l'angle que formen.

La direccié del producte vectorial és la de la recta perpendicular al
pla format pels dos vectors, mentre que el sentit és el d'avan¢ d'un
tornavis quan es fes girar des del primer vector fins al segon.

Anomenant U el vector unitari que té aquesta direcci6 i aquest
sentit, s'haura de verificar que

UeU);=0 i UeU2=0, ja que és perpendicular a ambdés.

Expressem el producte vectorial com a UjAUg=||U1AU2 |l.U.

Exemple 15. Siguin els vectors Uj=(2, 3, 6) 1 U9=(8, -4, 1) . Si trobes les
seves normes i el seu producte escalar, tindras
W1l=7 , b2]=9 i V1°U2=10
D'aqui podem deduir 'angle que formen
a=arc cos [10/(7.9)]= 80° 52'.
La norma del producte vectorial és
IW1AU2 |I=[jU] [l [l.sin(o)= 7.9.s1n(80° 529= 63.0'9873= 62'2
Ens falta trobar el vector unitari U=(a, b, ¢) que va en la direcci6 1 el

sentit del producte vectorial, que ha de ser perpendicular amb els dos
vectors donats. Per tant,

Usli= 2.a+3.b+6.c=0 1 UsUy=8.a-4.b+c=0
El sistema format té per infinites solucions a=-27.c/32 1 b=-23.¢/16,

que depenen del parametre ¢ i que trobarem imposant la condicié
que la norma del vector unitari és igual a la unitat,

VaZib24c2=1 , (-27.c/32)2+-23.c/16)2+c2=1
Fent operacions obtenim ¢=£0'5144, on els signes indiquen els dos
sentits del vector unitari. Substituint en aquest vector obtindrem
: U=t (-0'4340, -0'7394, 0'5144)

Perd el vector que busquem és el producte vectorial U= |[U;AUg .U,
que trobarem multiplicant el vector unitari per la norma, 62'2,

U= U1Alg = 1 62'2.(-0'4340, -0'7394, 0'5144) =+ (27, 46, -32)
Faltaria saber quin dels dos signes hem d'agafar, perd ho deixarem,

perqué explicarem una manera molt més senzilla, mitjancant
determinants, per a calcular el producte vectorial

Partint de la definicié es poden demostrar les segiients propietats
del producte vectorial:

Anticommutativitat. Canviant d'ordre els vectors, el producte
vectorial té la mateixa direccid, per6 sentit diferent.
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Distributivitat. El producte vectorial és distributiu respecte a la
suma de vectors.

Escalaritat. Es compleix la propietat associativa entre el producte
d'un escalar per un vector i el producte vectorial, en el sentit
que (k.U1)AU2=Kk.(U1AD2).

Paral-lelisme. Si dos vectors s6n paral-lels, el seu producte
vectorial és nul. En particular es verifica iAl=8, jaj=0 i kak=0.
Perpendicularitat. La norma del producte vectorial de dos vectors
perpendiculars és igual al producte de les seves normes. Pels

vectors canoénics tenim iaJ=K, jak=i i Kai=].

Fent servir aquestes propietats, podrem calcular immediatament
el producte vectorial en funcié de les components. Sols haurem de
substituir els vectors per la seva descomposicié canoénica.

Si els vectors sén del pla, el seu producte vectorial és expressat
per un determinant de segon ordre

UIAU2=| la;ll ta)i |k

Si els vectors s6n de l'espai, el determinant és de tercer ordre

i J k
U1AUg=| a3 ag ag
b; bz b3

Exemple 16. Pels vectors U1=(2, 3, 6) 1 U2=(8, -4, 1) de I'exemple
anterior, calcularem el producte vectorial

ijk
2 é 6| =(3.1+48.}8.K - 24.k-24.+2.)

8-41
Per tant, UjAUg =27.1+46.J-32.K o també VAU =(27, 46, -32).

UiAlL=

El producte vectorial ens pot servir per a calcular l'area d'un
triangle, ja que per definicié la norma del producte vectorial és igual
a l'area del paral-lelogram format pels dos vectors, i sabem que l'area
del triangle sera la meitat de la del paral-lelogram. :

En l'espai, si els vértexs del
triangle sén A(x1, y1, z1),
B(x2, y2. z2) i C(x3, y3, z3),
trobarem la seva area, A¢, per
la formula

A= (1/2).J1ABAAC |

Exemple 17. En el triangle de vértexs A(-3, 1, 0), B(-1, 4, 6) 1 C(5, -3, 1),
trobem primer dos vectors dels costats

V,=AB=(2,3,6) 1 ,=AC=(8, 4, 1)

El seu producte vectorial ja 'hem calculat, UjAUg =(27, 46, -32), on la
seva norma €s 62'2. Per tant, l'area és At=(1/2).62'2= 31'1.

P
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Si el triangle del pla és de vértexs A(x], y1). Blxs, y2) i Clxs, y3), i
substituim en la férmula anterior, 1'area del triangle sera

x1 1 1
At=;} x2 yz 1
X3 ys 1

Encara que no ho hagim posat per no complicar, se sobreentén
que s'ha d'agafar el valor absolut, ja que l'area és sempre positiva.

Exemple 18 . Sigui el triangle del pla A(-4, -3), B(4, 3) i C(-3, 4).
Trobem la seva area per mitja del determinant:
4-31
A=1l4 3 1|=1l50=25
2|34 1l 2
També hauriem pogut calcular l'area aplicant la férmula del
producte vectorial, peré ara serien nul-les les terceres components.

1.2.3 PRODUCTE MIXT. Donats tres vectors de l'espai, el producte
mixt és, com diu el seu nom, una combinaci6 dels productes escalar i
vectorial. El simbolitzarem i definirem per

PM=([U1, U2, Ug]= U1°(U2AU3)

Estudiarem a continuaci6
la interpretaci6 geométrica
d'aquest producte mixt.

Observem la figura i
apliquem la definicié de
producte escalar

PM= [lU} [l.IV2AD3 ||.cos(0)

Veiem que el primer i
darrer factor és l'algada h, i
recordant que el producte
vectorial té per norma
I'darea Ap del paral-lelo-
gram, tindrem

PM= Ap.h = Vp

Es a dir, el producte mixt de tres vectors coincideix amb el volum

del paral-lelepipede que té per arestes els tres vectors.

A continuacié deduirem una férmula que ens doni el producte mixt
en funci6 de les components. Aplicarem la definici6 de producte
mixt:

i J k

PM= (a;.l+b;.J+c;.K)e] aa by co
a3 bz c3

Operant, arribarem a la conclusié que el producte mixt equival al
determinant format per les components dels vectors:

a by c
PM=| aa by c2
a3 bz c3
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Exemple 19. Donats els vectors U1=(2, 3, 6), U3=(8, -4, 1) 1 U3=(5, 9,7),
el seu producte mixt sera

236
8-41
597
Es pot comprovar, trobant primer UgAUg= (-37, -51, 92) i després fent
el producte escalar amb el primer vector. Ens donara també 325.

PM= =.=325

Les propietats del producte mixt seran, evidentment, les mateixes
que les propietats dels determinants. En particular, destacarem les
propietats de: .

Commutativitat operacional. En el producte mixt es poden

permutar els productes escalar i vectorial, U;*(UzAU3)=(UAU2)*U3
(observeu que els vectors no han canviat d'ordre).

Coplanarietat. El producte mixt de tres vectors coplanaris és nul,
la qual cosa és lagica ja que amb ells no es pot formar cap
paral-lelepipede. A més, si tres vectors sén coplanaris, un d'ells
es podra posar en combinaci6é lineal dels altres dos i aixi el
determinant sera zero.

Com una aplicacié del producte mixt, també podem calcular el
volum d'un tetraedre determinat pels quatre vértexs A, B, Ci D.
Comprovem que el volum del
tetraedre format per tres vectors és
igual a la sisena part del volum del
paral-lelepipede, doncs
¢ Vr=(1/3).Ach=(1/3).(ap/2).h=PM/6
Per tant, si agafem com a vectors
les arestes, tindrem

Vr=(1/6).[AB, AC, AD}

B

Una altra manera de calcular-lo és posar-ho en funci6é de les
coordenades dels quatre vértexs. De l'expressi6é anterior es dedueix:

X1 51 z1 1
ve=l| X2 Y2 Z 1
6]l x3 ys3s z3 1
X4 ys z4 1
Exemple 20. Un tetraedre té de vértexs A(-3, 8, 1), B(-1, 3, 7), C(5, -4, 2)

1D(2, 9, 8). Si volem calcular el seu volum, podem comengar trobant
els vectors de les arestes

AB=(2,3,6) . AC=(8,4,1) i AD=(5.9,7)
Com que ja hem calculat abans el seu producte mixt, PM=325,
obtindrem que el volum del tetraedre és V=(1/6).325= 54'16.

Es pot comprovar el resultat anterior aplicant la férmula del
determinant. Observeu que si a totes les files els restem la primera, el
determinant es podra reduir a un de tercer ordre.
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1.2.4 ALTRES PRODUCTES ENTRE VECTORS. Per acabar aquest
estudi, introduirem el concepte de doble producte vectorial que sera

un vector definit per U=U1A(U2AU3).

Es prova que el doble producte vectorial es pot expressar també
pel determinant:

Uz Us
UieUz Ujels
D'aqui es dedueix que el doble producte vectorial no té la propietat
associativa. Es a dir, en general U;A(U2AU3)#(U1AU2)AUS.

UiA(U2AD3)=

Un altre producte entre vectors és el producte escalar ~de

productes vectorials, U=(U1AU2)*(U3AU4). Sols comentarem que es
verifica la identitat de Lagrange,
(U1AU2)*(U3AV )= | 1sls - Uiy

UgsUs  Dgely

Exemple 21. Trobem el producte vectorial dels vectors U;=(2, 3, 6),
Uo=(8, -4, 1) 1 U3=(5, 9, 7). Haurem de fer dos productes vectorials,

I jk
VAUs=(8 -4 1]|=..=(37,-51,92)
597
i J k
UiA(LeAUl=]| 2 3 6 |=..=(582,-406, 9)
-37 -51 92

Si ara tenim un nou vector U4=(0, -1, -2) i volem trobar el producte
escalar de productes vectorials, calcularem primer
i Jk
Uinle=|2 3 6|=127,46,-32) UsAly=
8-41
Farem després el producte escalar, que sera:
- U=27.(-11)+46.10+(-32).(-5)= 323.
Finalment, podem comprovar la identitat de Lagrange, resultant el
determinant de termes aj1=79, aj2=-15, ag1=11 i age=2. El seu valor
€s precisament 323.

i Jk
5 9 7[=(-11, 10, -5)
0-1-2
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Vectors en el pla
Eixos coordenats. Abscisses: X Ordenades: Y
Y- X —
2 Definici6 de vector: Fletxa U=P;P,
y Origen: P;(x,,y1) Extrem: Pa(x2,y2)
1
Components: Projeccions eixos

U=(a,b) = a=x;-x; b=yr-y:
Components horitzontal: a vertical: b
Pendent: m=b/a Inclinacio: o= arc tg m

Vectors equipolents:
Ui=(a;,by), U2=(az,bg), vi=v2 < aj=az A b=

Vect. fixos: U=P;P5 Conj. v. fixos: V=(P,P; , VP;,P,cR%}
Vect. lliures: U=(a,b) ¢, v, lliures: V={(a,b) , Va,beR} , V=D/(=)

Vectors en l'espai

Eixos coordenats: X, Y, Z Origen: O
4
Components: U=(a,b,c)
c
P a=Xo-X; b—-yz~y1
2
2N [y 2 2z

) Y Inclinacions: (L=P;P3)
_ - b y:
AL

(c/L)
/4 y=arc cos (c

Vectors equipolents:
U;=(a1,bi.c1), U1=(ay,b1,c1) , V1=V2 < aj=b;, az=bz A as=bs
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Suma de vectors

Suma geomeétrica de vectors lliures:

P U, P P ’ P
1]
0O o) Uy &
Surmna de vectors Llei del paral-lelogram

Suma en funci6 de les components:
En el pla: U;+U2=(a;+az , b;+bs)
En l'espai: U;+Ug=(a;+az , bj+bs , c1+cC2)
Propietats de la suma de vectors:
Estructura de grup abelia:
Operaci6 interna: VU1,U2eV = U1+UzeV
Associativa: VU1,U2,U3eV = (U1+U2)+U3=U;+(U2+D3)
Commutativa: VU,U2eV = U1+Us=Ua+U;
El neutre: 98¢V, B=vector nul / YUV = U+8=D
En el pla: 8=(0,0) " En I'espai: 8=(0,0,0)

El. oposat: VeV = J(-U)=vector oposat / U+(-U)=0
En el pla: -v=(-a,-b) En l'espai: -U=(-a,-b,-c)

Diferéncia de vectors

Diferéncia: U=D;-U2 = U=U;+(-Us)
Diferéncia geomeétrica de vectors:

Diferéncia de vectors Llei del paral-lelogram

Diferéncia en funcié de les components:
Enel pla: U;-U2=(a;-az , bi-by)
En l'espai: Uy-Up=(a;-az , by-bz , c1-c2)
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Producte d'un escalar per un vector

Definicié geomeétrica:
k.v=homotécia de valor k en el vector I
Casos particulars:

O
k=-1 @ —r pek=1

-1<k <0 @t O<k<1
k<-1 <§ P k>1

Producte en funcié de les components:
En el pla: k.v=(k.a , k.b) En l'espai: k.v=(k.a , kb, k.c)

Propietats:
Operaci6 externa: VkeR A VDeV = k.UeV
Assoc. escalar: VK3, k2R A VDEV = Ki.(ka2.D)=(k;.k2).D
Distrib. escalar: Vkj,koeR A VDEV = (K1+K2).U=K;.U+Kks.D
Distrib. vectorial: VKeR A VU1,U2eV = K.(U;+D2)=k.U;+k.Us
EL unitat: 31eR/ V0eV = 1.U=D

Particié d'un segment
Origen del segment: P1(x1, y1) Extrem: Pa(x2, y2)
Punt de partici6: P(x, y) Constant de particié: k
Condici6: P{P=k.PiPy = P=(1-k).P,+k.P,
Punt interior: O<k<l . Punt exterior: k<0 o k>1

Punt mitja d'un segment: k=1/2 = Pm=(P1+P2)/2

Norma d'un vector

Definicié de norma:
|v]|=longitud del vector = ||U||=d(P;,P2)

Norma en funci6 de les components:
En el pla: |]=YaZ+b? En l'espai: [|u]=Ya2+b%+c2

Distancia entre dos punts: d(Py,P2)=||U||
En el pla: d(P;,P2)=+(x2-x1)%+(y2-y1)?
En l'espai: d(P},Po)=+ (xo-x1)*+(y2-y 1) +(z2-21)*
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Norma d'un vector (cont.)

Propietats de la norma:
Positivitat: |[U[>0 VDeV A |V]|=0 < v=0
Escalaritat: [k.D[|=1kl.|v]] VkeR A VUeV
Desigualtat triangular: |[U;+Uq|| < [|[U1]|+|U2]] VD,,U2eV

Tipus de vectors

Vector unitari: U=v.unitari < |u|j=1
V. ortogonals: U;,Uz=v.ortogonals < U;lU;
V. ortonormals: v. ortogonals + v. unitaris
U;,Uz=v.ortonormals < UplUz , [Uy]=1 A [Ug)=1
Vectors canonics: v. ortonormals sobre els eixos
Enelpla: i=(1,0), j=(0,1)
Enl'espai: 1=(1,0,0), j=(0,1,0) , k=(0,0,1)

Y Z
Y E— c
U ' )
1 k
| A X
J X J b
T 3 1
Enelpla a En lespai
Descomposicié canonica:
En el pla: v=a.i+b.J En l'espai: U=a.i+b.j+c.k
Producte escalar

Concepte geomeétric: U;°U,=0P,.OP
OP=Proj. U3 sobre UV;= OP=0P;.cos(x)
Definicio: U;eUs=||U4]|.||U2o]|.cos(0)
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Producte escalar (cont.)

Propietats del producte escalar:
Commutativitat: VU;,02eV = Ujelz=U2°D,
Distributivitat: VU{,U3,03eV = Uje(Ua+U3)=D;U+U;°Us3
Escalaritat: VkeR A VU;,U2eV = (k.U;)eU2=K.(U;°D2)
Paral-lelisme: Si U;|| Uz = UjeUsz=||U;].||U2|
Igualtat: vev=|U|2 = lei=1, Jej=1 , kek=1
Perpendicularitat: Si 11U = U,;°U2=0 ‘
isJ=0 , k=0 , JoI=0, jok=0 , kei=0 , KkeJ-0
Producte escalar en funcidé de les components:
En el pla: U;*Uz=a;.a2+b;.ba
En l'espai: U *Uz=a;.az2+b;.ba+cC;.Co

Angle entre dos vectors
Definicié: a=arc cos 212 _
(LESUBILLDY)

En el pla: o=arc cos aj.aztb;.by
va?+b?a%+b3

En l'espai: o=arc cos ( aj.astb;.ba+c;.Co )

va2+b?+c? Va3+b3+c3

Paral.lelisme de vectors: U;|| U2 = o=0°
M g.l_ = m
En el pla: a; "b, (components proporcionals)
Pendents: m1=‘%1L A mz=%§= = m;=ny

T "£L=EL=21
En l'espai: a2 “by " C2

Perpendicularitat de vectors: V11U = a=90°
En el pla: a;.a2+b;.ba=0 (producte escalar nul)
Pendents: mg=-1/m;
En l'espai: aj.az+b1.ba+c;.c2=0
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Producte vectorial

Concepte geomeétric:
Producte vectorial: U=D;1AD2
Longitud: Ap / D1,U2cAp
Direccio: U / ulp; i ulu,
Sentit: El del tornavis U;—-U,

Norma: [|[U1AU]|=[|U]|.||V2]l.sin(c) UV 1AV2=(|U1AD2||. U

Propietats del producte vectorial:
Anticommutativitat: U;AU=-(U2AU,)
Distributivitat: U;A(De+D3)=(U;1AU2)+(V1AD3)
Escalaritat: (k.U;)ADo=k.(D1AU9)

Paral-lelisme: U;||[U; = U;AU,=0
Igualtat: UAU=08 = iAl=8 , jAJ=0 , knk=0
Perpendicularitat: U1 1U; = UjAUg=|[U;].|[U2]l.U
inJ=k , irk=-] , in=-k , Jak=l , kal=] , kaj=-i

I J k

Producte vectorial _
en funci6 de les components: UiAUg=| a; az ag
bl b2 b3

Area d'un triangle

P Triangle en l'espai: ABC
Vértexs triangle: A(x;,y1.z1),
B(x2,y2.22) , C(x3,y3,23)

Area: A=(1/2).|JABAAC||

Cas particular: _
Triangle en el pla: ABC R xn yi1 1
Vertexs: A(x1,y1), Area: A¢=—21— X2 yo 1

B(x2,y2) , C(x3,y3) x3 ys3 1




CALCUL VECTORIAL 29

Producte mixt

Producte mixt;
[U1,U2,U03]=D°{p2/D3)

Interpret. geométrica:

Volum paral.lelepipede
VP=[u 19“2:“3]

P. mixt i components:

aa b ¢
PM=(a; b ¢
a3 by c3

Propietats del producte mixt: (=propietats dels determinants)
Commutativitat operacional: Uje(Uz2AUg)=(U;AU2)eUg
Coplanarietat:

Si U,,U3,U3ent (m=Pla) = [U;,U5,U3]=0

Volum d'un tetraedre

Tetraedre: ABCD

Volum: V= él—.er,;TC',A_.D]

Volum en funci6 dels vértexs:
X3 Y1z 1

Vo= 1| X2 Y2 22

1
6]l %3 ys z3 1
Xy Va2 24 1

Altres productes entre vectors

Doble producte vectorial: D=D;A(U2AD3)

Propietat: UlA(UzA“3)ﬁ U2 Us (No associativitat)

DUy D;elj3

Producte escalar de prod. vectorials: U=(U;AU2)*(U3Al,)

U°U3 U,°U,

Propietat: (U;AD2)*(U3AD,) :i Ugel3 Ugelly

(Ident. Lagrange)
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e) PROBLEMES RESOLTS
1.1 VECTORS EN EL PLA I EN L'ESPAI

Primeres nocions sobre vectors

1. Tenim dos triangles rectangles OjMP; i OgM2P3 que tenen de
catets respectius O1Mi=4 cm, M1P;1=3 cm, O2Ma=7cm i MaP2=24
cm. Calcula quantes vegades és més gran l'area del 2n triangle que la
del 1r. Fes el mateix per les longituds dels vectors hipotenusa i
també per les seves inclinacions en els vértexs O3 i Oa.

Solucié. Si dibuixem els dos triangles rectangles donats a escala,
podrem calcular aproximadament les hipotenuses i els angles, per
mitja d'una regla i un transportador.

O

Ol o2 Co

=4 1

Mig=3h My by=24 Py

Fem, perd, els calculs analiticament, utilitzant les férmules
corresponents.

AREES. Com que l'area d'un triangle és igual al semiproducte de
la base per l'altura,
Primer triangle: Aj=b;.a;/2=3.4/2=12/2=6 cm?2

Segon triangle: Ag=bg.as/2=24.7/2=168/2=84 cm?2
Relaci6: ky=Ag/A1=84/6=14 ,

HIPOTENUSES. Utilitzem el teorema de Pitagores,
Primer triangle: c1=V42+32=v25=5 cm

Segon triangle: ¢2=\72+242=\625=25 cm
Relaci6: ko=c2/c1=25/5=5 ,

INCLINACIONS. Sén els angles donats per a=arctan(b/a),
Primer triangle: oj=arctan(3/4)=36°52'11"
Segon triangle: ag=arctan(24/7)=73°44'22"
Relacio: kz=o0g/01=(73°44'22")/(36°52'11")=2 , |k3=2




CALCUL VECTORIAL 31

2. La inclinacié d'un vector U és de 30° i el seu origen és el punt

P(-V3,-1). Si la primera coordenada del seu extrem és igual a 243,
quant valdra la segona coordenada?

Soluci6. El problema es podria fer geométricament, dibuixant el
punt P; i el vector U amb una inclinacié de 30°. Sabent x5, es
podria determinar ys.

Y
FALYs B,

Components del vector U d'origen Pj i extrem Pa:

— fa=x2-x1=2.V§—(-V§)=3.{§

U=P P, = U=(3.Y3, ya+1)

\b=Y2'Y1 =y2-(-1)=ya+1
El pendent sera m=b/a=(y2+1)/(3.\/§)
Perd com que m=tan(a)=tan(30°)=\/§/3, igualant,

yetl {3  yo+tl -3 +1=(¥3)2 — -
== , —=—— = ) = , Y +1=3 , }72—2
343 3 13 ¥2 2 [v2=2]

3. L'origen d'un vector és P1(2,3) i el seu extrem és P2(4,1). Un
altre vector equipolent a l'anterior té el seu origen en Qi(-6,5).
Calcula les coordenades del seu extrem Qo i també els seus pendents
i'inclinacions. Dibuixa-ho.

Solucié. Fem la grafica dels punts Py, P2 i Q1 i el vector V.

Y
Ql <7 5
2
Y2 Pl
.92 5 v,
B
1 2 x
6 X9 2 4

Clarament es veu que si els vectors sén equipolents, tindran la
mateixa longitud i direccié i el mateix sentit.
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Primer vector U; d'origen P;(2, 3) i extrem Po(4, 1),

_b. D |ar=xo-x1=4-2=2 (o _
U1=P;Py ‘bl=y2'y1=1'3='2 = U;=(2, -2)

Segon vector Uz d'origen Q;(-6, 5) i extrem Qa(x2, y2),

V=010, (22X X=X (B)=x046 (16 y,5)

ba=ya-y1=y2-5
Si son equipolents, tindran les mateixes components. Per tant,
Xo+6=2 , x9=2-6 , x9=-4 -y2-5=-2 , yo=-245 , y9=3

El punt extrem de Ug sera, |Qo(-4, 3)

Evidentment, els pendents dels dos vectors, com també les
seves inclinacions, seran iguals,

Pendents: m=b/2=-2/2=-1 , |m=-1

Inclinacions: a=arctan(m)=arctan(-1)=-45° ,

4. Donat el camp vectorial U=(5x-y+2z, z+3y-x, 2y+3x-z), troba el
punt de l'espai P(x,y,z) en qué aquest vector sera equipolent al
vector W que té per origen P;(3,-9,5) i extrem P5(5,6,3). Resol el
sistema per la regla de Cramer.

Soluci6. Si volem fer la figura en l'espai haurem de dibuixar els
tres eixos X, Y i Z, matuament perpendiculars, i els dos punts Py i
P9, fent els dos paral-lelepipedes d'arestes les tres coordenades
del punt.

VA
5| ¢ P?

£ Z
-9 5
/ B
3

X/6

En aquest espai es troba situat un camp vectorial. Es a dir, en
cada un dels seus punts P(x,y,z) ens hem d'imaginar que hi surt un
vector U de components a=5x-y+2z, b=z+3y-x i c=2y+3x-z. Es
tracta, doncs, de trobar el punt P tal que les components siguin
precisament les del vector donat.
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Vector U d'origen P;(4,-5,1) i extrem P2(6,-2,7),
. ‘a=X2-X1=5-3=2
U=P,P5 b=y2-y1=6-(-9)=15 = U=(2, 15, -2)
\ c=29-21=3-5=-2
Si volem que el vector d'origen, el punt P del camp vectorial,
sigui equipolent a l'anterior, hauran de tenir les mateixes
components. Igualant, tindrem el sistema:
{ 5x-y+2z=2 ’ 5x -y+2z=2 (1)
z+3y-x=15 = -x+3y +z=15 (2)
2y+3x-z=-2 ‘3x+2y -z=-2 (3)

Aquest sistema el podem resoldre per la regla de Cramer
trobant primer el determinant dels coeficients,
5-12
-13 1
32-1

De la mateixa manera, podem trobar els determinants de les
incégnites, reemplagant la columna de la incognita per la dels
termes independents,

IAl= =(-15—4-3)-(18+10-1)=-22-27=-49

2 -12 5 2 2
1ALI=] 15 3 1]|=...=49 lAyl=|-1 15 1|=...=-147
-2 2-1 3 -2 -1
5-1 2.
1Al=]-13 15| =...=-245
32 -2
Aplicant la regla de Cramer, x=1Ax|/1A1=49/(-49)=-1
y=lAyl /1A1=-147/(-49)=3 z=1Az1 /1Al=-245/(-49)=5

El punt P que cercavem és |P(-1,3,5)|.

5. Quines sén les components del vector de 'espai que té d'origen
P1(4,-5,1) 1 extrem P3(6,-2,7)? Fes la grafica i troba la seva longitud
aplicant el teorema de Pitagores.

Quines so6n les inclinacions a, P i Y d'aquest vector sobre els eixos?
Quant val l'arrel quadrada de la suma de les inclinacions? Quina sera
la suma dels quadrats dels cosinus?

Solucié. Trobem les components del vector U que té per origen
P;(5,-5,1) i per extrem P3(6,-2,7)
. a=x,-X1=6-4=2
U=PiP; { b=ys-y;=-2-(-5)=3 = U=(2, 3, 6)
c=29-21=7- 1=6
La longitud, o norma del vector, ens és donada per l'arrel
quadrada de la suma dels quadrats de les seves components,
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luj=Ya2+b2%+c2= Y22+32+62= Y4+9+36= Y49=

En aquest cas no es podra comprovar graficament la longitud,
perque la figura és en l'espali,

z

7 Z' |6

a4

] /1 Y U
YAV Ao | v

| o
4
/ by
&° :
Per veure el significat de les inclinacions, o angles directors,
hem realitzat la figura de la dreta traslladant els eixos coordenats

en el punt P;. Les inclinacions seran les que formaran el vector
amb els eixos X', Y'i Z',

a=arc cos(a/||U|)=arc cos(2/7)=73°23"'
B=arc cos(b/|V|))=arc cos(3/7)=64°37"
¥=arc cos(c/||U|)=arc cos(6/7)=31°00'

L'arrel quadrada de la suma dels angles directors és,
R=Vo+p+y= V73°23'+64°37+31°00'= 1169
Mentre que la suma dels quadrats dels cosinus directors és,

S=cos2(a)+cos2(B)+cos2(y)= (%f+(%r+{g)z= 44_9 + :195 + zz_g = Z_g_

Clarament es veu que, si apliquem la definici6 de norma o
longitud d'un vector, llavors es verificara sempre que

Los2(oz)+cos2([3)+cos2(7) 1'

Suma de vectors i producte d'un escalar per un vector

6. Quatre forces f1=41-J, f9=5.1+]j, f3=6i.i-7.j i f4=-3.1-2.],
mesurades en kp, actuen sobre el mateix punt P(-8,3). Determina la
forca resultant f, com també la seva intensitat, fent servir el teorema
de Pitagores. Comprova-ho després graficament aplicant la regla del
paral-lelogram. Quin sera l'extrem Q7
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Soluci6. Si posem les quatre forces donades en la notaci6é de
paréntesis i les sumem, obtindrem

f1+T0+13+14=(4,-1)+(5,1)+(6,-7)+(-3,-2)=(4+546-3, -1+1-7-2)

La forca resultant sera f=(12, -5) o també |=12.i-5.]

Aquesta for¢a f anird del punt P(-8,3) al punt desconegut Q.
Trobem-lo, sabent que les components de la for¢ca sén a=12 i b=-5,

f=P_é {a=x2-x1 - Xg9=a+x1=12+(-8)=4

b=ys-y1 y2=b+y;=-5+3=-2
L'extrem Q sera, doncs, [{Q(4,-2)|.
fy Y
3 £+6,

f3+f4 Yo

A la figura superior s'ha fet el problema graficament, dibuixant
en el punt P les quatre forces i sumant-les per mitja de la regla del
paral-lelogram. Primer hem sumat les dues primeres forces,
després les dues tiltimes, i per fi les dues resultants obtingudes.
L'extrem Q coincideix amb el trobat, Q(4,-2).

7. Determina un vector W paral-lel al vector U=16.i-15.j+12.K, perd
de sentit oposat i de médul 75 unitats.

Solucié. Dos vectors s6n paral-lels si les seves components sén
proporcionals. Simbdlicament,

wjiv < 3JkeR / w=k.v

Per tant, un vector paral-lel al donat v=(16,-15,12) podra ser
w=k.(16,-15,12)=(16.k, -15.k, 12.k)

El seu modul, o norma, és
Iwi=v(16k)Z+(-15k)2+(12k)2=1625.k2=25. | k|
I com que ha de valer 75 unitats, 25.1k1=75 , |kl=3., k=t3.

Si k=3 tindra el mateix sentit, perd si volem que tingui el sentit
contrari, haurem d'agafar
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8. En el triangle de vértexs A(-5,7,3), B(8,4,-9) i C(6,1,0)
determina un punt G que faci nul-la la suma dels vectors VA=GA,
Up=GB i Uc=GC. Com es diu aquest punt? Comprova que és la mitjana
dels seus vértexs.

Solucid. Sigui G(x,y,z) el punt que busquem. Els vectors que
tenen per origen aquest punt i per extrem un dels vértexs del
triangle sén

Va=(-5-x,7-y,3-z)  Up=(8-x,4-y,-9-z)  Uc=(6-x,1-y,0-2)

Formem la suma § d'aquests tres vectors

§$=(-5-x+8-x+6-x, 7-y+4-y+1-y, 3-z-9-z-z)= (9-3x, 12-3y, -6-32)

Com que aquesta suma ha de ser el vector nul 8=(0,0,0) tindrem
el sistema immediat

9-3x=0 , x=3 12-3y=0 , y=4 -6-3z=0 , z=-2
El punt que ens demanaven és |G(3,4,-2)

Fem un esquema per comprendre millor el problema:

Com veurem més endavant, aquest punt G s'anomena baricentre
i coincideix amb el centre de gravetat del triangle.

Comprovem que és la mitjana dels tres vértexs
xg=(xa+xp+xc)/3=(-5+8+6)/3=9/3=3
yo=(ya+yB+yc)/3=(7+4+1)/3=12/3=4
zg=(za+z+zc)/3=(3-9+0)/3=-6/3=-2.

Norma d'un vector

9. Ordena en funci6é de la seva longitud els vectors V1=(12, 186),
U2=(10, 0), U3=(-15, 8) i U4=(-7,-24), per mitja de les normes. Fes el
mateix amb els vectors W1=(4'5, 2'8), Wa=(-4'8, 1'4), W3=(-4'4, 3'3),
Ww4=(-3'24, -4'32), Ws=(2'4, -4'5) i We=(2, 4'8). Pot ser que aquests
vectors siguin els costats d'un poligon tancat?
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Solucié. Primerament trobarem les normes de tots els vectors
donats, fent servir la formula deduida del teorema de Pitagores,

I l=Y122+162=Y200=20 Wwol=Y102+02=Y100=10
lvsll=+/(-15)%+82=Y289=17 Iwall=v'(-7)%+(-24)%2=1625=25

Ordenant-los per longitud,

Fem el mateix per a l'altra familia de vectors,

Iwyl=v(4'5)%+(2'8)%=5'3 Iwoll=v/(-4'8)2+(1'4)?=5
Iwsl=v(-4'4)%+(3'3)%2=5'5 Iwgll=v(-3'24)%2+(-4'32)2=5'4
Iwsl=v2'4%+(-4'5)%=5'1 Iwgl=Y22+4'82=5'2

Si també els ordenem segons les seves longituds, obtindrem

IlU2<lU5<an<lU 1<I.U4<lllgl

Estudiem ara si les dues families de vectors formen poligons
tancats. Comprovem-ho graficament:

25(Y

20

U,
15
10
5
w
x 5
) 5 10 15 20 8

-2

Observem que només en el primer cas la-suma de vectors sera el
vector nul, és a dir que partint de l'origen i sumant vectorialment,
retornarem a l'origen.

Comprovem-ho, trobant les dues components del vector suma,
a=aj+ag+az+as=12+10+(-15)+(-7)=22-22=0
b=bj;+bg+b3+b4=16+0+8+(-24)=24-24=0

Pel segon conjunt de vectors no es verifica. El motiu és que en
les components horitzontals només hi ha un niimero imparell, 4'5,

i sumant-lo amb altres parells, mai no ens podra donar el 0, que és
parell. Comprovem-ho, tot 1 aixd, per veure la seva resultant:

a=aj)+agt+astag+ast+as=4'0-4'8-4'4-3'24+2'4+2=-3'54
b=bj+bo+bz+bs+bs+bg=2'8+1'4+3'3-4'32-4'5+4'8=3'48
I, evidentment, no ens ha quedat el vector nul.
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10. Calcula la norma dels vectors U1=(3, 4, 12), Va=(4, 5, 20) i
Uv3=(5, 6, 30). Si et fixes en les seves components, podries trobar
mentalment la longitud del vector U4=(6, 7, 42)? Passara sempre per
un vector U=(a, a+1, a.(a+1))?

Soluci6. Trobem les longituds dels tres vectors donats,
Iili=Y32+42+122=Y9+16+144=1169=13

IWoll=Y42+524202=Y16+25+400=1441=21
IWsl=Y52+62+30%=Y25+36+900=1961=31

I com que [I(3, 4, 12)|=13, |I(4, 5, 20)lI=21 i ||(5, 6, 30)]=31, on
les dues primeres components sén consecutives, la tercera és el
producte d'aquestes dues, i la norma és una unitat més que la 3a
component. Per tant, l6gicament

Iwal=Y62+72+422=43
Comprovem que per al vector U=(a, a+1, a.(a+1)) es verificara
Iv)I2=a2+(a+1)2+(a2+a)2=a2+(a2+2a+1)+(a%+2a3+a2)=
=a%+2a3+3a2+2a+1=(at+a3+a2)+(a3+a2+a)+(a2+a+1)=
=a2.(a2+a+1)+a.(a2+a+1)+1.(a2+a+1)=(a2+a+1).(a2+a+1)=
=(a2+a+1)2=[a.(a+1)+1]2
Concloem que |[U]l=a.(a+1)+1, com haviem de provar.

Per acabar, diem que es verifica per qualsevol nombre real. Per
exemple, si a=2'5, tindrem a+1=3'5 i a.(a+1)=8'75 i la norma del
vector que té aquestes tres components sera 9'75.

11. Trobant les longituds dels seus costats, analitza si el triangle de
vértexs A(-1,-4), B(3,-1) i C(-3,7) és un triangle rectangle

Soluci6. Fem la figura i veurem que, si hi ha un angle recte,
aquest haura de ser el B,

SR L
z-< NJ

Comprovem amb un transportador que efectivament és aixd.
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Del triangle donat de vértexs A(-4,-1), B(-1,3) i C(7,-3), trobem
les longituds dels seus costats,

AB=|AB|=v(-1+4)%+(3+1)2=19+16=125=5
AC=|ACI=(7+4)2+(-3+1)2=¥121+4=Y125~11'18

BC=|BO=v(7+1)%+(-3-3)?=164+36=1100=10
El més llarg d'ells és el costat AC i haura de ser la hipotenusa.
Comprovem que es verifica el teorema de Pitagores
‘ AB2+BC2=52+102=25+100=125=AC2
Per tant, es tractara d'un triangle rectangle, ja que B=90°.

12, Determina les coordenades x i y d'un punt P que equidisti dels
punts A(1,7), B(8.6) i C(7,-1). Sabries dir la propietat que té?

Soluci6. Sigui el punt P(x,y) que equidista dels punts A, Bi C,és
a dir, que té la mateixa distancia AP=BP=CP.

Y| a
7
6 B
y P
” X
1 1 X 8
\—/C

Trobem aquestes distancies,

AP=v(x-1)2+(y-7)% =Vx2-2x+1+y2-14y+49=x2+y2-2x- 14y +50
BP=v (x-8)2+(y-6)2 =Vx2-16x+64+y2-12y+36=1x2+y2-16x- 12y+ 100
CP=V(x-7)%+(y+1)2=Vx2-14x+40+y2+2y+ 1 =Vx2+y2-14x+ 2y +50

Igualant AP=BP i BP=CP, i de passada elevant al quadrat, ens
quedara el sistema,
x2+y2-2x-14y+50=x2+y2-16x-12y+100
X2+y2-16x-12y+100=x2+y2-14x+2y+50
Simplificant, obtindrem
-2x-14y+16x+12y=100-50  [14x-2y=50 7x-y=25 (1)
-16x-12y+14x-2y=50-100 °’ |-2x-14y=-50 ' |x+7y=25 (2)
Per resoldre aquest sistema d'equacions lineals, podem recordar
el métode de reducci6é de Gauss.
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Triangularitzem la matriu del sistema,
=(7125 (7 -1 25)( 25)
0 501150 01
El sistema donat sera equivalent al segiient:

{ 7x-y=25 (1"
y=3 (2]

Substituint (2') en (1), 7x-3=25 , 7x=28 , x=4.
Per tant, el punt buscat és el |P(4,3)

La propietat geomeétrica €s que aquest punt és el centre de la
circumferéncia que passa pels punts A, B i C, ja que n'equidista. El
seu radi és:

R=AP=V(4-1)2+(3-7)2=\ 9+16=\25=5.

13. Sabent que el punt P(9,2) divideix el segment que determinen
els punts P;(6,8) i Pa(x2,y2) en la relaci6 k=3/7, troba les
coordenades de P2. Comprova-ho després trobant les longituds P;Ps,
PP i PP,.

Soluci6. Fem la figura per comprendre millor el problema. Hem
dividit el segment en 3 parts i després I'hem allargat 7-3=4 parts
més, fins a obtenir el punt Pa,

Y
8 Py
2 P
X5 X
6 9
Yo P,

Si els vectors de la figura s6n paral-lels, haura de passar que
ﬁl_f’=k.l-"1_f;2, on per hipotesi k=3/7
Trobant les components del dos vectors, tindrem
PiP=(9-6, 2-8)=(3, -6) A PPa=(x2-6, y2-8)
Substituint, (3, -6)=(3/7).(x2-6, y2-8) i operant,
7.(3, -6)=3.(x2-6, y2-8) , (21, -42)=(3.x2-18, 3.y2-24)
Igualant components, 3.x2-18=21 , 3.x2=39 , x2=13
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I I'altra coordenada és, 3.y2-24=-42 , 3.y2=-18 , y2=-6

L'extrem Pg sera

Comprovem-ho calculant les longituds P1P2, PP i PPa,
P1Po=+/(13-6)2+(-6-8)2=Y49+196=1245=7.Y5~15'65
P,P=+(9-6)%+(2-8)?>=19+36=145=3.15=6'71
PP2=v/(13-9)%+(-6-2)2=Y16+64=Y80=4.Y5=8'94

Observem clarament que P;Po=P;P+PPs.

14. Pel quadrilater de veértexs A(-3,2), B(5,4), C(7,-6) i D(-5,-4),
calcula l'area del rombe format en ajuntar els punts mitjans dels seus
costats. Quina és la suma de les diagonals del quadrilater? Quant fa el
perimetre del rombe? Qué dedueixes?

Soluci6. Fem la figura del rombe format en unir els punts
mitjans dels costats del quadrilater,

Y

Per trobar els punts mitjans farem la mitjana dels seus extrems,
Punt mitja de AB, P1((-3+5)/2, (2+4)/2)
Punt mitja de BC, P2((5+7)/2, (4-6)/2)
Punt mitja de CD, P3((7-5)/2, (-6-4)/2)
Punt mitja de DA, P4((-5-3)/2, (-4+2)/2)

Per trobar l'area del rombe P1P2P3P4, tindrem en compte que és
el semiproducte de les diagonals, Ay=(Dym.Dm)/2, on

Dyp=P4Po=+(6+4)%+(-1+1)2=Y100+0=10
Dp=P3sP1=4(1-1)%+(3+5)%>=Y0+64=8
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L'area del rombe sera Ar=(10.8)/2=80/2=40 , |A=40

Calculem ara les longituds de les diagonals del quadrilater, que
no hem dibuixat per no complicar la figura

AC=V(7+3)%+(-6-2)2=Y100+64=Y164=2.Y241=12'8
BD=+(-5-5)2+(-4-4)2=Y100+64=1164=2.Y41~12'8

La suma de les diagdnals sera AC+BD=4.Y41~25'6

Calculem a continuacié les longituds dels costats del rombe,
P1Py=+/(6-1)%+(-1-3)2=Y25+16=141~6'4
PyP3=+/(1-6)*+(-5+1)?=Y25+16=141=6'4
P3Py=v/(-4-1)%+(-1+5)?>=Y25+16=141=6'4
P4P1=v(-4-1)*+(-1-3)*=Y25+16=141~6'4

El perimetre serd P=P]P+PoP3+P3P4+P4P1=4.\41~25'6

Notem que la suma de les diagonals del quadrilater coincideix
amb el perimetre del rombe.

15. Calculant les longituds dels seus costats, digues si el triangle
on A(3,5,-4), B(-1,1,2) i C(-5,-5,-2) és equilater, isdsceles o escalé.

Soluci6. Dibuixant la figura no podem dir de quin tipus és, ja que
€s en l'espai i la perspectiva canvia les distancies,

z

/
5

-5 1

A
Calculem les longituds dels tres costats,
AB=v(-1-3)%+(1-5)%+(2+4)%=V16+16+36=168~8'24
AC=V(-5-3)%+(-5-5)2+(-2+4)%=164+100+4=1168~12'96
BC=v(-5+1)2+(-5-1)%+(-2-2)2=116+36+16=168~8'24

Com que el triangle té sols dos costats iguals, resultara ser un
triangle isdsceles. Veiem que no és rectangle perqué no es
compleix el teorema de Pitagores, 8'24+8'24%12'96.
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16. Troba dos vectors unitaris d'igual direcci6, peré de sentit igual
o diferent, que el vector U que té per origen P1(9,-8,-7) i per extrem
P2(-3,7,9). Quines serien les coordenades Q; i Q2 dels seus extrems
si l'origen és també P;? Troba després les longituds QP2 i QoPs i
comenta el resultat.

Solucié. Fem la figura aproximada per veure les longituds i els
punts que ens demanen:

El vector U que té per origen P;(9,-8,-7) i extrem P5(-3,7,9),
tindra de components

U=PPo=(-3-9, 7+8, 9+7)=(-12, 15, 16)
La seva longitud sera
W=+ (-12)%+15%+162=Y144+225+256=Y625=25

Si un vector U ha de tenir la mateixa direccié que U, llavors
hauran de ser proporcionals, U=k.U. La norma verificara

lull=lk.p]l , Jull=1kl.JU}l, on Ikl és el valor absolut de k

Com que hem trobat ||U}|=25, i com que per hipétesi U ha de ser
unitari, la seva norma sera la unitat. Substituint,

1=1k1.25 , 1kl=1/25 , k=+0'04, d'on k;=0'04 i ko=-0'04

PRIMERA POSSIBILITAT. Per k1;=0'04 el vector unitari tindra la
mateixa direccio i el mateix sentit que el vector donat, ja que k és
positiva. Aquest vector unitari és

u1=k;.U=0'04.(-12,15,16) , [u;=(-0'48, 0'60, 0'64)|

Si l'origen és també P;(9,-8,-7), calcularem ara el seu extrem
Q1(x1.y1,21)
u;=(x1-9, y1+8, z1+7)=(-0'48, 0'60, 0'64)

Identificant components, ens quedara el sistema immediat de
tres equacions amb tres incognites

x1-9=-0'48 , y1+8=0'60 , z+7=0'64
D'on resulta x;=8'62 , y1=-7'40 i 2z;=-6'36

El punt extrem sera |Q1(8'52,-7'40,-6'36)]
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SEGONA POSSIBILITAT. Per k1=-0'04 el vector unitari tindra ara
sentit contrari, perqué la k és negativa. Tindrem,

Up=ky.U=-0'04.(-12,15,16) , [u2=(0'48, -0'60, -0'64)|

Com que l'origen és també el punt P;(9,-8,-7), trobarem el seu
extrem Qo(x2,y2,22), que sera

Uo=(x2-9, y2+8, z2+7)=(0'48, -0'60, -0'64)
Identificant components,

x2-9=0'48 , y248=-0'60 , 2z9+7=-0'64
D'on resulta x9=9'48 , y2=-860 i 2z9=-7'64
El punt extrem sera (Q1(9'48,-8'60,-7'64)]

Trobem a continuacié la longitud del vector W) que té per
origen Q1(8'52,-7'40,-6'36) i extrem P2(-3,7,9),

W,=Q;Py=(-3-8'52, 7+7'40, 9+6'36)=(-11'52, 14'40, 15'36).
La seva norma sera
Iwill=v/(-11'52)%+14'40%+15'36%=1576= [24]

Analogament, el vector Wy, que té per origen Q2(9'48,-8'6,-
7'64) i extrem també Pa(-3,7,9), sera

Wo=Q2Py=(-3-9'48, 7+8'60, 9+7'44)=(-12'48, 15'60, 16'44)
Aquest vector té de norma
Iwol=v/(-12'48)2+15'60%+16'642=1676=

En resum, les dues longituds han donat 24 i 26. Es légic, ja que
al vector de longitud 25 se li ha restat i sumat el vector unitari.

17. Si A(3.-4.2), B(7,4,10) i C(9,8,6) son tres dels quatre vértexs
d'un paral-lelogram ABCD, quin sera el punt M en el qual es tallen les
diagonals? Quin sera el quart vértex D? Calculant les longituds dels
seus costats, sera un quadrat? I un rectangle?

Solucié. Sigui el paral-lelogram de vértexs consecutius A, B, C i
D. Com que en un paral-lelogram les diagonals es tallen en el punt
mitja, tindrem que M sera el punt mitja de A i C. Es a dir,

xm=(xa+xC)/2=(3+9)/2=6 ym=(ya+yc)/2=(-4+8)/2=2
ym=(a+yc)/2=(2+6)/2=4
Aixi, el punt mitja és

D'altra banda, M també sera el punt mitja de la diagonal BD. En
conseqiiéncia, tindrem .
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xm=(xp+xp)/2 , 6=(7+xp)/2 , 12=7+xp , xp=b
ym=(yB+yp)/2 . 2=(4+yp)/2 , 4=4+yp , yp=0
zm=(zB+zp)/2 ., 4=(104+zp)/2 , 8=10+zp , zp=-2

El vértex que faltava és |D(5,0,-2)|. Fem la grafica en l'espai del
paral-lelogram:

z7 B
10 C
A Y
2 4 4 8
6
7
9 |® 4
X/ D

Trobem les longituds dels seus costats, AB=CD i BC=AD, ja que
es tracta d'un paral-lelogram.

AB=v(7-3)%2+(4+4)%+(10-2)2=Y16+64+64=Y144=
BC=+(9-7)%+(8-4)%+(6-10)?°=Y4+16+16=136=[6]

No sera un quadrat, ja que els dos costats son diferents,. Per
veure si és un rectangle trobarem la longitud de la diagonal AC,

AC=V(9-3)%+(8+4)%+(6-2)2=136+144+16=1196=

Com que no es verifica el teorema de Pitigores AB2+BC2zAC2,
doncs 122+62=144+36=180 mentre que 142=196, l'angle en B no
sera recte, i el paral-lelogram no sera tampoc un rectangle.

1.2 PRODUCTES ENTRE VECTORS

Producte escalar

18. En Fisica definim el treball T com el producte escalar del
vector forca T pel vector espai @. Si dues persones exerceixen les
forces f1=-1+3.j i f2=5.1+2.j sobre un objecte, desplacant-lo des del

punt P3(2,1) fins al punt P2(7,3), quin sera el treball total realitzat?
(Les forces estan mesurades en newtons i 'espai en metres).
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Solucié. En aquesta primera aplicacié del producte escalar, hem
fet una grafica d'un cos que és desplagat per una rampa. La
resultant de les dues forces s'ha obtingut per la regla del
paral-lelogram:

Calculem la resultant f sumant les dues forces donades,
f=f1+f3=(-1,3)+(5,2)=(-145, 3+2)=(4, 5)
El vector desplacament és
e=P;Py=(7-2, 3-1)=(5, 2)

El treball sera el producte escalar dels dos vectors anteriors, és
a dir, del vector forca pel vector desplagament,

T=fee=(4, 5)¢(5, 2)=4.5+5.2=20+10=30
Recordem que en Fisica, si la forca és mesurada en newtons (N)

i el desplacament en metres (m), llavors el treball és donat en
joules (J).

Per tant, el treball efectuat és |T=30 J|.

19. Donats els vectors U1=6.i+8.j i U3=24.i-7.], troba les seves
normes i el seu producte escalar. A partir d'aquestes dades, podries
saber l'angle que formen? Quina sera I'area del triangle, si és donada
pel semiproducte de les seves normes pel sinus de l'angle que
formen?

Solucié. Calculem en primer lloc les normes o longituds dels
vectors, que es poden expressar també amb la notacié de

paréntesis per U;=(6,8) i V9=(24,-7),
I,1=Y62+82=Y36+64=Y100=10
uoll=+/24%+(-7)2=Y576+49=Y625=25

El producte escalar dels dos vectors, que com sabem no és un
vector, siné un namero, sera

U1°U2=(6,8)*(24,-7)=6.24+8.(-7)=144-56=88
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Per trobar l'angle que formen, podem utilitzar la mateixa
definicié del producte escalar,

Djelo
ol lival

UpeUo=[lUgllIugll.cos(e) =  cos(a)=

Substituint
cos(a)=88/(10.25) , cos(x®)=0'352 , oa=arc cos(0'352)

Amb una calculadora obtindrem |=69°23'35"|, valor que es
podria comprovar amb la grafica:

8

oL

-7

Per trobar l'area emprarem la férmula que ens han donat,
A=(1/2).Jlv1]l.lIlV2ll.sin{c)=0'5.10.25.5in(69°23'25")=125.0'936

Multiplicant, obtindrem [At=117].

20. Dos vectors del pla V) i U2 tenen de normes 2 i 5 unitats,
respectivament. Si l'angle format per aquests vectors és de 120°,
calcula el producte escalar dels vectors W1=3.U1+2.Ug i Wa=2.}1-VU2.

Solucié. Trobem el producte escalar UjeUg que ens fara falta per
trobar el que realment ens demanen,

VieUo=|U1].llU2]l.cos(ax)=2.5.c0s(120°)=10.(-0'5)=-5
Calculem ara el nou producte escalar WjeWso, fent servir en
primer lloc la propietat distributiva
WielWo=(3.U01+2.U9)*(2.U1-U9)=6.U1°U1-3.U;°Ug+4.Ug*V1-2.U2°U9

Fent sortir 1a norma, i per tenir el producte escalar la propietat
cominutativa,

W1 eWo=6.[IU1]2+V].U2-2.[[U2li2
Finalment, substituint pels seus valors
W1 *W9=6.22+(-5)-2.52=24-5-50=
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21. Prova que ||la+b|2+[la-bJj2=2.(|al|2+|/b|[2). Després, si ||all=13,
IIbll=19 i [[a+b[|=24, calcula ||a-b||. Quin significat geométric té?

Soluci6é. Comengarem pel primer costat, tindrem en compte
que la norma al quadrat és igual al producte escalar del vector per
ell mateix, aplicarem la propietat distributiva, etc i arribarem al
segon costat.

lla+bJ[2+[|a-b[|2=(a+b)+*(a+b)+(a-b)e(a-b)=
=aea+aeb+bea+beb + aea+ae(-b)+(-b)ea+(-b)+(-b)=
=[|al|l2+asb+asb+|b}2+]|al|2-asb-asb+|b]2= ‘
=2./[a[|2+2.||b][2=2.(|a][2+]|b|2)
Si ara sabem que ||a[|=13, [Ibll=19 i |[a+b||=24, és a dir, les

longituds de dos vectors i de la seva suma, també podrem deduir la
longitud de la seva diferéncia, aplicant la férmula anterior:

lla+b[[2+|a-b{2=2.(|al2+|Ib][2) , 242+|a-b|2=2.(132+192)
Elevant al quadrat i operant,
lla-b||2=2.(169+361)-576 , lla-b[2=484 , [la-b|l=\484

Per tant, la norma de la diferér_xcia sera (||a-b|=22

Veiem ara el significat geométric de la féormula anterior:
D C D

a+b

b
A 2 B A

Voldra dir clarament que «a suma dels quadrats de les dues
diagonals d'un paral-lelogram és igual a la suma dels quadrats dels
seus quatre costatss.

22. Un quadrilater de l'éspai té per vértexs A(1,-2,2), B(1,4,0), C(-
4,1,1) i D(-5,-5,3). Prova vectorialment que les seves diagonals AC i
BD sén perpendiculars entre si. Es pot expressar la diagonal AC com
a combinaci6 lineal de AB i AD? Seran els quatre punts A, B, Ci D en
un mateix pla?

Solucié. Calculem les components de les dues diagonals,
AC=(-4-1, 142, 1-2)=(-5, 3, -1)
BD=(-5-1, -5-4, 3-0)=(-6, -9, 3)
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El seu producte escalar és
ACsBD=(-5,3,-1)¢(-6,-9,3)=(-5).(-6)+3.(-9)+(-1).3=30-27-3=0

Com que ACBD=0 voldra dir que

Fem una figura per intuir millor el problema:

Ara hem de veure si el vector de la diagonal AC es pot posar en
combinaci6 lineal dels vectors dels costats AB i AD, que s6n:

AB=(1-1, 442, 0-2)=(0,6,-2)  AD=(-5-1, -5+2, 3-2)=(-6,-3,1)
Posar-los en combinacié lineal voldra dir que existiran dos
nimeros a i b, tals que
AC=a.AB+b.AD

Substituint per les components,

(-5,3,-1)=a.(0,6,-2)+b.(-6,-3,1) , (-5,3,-1)=(-6b, 6a-3b, -2a+b)
Identificant components obtindrem el sistema,

-6b=-5 (1) 6a-3b=3 (2) -2a+b=-1 (3)

Observem que la (2) i la (3) sén iguals. De (1) tenim b=5/6, que
substituit en (3) ens déna 2a=b+1 , 2a=(5/6)+1 , 2a=11/6.Es a
dir, a=11/12.

Per tant, AC=(11/12).AB+(5/6).AD

23. Calcula un vector U de manera que els seus productes escalars
amb els vectors V1=(1,-3,2), v2=(2,-1,3) i V3=(3,2,-4) siguin iguals
als escalars -11, -5 i 20, respectivament. Fes el sistema per Gauss.
Troba el producte escalar de U amb w=5.0;-3.U2+2.U3. Comprova-ho.

Solucib. Sigui el vector U=(x,y,z). Formem els productes escalars
amb els vectors donats,
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vev=(x,y,2)*(1,-3,2)=x-3y+2z x-3y+2z=-11 (1)
Uelo=(x,y,2)°(2,-1,3)=2x-y+3z 2x-y+3z=-5 (2)
UeU3=(x,y,2)°(3,2,-4)=3x+2y-4z 3x+2y-4z=20 (3)

Resoldrem el sistema anterior amb el métode de reduccié de
Gauss. Triangularitzem, -doncs, la matriu conjunta,

1-32|-11\f; 1 -3 2 [|-11
M=(2-13 -5 |[2=| O 5 -1 17)g2=f2-2.f15
32-4120/f3 0 11 -10l 53 /gs=f3-3.f;
(1-32 -11) (1-32-11)
=(05 -1|17 =({05-1|17
0 0 -391 78 /hg=5.ga-11.g2 \0 0 1| -2 /isz=h3/(-39)

Observem que p(A)=p(M)=n=3, és a dir, els rangs de les matrius
dels coeficients i ampliada sén igual al nombre d'incognites. Pel
teorema de Rouché, el sistema sera compatible determinat.

Trobem liinica solucié partint del sistema equivalent,

x-3y+2z=-11 (1)
5y -z=17 (2)
z=-2 (3)
Substituint (3) en (2), 5y-(-2)=17 , 5y=15 , y=3
Substituint en (1), x=3y-22-11=3.3-2.(-2)-11=9+4-11 , x=2

El vector que hem estat buscant és |U=(2, 3, -2)

Donat ara el vector W=5.U1-3.U2+2.U3, determinarem el seu
producte escalar amb el vector que hem trobat,

Uel=Ue(5.U1-3.U2+2.U3)=5.(UeD 1)-3.(UeU2)+2.(UeU3)

Substituint pels valors donats,
Uew=5.(-11)-3.(-5)+2.20=-55+15+40=[0 | = vlw

Per fer la comprovaci6, trobarem primer les components del
nou vector,

w=5.U1-3.U2+2.U3=5.(1,-3,2)-3.(2,-1,3)+2.(3,2,-4)=
=(5,-15,10)+(-6,3,-9)+(6,4,-8)=(5,-8,-7)
Multiplicant escalarment, ,
vew=(2,3,-2)¢(5,-8,-7)=2.5+3.(-8)+(-2).(-7)=10-24+14=0
Queda aixi comprovat el producte escalar.

24. Troba el “lloc geométric” dels extrems P(x,y) dels vectors del
pla v=x.i+y.j que sén ortogonals al vector fix @=2.i+3.J. Fes-ne el
dibuix. Generalitza-ho per 'espai, on ara a=2.1+3.j+4.K.
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Solucis. Donat el vector fix a=(2,3) i un vector qualsevol U(x,y)
del pla, si han de ser ortogonals (és a dir, perpendiculars), el seu
producte escalar s'haura d'anul-lar,

asw=(2,3)e(x,y)=2.x+3.y , a*w=0 = [2x+3y=0]

El lloc geométric demanat sera precisament una recta que passa
per l'origen,

Generalitzant-ho, pels dos vectors a=(2,3,4) i V=(x,y,z) de
I'espai, tindrem de manera similar que

aeu=(2,3,4)*(x,y,2)=2x+3y+4z = |2x+3y+4z=0

En aquest cas, el lloc geométric sera un pla que passa per
l'origen de coordenades.

25. Troba un vector U=(a,b,c) de components enteres sabent que la
seva norma és 11, que és perpendicular al vector W1=(3,4,2) i que el
seu producte escalar amb el Wy=(4,2,1) és igual a 5.

Solucié. Haurem de plantejar un sistema de tres equacions amb
les tres incognites a, b i c.

Com que la norma del vector ha de ser 11,
=11, Ya2+bZ+c2=11 , [a2+b%+c2=121] (1)

Si v iw; han de ser perpendiculars, llavors el seu producte
escalar s'haura d'anul-lar,

Uswi=(a,b,c)*(3,4,2)=8a+4b+2c , [3a+4b+2c=0| (2)
Finalment, com que el producte escalar de U i W2 ha de ser 5,

Uewsy=(a,b,c)*(4,2,1)=4a+2b+c , 3

Ens ha quedat el sistema {(1),(2),(3)} d'equacions no lineals que
resoldrem facilment, fent la combinacié lineal

2.(3)-(2): 5a+0b+0c=10 , 5a=10, [a=2]
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Substituint en (1) 1 en (2), ens quedara el nou sistema,
4+b%4c2=121 _, [b%+c2=117 (1)
6+4b+2¢=0 2b+c=-3 (2)
De (2') podem aillar ¢, c¢=-3-2b, i substituir-ho en (1),
b2+(-3-2b)2=117 , b2+9+12b+4b2=117 , 5.b2+12.b-108=0
Resolent aquesta equaci6 de segon grau,
-12 +v/12%-4.5.(-108) _ -12 +Y2304 _-12 148
- 10 T 10 10
De les dues solucions b=(-12+48)/10=3'6 i b=(-12-48)/10=-6,
ens hem de quedar amb la segona . ja que en l'enunciat ens
diuen que ha de ser de components enteres.

Substituint en (2'), ¢c=-3-2.b=-3-2.(-6)=-3+12=9 , |(c=9

Per tant, el vector cercat sera (V=(2,-6,9)|.

b

26. Donats els tres vectors @, b i C que corresponen als costats AB,
BC i CA d'un triangle de longituds respectives 1, 2 i 7, quin sera
I'escalar k donat per k=aeb+beCc+Cea? I si U és un vector tal que
I'escalar m=(a+U)e(b+v)+(a+V)e(C+V)+(b+v)e(c+V) és nul, quant
valdra la norma d'aquest vector U?

Soluci6. Si aquests tres vectors formen triangle, voldra dir que
la seva suma és nul-la, a+b+c=0. Per tant,

(a+b+c)2=(a+b+c)e(a+b+c)=(a*a+asb+asc)+(bea+beb+bec)+
+(Cea+Ceb+ceC)= [|a]2+]|b|[2+][C||2+2.@b+2.a¢C+2.DeC
Com que a+b+c=0 , també (a+b+¢€)2=0. En conseqtiéncia,
llal2+|bli2+{|c||2+2.(a*b+asc+bec)=0
Substituint, 12+22+72+42k=0 , 2.k=-54 ,

‘Trobem ara un vector U que verifiqui
m=(a+U)*(b+U)+(a+V)e(c+VU)+(b+D)e(C+V)=0

Apliquem la propietat distributiva del producte escalar,
m=(asb+aev+Ueb+vev)+(bec+beU+UeC+UsD)+(Coa+CoU+Dea+Uel)=
=(a*b+bec+cea)+2.aeU+2.boU+2.CoU+||U[[2+]|U]2+]|U]]2=
=k+2.(a+b+C)eU+3.||U||12=-27+2.0¢D+3.||U|[2=-27+3.||U||2

Com que m=0, -27+3.[IU[2=0 , 3.Iv|2=27 , IWI2=9 , [j|=3].
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Angle entre dos vectors

27. Donats els vectors del pla U1=(2-\/_§, 2.43+1), U2=(2.\/§, V3),

Uv3=(1, \3), v4=(3.1) i U5=(—\f§,1), comprova que l'angle format pels
dos primers és el doble del format pel 3r i 4t, perd la meitat del
format pels dos ultims.

Solucié. Fem les tres figures que corresponen als tres angles
demanats:

Y Y
2‘/§+ 1 “I§ U3
Ul O34 l U4
X
1
3

oyg v 1|Y y

v, 5 oy 4
— X X

1243 2V3 -3 V3

PRIMER ANGLE: U1=(2-V3, 2.V3+1) i U3=(2.Y3, V3)
U elo=(2-Y3).(2.Y3)+(2.Y3+1).Y3=4.Y3-2.3+2.3+13=5./3

wil=vV(2-13)2+(2.Y3+1)%2=14-4.Y3+4.3+4.Y3+1=Y20=2.15
Iwol=v (2Y3)%+(Y3)2=12.3+3=115

__Uivs __ 5793 {75 _1
)=
cosloaz Iwlllvg)  2.Y5.Y15 zf_ 2

o12=arc cos (1/2)=60°. Per tant,

SEGON ANGLE: U3=(1, V3) i v4=(\3, 1)
Ugews=1.V3+V3.1=2.\3

wal=V 124(V3)2=\1+3=2  [uall=V (3)2+12=v3+1=2

__UsUs _293 _Y3
cos(ogg)= ————
T ey 22 2

0.34=4arc cos (\/73;/2)=BO°. Per tant,

TERCER ANGLE: U4=(\3, 1) 1 Us=(-V3, 1)
U4oUs5=V3.(-V3)+1.1=-3+1=-2

Wwal=N (V3)2+12=\3+1=2 uu5u=\] (-V3)2+12=\3+1=2
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cos(a45)= & = =2 = '_2L

lugllvs] 22

ogi=arc cos (-1/2)=120°. Per tant,
Observem que , perd que |aj2=(045)/2|.

28. Donat el triangle de vértexs A(4,3), B(6,-2) i C(-11,-3), prova

per mitja de la féormula de l'angle entre dos vectors, que es tracta

d'un triangle rectangle. Qué passaria si els tres vértexs fossin A'(5,3),

B'(-1,1) i C'(-10,-2)? Fes les dues grafiques.

Solucié. Si fem la figura veurem que, si hi ha un angle recte,
aquest haura de ser el A, que sera determinat pels vectors,

AB=(6-4, -2-3)=(2,-5) AC=(-11-4, -3-3)=(-15,-6)
El seu producte escalar és,
ABeAC=(2,-5)¢(-15,-6)=2.(-15)+(-5).(-6)=-30+30=0

Com que és nul aquest producte escalar, ja podriem dir que s6n
perpendiculars i, per tant, l'angle en A és recte. No obstant aixd,
farem tot el procés, trobant les normes i el seu producte:

IAB|=v22+(-5)2=129 1A= (-15)2+(-6)2=1261
IABILIACY=Y29 Y261=17569=87

L'angle sera
_ABAC _ o

IABLIACY 87

Per tant, el triangle sera rectangle, com podem veure en la
primera figura :

cos(ﬁ): =0 = 7\=arc cos(0)=90°

Y Y A'
3| 3 '
-11 b \"1x -10 B 1 X
— W e
- B
C -3 Cl "2

Quant a la figura de la dreta veiem que els nous punts A', B'i C'
estan alineats, doncs

AB'=(-1-5, 1-3)=(-6,-2) A'C'=(-10-5, -2-3)=(-15,-5)
El producte escalar és
AB'eA'C'=(-6,-2)¢(-15,-5)=(-6).(-15)+(-2).(-5)=90+10=100
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Les dues normes i el seu producte s6n
IAB=v(-6)2+(-2)2=140 IACI=V(-15)%+(-5)2=1250
IABLIAC]=Y40.Y250=10.000=100

L'angle és
_ABMAC %8% =1 = A'=arc cos(1)=0°
IABIIACY

El resultat és ben logic, ja que, com hem vist graficament, els
vectors no formaven triangle: estaven alineats.

cos(A)=

29. Es agut o obtis l'angle A del triangle de vértexs A(4,2,4),
B(10,2,-2) i C(2,0,4)? I els angles B i C? Pel fet que el triangle és en
l'espai, la suma d'aquests tres angles també sera 180°?

Solucié. Encara que no és necessaria, la figura ens podra servir
per a veure que en estar el triangle contingut en un pla, la suma
dels seus angles interiors haura de valer 180°:

De cada vértex, trobarem els vectors, el producte escalar, el
producte de les normes i, finalment, l'angle que formen.

VERTEX A.
AB=(10-4, 2-2, -2-4)=(6,0,-6) AC=(2-4, 0-2, 4-4)=(-2,-2,0)
ABeAC=6.(-2)+0.(-2)+(-6).0=-12+0+0=-12

IAB|=+/62+0%+(-6)2=172 1A=V (-2)%+(-2)2+02=18
IABIACY=Y72 Y8=1576=24
~_ _ABAC 19 _ - w1 [F5rs
cos{A)= ———— =14 =06 = A=arc cos(-0'5)= -120
IABIIACY 24 [1207]

Aquest angle sera obtiis, perqué és més gran que 90°.
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VERTEX B.
BA=-AB=(-6,0,6) BC=(2-10, 0-2, 4+2)=(-8,-2,6)
BA*BC=(-6).(-8)+0.(-2)+6.6=48+0+36=84
IBA|=IABI=172 IBO=V(-8)2+(-2)%+62=1104

IBAIIBY=Y72 Y104=Y7488~86'5332

ey B_.A'E: 84 1 y [+] 1
cos(B)z ——— =~ — ~0'9707 = B=[13°54
IBAIIBO] 86'5332 '

Veiem que l'angle és agut, ja que és inferior a un de recte.

VERTEX C. ,
CA=-AC=(2,2,0) CB=-BC=(8,2,-6)
CA*CB=2.8+2.2+0.(-6)=16+4+0=20
 ICAI=IACY=Y8 ICBI=IBY=1104

ICAIICBI=Y8.Y104=1832~28'8444
P &0(% 20 ' P °R!
cos(Q)= ——— = — ~0'6933 = C=
lcalicE|  28'8444
També és agut, perqué és més petit que 90°.
Comprovem que la suma dels tres angles és de 180°,
A+B+C=120°+13°54'+46°6'=179°60'=180°

30. A partir de la formula de l'angle entre dos vectors, demostra
que, si els vectors U=(a,b,c) i W=(m,n,p) sén paral-lels, llavors les
seves components hauran de ser proporcionals. Comprova-ho per

U=(14,-42,63) i W=(-8,24,-36).

Soluci6. Si els vectors soén paral-lels, 'angle que formen sera de
0°. Substituint en la definicié del producte escalar,
Uews=| ]l Iwl.cos(O)={[l.Iw].1 = vew=|jv]l.[w]
Expressant-ho en funcié de les components,
a.m+b.n+c.p=Va2+b2+c2.\Vm2+n2+p2
Elevant cada costat al quadrat,
(a.m+b.n+c.p)2=(a2+b2+c2).(m2+n2+p2)

Desenvolupant el quadrat i multiplicant,
a2.m2+b2.n2+c2.p2+2.amb.n+2.am.c.p+2.b.n.c.p=
=a2.m2+a2.n2+a2.p2+b2.m2+b2.n2+b2.p2+c2.m2+c2.n2+c2.p2
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Simplificant,
2.a.m.b.n+2.a.m.c.p+2.b.n.c.p=
=a2.n2+a2.p2+b2.m2+b2.p2+c2.m2+c2.n2
Passant al primer costat i canviant els signes,
a2.n2+a2.p2+b2.m2+b2.p2+c2.m2+c2.n2-
-2.am.b.n-2.a.m.c.p-2.b.n.c.p=0
Agrupant els termes per poder formar quadrats perfectes,
(a2.n2-2.a.m.b.n+b2.m2)+(a2.p2-2.a.m.c.p+c2.m2)+
+(b2.p2-2.b.n.c.p+c2.n2)=0
Ens quedara, doncs,
(a.n-b.m)2+(a.p-c.m)2+(b.p-c.n)2=0
Ara bé, si la suma de quadrats ha de ser nul-la, voldra dir que
tots els termes seran nuls,
an-bm=0 , ap-cm=0 , b.p-c.n=0
Per tant, an=b.m , a.p=cm , b.p=c.n.

Expressant-ho en forma de fracci6,
a/m=b/n , a/m=c/p , b/n=c/p
Concloem que si els vectors U=(a,b,c) i W=(m,n,p) sén paral-lels,
llavors les components hauran de ser proporcionals:
a=-b-c
m n p
En el cas particular dels vectors v=(14,-42,63) i W=(-8,24,-36)
tindrem:
14/(-8)=-1'75 , -42/24=-1'75 63/(-36)=-1'75
Com que s6n iguals aquestes proporcions, podem dir que sén
paral-lels. Es pot comprovar-ho trobant l'angle que formen.
S'obtindra:
Uew=3388 , |IV|=77 , Iw|l=44 , cos(a)=1 , a=0°

381. Calcula en graus, minuts i segons els tres angles interiors del
triangle que té per vértexs A(1,2,1), B(3,-1,7) i C(7,4,-2). Quina
classe ‘de triangle és? Justifica-ho observant els seus costats.-

Soluci. Com que el problema és similar al 29, posarem nomeés
els resultats dels passos més importants.

ANGIE A
AB=(2,-3,6) AC=(6,2,-3) ABeAC=-12
IABJ|=7 IAC|=7 JIABILIAC||=49

cos(A)=-12/49 = A=[104°10'32"
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ANGLE B.
BA=(-2,3,-6) BC=(4,5,-9) BAsBC=61
IBAl=7 IBO=Y122 IBAIIBO=7.Y122
cos(B)=61/[7.Y122] = B=

ANGLE C.
CA=(-6,-2,3) CB=(-4,-5,9) CAsCB=61
ICAlI=7 ICBI=Y122 ICALICBI=7.Y122

cos(0)=61/[7.1122] = C=[37°54'43"

Com que hi ha dos angles iguals, es tractara d'un triangle
isosceles. Dibuixem la figura:

S'observa clarament que els dos costats AB i AC també sén iguals,
Jja que les seves longituds o normes sén totes dues iguals a 7.

32. En l'espai dibuixa un cub d'aresta a, en l'octant positiu i en el
qual un dels vértexs estigui en l'origen de coordenades. Determina
l'angle format per dues diagonals interiors d'aquest cub.

Solucié. Si observem el cub de la plana segient, veurem que les
diagonals OG i CD formen un angle que haurem de determinar. Si
I'aresta del cub és a, llavors els vectors dels seus costats sén,

OA=BD=CE=FG=a.i=a.(1,0,0)=(a.0,0)
OB=AD=CF=EG=a. j=a.(0,1,0)=(0,a,0)
OC=BF=AE=DG=a.k=a.(0,0,1)=(0,0,a)
Ara b¢, ens interessa trobar els vectors de les diagonals OG i CD,
en funcié de les components. ‘
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Per aix6 farem les sumes vectorials,
O_C.}=O_A+A_I.)+15-C.‘x=(a,0,0)+(O,a,0)+(0.0,a)=(a,a,a)

CD=CE+EG+GD=(a,0,0)+(0,2,0)+(0,0,-a)=(a.a,-a)
La figura és:

El producte escalar dels vectors diagonals és
OGeCD=(a,a,a)*(a,a,-a)=a2+a2-a2=a2
Les normes i el seus producte sén
I0GI=Ya2+a2+a2=V3.22=V3 a ICDI=va2+a2+(-a)?>=13.a2=13 a
IOGIICDY=13 a.Y3.a=3.a2
L'angle que formen sera
OGCD _ g2 _1
locGiicoy 3% 3

cos(o)=

= o=arc cos (%)=

Producte vectorial

33. Donats els vectors U=2.1-3.J-K i Ug=i+4.J-2.K, troba el vector

donat per W=3.(V1AU2)-2.(U2AU1). Es podra posar en combinacid
lineal de U1 i U2?

Soluci6é. Primer de tot calcularem els productes vectorials,
aplicant determinants,
i Jk
2-3-1
14-2

U1AUg= =(6.i+8.k-j)-{(-3.k-4.i-4.J)=10.i+3.j+11.k
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i Jk
14-2
2-3-1

Si comparem els dos resultats anteriors, veurem que el producte
vectorial és anticommutatiu. Recordem la nocié de producte
vectorial entre dos vectors:

UoAU = =(-4.i-3.k-4.j)-(8.k+6.i-j)=-10.1-3.j-11.k

Si en la figura anterior s'hagués trobat VoAU, la regla del
tornavis hauria fet que el vector tingués la mateixa direcci6, perd
de sentit contrari (cap a baix).

Dels vectors obtinguts U1AU2=(10,3,11) i U9AU=(-10,-3,-11),
calculem ara el vector
W=3.(U1AV2)-2.(b9AD1)=3.(10,3,11)-2.(-10,-3,-11)=5.(10,3,11)

Per tant, el vector W sera [w=(50,15,55—)|

Ens pregunten si el vector anterior W es podra posar en
combinacio lineal dels vectors U] i Ug. La resposta és clarament no,
perqué, si mirem la figura veurem que el primer esti en la
direccié perpendicular al pla format pels altres dos.

Fem-ho, malgrat tot, partint de la definici6 de combinacié lineal,

w=cl(U1,V9) < 3Ja,beR / W=a.v;+b.Usy

Substituint per les seves components,

(50,15,55)=a.(2,-3,-1)+b.(1,4,-2)=(2.a+b, -3.a+4.b, -a-2.b)

Si identifiquem components tindrem el sistema
2.a +b=b0 (1)
-3.a+4.b=15 (2)
-a -2.b=55 (3)

Estudiarem aquest sistema pel teorema de Rouché, trobant la
matriu conjunta i triangularitzant-la per la regla del pivot,

21|50 2 1150 2 1 50
M=-34]15 |=[0 11|180|=|0 11| 180
-1-21 55 0 -31160 0 0 12300

Observem que p(A)#p(M), ja que el rang de la matriu dels
coeficients és 2 i el de la matriu ampliada és 3. Aix6 vol dir que el
sistema és incompatible, no té solucid.

Per tant, ens resulta que Ws=c.l.(UV1,Us3).
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34. Determina l'angle aj2 que formen els dos vectors V1=(4,2,4) i
U2=(-6,6,3), fent servir la definici6 de producte vectorial. Com seran
els vectors U, Us i U3=U1AU2? Comprova-ho amb el producte escalar.

Soluci6. Sabem que |[[U1AU2li=lIU1]l.][U2]l.sin(c12). Es a dir, 1a norma
del producte vectorial és igual al producte de les normes pel sinus
de l'angle que formen.

Trobem, doncs, el producte vectorial i les normes anteriors,
i jk
424
-6 6 3

IB1AV)I=v/(-18)%+(-36)%+36%=Y324+1296+1296=Y2916=54
Wwi=Y42+22+42=136=6  |UJl=V(-6)2+62+3Z=Y81=9

Calculem l'angle que formaran U; i Ug,

Ujelo 54 .
sin(o )= ——2— = =1 = ajg=arcsin l= -
vy 69

UiAUg= =(6.i+24.k-24.J)-(-12.k+24.i+12.j)=-18.i-36.j+36.k

Observant els vectors U;1=(4,2,4), V9=(-6,6,3) i U3=(-18,-36,36),
arribarem a la conclusi6 que sén mutuament perpendiculars
perqué, com acabem de veure, els dos primers formen un angle de
90° i a més el 3r és perpendicular tant al 1r com al 2n, ja que és el
seu producte vectorial.

De la figura anterior no ens queda clar que els vectors siguin
perpendiculars, perqué es veu en perspectiva,

Podem fer la comprovacié amb els tres productes escalars,
Ui*U2=(4,2,4)*(-6,6,3)=4.(-6)+2.6+4.3=-24+12+12=0
UjeU3=(4,2,4)¢(-18,-36,36)=-72-72+144=0
UoeU3=(-6,6,3)¢(-18,-36,36)=108-216+108=0

Com que sén nuls tots tres productes escalars, voldra dir que els
tres vectors s6n perpendiculars entre si, igual que els tres eixos
coordenats X, Y i Z.
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85. Determina un vector unitari u perpéndicular al pla format pels
vectors U1=2.i-6.J-3.K i U2=4.i1+3.j-K, trobant primer la norma del seu

producte vectorial. Comprova que, efectivament, U és un vector
unitari.

Solucié. Pels vectors donats U;=(2,-6,-3) i V9=(4,3,-1), trobem
el seu producte vectorial,

i jJk
2 -6-3
4 3-1
La seva norma és

IV1AV2lI=v 1524(-10)2+30%2=Y225+100+900=Y1225=35

UjAUg= =(6.i+6.k-12.J)-(-24.k-9.i-2.j)=15.i-10. j+30.k

Com que U1AUg és perpendicular tant a U; com a Ug, el vector U
que cerquem tindra la direccié del producte vectorial. Si volem
que sigui unitari, I'haurem de dividir per la seva norma,

Uiz _ 15.i-10.0+30K _8.i2.0+6K [\ 31 2. 6y
1AL 35 7

U=

Comprovem que U és efectivament un vector unitari,

e BT o 5 25 By BT

La norma ens ha donat la unitat. Precisament per aix6 es diu que
€s un vector unitari.

86. Donats els vectors a=(3,-1,-2) i‘b=(1,2,-1), determina els
productes vectorials Uj=aab, vo=(2.a+b)Ab i U3=(2.a-b)A(2.a+b).

Justifica que tenen Vj, U2 i U3 el mateix sentit i direcci6. En quin
tipus de successié estan?

Solucié. Trobem cadascun dels tres productes vectorials

i jk
3 -1-2| =(i+6.k-2.j)-(-k-4.i-3.J)=5.i+j+7.k=|(5,1,7)
12-1

Com que 2.a+b=2.(3,-1,-2)+(1,2,-1)=(6,-2,-4)+(1,2,-1)=(7,0,-5),
el nou producte vectorial sera

U;=aab=

i Jk
7 0-5{=(14.k-5.J)-(-10.i-7.J)= |(10,2,14)
12-1

Com que 2.a-b=2.(3,-1, 2)(12 -1)=(6,-2,-4)-(1,2,-1)=(5,-4,-3),
ens quedara:

Uo=(2.3+b)Ab=




CALCUL VECTORIAL 63

I Jk
5-4-3
7 0-5

En resum, v;=(5,1,7), U92=(10,2,14) i vV3=(20,4,28). Observem
que estan en progressié geométrica de raé 2, ja que cada vector és
igual a l'anterior multiplicat per aquesta constant,

Ue=2.0; {1 DU3=2.U3=4.U;
No calia fer el calcul dels determinants per arribar a aquesta

conclusié. Ho podiem haver vist directament, aplicant les
propietats del producte vectorial,

Uo=(2.a+b)Ab=(2.2)Ab + bab=2.(aAb)+08=2.1,
U3=(2.a-b)A(2.a2+b)=(2.3)A(2.3) + (2.2)Ab +(-bB)A(2.3Q) + (-b)Ab=
=0+2.(aAb)- 2.(bAd)-8=2.(anb)+2.(aAnb)=4.(anb)=4.v;.

U3=(2.a-b)A(2.a+b)= =(20.i-21.J)-(-28.k-25.J)= |(20,4,28)

37. Les normes de dos vectors U] i Vg sbon, respectivament, 10 i 2
unitats, i el seu producte escalar és igual a la suma d'aquestes dues
normes. Quina és la norma del producte vectorial?

Solucis. Com que tenim ||U[[=10, |IV2[|=2 i U1°U2=10+2=12,
podem fer servir la definicié de producte escalar
VieU2=[U1|.]IU2]l.cos(@) , 12=10.2.cos(x) , cos(a)=0'6
També podem trobar l'angle que formen, encara que no sigui
ben bé necessari,
a=arc cos(0'6)=53°7'48"

A partir d'aqui podem calcular la norma del producte vectorial,
que és definida per

lIv 1 AD2l=[L 111 IV2fl.sin(e)=10.2.5in(53°7'48")=20.0'8=] 1 6]

Area d'un triangle

38. Descomponent-lo en tres triangles, troba l'area del pentagon
de veértexs A(2,7), B(5,1), C(2,-4), D(-5.-2) i E(-2,5).

Solucié. Com es pot veure a la figura de la plana segiient, hem
descompost el triangle donat en els tres triangles ABC, ACD i ADE.
Per trobar cadascuna d'aquestes arees farem servir la definicié de
producte vectorial, on la seva norma és l'area del paral-lelogram
format pels dos vectors.
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Per tant, l'area del triangle sera la meitat d'aquesta norma, que és
donada en funcié d'un determinant. Notem que sempre haurem
d'agafar el seu valor absolut, encara que no li hagim posat, ja que
l'area és sempre positiva.

AREA DEL TRIANGLE ABC. A(2,7) B(5,1) C(2,-4)

— XA yal 271
SaBc= %.uABAABu= % xg yB 1 =§ 511 =3321 SaBc=16'5
Xc ycl 2-41
AREA DEL TRIANGLE ACD. A(2,7) C(2,-4) D(-5,-2)
— XA yal 271
Sacp= %-IIACAADII= %— Xc yc 1= % 2-41(= '—721 Sacp=38'5
Xp yp 1 -5-2 1
AREA DEL TRIANGLE ADE. A(2,7) D(-5,-2) E(-2,5)
1_._._.1><A)’A1 1271
SADE= E‘HAD/\AE"= 5 XD YD 1{=< -5-21|=-11 Sape=11
xg yel -25 1

Com podem veure a la figura, I'area del pentagon sera la suma de
les tres anteriors,

Sp=SaBC+SACD+SADE=16'5+38'5+11=[66]

Y]
7 A

[~ ¢

Per calcular directament l'area de qualsevol poligon tancat en el
pla, podem fer servir el segiient métode, similar al calcul d'un
determinant per la regla de la “columna agregativa”.

A B C D E A
2> >IN
<< SENESNANUNL

®

Fixem-nos que hem tornat a afegir la columna del vértex A.
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S'hauran de multiplicar els numeros en diagonal i després
sumar-los. Obtindrem dos tipus de productes: els positius P,
dirigits cap a la dreta, i els negatius N, dirigits cap a l'esquerra.
L'area del poligon sera la semidiferéncia d'aquests dos tipus de
productes, en valor absolut: Sp=I|(P-N}/21.

En el nostre cas,

P=2.145.(-4)+2.(-2)+(-5).5+(-2).7=2-20-4-25-14=-61
N=7.5+1.2+(-4).(-5)+(-2).(-2)+5.2=35+2+20+4+10=71

Per tant, Sp=1(-61-71)/21=1-132/21=1-661=[66]

Coincideix amb el que hem trobat abans, per6 és més facill

89. Partim del triangle rectangle de vértexs A(-3,-2,8), B(-2,2,0) i
C(6,-2,-1). Calcula la seva area a partir del producte vectorial.
Comprova després que es tracta d'un triangle rectangle. Quin és
l'angle recte? Calcula les longituds dels dos catets i troba
directament l'area d'aquest triangle.

Soluci6. Fem primer la figura, on l'angle recte aparenta ser el B.
Dibuixem-hi també dos vectors que surten d'aquest vértex,

A VA
8
S|
B
-2 Y
-2 2

-1 6
C X

Les components dels dos vectors son:
BA=(-3+2, -2-2, 8-0)=(-1,-4,8) BC=(6+2, -2-2, -1-0)=(8,-4,-1)

Trobem ara el seu producte vectorial,
iJjk
-1-4 8
8-4-1

—_— ——

BAABC= =(4.i+4.k+64.J)-(-32.k-32.1+j)=(36,63,36)
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La seva norma és,
IBAABCY=Y362+632+362=11296+3969+1296=16561=81
Sabem que l'area del triangle és precisament la meitat,

St=(1/2).IBAABO|=81/2=40'5

Per estudiar si B és un angle recte podem fer servir el producte
escalar,

BAeBC=(-1,-4,8)¢(8,-4,-1)=(-1).8+(-4).(-4)+8.(-1)=-8+16-8=0

Com que ens ha donat O voldra dir que B=90°, és a dir, és un
angle recte, i aixi ABC sera un triangle rectangle.

Calculem la longitud dels catets,
IBAI=(-1)2+(-4)%+82=1+16+64=181=9
IBOI=v(8)%+(-4)%+(-1)2=164+16+1=181=9
Com que s6n iguals les longituds voldra dir que es tracta d'un
[triangle rectangle isosceles|. Comprovem la seva area:

_bh _IBALBA _99 _81 _,0
St 2 2 2 2 40'5

40. Troba els angles, els costats i comprova el teorema del sinus,
a/sin(A)=b/sin(B)=c/sin(C), pel triangle ABC on A(1,-1,2), B(5,-6,2) i
C(1,3.-1).

Soluci6. Dibuixarem la figura en l'espai per calcular després més
facilment els angles i els vectors dels seus costats,

Trobem els angles interiors, el primer per la férmula del
producte escalar, el segon per la del vectorial i el tercer pel
métode que vulguis.

VERTEX A .A(1,-1,2) B(5,-6,2) C(1,3,-1)
AB=(5-1, -6+1, 2-2)=(4,-5,0) AC=(1-1, 3+1, -1-2)=(0,4,-3)
ABeAC=(4,-5,0)¢(0,4,-3)=4.0+(-5).4+0.(-3)=-20
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IAB|=V4Z+(-5)2+0%=Y41  [||ACI=V0%+42+(-3)2=125=5

~ KBOA_CE -20 -4 . ~ PR
cos(A)= ———— = = =~-0'6246... = | A=128°39'36
lABIIACK 5.Y41 V41 I

VERTEX B. B(5,-6,2) A(1,-1,2) C(1,3,-1) (Pel producte vectorial)

BA=-AB=(-4,5,0) BC=(1-5, 3+6, -1-2)=(-4,9,-3)
BAABC= i;é 'é =(-15.i-36.K)-(-20.k+12.J)=(-15,-12,-16)
llgAAB_dl=4(-1-3)24:312)2+(-16)2=V225+144+256='{625=25
IBAI=IABI=12 T IBA=V(-4)%+9%+(-3)2=116+81+9=1106
sin(B)= IBABO _ 5 ~0'3792... = | B=22°17'8"

IBALIBG) V414106

VERTEX C. C(1,3,-1) A(1,-1,2) B(5.-6,2) Ha de donar
CA=(0,-4,3) CB=(4,-9,3) CA«(B=45 CAACB=(15,12,16)
ICAI=5  ICBI=Y106  [ICAACB|=25

cos(6)= -9 . sin(é): -5 _ o 6:29°3'16"
Y106 Y106

Podem comprovar que els resultats sén correctes fent la suma
dels tres angles

A+B+C=128°39'36" + 22°17'8" + 29°3'16"=179°59'60"=180°
Comprovem ara el teorema del sinus,
a/sin(A) =Y106/sin(128°39'36")~10'2956/0'7808~13'18
b/sin(B)=5/sin(22°17'8")=5/0'3792~13'18
¢/sin(C) =V41/5in(29°3'16")~6'4031 /0'4856=13'18
Per tant, es verifica el teorema del sinus:
a -_b __c¢

sin(?\) sin(ﬁ) - sin(a)

Es clar que aquest teorema es verifica per a qualsevol triangle, ja
que, com que l'area ve donada pel semiproducte de dos costats pel
sinus de l'angle que formen, tenim

Se= b.c.sin(A) Se= c.a.sin(B) Se= a.b.sin(C)
2 2 2
Trobant el valor de D=(a.b.c)/(2.St) en cadascuna resultara el
teorema del sinus. Com a curiositat diem que D és el diametre de
la circumferéncia circumscrita al triangle.
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Producte mixt

41. Si v1=(2,-3,0), v2=(1,1,-1) i U3=(3,0,-1), calcula el producte
mixt PM=U;¢(V2AD3) fent els productes vectorial i escalar exigits.
Comprova després que aquest producte mixt PM equival al

determinant que té per files els vectors donats, amb el seu ordre
respectiu.

Soluci6é. El producte mixt de tres vectors és una combinacid
dels productes escalar i vectorial

PM=([U,,U2,b3]=U1°(U2AU3)

El seu significat geométric és el volum del paral-lelepipede que
té per arestes els tres vectors. Com veiem en la figura, l'area
marcada amb puntets és, com ja sabem, la norma del producte
vectorial, mentre que la h és la projeccié del primer vector sobre
el producte vectorial dels altres dos:

En el nostre cas tenim U;=(2,-3,0), UV2=(1,1,-1) i v3=(3,0,1). El
producte vectorial dels dos ultims és

I Jk . o
1 1-1|=(-i-3.j)-(3.k-J)=-i-2.j-3.k=(-1,-2,-3)
30-1
Fent el producte escalar amb el primer,
U1°(U2AU3)=(2,-3,0)¢(-1,-2,-3)=2.(-1)+(-3).(-2)+0.(-3)=4

Per tant, el producte mixt és [U;,Ug,Uz]l=4 ,

UgAlU3=

Comprovem-ho amb el determinant que té per termes les
components dels vectors

a by ¢ 2-30
PM=|az; by c2|=|11-1=(-240+9)-(0+0+3)=7-3=4
a3 b3 c3 30-1
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42, Aplicant les propietats dels determinants, demostra que el
producte mixt de tres vectors coplanaris ha de ser necessariament
nul. Seran coplanaris els vectors a=(2,-1,5), b=(3,7,8) i c(-1,9,-4)?
Pertanyeran al mateix pla els quatre punts de l'espai A(1,2,-1),
B(0,1,5), C(-1,2,1) i D(2,1,3)?

Solucié. Siguin els vectors de l'espai a=(aj,bj,c1), b=(ag,ba,c2) i
c=(a3,bs,c3). El seu producte mixt és

a by c|fy
PM=| a by c2 |f3
az by c3lfy

Si els tres vectors son coplanaris, és a dir, si s6n en el mateix
pla, llavors un d'ells es pot posar com a combinacié lineal dels

altres dos. Per exemple C=m.a+n.b on m,neR.

Aix6 voldra dir que la fila f3 és combinacié lineal de 1a fj i la fa.
Doncs bé, si tenim en compte les propietats dels determinants,
aquest haura de ser nul. Per tant, PM=0.

Siguin ara els tres vectors a=(2,-1,5), b=(3,7,8) i ¢=(-1,9,-4).
Per saber si sén coplanaris, trobarem el seu producte mixt,
2-15
378
-19-4
Com que PM=0 voldra dir que els tres vectors no sén coplanaris,
com es pot veure si en fem la representaci6é grafica:

PM= =(-56+135+8)-(-35+144+12)=87-121=-34

Per al cas dels quatre punts A(1,2,-1), B(0,1,5), C(-1,2,1) i
D(2,1,3), trobarem primer els vectors

AB=(0-1, 1-2, 5+1)=(-1,-1,6) AC=(-1-1, 2-2, 1+1)=(-2,0,2)
AD=(2-1, 1-2, 3+1)=(1,-1,4)

Com que clarament el 3r és la diferéncia del 1r i el 2n, segur
que amb el determinant obtindrem PM=0. Per tant, els tres
vectors seran en un mateix pla, i aixi els punts seran coplanaris.
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Volum del paral-lelepipede i del tetraedre

43. Calcula el volum del paral-lelepipede que té per arestes els
vectors V1=(2,1,-2), U2=(2,3,6) i V3=(1,-4,8). Quin és el perimetre
total? Troba també l'area total de les seves cares, fent servir el
producte vectorial.

Soluci6. Per calcular el volum del paral-lelepipede farem servir
la férmula del determinant que té per files les coordenades de
cada punt:

2 1-2 .
VU, Uo,U3]= (2 3 6| =(48+16+6)-(-6-48+16)=70-(-38)=
1-48

Fem la grafica, perqué ens pot ajudar a visualitzar el perimetre i
l'area que hem de trobar

Calculem les longituds de les seves arestes,

will=v22+12+(-2)2=19=3 Iwol=Y22+32+6%2=Y49=7
Wwsll=v12+(-4)2+8%2=181=9

Com que cada aresta esta repetida quatre vegades, el perimetre
total sera expressat per

Pr=4.([U1[+IU2]+IV3])=4.(3+7+9)=4.19=[7 6]

Per calcular l'area total haurem de trobar primer cadascuna de
les arees i, per aixd, farem servir els productes vectorials,
i Jk
21-2
236

UiAUg=

=(6.1+6.k-4.j)-(2.k-6.i+12.J)=(12,-16,4)
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i Jk
UiAUs= 12 1 -2| =(8.i-8.k-2.j)-(k+8.i+16. j)=(0,-18,-9)
1-48
ijJk ]
UoAUz= |2 3 6| =(24.i-8.k+6.J)-(3.k-24.1+16.j)=(48,-10,-11)
1-48

Aquests productes vectorials tenen per normes
W01AUo)=v1224+(-16)%+4%=Y144+256+16=Y416
1AUs=+/0%+(-18)%+(-9)°=10+324+81=Y405

IW2AV3)=v/482+(-10)%+(-11)2=Y2304+100+121=Y2525
Per tant, les arees formades pels vectors sén

S10=V416  S13=V405 So3=V2525
Com que cada area s’ha de comptar dues vegades, I'area total és

St=2.(V416+\Y405+V2525)~/181'54

44. Si A(2,1,3), B(4,-2,1), C(6,7,3) 1 D(-5,8,-4) son els quatre
vértexs d'un tetraedre, quin sera el seu volum? Quina sera l'area del

triangle ABC? Quant valdra la longitud de l'altura baixada des del
vértex D fins a la base ABC?

Solucié. Fem la figura en l'espai, observant que queda en forma
de tetraedre, o piramide de base triangular:

z 5/
A
3 7 8 4 Y
2 1 C
B
1 2 / D
4 3
6
/X

El volum del tetraedre el podem calcular a partir de la férmula
donada en funcié del determinant

XA YA 2za 1 2131 2 131
vo=1| %8 ¥B 78 11_1]4-211|_1| 2 -3-20
6]|X Yo zc 1 6|6 731 6|l 2 920
Xp Yp zp 1 -58-41 -111-70

Hem restat a cada fila l'anterior perqué ara es podra
desenvolupar per adjunts de la 4a columna:
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2 -3-2
vi=l(1] 2 92 =:61».[(-126-4+66)-(198+4+42)1=,..=Lgi
211 1-7

Per trobar l'area del triangle ABC, tornem a fer una altra figura,
on també s'ha indicat l'alcada baixada des del vértex D al pla que
conté el triangle:

Trobem l'area del triangle ABC, on A(2,1,3), B(4,-2,1) i C(6,7,3)
AB=(4-2, -2-1, 1-3)=(2,-3,-2) AC=(6-2, 7-1, 3-3)=(4.6,0)
i jk
2-3-2
460
IABAAC)=v122+(-8)2+242={144+64+576=1784=28
Per tant, l'area del triangle sera
S=(1/2).1ABAAC]=(1/2).2814]

Finalment, per determinar l'altura baixada des del vértex D fins
al triangle ABC, podrem emprar la formula del volum del tetraedre,

Vr=(1/3).S¢h = h=3.Vy/St=3.(154/3)/14=154/14=[11]

Més endavant podrem comprovar aquesta altura hp, per mitja de
la distancia d'un punt (el D) a un pla (el format per A,B i C).

—_— —

ABAAC=

=(12.k-8.j)-(-12.k-12.i)=(12,-8,24)

Altres productes entre vectors

45. Partint dels vectors U;=(1,-1,-1), Vg=(1,-2,3) i V3=(2,-3,2),
comprova que el doble producte vectorial U=U;A(U2AU3) pot ser
expressat pel determinant de termes ajj=U2, ajg=U3, agi=Ui*Ug i

agg=U1°U3. Quin és el producte mixt d'aquests tres vectors? Qué es
pot deduir? :




CALCUL VECTORIAL 73

Solucié. Calcularem el doble producte vectorial fent primer el
que es troba entre paréntesis

i Jk
1-2

2-32
Tornem a fer el producte vectorial,

i Jk
1-1-1f =(-i+4.k-5.j)-(-5.k-4.1+J) 5 (3,-6,9)
541

Hem de calcular també els productes escalars,
UieUg=(1,-1,-1)¢(1,-2,3)=1.1+4(-1).(-2)+(-1).3=1+2-3=0
U eU3=(1,-1,-1)¢(2,-3,2)=1.2+(-1).(-3)+(-1).2=2+3-2=3

Comprovem que el doble producte vectorial és igual al vector

Uz vs |_|[(1,-2,3) (2,-83,2)| _ o A
U ol ulou3|" 0 3 =3.(1,-2,3)=(3,-6,9)

A la figura segiient hem dibuixat tots els vectors que hem fet
servir, on s'observa clarament que U=k.Ug (on k=3):

UoAU3= =(-4.1-3.k+6.j)-(-4.k-92.1+2.j)=(5,4,1)

V=U1A[U2AD3)=

U=U1A(U2AUS)

Finalment, calculem el producte mixt dels tres vectors donats,

1-1-1

PM=[U1»U2.U3]% 1-23

2-32

Com que el producte mixt és nul, voldra dir que els tres vectors
son coplanaris, és a dir, que U1, U2 i U3 s6n en un mateix pla.

=...=0 , doncs fa=f;+f5
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d) PROBLEMES PROPOSATS
1.1. VECTORS EN EL PLA I EN L'ESPAI

Primeres nocions sobre vectors

46. Els extrems de dos vectors sén B(1,6) i B'(7,8) i els seus
origens A(-2,4) i A'(2,-4). Quins sén els seus pendents? Quines s6n
les seves inclinacions? Quantes vegades és més gran el pendent i la
inclinaci6é del 2n vector que els del 1r?

Sol. m=2/3, m'=12/5, 0=33°41', a'=67°22', m'=3'6.m, a'=2.q.

47. Estudia si s6n o no equipolents els vectors U] i U d'origens
P1(4.1) 1 Q1(-1,5) i extrems P3(5,4) i Q2(0,8), respectivament. Fes-ne
la grafica.

Sol. Si, v=(1,3).

48. Troba els valors que hauran de tenir els parametres x i y
perqué siguin equipolents els vectors segtients:
X+y X+y X-y
==L, 1+ ) 1 ope=[11-EY X
' ( 2 9 ) 2 ( 3 4)
Sol. Sistema, x=12, y=6.

49. Tres forces f1, f2 i f3 d'intensitats 2, 10 i 11 quiloponds,
respectivament, estan aplicades en un mateix punt i tenen les seves
direccions mutuament perpendiculars. Troba la intensitat de la forca

resultant T aplicant el teorema de Pitagores en l'espai. Calcula també
els angles que aquesta resultant forma amb els eixos.

Sol. 1=2.i+10.j+11.K, f=15 kp , a=82°20', B=48°11', y=42°50".

Suma de vectors i producte d'un escalar per un vector

50. Donat el pentagon de vértexs A(-3,2), B(-1,6), C(5,7), D(8,4) i
E(1,-2), calcula la suma vectorial:

s=Xl§+§é+€I§+lﬁ§+ﬁ
Sol. s=0
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51. Per mitja de sumes i productes d'un escalar per un vector,
posa el vector de l'espai V=(11,-6,5) en combinacié lineal dels
vectors U1=(3,-2,1), V9=(-1,1,-2) i U3=(2,1,-3). Resol per Cramer el
sistema resultant.

Sol. U=2.U1-3.Ug+1.VU3.

52. Calcula vectorialment el valor que ha de tenir el parametre m
perqué els punts A(-2,-3), B(1,2) i C(m,12) estiguin en la mateixa
linia.

Sol. AC=k.AB , k=3 , m=7.

53. Posa els quatre vectors U=(11,-6,5), U1=(3,-2,1), Dg=(-1,1,-2) i
3=(2,1,-3) en funcidé dels vectors canénics {I,],K} i calcula després
els valors que haurien de tenir a;, ag i ag, perqué es compleixi la
condicié v=aj.U1+az.Ua+as.Us.

Sol. V=11.i-6.J+5.K ,... Sistema , a1j=2 , a2=-3 i a3=1.

Norma d'un vector

54. Una figura de l'espai té per costats els vectors V1=(0'5,-2, 0'4),
U2=(1'9,-0'4,0'8), U3=(-1'3,1'6,04) i V4=(-1'1,0'8,-1'6). Troba les
seves longituds. Partint del vértex A(0,0,0), podries trobar els altres
vértexs? Es tracta d'un quadrat en l'espai?

Sol. Tots igual longitud, |D]=2'1 , B(0'5,-2,0'4) , C(2'4,-2'4,1'2)
D(1'1,-0'8,1'6). No, la figura no és en un pla.

55. Dedueix quins d'aquests tres vectors del pla U;1=(0'6,-0'8),
V2=(-8/17,15/17) i V3=(0'769,1'847) sén vectors unitaris.

Sol. V11iVg, |lusf=2.

B56. Prova que els punts A(6,2), B(-4,5) i C(-1,-5) s6n els vértexs
d'un triangle isdsceles, calculant les longituds. Fes-ne la grafica.

Sol. AB=BC=\109, AC=Y98.
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57. Calcula la distancia del punt P, intersecci6é de les rectes del
pla, r1: 2x43y-25=0 1 ra: 5x-4y+18=0, al punt mitja M del segment
d'extrems P;(3,0) i P2(7,6).

Sol. P(2,7), M(5,3), d=5.

58. Si Am(2,1), Bm(3,3) i Cm(6,2) s6n els punts mitjans dels
costats BC, AC i AB, respectivament, d'un triangle, quines seran les
coordenades dels seus vértexs A, B i C? ’

Sol. A(7,4), B(5,0) i C(-1,2).

59. Calculant les longituds dels seus costats, estudia si és equilater,
isosceles o escalé el triangle de vértexs A(13'6,12'6), B(6'88,-12'48)
i C(-11'48,5'88).

Sol. AB=AC=BC=25'9 , equilater.

'60. Dibuixa en l'espai els punts P;(5,-4,-7) i P2(2,8,-3) i forma el
vector U d'origen P; i extrem Po. Quina és la seva norma? Si un altre

vector W és de longitud triple que l'anterior i té el seu origen en el
punt Q1(5,-19,-4), quines seran les coordenades del seu extrem Qo,
sabent que aquests vectors son paral-lels?

Sol. |v]=13 , wW=(-9,36,12) , Q2(-4,17,8).

61. Calculant les longituds dels seus tres costats, prova que és
rectangle el triangle de vértexs A(3,-1,6), B(-1,7,-2) i C(1,-3,2).
Dibuixa'l en I'espai. En quin vértex hi ha l'angle recte?

Sol. AB=12 , AC=2.\/6, BC=2.Y30 , Pitagores, C=90°.

1.2 PRODUCTES ENTRE VECTORS

Producte escalar

62. Els origens de dos vectors sén Pj(-2,-1), Q1(1,2) i els seus
extrems sén P2(3,2) i Q2(-2,7). Calcula el producte escalar d'aquests
dos vectors. Si els dibuixem, com seran entre ells?

Sol. U1eUv2=0, UjlUs.
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63. Tenim els vectors del pla U;=(11,-7) i V2=(6,5). Troba les
components d'un altre vector U perqué es compleixin els segiients
productes escalars: UeU1=-3 i Uely=16.

Sol. V=(xy), sistema, U=(1,2).

64. Per mitja del producte escalar, prova que tot triangle ABC
verifica el “teorema del cosinus” c2=a2+b2-2.a.b.cos(C), on a, b i ¢ s6n
els costats. Generalitza la féormula per a2 i b2. Comprova-ho pel
triangle que té per vértexs A(10,5), B(3,2) i C(6,-5), trobant els tres
angles dels vértexs A, B i C. Quina classe de triangle és?

Sol. c2=|[c[i2=Ccec=(b-a)¢(b-a)=... , a2=b2+c2-2.b.c.cos(A)

b2=a2+c2-2.a.c.cos(B), a=c=\58, b=\116.
A=C=45° B=90°, tr. rectangle isdsceles.

65. Comprova que i'=(1/2).i+(\/§/2).j, j‘=(\/§/2).i-(1/2).j son dos
vectors ortogonals i unitaris. Siguin ara els vectors a=2.i'+3.j', b=I'-
4.J'. Troba directament el producte escalar acb. Posa després els
vectors @ i b en funcié de i1 j, calculant novament el producte
escalar a<b. Coincidiran?

Sol. i'sj'=0, |ii=J'I=1, asb=-10, a=(1+3.V3/2).i1+(V3-3/2).]
b=(1/2-2.Y3).i-(1/2).j , asb=-10 , Si.

66. Els vectors V] i U2 formen un angle de n/3 radians i les seves
normes respectives sén 5 i 8 unitats. Calcula, per mitji del producte
escalar, la longitud del vector diferéncia.

Sol. a=60°, V1°U2=20, [IU1-V2|2=[V1-V2)*(V1-V2)=... |IV1-U2]l=7.

67. Quina condicié6 han de complir els vectors UV i W perqué les
normes de la seva suma i de la seva diferéncia siguin iguals?

Comprova-ho després pels vectors V=(2,3,6) i W=(3,-4,1).
Sol. (U+W)e(U+1W)=(V-W)e(V-W) = Vew=0 = v1lW
Iv+Wwii=v-wi=5.V3

68. Si U i W s6n dos vectors qualssevol del pla, calcula els escalars
M i N definits per les expressions:
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2 2 2 2
IW+W["~[ju-wi| i N= ID+W]”+[lv-wWw]|

M=
Uew IIP-Hiwi?

Sol. M=4 , N=2.

69. Els punts del pla A(3,-4), B(11,2), C(-6,8) i D(8,6) formen un
quadrilater. Per calcul vectorial i fent servir els costats AB, AC i BD,
prova que es tracta d'un trapezi rectangle. Quina és la seva area?

Sol. ABIAC , ABLBD , S=(B§—"l).h , S=100 u2.

70. Pels vectors U1=2.1-3.j+6.K i U2=-2.i+J+2.K, troba les normes,
el producte escalar i, a partir d'aqui, I'angle que formen. Quin seria el
vector U=0'4.01+0'2.U2? I la seva norma? Fes la figura en l'espai.

Sol. [lu1]l=7 , [V2ll=3 , V1*U2=5 , a=76°13', U=(0'4,-1,2'8) , |[V||=3.

71. Quatre punts de l'espai, formant un quadrilater, es mouen en
funcié del temps t segons les expressions A(2t-5, -3t+7, t-1), B(3t-7,
2t-3, -t-2), C(-4t+8, t-2, 2t-5) i D(t-8, -2t+1, t+3), on t esta mesurat
en hores. Calcula el temps que haura de passar perqué siguin
perpendiculars les diagonals AC i BD d'aquest quadrilater, sabent que
és un nombre exacte d'hores.

Sol. ACeBD=0 , 2.t2-29.t+69=0 , t;=3h Si, t=11h 30min No.

Angle entre dos vectors

72. Sabent que els vectors U=(2m, 6) i W=(9, 3m) formen un angle
de n/6 radians, quins sén els dos possibles valors que podra tenir el
parametre m? Troba després dos altres valors de m, perd que l'angle
sigui ara de 36°52'11".

Sol. m1=3.\[§ , m2=\/§ , cos(a)=0'8 , m';=6, m'9=1'5.

73. Calculant els angles interiors del triangle que té per vértexs A(-
4,1,-2), B(2,-5,1) i C(-1,7,4), dedueix de quin tipus de triangle es
tracta. Quin sera el seu perimetre?

Sol. A=90°, B=C=45°, t. rect. isésqeles, P=30'69.
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74. Donades les parelles de vectors V1=(6,3'2) i V9=(4'8,-1'4),
Ww;=(8,-3'9) i Wy=(6'4,4'8) troba els dos angles que formen i digues
quin és l'angle més gran. Comprova-ho fent les dues grafiques i
ajudan-te d'un transportador d'angles.

Sol. ®=44°48'46" , f=62°51'32" . El segon.

75. Sense utilitzar taules trigonométriques ni calculadora, troba
I'angle A del triangle de vértexs A(17,4,-7), B(5,-12,8) i C(-15,3,8).
Per mitja del producte escalar, troba l'angle B. Quant valdra 1altim
angle C?

Sol. cos(A)=V2/2 , A=45° , B=90° , C=180°-(A+B)=45°.

76. Un vector UV és perpendicular als vectors U1=3.i+2.J+2.k i
U2=18.i-22.j-5.k, formant amb l'eix d'ordenades un angle obtus.
Troba les seves components, sabent que la seva longitud és de 14
unitats. Quin és 'angle obtiis?

Sol. V=x.i+y.j+z.K , V1°U=0, U2*U=0 , y<0 , U=-4.i-6.j+12.k
a=115°22'37".

77. Siguin els punts de l'espai A(-7,-2,-3) i B(-4,-6,9). Quines s6n
les components del vector d'origen A i extrem B? Quina és la seva
norma? Quin és el vector V) perpendicular a l'anterior, de
components positives, paral-lel al pla XOY i de longitud 15 unitats? Si
col-loquem el vector U1 en A, quines seran les coordenades del seu
extrem C?

Sigui ara un nou vector Ug=(3,12,-4). Calcula les components d'un
altre vector U3, parallel a I'anterior, perd de norma 39 unitats.

Si l'origen de U3 és el punt B, quines seran les coordenades del seu
extrem D? Quina serd la distancia de C a D? Quant valdra l'angle D
format per BD i CD?

Fes uns esquemes en un sistema de coordenades en l'espai,
explicant tots els passos efectuats.

Sol. AB=(3,-4,12) , |AB|I=13 , U1=(12,9,0) , C(5.7.-3)
U3=(9,36,-12) , D(5,30,-3) , d(C,D)=23 , D=22°37".
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Producte vectorial

78. Mitjanc¢ant els quatre punts de l'espai P;(2,-5,-3), P2(5,-4,1),
Q1(0,6,-1) 1 Q2(4.,7,5), calcula el producte vectorial dels vectors Uj i
U9 d'origens P;, Q) i extrems P2, Q2. Quina és la norma d'aquest
producte vectorial?

Sol. v=2.i-2.j-k , |IV|=3.

79. Fent servir el producte vectorial, calcula l'angle format pels
vectors U1=(2,-2,1) i V2=(2,3,6). Comprova-ho fent servir la definicié
de producte escalar.

Sol. |IV1AUlI=5.N17 , a=79°1' 10", U;*Uq=4.

80. Pels vectors U;1=3.1-J-2.K i U9=2.i+3.jJ+k, troba els vectors

U=U1AV2 i W=(U1+U2)A(V1-U2). Quantes vegades és més llarg el segon
que el primer? Tenen el mateix sentit?

Sol. U=5.i-7.j+11.K , W=-10.i+14.j-22.k , dues vegades, no.

81. Donat el triangle de vértexs A(-4,-3,7), B(-3,1,-1) i C(5,-3,-2)
troba els angles A, B i C fent servir la definicié de producte vectorial.
De quin triangle es tracta? Dibuixa-ho en l'espai.

Sol. |ABAAC|I=JABIIAC].sin(A) , A=C=45° , B=90° , t. rect. isos.

Area d'un triangle

82. Amb els sis punts del pla A(4,-1), B(6,5), C(-2,9), D(4,-3),
E(9,4) i F(-3,6), calcula l'area dels triangles ABC i DEF. Quin és el
més gran?

Sol. Spapc=28, Spgr=47 , el segon.

83. Calcula l'area total dels tres triangles Tj, To i T3 de vértexs
A3(2,6), B3(-3,2) i C3(1,4).

Sol. S1=9, S9=19, S3=3, St=31.
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84. Per mitja de la férmula de l'drea d'un triangle de vértexs A, B i
C, dedueix el “teorema del sinus” a/sin(A) = b/sin(B) = ¢/sin(C), on
a, b i c son els costats oposats als angles respectius. Comprova-ho pel

triangle de costats 1, V3 i 2, trobant primer els angles.
Sol. St=(1/2).b.c.sin(4) , Si=(1/2).a.c.sin(B), ... Igualar.
Triang. rect. A=30° , B=60° , C=90° , k=2,

85. Dibuixa en l'espai el triangle ABC on els vértexs sén A(6,5,-3),
B(4,7,-2) i C(2,-5,-6). Quina és la seva area? Quina és la longitud de
l'altura h¢?

Sol. ABAAC=(4,-10,28) , St=15 , |IAB||=3 , hc=10.

Producte mixt

86. Calcula els productes mixtos PMj=ae¢(bAac) i PMa=(aAb)ec pels

vectors a=i-j+3.k, b=-2.i+2.j+k i €=3.i-2.J+5.K. S6n iguals aquests
dos productes mixtos? Comprova el resultat amb el determinant
format per les components dels vectors.

Sol bac=12.1+13.J-2.k, PM=-7 , aab=-7.i-7.J , PM1=-7 , Si.

87. Tenim els vectors a=(2,0,-3), b=(1.4,-2) i ¢=(0,-2,5). Troba
primer els productes vectorials u=aab , U=bacC i WW=cAQ. Després
calcula els productes mixtos m=ae¢(bAcC) i n=Us(UAW). Comprova

finalment que m=\n.
Sol. u=(12,1,8), v=(16,-5,-2), W=(6,10,4}, m=38, n=1444.

Volum del paral-lelepipede i del tetraedre

88. Calcula el volum del tetraedre que té per vértexs els punts de
l'espai A(2,-1,1), B(5,5.4), C(3,2,-1) i D(4,1,3). Fes-ne la grafica
aproximada en l'espai.

Sol. Vr=(1/6).[AB, AC, AD] , V=3.
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Altres productes entre vectors

89. Calculant els dobles productes vectorials Dji=(aAb)ac i

Va=aA(bAac), observa si sén iguals i estudia aixi si es verifica
l'associativitat del producte vectorial. Els vectors de partida s6n
a=(2,-3,1), b=(-3,1,2) i ¢=(1,2,3).

Sol. V1=(-7,14,-7) , U2=(10,13,19) , No: (aanb)aczaa(bAac).

90. Sigui l'operacié composta de producte escalar de productes
vectorials k=(UjAUg)e(U3AU4) i siguin també els vectors V1=(3,5,7),
'U2=(1,2,3), V3=(6,2,-3) i U4=(-4,-1,2). Comprova que es compleix
l'anomenada “identitat de Lagrange™:

L Ujiel.
(U1AU)e(UsADg)= | V1°Us Urols

Ugelz  Usely
Sol. U1AU2=(1,-2,1) , U3AD4=(1,0,2) , k=3.
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a) BIBLIOGRAFIA ESCOLLIDA

Basica:

ALEGRE, P. Ejercicios resueltos de Matematicas Empresariales 1.
P1/11, i P31/46.

CALLE. M. L.; VENDRELL, R. Problemes d'algebra lineal i calcul
infinitesimal. P99/139

HERAS, A. Problemas de Algebra Lineal para la Economia.
P53/132.

GUTIERREZ GOMEZ, A. Algebra Lineal Tomo (II). P69/145.
LIPSCHUTZ, S. Algebra Lineal. P167/238.

CANCELQO, J.R. Problemas de Algebra Lineal para Economistas.
Tomo I. P17/75.

THOMAS ARA, L. Algebra Lineal. P119/144.
MUNOZ, F. Manual de Algebra Lineal. P11/20 i P47/52.

Addicional:
TUDURI, J. Matemdticas. P5/22.
DELGADO, M. Matemdticas, Algebra, Célculo,.... P1/22.
SAMAMED, O. Matemdticas 1. Economia y Empresa. P5/31.
CASANOVA, J. Examenes de Algebra Lineal. P50/86.

b) PROGRAMA 1 SIMBOLOGIA

2.1 CONCEPTE D'ESPAI VECTORIAL

1) Vectors generalitzats. Ampliacid del concepte dels
vectors geometrics, vectors generalitzats. Conjunts de
vectors (V) i d'escalars (K), suma vectorial (+) i producte
extern (.), vectors (v, w,...) i escalars (A, p,...). Cas real.
Estructura d'espai vectorial (V), axiomes de definicié.
Exemple classic, els vectors del pla. Espai vectorial real.
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2)

3)

4)

5)

Altres exemples i propietats. Complexos (z=a+b.i),
vectors de l'espai (v=a.i+b.j+c.k), polinomis de grau <n
(p), matrius (Amxn), successions de nameros reals
((an)). Propietats dels espais vectorials, simplificaci6
escalar i vectorial. Espai vectorial producte (VXW).

Sistemes generadors i lliures. Sistema de vectors (C),
combinacio lineal. Sistema generador d'un espai
vectorial (Sg), descomposicid vectorial, sistemes
generadors equivalents. Combinacié lineal nul-la,
vectors linealment independents, sistema lliure (Sp).
Rang d'un sistema de vectors (p(C)), métode de reduccié
de Gauss i regla del pivot. Sistema lligat (SL1), vectors
linealment dependents, equacié de lligadura.

Base d'un espai vectorial. Concepte de base (B),
descomposicié tnica, components d'un vector. Base
canodnica (Bg), vectors canodnics (ej), casos particulars
(i, J, k), descomposicié candnica. Teorema de Steinitz,
corol-lari, dimensié d'un espai vectorial (dim(V)=n),
altres consequéncies del teorema.

Canvi de base. Bases inicial (Bj) i final (Bf, matrius de
les bases (Bj i Bf). Components inicials (xj) i finals (xj),
matrius de les components inicial (Xj) i final (Xg). Matriu
de pas (P), formules del canvi de base.

2.2 SUBESPAI VECTORIAL

1)

2)

3)

4)

Definicié de subespai vectorial. Subespai vectorial (S),
condicions doble i inica. Subespais impropis. Subespais
propis, dimensi6é d'un subespai vectorial (dim(S)=m).

Exemples de subespais. Plans i rectes que passen per
l'origen, vectors caracteristic (u'), de posicidé (v) i
direccional (u). Equacions cartesianes i parameétriques
dels subespais. Subespai engendrat per un sistema de
vectors, subespai clausura (S(C)).

Subespais interseccidé i suma. Subespai interseccio
(S1nS2), subespais independents. Unié de subespais.
Subespai suma (S1+S2). Relacié de Grassmann.

Suma directa de subespais. Subespais complementaris,
suma directa d'un espai (V=S198S2). Descomposicio
unica, components d'un vector segons els subespais,
projeccions sobre els subespais (p1, p2). Suma directa
d'un subespai (S=810S2).
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c) CONCEPTES I EXEMPLES

2.1 CONCEPTE D'ESPAI VECTORIAL

2.1.1 VECTORS GENERALITZATS. Ara ens proposem realitzar una
ampliacié del concepte de vector. Els vectors ja no hauran de ser
necessariament del pla o de l'espai, sin6 que podran ser altres ens
matematics com ara polinomis, matrius, etc. ‘

Definirem, doncs, aquests vectors generalitzats d'una manera
axiomatica; és a dir, imposant una série de condicions o axiomes que
s’hauran de complir perqué l'ens en estudi sigui realment un vector
generalitzat. Per brevetat, en direm només vector.

Sigui un conjunt V={v, w,...}, anomenat corjunt de vectors, el qual
gaudeix d'una operacié interna, simbolitzada per (+), i que en direm
suma vectorial. Observeu que simbolitzem els vectors igual com si
fossin vectors del pla o de l'espai.

Sigui també un altre conjunt K={k, 1,...}, anomenat conjunt
d’'escalars, proveit d'una operacié externa amb el conjunt de vectors
que la simbolitzem per () i en direm producte extern.

A més, en el conjunt K també hi ha definides dues operacions
internes, la suma i el producte, que li proporcionen l'estructura de
cos commutatiu. Si no diem res en contra tindrem com a cas
particular de treball el cos dels nombres reals R; aixi els escalars no
seran res més que numeros reals.

Exemple 22. SiguiV el conjunt de polinomis de segon grau Po. Estara
constituit per polinomis de la forma p=a.x2+b.x+c, on els coeficients
s6n reals.

Podriem simbolitzar també el polinomi per p=(a, b, ¢,
sobreentenent que s'’haura de multiplicar la a per x2, la b per x i
sumar-ho tot. Observeu ja la similitud entre un polinomi 1 un vector
de I'espal. Tant cert és que en podrem dir un vector polinomi.

D'aquesta manera la suma de polinomis (operacié interna)
quedara reduida a la suma de vectors. Veiern un exemple numeéric,

Si p1=3.x2+4.x+5 1 pe=6.x2+7 x+8, tenim pj+po= 9.x2+11.x+13

Vectorialment seria, p1+p2=(3, 4, 5)+(6, 7, 8)= (9, 11, 13)

També el producte d'un escalar per un polinomi (operaci6 externa)
es pot visualitzar com el producte d'un niimero per un vector. Aixi, si
l'escalar és k=2 i el polinomi p=3.x2+4.x+5, tindrem

2.p= 2.(3.x2+4.x+5)= 6.x248x+10
Vectorialment sera 2.p= 2.(3, 4, 5)= (6, 8, 10).

Amb els dos conjunts de vectors V i d'escalars K (cos commutatiu)
i les dues operacions de suma de vectors (+) i de producte extern (.),
definirem un nou concepte matematic.

Direm que la terna V=(V, +, .) té l'estructura d’'espai vectorial sobre
K si i només si es verifiquen deu condicions o axiomes de definicio,
on cinc s6n per a l'operaci6 de suma i els altres cinc per al producte.
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PER A LA SUMA. El parell (V, +), és a dir, el conjunt V amb l'operaci6é
de suma de vectors, ha de tenir l'estructura de grup abelid. Per tant,
s'hauran de complir els axiomes: (consulteu l'apartat de formulaci6)

(I) Operaci6 interna. La suma de dos vectors ha de ser un altre
vector.

(II) Commutativa. L'ordre dels sumands no altera la suma.

(III) Associativa. Si s'han de sumar tres vectors, és indiferent
I'ordre en que es fan les operacions: la suma dels dos primers
amb 1'altim és igual a la suma del primer amb els dos ultims.

(IV) Element neutre. Hi ha un vector, el 8, anomenat vector nul, tal

que si el sumem amb qualsevol altre vector en déna aquest
mateix vector.

(V) Element oposat. Cada vector U té un altre vector -U, anomenat
vector oposat, tals que si els sumem ens déna el vector nul.

PER AL PRODUCTE. Perqué V=(V, +, .) sigui un espai vectorial sobre K,

s'han de verificar encara els cinc axiomes segtients:

(VI) Operacié externa. El producte d'un escalar per un vector és un
altre vector.

(VII) Associativitat escalar. Si es multiplica un vector per un escalar
i el resultat per un altre escalar, seria igual multiplicar primer
els dos escalars i després multiplicar el resultat pel vector.

(VII) Distributivitat escalar. La suma de dos escalars multiplicada
per un vector és igual a la suma dels productes de cada escalar
epl vector.

(IX) Distributivitat vectorial. El producte d'un escalar per la suma
de dos vectors és igual a la suma dels productes de l'escalar
per cadascun dels vectors.

(X) Element unitat. En el cos K hi ha un escalar, e, que en diem
escalar unitat, tal que si el multipliquem per qualsevol vector
ens déna el mateix vector.

Ja hem dit que si no s'especifica res en contra, la terma V=(V, +, .)
es considerara un espai vectorial sobre R. En aquest cas se'n dira un
espai vectorial real.

Com a exemple classic d'espai vectorial posem el dels vectors del
pla, que vam estudiar al capitol anterior.

Exemple 23. Velem amb exemples numérics que els vectors del pla
amb les operacions de suma de vectors 1 producte d'un namero real
per un vector, (Vg, +, .) és un espai vectorial real.

PER A LA SUMA.
Operaci6 interna: (4, 5)+(6, 7) = (10, 12) vector
Commutativa: (4, 5)+(6, 7) = (6, 7)+(4,5) =(10, 12)
Associativa: [(4, 5}+(6, 7)]+(8, 9) = (4, B)+[(6, 7)+(8, 9)] =(18, 21)
Element neutre: (0,0) , (2, 3)+0, 0 =(2, 3)
Element oposat de (2, 3): (-2, -3) , (2, 3)+(-2, -3) = (0, 0)
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PER AL PRODUCTE.
Operaci6 externa: 2.(4, 5)= (8, 10) vector
Associativitat escalar: 2.[3.(4, 5)] = (2.3).(4, 5) = (24, 30)
Distributivitat escalar: (2+3).(4, 5) = 2.(4, 5)+3.(4, 5) =(20, 25)
Distributivitat vectorial: 2.[(4, 5)+(6, 7)] = 2.(4, 5)+2.(6, 7) =(20, 24)
Element unitat: 1 , 1.(4, 5)=(4, 5).

2.1.2 ALTRES EXEMPLES I PROPIETATS. Per comprendre millor
els axiomes anteriors seria interessant comprovar-los amb altres
exemples d'espais vectorials:

(1) Nombres complexos. Recordem que un nombre complex és de

la forma z=a+b.i, on i=V-1 és la unitat imaginaria. Es poden
escriure com z=(a, b) que representa un vector del pla.

(2) Vectors de lespai. Son del tipus U=(a, b, c), on aquests tres
nombres reals simbolitzen les components del vector.

(3) Polinomis de grau inferior o igual a n. Seran definits per
I'expressi6 p=ag+a].x+ag.x2+...+an.x0 i que també es podra posar
en la forma p=(agp, ai, ag, ..., an).

(4) Matrius d'ordre mxn. S6n matrius rectangulars de termes reals
formades per m files i n columnes. Si poséssim les files una a
continuaci6 de l'altra, la matriu quedaria en la forma d'un vector
de m.n components, A=(a11,...,a1n, 421 ..., Amn)-

(5) Successions de nombres reals. Estan formades per infinits
termes (ap)=(a;, as, ..., an, ...) i, com sabem, la suma s'efectua
sumant els termes correlatius. També, logicament, el producte
d'un nombre real per la successié es realitza multiplicant aquest
nuamero per tots els termes de la successio.

Exemple 24. Efectuem exemples numeérics les operacions interna i
externa dels exemples anteriors. Els altres axiomes es poden
comprovar com a exercici.

Nombres complexos: (3+4.1)+(5+6.]) = 8+10.1 , 2.(3+4.1) = 6+8.1.
Vectors de I'espat: (3, 4, 5)+(6, 7, 8) = (9, 11, 13) , 2.3, 4, 5) = (6, 8, 10).
Polinomis de grau inferior o igual a 3:
(3+4.%+5.x2+6.x3)+H{7+8.x+9.x2+10.x3) = 10+12.x+14x2+16.x3
2.(3+4.x+5 %246 x3) = 6+8.x+10.x2+12.x3

Matrius d'ordre 2x3:

(345)+(123)= 4 6 8)
678/ \as56/ 110 12 14
2_345)=(6 8 20
678/ 12 14 16

Successions de termes reals:
(720,243, 81,...3,..) +(64,32, 16, ...,2,..)=(793,275, 97.....5...)
2.(729, 243, 81, ...,3,..)=(1458, 486, 162,...,6,..)

Notem que les successions donades sén progressions geométriques
decreixents de raons 1/3 i 1/2, respectivament,
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Si V=(V, +, .) és un espai vectorial sobre el cos commutatiu K, es
compliran els deu axiomes de definicié. A partir d'ells es pot
comprovar que es verifiquen també les seglients propletats dels
espais vectorials. (Consulta 1'apartat de Formulacio6):

(1) «El producte d'un nombre real qualsevol pel vector nul és igual
al vector nul».

(2) «El producte de l'escalar nul per qualsevol vector és igual al
vector nul».

(3) «Si el producte d'un escalar per un vector és el vector nul,
Ilavors hi ha dues possibilitats: que l'escalar sigui nul o bé que el
vector sigui nuls». (Naturalment, també es poden verificar
ambdues coses a la vegada).

(4) «El producte de l'oposat d'un escalar per un vector és igual a
T'oposat del vector resultant de multiplicar 1'escalar pel vector».

(5) «Si el producte d'un escalar per un vector és igual al producte
del mateix escalar per un altre vector, i I'escalar és no nul,
llavors els dos vectors hauran de ser iguals». Es a dir, es verifica
la simplificaci6é escalar.

(6} «Si el producte d'un escalar per un vector és igual al producte
d'un altre escalar pel mateix vector, i el vector és diferent del
vector nul, llavors els dos escalars hauran de ser iguals».
D'aquesta propietat en podem dir simplificacié vectorial.

Exemple 25. Demostrem com a exemple la primera propietat
(1) VacR = a.8=0

Comencem apuntant a.(U+8) = a.U + a.8, ja que hem aplicat
l'axioma (IX) de distributivitat vectorial.

També podiem haver fet a.(V+8) = a.U = a.V + 8, ja que hem aplicat
dues vegades consecutives 1'axioma (IV) d'element neutre.

Igualant els dos segons costats anteriors, a.U + a.0 =a.v + 8.
Sumant cada membre pel vector oposat al a.U, és a dir -(a.U)
obtindriem
-(a.Vv)+[a.U + a.8] = -(a.U)+[a.U + 0]
Aplicant ara l'axioma (III) d'associativitat
[-a.v)+a.v] + a.8 = [-(a.U})+a.U] + O
Ara bé, els claudators sén el vector nul, perqué es verifica
l'axioma (V) d'element oposat. Per tant,
8+20=0+0
I finalment, fent servir l'axioma (IV) d'element neutre, ens
quedari la propietat que haviem de demostrar,
a8=8
Notem que de la igualtat a.U + a.0 = a.v + 0, ja podiem haver

obtingut la conclusié anterior si haguéssim aplicat la propietat
simplificativa de la suma, que aqui també es verifica.

També es podria parlar ara de l'espai vectorial producte, VxW,
obtingut a partir de dos espais vectorials V i W, definits sobre el
mateix cos commutatiu K. En aquest cas, els elements de l'espai
vectorial producte seran parells de vectors.
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Per efectuar les operacions de suma (+) i producte extern () es
fara igual com si fossin parells de niimeros, en comptes de parells de
vectors:

vy, Wy)+(Ug, Wo)=(U1+U2, W1+W3) , k.U, w)=(k.v, k.W)

Exemple 26. Suposem els espais vectorials V dels complexos i W dels
polinomis de grau inferior o igual a 2.

De I'espai vectorial producte VXW podem agafar dos vectors i fer-ne la
suma:

(3+4.1, 142.x+3.x2) + (5+6.1, 4+5.x+6.X2) = (8+10.4, 5+7.x+9.x2)

Notem que fem servir el mateix signe de suma (+) tant si es tracta
de suma de complexos, de polinomis o bé d'elements de l'espai
vectorial producte (parelles de complexos i polinomis).

També podem multiplicar per un escalar,
2.(3+4.4, 142.x+3.x2) = (6+8.1, 2+4.x+6.x2)

2.1.3 SISTEMES GENERADORS I LLIURES. Sigui un espai vectorial
(V, +, .) sobre un cos K. Anomenarem sistema de vectors un conjunt
finit de vectors de V.

Donat un sistema de vectors, C={Ui, Ug,..., Uy} i un altre vector v,
direm que aquest ultim vector és combinacié lineal dels vectors del
sistema, si existeixen escalars A, Ag, ..., Ap, tals que

U=A1.U1 + A2.UQ +...4+ An.Up

Exemple 27. En el conjunt de vectors del pla tenim el conjunt
format per dos vectors, C={Uy, Ug)., on U1=(1, 2) 1 U3=(3, 4).
Estudiem si el nou vector U=(5, 6) es pot posar com a combinacié

lineal dels anteriors. Haurem de calcular els coeficients A 1 Ao
corresponents:

U=A.Ui+Ap.Up = (5, 6)=A1.(1, 2)+00.(8, 9)
Multiplicant, sumant i igualant components ens quedara el sistema
A1+3X2=5 1 2A1+4.)9=6
Resolt, obtenim Aj=-1 i Ag=2. D'aquesta manera el vector U és
combinaci6 lineal de Uj i U,
U= -1.U1+ 5.Ug

Direm que un conjunt de vectors Sg={U1, Us,..., Uy} és un sistema
generador d'un espai vectorial V, si qualsevol vector d'aquest espai es
pot posar com a combinaci6 lineal dels vectors de Sg.

En aquest cas, direm que els vectors Uy, Ug,..., Uy generen l'espai
vectorial V.

Exemple 28. El conjunt C={U} format pel vector U;=(1, 2) no é&s
sistema generador de l'espai vectorial dels vectors del pla. Sols cal
veure, per exemple, que el vector U=(1, 0) no es pot posar com a

combinaci6 lineal del vector donat. En altres paraules, no és cap
multiple seu.
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Si que ho seria en canvi el conjunt Sg={U;. Ug} on U1=(1, 2} 1 Uo=(3, 4),
ja que per un vector qualsevol U=(a, b) tindriem

U=A1.U014+00.U3 = (a, b)=A1.(1, 2)+A5.(3, 4)

Operant, resulta el sistema A1+3.A2=a 1 2.A1+4.A2=b, que resolt
dona A1=(-4.a+3.b}/2 1 Ap=(2.a-b)/2.

En el cas particular del vector U=(1,0) seria A1=-2 1 Ag=1 1,
efectivament, -2.U0;1+1.09=-2.(1, 2)+1.(3, 4)=(1.0)=.

Donat un sistema generador Sg d'un espai vectorial V, ja sabem que
qualsevol vector de l'espai es pot posar com a combinacié lineal dels

vectors del sistema. Direm que s'ha efectuat una descomposicié
vectorial.

També direm que Sg i1 S'g sén dos sistemes generadors equivalents
si generen el mateix espai vectorial.

Exemple 29. El nou conjunt S'g={UV;, U, U3} on U3=(5, 6) 1 on els dos
primers sén els mateixos que en I'exemple anterior, també és sistema
generador de l'espai vectorial dels vectors del pla.
Per a un vector qualsevol U=(a, b) tindriem
U=A1.U1+A2.Ug+A3.Ug = (a, b)=A1.(1, 2)+A5.(3, 4)+A3.(5, 6)

Ens quedara el sistema A1+3.A2+5.A3=a 1 2.A1+4.A2+6.A3=b. Si el
resolem veurem que és indeterminat i té per infinites solucions totes
depenent del parametre k,

A1=(4.a+3.b+2.K)/2 , Ap=(2.a-b-4.K/2 i Az=k
Pel cas particular del vector U=(1, 0) tindrem, després de
simplificar,
M=k2 , A=12k i Ag=k
Si per exemple k=0 ens queda A;=-2, A9=1 1 A3=0, d'on s'obté la
descomposicid
U=-2.U1+1.U2+0.U3
St fos k=1, obtindriem la nova descomposici6é
U=-1.U1-1.U2+1.U3
Igualment per a qualsevol valor real de k. Aixi, doncs, hi hauria

infinites maneres de descompondre el vector U en funcid dels vectors
del sistema generador S'g.

Observem que els sistemes Sg de I'exemple anterior 1 aquest S'g

sén equivalents, perqué generen el mateix espai vectorial, que en
aquest cas és el dels vectors del pla.

Anomenarem combinacié lineal nul-la una combinacié lineal de
vectors que tenen com a resultat el vector nul. A partir d'aquesta
definicié podem dir que un conjunt de vectors sén linealment
independents si i només si 1inica manera de poder escriure la
combinacio lineal nul-la és fer que tots els coeficients siguin nuls. En
altres paraules,

Els vectors {Uj, vz, ..., Un} seran linealment independents si i
només si Aj.Uj+ig.Ug+...+An.Un=08 implica 2;=0, A2=0, ..., An=0.
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Anomenarem sistema liure, Sy, un conjunt de vectors linealment
independents.

Exemple 30. Per la propietat (3) sabem que tot vector diferent del nul
€s linealment independent, ja que, per exemple:

MU0 = (1,200 = M0

Aixi, el conjunt Sp={(U1} és un sistema lliure.

També sera lliure el nou sistema S'L={U], Ug}, on U2=(3, 4), perqué
imposant la combinacié lineal nul-la,

A1.(1, 2)+A2.(3, 4)=(0, 0)

ens queda el sistema A31+3.A2=0 1 2.A1+4.A2=0 que, si el resols, et
donara 43=0 i A2=0.

En canvi, el conjunt C={V, U2, U3}, on U3=(5, 6), no és un sistema
lliure, ja que de la combinaci6 lineal nul-la

A1.(1, 2)+A2.(3, 4)+23.(5, 6)=(0, 0)
s'obté el sistema A1+3.A2+5.A3=0 1 2.A1+4.A2+6.A3=0 que és
indeterminat. és a dir, té infinites solucions que depenen d'un
parametre k
M=k . A=2k 1 Agk

Observem que, a més de la solucié trivial (A}=0, A2=0 1 A3=0), que és

I'anica que hauria de tenir perqué el conjunt C fos un sistema Tliure,

té altres solucions, com per exemple (1, -2, 1), (2, 4, 2), (3, -6, 3),... totes
elles proporcionals.

Donat el conjunt de vectors C={U1, Ug,..., Uy}, anomenarem rang
del sistema el nombre maxim de vectors linealment independents.

Per calcular aquest rang, que simbolitzarem per p(C), farem servir
el metode de reducci6 de Gauss, que, com sabem, consisteix a
apuntar els vectors en forma matricial i després escalonar la matriu
per mitja de combinacions lineals entre els vectors fila 0 bé emprant
la regla del pivot. :

Es clar que el nou sistema Sy={V, Ua,..., Upl on p<n, sera un
sistema lliure.

Exemple 31. Donat el conjunt C={U;, U, U3} de l'exemple anterior,
trobarem un subconjunt que sigui Iliure. Ho farem aplicant la regla
del pivot en el métode de reduccié de Gauss,

12 12 12 12
M=l34|={0o-2|=lo1]|=[01
56 0-4/ \o1 00

Prescindint de I'dltima fila, que representa el vector nul i aquest
no pot formar part mai d'un sistema lliure (ja que de A.8=8 pot ser
molt bé A#0), ens queda el sistema lliure Sp={U;, U'g}, on U'9=(0, 1).

Si un sistema de vectors no és lliure, I'anomenarem sistema ligat i
el simbolitzarem per Syp. Als seus vectors els anomenarem
linealment dependents, ja que no sén linealment independents.
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Logicament, si SpL={U1, Ug,.... Un} és un sistema lligat, de la
combinacié lineal nul-la A;.U1+A2.Ug+...4+An.Un=0, ens ha de resultar
que no tots els coeficients han de ser nuls.

En conseqiiéncia, si suposem, per exemple, que A1#0, en la

combinaci6é lineal nul-la podrem aillar el primer vector, posar-lo en
combinacié lineal dels restants.

En general, si un sistema és lligat, existird almenys un vector que
es pugui posar en combinaci6 lineal dels altres. Per aquest motiu es
diu que els vectors son linealment dependents, relacionats per la
combinacié lineal nul-la que anomenem equacié de Uigadura.

Exemple 32. Ja sabem que el sistema C={U;, Ug, U3}, format pels
vectors (1, 2), (3, 4) i (5, 6), respectivament, no és un sistema liure.
Sera, per tant, un sistema lligat. Apuntem l'equaci6 lineal nul-la

A1.1, 2)+22.(3, 4)+A3.(5, 6) = (0, 0)

Si consultem l'exemple 30 veurem que una possible solucié és

A1=1, A9=-2 1 A3=1, d'on obtenim l'equaci6 de lligadura,
1.U1-2.U5+1.U3=0

Podem posar un dels seus vectors en combinacié lineal dels altres

dos. Per exemple:
Uo=(U1+U3)/2

D'aqui es pot dir que el segon vector és la mitjana del primer i

I'altim.

2.1.4 BASE D'UN ESPAI VECTORIAL. Direm que B={Vj, Dg,..., Up} és
una base d'un espai vectorial V si i només si és a la vegada un sistema
generador de V i un sistema lliure. Didacticament, podem escriure:

BASE = SISTEMA GENERADOR + SISTEMA LLIURE

En altres paraules, una base d'un espai vectorial es pot considerar
com un dels seus sistemes generadors format per vectors linealment
independents.

Per tant, podrem trobar una base a partir d'un sistema generador
aplicant el meétode de reducci6é de Gauss, ja que els vectors obtinguts
son linealment independents, i el nou sistema obtingut continua sent
generador (sols li hem tret vectors dependents).

Exemple 33. En els exemples anteriors hem vist que el conjunt
Sg={U1.U2,U3} on B1=(1, 2}, U;=(3, 4) 1 V1=(5, 6}, é&s un sistema
generador de l'espai vectorial dels vectors del pla.

També hem aplicat el métode de reduccié de Gauss 1 hem obtingut
el nou conjunt B={U, U'a}, on V'a=(0, 1), 1 que, efectivament, és una
base perqué €s per hipotesi un sistema lliure i1 també un sistema
generador.

Comprovem-ho per un vector qualsevol del pla U=(a, b). Tenim
A1.(1, 2)4+22.(0, 1)=(a, b), d'on ens resulta quasi directament Aj=a i
A2=b-2.a. Aixi si U=(5, 6) tindrem U=5.U;-4.U'g.
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Donada una base B={Uj, Vg,..., Un} i un vector v d'un espai vectorial
V, en ser un sistema generador existiran escalars ij, A2, ..., Ap, tals
que

U=A1.U1+A2.U2+...4+An.Up

Podem provar facilment que hi ha una descomposicié unica d'un
vector segons els vectors d'una base. Imaginem-nos que hi hagués
una altra descomposicid

U=p).Ui+pg.U+...4+un.Uy

Si restem ambdues descomposicions tindrem

8=(a1-p1).U1+(A2-p2).Uo+...+(An-pn).Up

Notem que aquesta és la combinacié lineal nul-la i que, en ser B
una base, també és un sistema Iliure. Aplicant la seva definicié resulta

A'1"»”.=0 ’ 7\.2'}12':0 s oeey An’ﬂn=o
Es a dir, Aj=p1, A2=p2, ..., Ap=pn, 1 aixi la descomposicié és tinica.

Aquests coeficients tinics A, Ag, ..., An, S'anomenen components del
vector segons la base donada B. Ho escriurem en la forma

U=(r1, A2, ..., An)B

Exemple 34. Sigui B={U], U}, on U1=(1, 2) i b9=(3, 4), una base dels
vectors del pla i sigui U=(5, 6) un vector qualsevol. Ja hem trobat que
U=-1.U1+2.U9, per la qual cosa podem posar v=(-1, 2)g.

Com a exercici, comprova que B'={U'], U'9}, on U'1=(-1, 0) 1 U'9=(3, 2),
€s una nova base dels vectors del pla. Si calcules les components del
vector donat U=(5, 6) respecte a aquesta base, veuras que el podem
escriure com a U=(4, 3)g.

De les infinites bases que pot tenir un espai vectorial, la més
senzilla és la base candnica, Bc={e1, e, ..., 5}, formada pels vectors
candnics, que sén expressats per

e1=(1,0, ..., 0), e2=(0, 1, ..., 0), ..., en=(0, O, ..., 1)

Ja hem estudiat els casos particulars del pla i de l'espai. En el pla,
la base canoénica és Be=(i, j}, on i=(1, 0) i j=(0,1), i en I'espai, la base
candnica és Be=fi, J, k}, on ara i=(1, 0, 0), J=(0, 1, 0) i k=(0, 0, 1).

Per a un vector qualsevol, U=(A1, Ag, ..., Ap), d'un espai vectorial, si
no hi assenyalem cap base, voldra dir que se sobreentén que és la
canodnica i es podra escriure de seguida la descomposicié candnica

U=\1.€1+A2.€2+...4+An.8n

Exemple 35. Donat el vector de I'espai U=(2, 3, 4), expressat en la base
candnica, posem U=2.€1+3.82+4.€3 0 també v=2.1+3.J+4.K. En efecte,
U=2.i+3.J+4.k=2.(1, 0, 0)+3.(0, 1, 0}+4.(0, O, 1)= (2, 3, 4)

Si la base fos diferent de la canénica, per exemple B={U;, Ug, U3},
on U1=(4, 1, 6), U3=(2, 7, 0) 1 U3=(0, 5, -2), les seves components serien
ara U=(3, -5, 7), ja que

U=3.U1-5.U2+7.U3=3.4, 1, 6)-5.(2, 7, 0)+7.(0, 5, -2)=...=(2, 3, 4).
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Siguin Sp={W, Wa, ...Wn} i B={U1, U2, ...Un} i un sistema lliure i una
base d'un espai vectorial V=(V, +, .). Es prova, mitjancant el teorema
de Steinitz, que necessariament ha de ser m<n i que el sistema lliure
es pot ampliar amb n-m vectors més fins a obtenir una altra base de
l'espai vectorial

B'={LU1, llJ2, ...wm, UJm+1, coey wn}

Com a corol-lari (0 conseqiiéncia) important d'aquest teorema es
veu que dues bases qualssevol Bj i B2 del mateix espai vectorial
hauran de tenir el mateix nombre de vectors.

En efecte, si B1={U1, Vg, ...Un} i Bo={W)1, W, ...y} sén dues bases,
i si apliquem dues vegades el teorema de Steinitz, veurem que d'una
banda n<m i de 1'altra m<n. Per tant, m=n.

Anomenem dimensié d'un espai vectorial, dim(V), aquest nombre
determinat de vectors que tenen totes les seves bases.

Exemple 36. Totes les bases dels vectors del pla, com per exemple la
candnica, Be={i, j}, estan formades per dos vectors. Direm, doncs,

que la dimensi6 de l'espai vectorial dels vectors del pla és 2 (també
diem que un pla té dues dimensions).

Podem simbolitzar aquest espal vectorial com a V,, indicant que
la dimensi6 és dos, o bé com R?, entenent aixi que els vectors s6n
parelles de nombres reals.

El mateix podem dir dels vectors de I'espai, perd ara la dimensi6 és
3 perqué totes les seves bases consten de tres vectors. El
simbolitzarem per V3 o bé per R3.

Podem deduir altres conseqiiéncies del teorema de Steinitz,
aplicades a un espai vectorial de dimensi6 n, dim(V)=n. Aquestes son:
(1) Si un sistema de m vectors és generador, llavors m2n.
(2) Si un sistema de m vectors és lliure, llavors m<n.
(3) Si un sistema de n vectors és generador, també sera base.
(4) Si un sistema de n vectors és lliure, també sera base.

Aquestes conseqiiéncies ens podran servir per a demostrar que un
conjunt de vectors és una base.

Exemple 37. Provem que B={U], Ug}, on U1=(1, 2) i U1=(3, 4), és una
base dels vectors del pla. Veiem primer que és un sistema lliure,
MDA e=8 = A1.(1, 2)+Ap.(3, 49=(0, 0)

Resolent el sistema resultant, A1+3.A2=0 i 3.A1+4.A2=0, ens donara
A1=0 1 A2=0, 1a qual cosa vol dir que és un sistema lliure.

Aplicant ara la conseqiiéncia (4) del teorema de Steinitz, com que
el nombre de vectors és igual a la dimensié de I'espal vectorial,
dim(V)=2, 1 com que el sistema és lliure, també sera una base.

També podiem haver provat que B={UV1, U2} és un sistema
generador, fent 11.(1, 2)+A2.(3, 4)=(a, b) 1 aillant A} 1 A2. Obtindriim
A1=(-4.a+3.b)/2 1 A2=(2.a-b)/2, que vol dir que per cada vector U=(a, b)
hi haura una descomposicié. Es a dir, és un sistema generador.

Si apliquem la conseqiiéncia (3) del teorema de Steinitz, veurem
que el sistema donat també és una base.
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2.1.5 CANVI DE BASE. Estudiarem ara el canvi de base en un espai
vectorial Vp, €s a dir, un espai vectorial V de dimensié n, la qual cosa
vol dir que totes les bases constaran de n vectors.

Siguin dues bases, Bi={U1, Vg, ..., Ug} i Bg={U'], U'g, ...U'q], que
anomenem base inicial i base final, respectivament. Com que cada
vector consta de n components, podem escriure els vectors de la
base com a columnes d'una matriu quadrada que anomenarem matriu
de la base. Obviament, tindrem la matriu de la base inicial i la matriu
de la base final que, per no complicar, simbolitzarem igual que abans,

B; i By, respectivament, Bi=(U; U2 ... Up)iBe=(U'; U'g ... U').

Exemple 38. Sigui 1a base inicial Bi=(U1, Ug}, on U;1=(1, 2) i Uo=(3, 4), 1
la base final Be=(u'y, V'9}, on ¥'1=(-1, 0) 1 U'2=(3, 2).

Fent servir vectors columna, podem escriure les matrius de les
bases inicial i final segiients:

we{32) ¢ (s

Donat un vector U de l'espai vectorial, el podrem descompondre
segons les seves bases,

U=(x1, X2, ..., XpJBi 1 U=(x'1, X'2, ..., X'n)Bf
La primera expressié l'anomenarem components inicials del
vector, i la segona, components finals.

Si volem, també podem escriure matricialment aquests vectors.
Farem servir matrius columna:

Xi=(x1 X2 ...X%n)' 1 Xe=(x'; x'2...x'n)'

De la primera, en direm matriu de les components inicials, i de la
segona, matriu de les components finals. Observeu que la () indica
matriu transposada, €s a dir, esta escrita com una fila peré indica una
columna.

Com que U=(x] X2 ... Xp)Bi i com que Bi={U1, Vg, ..., Uy}, vol dir que
es verifica U=x;.U14+x2.Ug+...+Xn.Un. Fent servir les matrius de la base
inicial i de les components inicials, podem escriure U=B;*X;.

De la mateixa manera U=(x"] x'g ... X'n)pfi Be={U'y, U'g, ..., U'g}, on
es verifica que U=x'1.0'1+X'2.U0'2+...4X'n.U'q. Expressat en forma
matricial, tindrem U=BpXj.

Exemple 39. En l'exemple 34 ja vam calcular les components del
vector U=(5, 6) segons les bases B 1 Br de I'exemple anterior. Aquestes
sén U=(-1, 2)p; 1 U=(4, 3)gf.

També les podem escriure matricialment, i obtindrem les matrius
de les components inicials i finals segtients X;=(-1 2)' i Xg=(4 3)' o bé

() 1 (2

Comprovem que es verifiquen les relacions U=BjeX; 1 U=BX,

soie( 3 H2H(E) 1wl 3HEH(E)
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En l'espai vectorial V tenim les matrius de les bases inicial i final,
Bi=(V; Vg ...Un)iBgs='y U'g ...U')
Mirem de trobar una relacié entre les dues bases. Com que U'] és

un vector de l'espai vectorial i By una base (i per tant, sistema
generador), existiran els escalars p11, p21, --.» Pn1 tals que

U'1=pi11.U14p21.U2+ ... +Pn1.Un K

Pasara el mateix per als altres vectors de la base Bf i podrem -
escriure el sistema en forma classica i també en forma matricial

U'1=p11.U1+P21.U2+...4Pn1.Un 3.1 P11 P21 - Pn1 ::1
U2—P12 U1+p22 U2+ +p,,2 Un 2 |= P12 P22 Pn2 2
v n—Pln U1+P2n U2+ +Pnn Un (T Pin P2a -+ Pmn/\ py,

Transposant l'altima expressid, i com que la transposada del
producte és igual al producte de les transposades canviades d'ordre,
P11 P12 --- Pin
(W' U'g--U'n) = (U1 Dg-.. Ug)e P21 P22 Pon

pnl Pn2 P
Ja coneixem les dues primeres matrius, que sén la matriu de la
base final Bf i la matriu de la base inicial By. L'altra matriu
l'anomenem matriu de pas i la simbolitzem amb la lletra P,
P11 P12 - PIn
P= P21 P22 ;- P2n

Pnl Pn2 P
Es molt important veure que la matriu de pas té per vectors
columna les components dels vectors de la base final referits a la
base inicial. -
Per tant, es podra escriure Br=Bj*P. Aquesta relacié ens servira per
a trobar les féormules del canvi de base, unes formules on, donades les
coordenades finals, podem trobar les inicials, o viceversa.

En efecte, un mateix vector U, segons si esta referit a la base
inicial Bj o a la base final By, tindra les matrius de components Xj o
Xf, respectivament.

Es verificara que U=B;j*Xj i també U=BpeX;. Igualant, Bi*X=BrX;. Com
que Be=B,*P, substituint Bi*X;=Bj*PeXs. i simplificant

Férmula que, donades les coordenades finals, ens permet trobar
les inicials. Multiplicant a 'esquerra per P-1, ens queda

Ara, donades les coordenades inicials, si apliquem aquesta férmula,
podrem calcular les coordenades finals.
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Exemple 40. Tenim la base inicial Bj={U;, U3}, on U1=(1, 2) 1 U3=(3, 4),
ila base final Be=(U', U'9), on U'1=(-1, 0) i U'2=(3, 2).

A partir d'aquestes dades ja podem calcular la matriu de pas P.
Posarem els vectors de la base final en funci6 dels de la inicial

U'1=p11.U1+p21.U2 1 U'p=p12.U1+pog.U2
Substituint per les components en la primera equacio6,
(-1, O)=p11.(1, 2)+p21.(3, 4)

Resolent el sistema pj1+3.p21=-112.p11+4.p21=0 tindrem p11=2 1

p21=-1. Aquesta sera la primera columna de la matriu de pas.

Procedint igual amb la segona equaci6, veurem que la segona
columna de la matriu de pas tindra de termes pj2=-3 i pg2=2. La
matriu de pas sera

~(33)

-12
Suposem ara que coneixem les components d'un vector respecte a
la base inicial, U=(-1, 2)B;, /com podrem trobar les seves components
respecte a la base final?
Haurem de fer un canvi de base. Com que sabem P, Xj=(-1 2)' i
volem saber X, haurem d'aplicar que Xg=P-1¢X. Si trobes primer la
matriu inversa P-! i substitueixes, obtindras:

w1
Aixi Xp=(4 3)'i tindrem U=(4, 3)pf.

2.2 SUBESPAI VECTORIAL

2.2.1 DEFINICIO DE SUBESPAI VECTORIAL. Tenim que V=(V,+,.) és
un espai vectorial sobre un cos K i que S és un subconjunt de V
diferent del buit. Direm que S$=(S,+,.) és un subespai vectorial de
I'espai vectorial V si i només si § és un espai vectorial per ell mateix.

En conseqiiéncia, la terna
(S.+,.) haura de complir els deu ll il +’§
axiomes de definicié. Alguns \
d'ells, com per exemple el (III) / v
d'associativitat, ja es compliran, v, % Uy IL
pero altres, com el (IV) d'el. 1+%2 e, .
neutre, s’hauran d'estudiar. AU .4_,,} A
Per tant, resulta que els deu

axiomes es podran resumir en:
Condicié doble. La suma de vectors i el producte d'un escalar per
un vector sén operaciones tancades en S:
(1) La suma de dos vectors de S és també un vector de S.

(2) El producte de qualsevol escalar per un vector de S és
també un vector de S.
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Condici6 tinica. La combinacié lineal és una operaci6 tancada en S.

(3) Donats dos escalars qualssevol i dos vectors de S, la
seva combinacié lineal també és un vector de S.

Exemple 40. Partim de l'espai vectorial V dels vectors del pla i del
subconjunt S={(x,y)eV / y=k.x, keR}. Provem que €s un subespai
vectorial de V amb la condicié doble.
(1) SUMA. Si U;,Ug€V tindrem v1=(xj, y1) 1 U2=(x2, y2). Si ambdés
vectors pertanyen a S, compliran yj=k.x) 1 yo=k.x2.

Formem ara el vector suma

=U)+U2=(x], y1)+{x2, y2)=(x1+x2, y1+y2)

Estudiem si aquest vector U=(x, y), on x=xj+x2 1 y=y1+y2, és també

de S. Haura de complir y=k.x.
y=y1+yz=k.x) +k.xo=k.(xj+x2)=k.x
Es complira, doncs, la primera condici6.

(2) PRODUCTE EXTERN. Si AeK i Ue S sera U={x, y) on y=k.x. Formem
el producte extern, W=A.U=A.[x, y)=(A.x, A.y).
Mirem si el nou vector W=(x', y), on x'=A.x 1 y'=A.y, pertany a S, és
a dir, si es compleix y'=k.x',
y'=Ay=A.(k.x)=k.(A.x)=k.x’

Com que també es compleix la segona condici, ja podem
assegurar que S és un subespali vectorial de V.

En tot espai vectorial V sempre hi ha dos subespais que es poden
considerar casos extrems:

- El subespai vectorial format per un tnic vector, el nul, S={8}.
- El subespai vectorial format per tots els vectors, S=V.

D'aquests dos subespais vectorials en direm subespais impropis.
Logicament, tots els altres seran els subespais propis.

També és clar que la dimensié d'un subespai vectorial sera inferior
o igual a la dimensi6é de l'espai vectorial d'origen. Abreujadament, si
dim(S)=m i dim(V)=n, llavors m<n.

Exemple 41. Hem vist que la terna 8=(S,+,.), on S és el subconjut
S={(x.y)eV / y=k.x, ke R}, és un subespai vectorial dels vectors del pla.

Trobem la seva dimensi6, calculant abans una de les seves bases.
Els vectors de S seran de la forma

v=(x, y)=(x, k.x)=x.(1. k)

Com que tots seran multiples del vector (1, k), resulta que la base
pot ser B={(1, k)} 1 a com que esta formada per un sol vector, deduim
que dim(S)=1.

En efecte, si dibuixéssim la grifica y=kx en el pla, veuriem que és
una recta que passa per l'origen (és 16gic perqué la seva dimensio és
1). Observeu que la suma de dos vectors d'aquesta recta serd un altre
vector de la mateixa recta, i que el producte d'un nombre real per un
vector de la recta també és un altre vector de la mateixa recta.

Els subespais impropis serien els formats només per l'origen de
coordenades (vector nul), de dimensi6 O, i el mateix pla (tot I'espai
vectorial) de dimensié 2.
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2.2.2 EXEMPLES DE SUBESPAIS. Com que l'espai vectorial V dels
vectors de lespai té de dimensié 3, tindra com a subespais impropis
el format pel vector nul, de dimensi6 zero, i l'espai total, de
dimensi6 3. Els que ens interessen, perd, sé6n els subespais propis.

Els subespais propis sén els plans i rectes que passen per lorigen,
ja que tots els subespais han de tenir I'element nul. Els primers sén
de dimensié6 2 i els segons 1.

En el pla que passa per l'origen tenim dos vectors

u'=OM=(@@, b,¢) i u=OP=(x, vy, 2)

El primer representa un vector perpendicular al pla, que
anomenem vector caracteristic, i el segon és un vector del pla,
anomenat vector de posici6. Com que aquests vectors sén
perpendiculars, el seu producte escalar s’haura d'anul-lar:

u'su=(a, b, ¢)(x, y, z)=a.x+b.y+c.z=0

Per tant, l'equacié d'un pla que passa per l'origen sera de la forma

p=lx, v, 2) / a.x+b.y+c.z=0}
Exemple 42. Comprovem que S=((x, y, z) / 3.x+2.y+1.z=0} és un
subespai de V3. Farem servir la condici6 tinica.
Siguin U},U2€ S, llavors U1=(x1, y1, z]) i Ug=(x2, y2. z2) on es
verifica 3.x1+2.y1+21=0 1 3.x9+2.y9+z2=0.
Per a qualssevol Aj,A2¢R formem la combinacié lineal
U=A1.01+A2.02=M1.(x], ¥1. Z1)+Ag.(x2, y2. Z)
Operant ens quedara de la manera
U=(A1.X]1+A2.X2, A1.Y1+A2.y2, A].Z1+A2.29)
Mirem si aquest vector U=(x, y, z) complira I'equaci6 del subespai,
3x+2.y+1.2=3.(A1 x1+A2.X2)+2.(A) .y 1 +A2.y2)+(A] .Z] +A2.Z2) =
=...=A1.(3.x1+2.y1+21)+A2.(3.x0+2.y2+25 )= A1 .0+A5.0 =0
Per tant, el vector combinaci6 lineal compleix la condici6 tnica i
aixi S sera un subespai vectorial de Vg.

Per comprovar la dimensié, primer trobarem una base de S. Els
vectors de S compliran 3.x+2.y+1.2=0, o també z=-3.x-2.y. Per tant,
un vector qualsevol de S sera

U=(x, y, 2)=(x, y. -3x-2.y)=(x, 0, -3.%)+(0, y, -2.y)=x.(1, O, -3)+y.00, 1, -2)

Es clar que una base pot ser B={(1, 0, -3), (0, 1, -2)}, ja que generen
qualsevol vector de S (la x i la y poden ser qualssevol) i a més s6n
linealment independents (no sén proporcionals).

Com que la base consta de dos vectors, tindrem dim(S)=2, la qual
cosa ja sabiem, perqué S és un pla.
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Observant la figura de la plana anterior, també aqui, en la recta en

I'espai, ens trobem amb els mateixos vectors: el U=(a, b, c), que ara
anomenarem vector direccional perqué indica la direccié de la recta,

iel U=(x, y, z), que continuem dient vector de posicio.

Ara, perd, els dos vectors seran paral-lels, la qual cosa significa que
les seves components han de ser proporcionals

x/a=y/b=2z/c

Conseglientment, les equacions de les rectes en l'espai seran de la
forma S={(x, y, z) / x/a=y/b=z/c}.

Fixem-nos que la condicié anterior es pot descompondre en dues
equacions: x/a=z/c i y/b=z/c. Operant, queda c.x-a.z=0 i ¢.y-b.z=0,
que son les equacions de dos plans que passen per l'origen i tenen
per vectors caracteristics (¢, O, -a) i (0, ¢, -b), respectivament. Per
tant, la recta anterior podraser definida com la interseccié de dos
plans.

Exemple 43. Sigui S=((x, y, z) / x/3 =y/2 =z/1} un subespal de V3 que,
com hem dit, representa una recta que passa per l'origen 1 porta la
direcci6 del vector u=(3, 2, 1).

Podem considerar-la com a interseccié dels plans x/3=z/1 i
y/2=z/1, és a dir, x-3.z=0 1 y-2.2=0. Podriem escriure S com S={(x, y, z)
/ x-3.2=0 1y-2.z=0}.

Com a exercici, prova que S és en efecte un subespai vectorial, on
ara s'hauran de complir dues condicions, x=3.z 1 y=2.z.

Per saber la dimensi6, trobarem primer una base. Els vectors de S
seran de la forma

v=(x, y, 2)=(3.z, 2.z, z)=z.(3, 2, 1)

Una base pot ser B={(3, 2, 1)}, que és evident perqué aquest és el
vector direccional i on tots els vectors de S s6n multiples seus. Per
tant, dim(S)=1.

Les equacions que hem fet servir per determinar els subespais
vectorials s'anomenen equacions cartesianes. Si la dimensi6é de
l'espai vectorial és dim(V)=n.i la del subespai, dim(S)=m, el nombre
d'equacions sera p=n-m i seran de la forma

ajj.xj+ajg.Xo+...4a10.Xn=0
ag1.X1+a29.Xo+...+39n.Xn=0

ap].X)+ap2.Xo+...+8pn. Xn=0
Una altra manera d'expressar els subespais és fent servir les

equacions parameétriques, en les quals cada variable esta aillada i en
el segon membre intervenen m parametres. Tenen la forma:

X1=b11.A14b12.A2+.. . 4b1m-Am
X2=b2 1 .11+b22.7~2+. . .+b2m.7\vm

Xn=bn1.M+bpa.A2+...4bnm.Am
Donant valors a cadascun dels m parametres, anirem obtenint els
diferents punts del subespai.
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Exemple 44. En el pla S={(x, y, 2) / 3.x+2.y+z=0}, l'equacié cartesiana
és la donada, 3.x+2.y+z=0. Com que m=dim(S)=2, hi haura dos
parametres A1 1 A2 que podem igualar, per exemple, a les dues tltimes
variables i després aillar la x.

Les equacions paramétriques seran x=(-2.A1-A2)/3, y=A1 1 z=.Ag.
En el cas de la recta S=((x, y, z) / x/3 =y/2 =z/1}, les equacions

cartesianes (n'hi ha dues perqué p=n-m=3-1=2) seran x/3=z/1 {
y/2=z/1, o millor x-3.2=0 i y-2.2=0.

Quant a les equacions paramétriques, com que m=1, hi haura un
sol parametre que podem igualar a 1'altima variable. Deduim de
seguida que les equacions paramétriques seran x=3.A, y=2.A 1 z=A.

Donat un espai vectorial V, un altre exemple de subespai és el
subespai engendrat per un sistema de vectors o subespai clausura.
Es parteix d'un conjunt de vectors C={U;, Ug, ..., Uy} i es formen

amb ells totes les combinacions lineals possibles. Es prova facilment
que el nou conjunt obtingut S(C) és un subespai vectorial de V.

Exemple 45. En V3 tenim el conjunt C format pels vectors U;=(1, 0,

-3) 1 U2=(0, 1, -2). Si formem totes les combinacions lineals possibles,
obtindrem vectors de la forma

U=x.U1+y.Ug=x.(1, O, -3)+y.(0, 1, -2)=(x, y, -3.x-2y)

Com que I'altima component ha de ser z, igualant, z=-3.x-2.y, 0
també 3.x+2.y+z=0, que com sabem és un pla que passa per l'origen, és
a dir un subespai vectorial.

2.2.3 SUBESPAIS INTERSECCIO I SUMA. Tenim dos subespais S§; i
S2 d'un espai vectorial V=(V,+,.) i formem el conjunt interseccié de

S1 1 Sg definit per S1NSa={VeV / Ve S] A UeSa}.
ll Exemple |Z

EN|

IS_2 Slnsz / Y

Es prova facilment que la terna $1nS2=(S1"S2.+,.) és un subespai
vectorial de V, anomenat subespai interseccio.

Exemple 46. En la figura tenim el subespais Sy=pla XY i So=pla YZ.
Si fem la intersecci6 obtindrem S;nSg=eix Y que, en ser una recta, és
també un subespai vectorial.

Fem-ho una mica més complicat. Partim dels subespais de Vg,
S1={lx, y. z) / 3x+2.y+z=0} 1 So={(x.y, 2) / 4.x+5.y+6.2=0}
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Sabem que representen dos plans 1 que la seva interseccié sera una

recta de I'espai donada per
81nSo=(x, y, 2z} / 3.x+2.y+2=0 A 4.x+5.y+6.z=0}

Les equacions anteriors sén les cartesianes de la recta. Per trobar
les equacions paramétriques, resoldrem el sistema i, com que la
dimensi6 de la recta és 1, voldra dir que hi haurd un sol parametre.
Posarem z=A.

El sistema sera 3.x+2.y=-A 1 4.x+5.y=-6.A

Resolt ens queda, x=A 1 y=-2.A. Aillant les A 1 igualant, ens queda
I'equaci6 de la recta

x/1=y/(2)=2/1

Veiem que un vector director de la recta és v=(1, -2,-1) 1 1a base la
podrem considerar formada per un sol vector B={U}. Per tant, la
dimensi6 és dim(S;nSa)=1.

Si la intersecci6 de dos subespais és S1NS2={B}, és a dir, que es
redueix al vector nul, direm que S i S2 sén dos subespais
independents.

Exemple 47. Els dos subespais de l'exemple anterior no sén
independents, perqué la seva intersecci6é és una recta.

Si que no ho seran en canvi els segiients subespais que representen
un pla { una recta, respectivament

S1={x.y, 2 / 3x+2.y+z=0} 1 83=llx.y, 2} / x/3=y/2=2/1}
Comprovem-ho. El subespali intersecci6é sera
S1nS3={lx, y. 2) / 3.x+2.y+z=0 A x/3=y/2=z/1}

Podrem resoldre aquest sistema passant la recta a paramétriques,
per la qual cosa igualarem a A i aillarem les variables, cosa que ens
donara x=3.A, y=2.A i z=A.

Substituint en l'equacié del pla, 3.(3.A)+2.(2.A)+A=0, 14.A=0, A=0.
Tornant a substituir en les paramétriques, ens queda x=0, y=0 i z=0.

Concloem que 8$1nS3=(8} i en conseqiiéncia els subespais donats
sOn independents. .

Si amb els subespais $; i S3 de l'espai vectorial V fem el seu
conjunt unié S;uUSe=(UeV / UeS1 v Ue Sy}, es pot veure de seguida
que no pot ser cap subespai vectorial.

Exemple 48. Podem suposar que en V3 els subespais sén S=eix X i
So=cix Y. El conjunt unié no és el pla XY, sind el subconjunt
S1USe=(eix XJuleix Y).

Aquest conjunt no és subespai vectorial, ja que si agafem dos
vectors de SjUSa, per exemple U1=(1, O, 0) i U3=(0, 1, 0), la seva suma
hauria de pertanyer a S1US2, ja que shauria de verificar la condici6
(1) de subespai vectorial.

Perd U=U]+Uo=(1, 0, 0}+(0, 1, 0)=(1, 1, O) 1 aquest vector no pertany
ni a S; (no és de l'eix X) ni a Sq (no és de l'eix Y). En conclusié
ve S1USq, 1 aixi, en general, la unié de subespais no sera un subespai
vectorial.
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Un subespai important és el subespai suma, $1+S3, on cadascun
dels seus vectors s'obtindra sumant un vector de S$)1 amb un altre de
So. Simboélicament

S1+82=(UeV / U=U1+U3 , V1eS; A U2eSy}

Exemple |Z

S
Es pot provar com a exercici que la terna (S;+Sg,+,.) és

efectivament un subespai vectorial de (V,+,.). Nosaltres ho
comprovarem amb un cas particular

Exemple 49. En la figura superior tenim 8;=pla XY i So=pla YZ. Si
sumem un vector de S amb un de Sg podem obtenir qualsevol vector
de I'espal. Per tant, §;+8S9=V.

Siguin ara els dos subespais segiients que representen dues rectes
de l'espai,

Sg={lx. y. 2) / x/3=y/2=2/1} 1 S$4={(x.y,2) / x/4=y/5=2/6}

Passant a paramétriques les dues rectes tenim

S3={x=3.A, y=2., z=M} 1 Sg={x=4.p, y=5.u, z=6.11}

Obtenim el subespai §3+84 sumant un vector de S3, U3=(3.A, 2.0, A)

=A(3. 2, 1), amb un de Sy4, U4=(4.1, 5.11, 6.1)=1.4, 5, 6),
U=U3+U4=A.(3, 2, 1)+]..(4, 5, 6)

Com que v és un vector de V sera v=(x, y, 2) 1, fent operacions, veiem
que les equacions paramétriques del pla resultant sén:

x=3.M+41 , y=2.M45.0 , z=1.A+6.0

Podem deduir l'equaci6 cartesiana del pla, resolent el sistema
format per les dues primeres equacions, A=(5.x-4.y)/7 i p=(-
2.x+3.y)/7, 1 substituint en la tercera equacio, z=1.2+6.1.

Operant ens quedara, x-2.y+z=0, que és un pla de vector
caracteristic (o vector perpendicular) u'=(1, -2, 1).

Observa que podies haver deduit directament aquest vector (i per
tant, I'equacié del pla) veient que U' ha de ser perpendicular tant al
vector director de la primera recta, U1=(3, 2, 1), com al de la segona,
U2=(4, 5, 6), és a dir, el vector caracteristic del pla-tindra la direcci6
del seu producte vectorial, U'=U}AUs. Comprova-ho.

Si per a dos subespais S; i Sg d'un espai \\}ectorial (V.+,.) trobem els

subespais intersecci6 S$1nS2 i suma 8;+S3, es pot demostrar que les
seves dimensions verifiquen la segtient relacié de Grassmann:

dim(S;) + dim(S2) = dim(S1nS2) + dim(S1+S2)
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Exemple 50. En l'exemple de la figura teniem dos plans que es
tallaven amb una recta i on la suma era tot lI'espai. La relacié de
Grassmann és 2+2=1+3.

En I'exemple anterior eren dues rectes que es tallaven en un punt i
on la suma era un pla. En aquest cas la relacié6 de Grassmann és
1+1=0+2.

Com a exercici pots trobar el subespai suma dels subespais
8S1=lx, y, 2) / 3.x+2.y+z=0} 1 S3={lx. y, 2) / x/3=y/2=z/1}
T'ha de donar que és tot I'espal. Com que en l'exemple 47 van veure

que eren independents (S1nS2={8}), podem veure que la relaci6é de
Grassmann sera 2+1=0+3.

2.2.4 SUMA DIRECTA DE SUBESPAIS. Dos subespais S; i Sg d'un
espai vectorial V s'anomenen subespais complementaris, si i només
si s6n independents i la seva suma és tot l'espai vectorial. Shaura de
complir, doncs, que
S1NnS2={8} i S1+S2=V
Si dos subespais s6n complementaris, direm que l'espai vectonal
és suma directa dels subespais donats.

V=S 1@ 82

z

Exemple
Uy

0 \\ = A 0|1//Y
481®SfR3

Escriurem V=8,®9S9, volent dir que l'espai vectorial es pot
descompondre com a suma de dos subespais vectorials que només
tenen en comu el vector nul.

Exemple 51. Si en l'espal V3 els dos subespais vectorials fossin dos
plans, no serien complementaris perqué la seva interseccié (una
recta) és diferent del vector nul. La suma no seria directa.

Si els subespais fossin dues rectes, tampoc no serien
complementaris, ja que la seva suma (un pla) no seria tot 'espai. La
suma tampoc no seria directa.

En el cas d'un pla i una recta no continguda en el pla, com podem
veure en la figura, si que serien complementaris, perqué la
intersecci6é (un punt) seria el vector nul i la suma seria tot I'espai. En
aquest cas la suma seria directa.

Una conseqiiéncia important del fet de ser suma directa és la de
descomposicid unica:
«Tot vector de l'espai es pot descompondre de manera tnica
com a suma d'un vector del primer subespai amb un altre del
segon subespai».
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D'aquests vectors tinics U iUg, on U;eS] i Uge So i tals que
U+U2=U, en diem components del vector segons els subespais.

Podem posar U=(V], Ug). A més, de les seves normes (o longituds)
en direm prgjeccions sobre els subespais.

Si les simbolitzem per p; i p2, tindrem p;=|lU;]] i p2=llU2ll

Exemple 52. Siguin els subespais de V3 on el primer és un pla i el
segon una recta,
8S1=(x, y. 2) / 3x+2.y+1.2=0} 1 S3=((x, y. 2) / x/3=y/2=2z/1}

Ja hem vist que sén subespais complementaris i que la seva suma
és directa. A més, si observes el vector caracteristic del pla i el vector
director de la recta veuras que sén iguals, U'=U=(3, 2, 1). Aixd ens
voldra dir que la recta és perpendicular al pla.

Sigui un vector qualsevol de l'espai, per exemple U=(8, 1, 2), i
mirem de trobar dos Gnics vectors U1€8; i Uje8] tals que U=U;+Usg.

Ja s'ha vist que una base de 81 és B1={(1, 0, -3), (0, 1, -2)}. Per tant,
tot vector d'aquest subespai es pot escriure de la forma

U1=A1.(1, O, -3)+A2.(0, 1, -2).

Igualment, com que una base de 83 és Bo={((3, 2, 1)} tenim que els

seus vectors seran
U2=23.(3, 2, 1)
Aixi, un vector de 8=8;®S9 serd U=U;+Ug. Substituint i igualant
al vector que hem de descompondre, tenim
A1.(1, 0, -3}+A2.00, 1, -2)+A3.(3, 2, 1) = (8, 1, 2)
Operant, ens queda el sistema
A1+3.23=8 , M+223=1 1 -3.A1-2.A0+A3=2

Si el resolem, aillant A1 i A2 en les dues primeres equacions i
substituint en la tercera, obtindrem A1=2, A2=-3 i A3=2. Els vectors
dels subespais seran

U1=2.(1, 0, -3)-3(0, 1, -2)=(2,-3,0) 1 U9=2.(3,2, 1)=(6, 4, 2)

Veiem que sumats donen Uj+U9=(2, -3, 0)+(6, 4, 2)=(8, 1, 2)=U.
Les projeccions del vector seran _

1= W1ll= V22+(-3)2402= V13 1 po=Ugl= V62+42+22= V56
Podem comprovar el resultat anterior trobant la norma del vector

donat Jju|=V 82+12+22=69 1 recordant que el pla‘i la recta sén
perpendiculars. Per tant, es verificara el teorema de Pitigores,

Wi=\ (p1)2+(p2)2 = V1356 = V9.

Com a cas particular, la suma directa d'un subespai § com a suma
d'altres dos S1 i S2 haura de complir: $1nS2={0} i S$1+S2=S.

Exemple 53. En V3 el subespai 8=pla XY es pot descompondre com a
suma directa dels subespais $1=eix X i So=ecix Y.
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Vectors i escalars
RN Conj.vectors: V={V, W, ...}
..Yv &\‘ Op. interna en V: (+)
[

K .
U+ U >/-. Kk I— Conjunt escalars: K=(k, 1, ...}
Op. externa en K: (.)
Cas particular de treball: K=R

kU owt—

Definicié d'espai vectorial

Conjunts i operacions: (V, +, .) i K=cos commutatiu
Axiomes d'un espai vectorial (V,+,.) sobre un cos K:
PER A LA SUMA: (V,+)=Grup abelia

(I) Operaci6 interna: VV;,03eV = D;+UgeV.

(I1) Commutativa: VU;,U02eV = Uj+Uga=Dg+U;

(III) Associativa: VU1,U2,U3eV = (U1+U2)+V3=U1+(U2+D3)
(IV) El. neutre: 30eV / YVeV = DU+0=D

(V) El. oposat: VDeV , 3(-D)eV / D+(-D)=0

PER AL PRODUCTE: Vk,k;,koeK A VD,U,,U2€V es verifica
(VI) Operaci6 externa: k.UeV
(VII) Associativitat escalar: k;.(k2.V)=(k;.k2).U
(VIID) Distributivitat escalar: (k;+kj).U=Kk;.UV + ko.U

(IX) Distributivitat vectorial: k.(U;+U2)=k.U; + kK.U>
(X) Element unitat: 3eeK / VDeV = e.D=D

Espai vectorial real

Definici6: (V,+,.) sobre R Element unitat: e=1
Nota: si no s'especifica és V=(V,+, .) sobre R

Exemple classic: Vectors del pla
Suma: Suma vectorial  Producte: Prod. escalar per vector
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Altres exemples d'espais vectorials

Nombres complexos: z=a+b.i on i=\-1
Op. int.: zj=a;+b1d, zo=az+be.d = z;+zs=(a;+az)+(b;+bo).i
Op. ext.: keR, z=a+b.i = k.z=(k.a)+(k.b).i

Vectors de l'espai: V=a.l+b.J+c.K on {I,],K}=vect. canénics
Op. int.: UV1+U2=(a;+a2).I+(b1+byo). j+(ci1+c2).k
Op. ext.: k.v=(k.a).i+(k.b). j+(k.c).k

Polinomis de grau <n: p=ag+a;.x+a2.x2+...4+an.X1
Op. int.: p1+P2=(ag+bo)+(a;+b;).x+(az+bs).x+...+(an+bp).x0
Op. ext.: k.p=(k.ap)+(k.a;).x+(k.a2).x2+...+(k.ap).xn

a1 a2 --- An
Matrius d'ordre mxn: A=| @21 @22 :-- @2n
Qm] 8m2 -+ 8mn
aj+by;  ajpe+big 1n+bin
Op. int.: A+B=| 821%b21 az2+by; ... &sntbog
ami1+bm1 @mo+bm2 “ee 8mn+bmn
k.au k.a12 k.aln
Op. ext.: k.A= kay kap .. k.az,
kanm kap - Kkapg

Successions: (an)=(aj, a2, ..., an, ...)
Op. int.: (an)+(bp)=(a;+b;, az+b,, ..., an+by, ...)
Op. ext.: k.(ap)=(k.a;, k.ay, ..., k.ap, ...)

Propietats dels espais vectorials

Entre altres, es verifiquen les propietats:
(1) VaeR = a.0=8 (2) YoeV = 0.v=8

3)a.v=0 = a=0 obé vU=0 (4) (-a).v=-(a.V)
®) a.Uv=a.W A a0 = U=l (6) a.v=b.Uv A V2B = a=b
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Espali vectorial producte

Conjunt: V,W=E.vect = VXW={(v, W) / VeV A WeW}
Elements: peVXW = JUeV A JwWeW / p=(U,W0)
Operaci6 interna: (+)
P1=(V;, Wy) A P2=(U2, W2) = Pr+Po=(V1+U3 ,W;+15)

Operaci6 externa: (.)
keR A p=(V,w) = k.p=(k.U, k.LD)

t R
VW
w
kw$ Kp
W p
A"

Combinacié lineal

Sistema de vectors; C={V;, Vg, ..., Un}

Combinaci6 lineal de vectors:
D cl C & ILA....An€R / U=A1. U1+ Uot...+A0. Uy

Notaci6 simplificada:

n
U=M1 Ui+hg.Uot.. kol < U=), MD;
i=1

Sistema generador

Sistema generador: Sg={Uj, V2, ..., Un} , V=Esp. vectorial

Sg 8.8 V& WWeV, k... R/ u=i M.y
i=1

Vectors generadors: Sg 8.8. V = U, U,,...,Uy generenV

Sistemes generadors equivalents:
Sg=Ss © Sg generaV A S'g genera 'V
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Sistema Iliure

n
Combinaci6 lineal nul.la: ) 2;.0;=0
1=1

Vectors linealment independents:
n
U, U, .., 1L & [2 MUi=0 = =0 Vi]

i=1
Sistema lliure: S;={U;, Vg, ..., Uy} sll. < {Uy, U, ..., Ug} Li.

Rang d'un sistema

Rang d'un sistema de vectors: p= max. nombre vectors lin. ind.
Calcul del rang: C={Uy, Uy, ..., Un} — Sp={Uy, Vs, ..., Up}
Meétode que s'ha d'utilitzar: métode de reduccié de Gauss

Sistema lligat

Vectors linealment dependents:
n
Uy, Uy, ..., Up}1ld & Y M.U=0 = TN (I1j<n) / A0

i=1
Sistema lligat: Sy1=(U;, Uo, ..., Uy} slligat < (U, Us, ..., Uy} 1d
Consequéncia:

n
Uy, Uy, ..., Up}=Sp, © 05 (1<) / U= MUy (4
i=1
(Existeix almenys un vector que es pot posar en c. 1. dels altres)

Base d'un espai vectorial

Definici6: B={U;, Vg, ..., Un} < B=Sg A B=SL.
Caélcul d'una base a partir d'un sistema generador:
Sg=(U1, Uy, ..., Us - Sp=S'a=(Uy, Uy, ..., Uy} = B={Uy, Uy, ..., Uy}
Descomposici6é tinica d'un vector segons una base:
SiveV A B={U;, Us, ..., Uptbasede V =
= M2, Ma€R / U=ALD A2 Uot...+Aa. Up
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Components d'un vector

Components d'un vector respecte a una base: Aj, A2, .., An
(coeficients tinics de la seva descomposici6)

Vector en funci6 de les components:
U=A1. U1+ Us+... 400Uy & U=(A1, A2, ..., An)B

Vectors canonics: €;=(1,0,...,0) , €2=(0,1,...,0), ..., €5=(0,0.,...,1)
Base canodnica: Be={e,, €2, ..., €n}
Casos particulars estudiats:

Vectors del pla: Be={i, J} on i=(1,0), j=(0.1).

Vectors espai: Be={l,J,k} on i=(1,0,0), J=(0,1,0), k=(0,0,1).

Expressio d'un vector segons la base canonica:
U=A1.81+A2.82+...4A0.8n &  DU=(Aq, Ag, ..., An)

Dimensi6é d'un espai vectorial

Teorema de Steinitz:
Hipotest: (V,+, . ), SL={W;, Wa, ..., Wm} A B={U;, Uy, ..., Unl.
Tesi: m<n A B'={,, W, ..., Wm, Wm4i, ..., IWn} nova base.
Consequiéncia important: (corol-lari)
Bi={V;, Vg, ..., Un} A B2={ll;, Wy, ..., IDm} bases de V = m-=r.
Dimensié d'un espai vect.: dim(V)=nombre vectors de la base.
Altres consequiéncies:
()DIMm(V)=n A (U1, VU2, ..., Un}=Sg = m>n
2)Dim(V)=n A {U;, U3, ..., Un}=Sr, = m<n
B Dim(V)=n A {Uy, Ug,...,Un}=Sg = {Uq, Uy, ..., Un}=B
(4 DIm(V}=n A {Uy, V2, ..., Un}=Sp, = (U3, Vs, ..., Un}=B

Canvi de base

Bases inicial i final: :

Bi={U;, Us, ..., Un} Be=(D";, U'g, ..., U'n}
Matrius de les bases: (mateixa notacié)

Bi=(V; U2 ... Up) Br=(V'; D'z ...D'p)
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Canvi de base (cont.)

Vector inicial: U=(x;, x2, ..., Xn)g1 Matriu: Xj=(x; X2 ... Zn)'
Vector final: U=(x'1, X'2, ..., X'n)Bf Matriu; Xe=(x'; X'2 ... X'n)
Expressio vectorial:

U=Xx;.U;+X2.Ug+...+Xn.Upn U=x';1.U'1+X'5.U'5...4+X'n.U'n
Expressié matricial: U=Bj*Xj U=BpeXg¢

Relaci6 entre les dues bases:

U'1=P11-"1+P21.U2+...+pn1.lln Pi1 P12 --- Pin
"'2=p12'u1+p22-u2+-o-+pn2.Un P: p?l p22 :, . p?l
V'n=Pin.U1+P2n.U2+...+Pan.Un Pal Pn2 -~ Pan

Matriu de pas: P (columnes=comp. vectors de By respecte a By
Relacié matricial: (Bf)'=P'¢(Bj)) = Bg=Bj°P
Formules del canvi de base:

Xe=Xi: Xj=PeXg Xi—Xf: Xe=PleXj
Subespai vectorial
Espai vectorial: (V, +, .) Subconjunt: SV (S#2)

Subespai vectorial: S sub.vect. de V < (S, +, .) esp. vect.
Condicions de sub. vect.: complir els axiomes (1), (I), ..., (X).
Sintetitzaci6 de les condicions:

Condicio doble:
V] S (1) VD1, U2eS = D+UseS
{ \ @) VAEK A VDeS = A.DeS
bty | \}__,XIL Condici6 tinica:
eat 3) VAL A2eK A VDL DoeS

= 7\,1.U1+7\/2.U2€S
S. vect. impropis: S={(8} A S=V  S. vect. propis: Els altres
Dimensi6 d'un sub. vect.: dim(S)=m A dim(V)=n = m<n
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Subespai vectorial (cont.)
Exemples de subespais en V3: (passen per l'origen)
Pla: a.x+b.y+c.z=0 Vector caracteristic: U'=(a, b, c)
Recta: x/a=y/b =z/c Vector director: U=(a, b,c)

Equacions dels subespais:

Equacions cartesianes: (p=n-m) p equacions i n variables
a11.X1+812.X2+...4+810.Xn=0
a21.X1+822.X2+...+82n.Xn=0

ap].X)+ap2.Xo+...+8pn. Xn=0
Equacions parameétriques: n equacions i m parametres
]x1=b11.7q+b12.12+...+b1m.Am

X9=b21.A1+bog. Ao+...4b2m.Am

Xn=bn1.A1+bno.Ao+...4bym.Am

Subespai engendrat per un sistema de vectors:

Sistema de vectors: C={V;, U2, ..., Um}
Subespai engendrat:

S(O={ VeV / FAplo,... AmeK A u=§ M.y }

i=1

Subespai interseccid
Subespai interseccio: 81Ss={VeV / DeS; A UeSy}
_V_l Exemple |Z
)
S11S, Y
S;
/x
Subespais independents: 8; , S2 ind. & $;1S2={8}

Conjunt uni6é de subespais:
S;US={UeV / DeS; v DeS,} No sub. vect.
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Subespai suma

Sub@pai suma: S1+So={UeV / U=U;+U3 , U;1€S; A Ue Sy}

Exemple |2
S,
Y
S
/X SI+S2=1$

A Relacid de Grassmann;
dim(Sl) + dim(S;) = dim(S;1S2) + dim(S;+S3)

Suma directa

Subespais complementaris:
S1,8,cV compl. < S:1So=(B} A S;+S:=V

Suma directa d'un espai vectorial:
Suma directa: V=888, < 8:,S,cV compl.

Z
V=5,98, v Exemple
B v, [|Sz
\. S; / ] 7 v
o S T/

Unicitat dels vectors components:
V=S,6S;, < WDeV , q,eS; A IWeS; / U=U+,

Components segons els subespais: U, , Vg = U=(U,, UJ)

Projeccions sobre els subespais: p1=||U1l| , p1=/|U1l|

Suma directa d'un subespai:

S=5:8S; & S1N"S2={08} A S;+S2=S
(Exemple: en R3 tenim S=pla XY, S;=eix X i Sg=eix Y)
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e) PROBLEMES RESOLTS

2.1 CONCEPTE D'ESPAI VECTORIAL
Estructura d'espai vectorial

91. Pels escalars k;=5 i ko=-2 i pels vectors complexos V1=-1+2.i i

U2=4-3.i, comprova que es verifiquen les propietats distributives del
producte extern. :

Soluci6. Haurem de provar les dues propietats de distributivitat
escalar i de distributivitat vectorial.

DISTRIBUTIVITAT ESCALAR. I(k1+k2.).u=k1.u+k2.17|

Si per exemple U=V, trobarem cada costat per separat
(k1+k2).U1=[5+(-2)].(-1+2.i)=3.(-1+2.1)=-3+6.1
k1. U1+ko U0 1=5.(-142.1)+(-2).(-1+2.i)=-5+10.1+2-4.1=-3+6.1
Podries fer el mateix per Uz, que et donaria 12-9.. ‘

DISTRIBUTIVITAT VECTORIAL. [k.(u 1+U92)=k.U 1+k.U2|

Si per k agafem el kj=5 tindrem
{ k;.(U1+U2)=5.[(-14+2.1)+{4-3.1)]=5.(3-1)=15-5.i
ki .U1+k;.Ue=5.(-14+2.i)+5.(4-3.1))=-5+10.i+20-15.i=15-5.i
Per ko=-2 t'hagués donat -6+2.i.

En resum, en quedar els dos costats igual, queden comprovades
les dues propietats de distributivitat.

92. Demostra que el conjunt dels nombres racionals Q, amb les
operacions usuals, no és un espai vectorial sobre el cos dels nombres
reals R. Seria espai vectorial (R,+, .) sobre Q7?

Soluci6é. Comprovem en principi que (Q,+) té l'estructura de
grup abelid. Si agafem tres racionals qualssevol p,q, i r, tindrem:

() OPERACIO INTERNA: p+qe Q
Ex. (3/2).(5/4)eQ i (3/2)+(5/4)=11/4eQ
(II) COMMUTATIVA: p+Q=q+p
Ex. (3/2)+(5/4)=11/4 , (5/4)+(3/2)=11/4
(II) ASSOCIATIVA: (p+Q)+r=p+(q+r)
Ex. [(3/2)+(5/4)]+(7/6)=(11/4)+(7/6)=47/12
(3/2)+1(5/4)+(7/6)1=(3/2)+(29/12)=47/12




116 ALGEBRA VECTORIAL

(IV) EL. NEUTRE: 30eQ / VpeQ = p+0=p
Ex. (3/2)+0=(3/2)+(0/2)=3/2
(V) EL. OPOSAT: VpeQ , 3(-p)eQ / p+(-p)=0
Ex. (3/2)+(-3/2)=(3-3)/2=0/2=0

Pel que fa a la segona operaci6, el producte on el cos d'escalars
és el dels nombres reals, K=R.

(VI) OPERACIO EXTERNA: VkeR A VpeQ % k.pe@

Ex. Sik=\2 i p=3/2 = 3.V2/2¢Q

Com que no es compleix aquest axioma, resulta que l'estructura

(@.+..,R) [no sera un espali vectorial|

Canviem ara els papers i estudiem l'estructura (R,+,.,Q).

Es clar que [(R,+) és un grup abelid|, com ja s'ha estudiat en
algunes llicons anteriors. Fem la segona operacié.

(VI) OPERACIO EXTERNA: VkeQ A VpeR = k.peR (ja que RoQ)
Ex. Sik=3/2 A p=\2 = (3/2).V2eR
(VII) ASSOCIATIVITAT ESCALAR: kj.(ka.p)=(k;.k2).p on kj,koecQ
Ex. (3/2).16/4).\2I=[(3/2).6/91N2 =(15/8).\2
(VIII) DISTRIBUTIVITAT ESCALAR: (kj+kg).p=k).p+ks.p
Ex. [(3/2)+(6/9].\2=(8/2)N2+(5/4N2 =(11/4)~N2
(IX) DISTRIBUTIVITAT VECTORIAL: k.(p+q)=k.p+k.q on p,qeR
Ex. (3/2).002+\8)=(3/2) V2+(3/2).N8 =(9/2)N2
(X) ELEMENT UNITAT: 31eQ / VpeR = l.p=p
Ex. 1.(3/2)=(1/1).(3/2)=3/2

Pel fet d'haver-se verificat tots els 10 axiomes anteriors, resulta
que l'estructura |(R,+...Q) és un espai vectorial|

Pots comprovar que també ho serien (Q,+,.,.Q) i (R,+,..R).

93. Definim les segilients operacions interna i externa en R3 per
&y 2)+x\y'.z)=x+x', y+y', z+z) i k.(x.y,2)=(k2.x, k2.y, k2.z). Prova
que no és espai vectorial sobre R. Quin axioma falla?

Soluci6. Per a la primera operaci6 és ben facil comprovar que té
I'estructrua de grup abelid. Apuntem només els axiomes, ja que els
pots comprovar sense dificultat.

(. OPERACIO INTERNA: (x,y,2)+(x',y',z)e R3
(I) COMMUTATIVA: (x,y,2)+(x".y".z)=(x"y",z)+(x.y,2)
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(III) ASSOCIATIVA:

[(xy.2)+(x\y.2)]+x"y", 2")=(xy,2)+[(x".y".2")+(x",y",z")]
(IV) EL. NEUTRE: 3(0,0,0)eR3 / (x,y,2)+(0,0,0)=(x,y.2)
(V) EL. OPOSAT: 3(-x,-y,-z2)eR3 / (x.y,2)+(-x,-y,-z)=(0,0,0)

Per al producte definit per k.(x,y,2)=(k2.x, k2.y, k2.z) estudiem si
es verifiquen el axiomes corresponents,

(VI) OPERACIO EXTERNA:
VkeR A V(xy.2)eR3 = k.(xy,2z)=(k2.x, k2.y, k2.z)eR3
(VII) ASSOCIATIVITAT ESCALAR: si k,meR i U=(x,y,z)e R3, provem
que k.(m.U)=(k.m).U, partint del 1r costat i arribant al 2n,
k.(m.v)=k.[m.(x,y,2)]=k.(m2.x, m2.y, m2.z)=
=(k2.(m2.x),k2.(m2.y) k2.(m2.2))=((k2.m2).x, (k2.m2).y,(k2.m2).z)=
=((k.m)2.x,(k.m)2.y,(k.m)2.z)=(k.m).(x,y,z)=(k.m).v
(VIII) DISTRIBUTIVITAT ESCALAR: (k+m).U=k.U+m.U Trobem cada
cantd separadament i veurem que sén diferents
(k+m).U=(k+m).(x,y,2z)=((k+m)2.x, (k+m)2.y, (k+m)2.z) (1)
k.U+m.v=k.(x,y,z)+m.(x,y,2)=(k2.x, k2.y, k2.2)+(m2.x, m2.y, m2.z)=
=((k2+m?2).x, (k2+m2).y, (k2+m2).z}) (2)
Veiem que (1)#(2), ja que (k+m)2=k2+2.k.m+m2#k2+m2. Com
que no es compleix l'axioma (VIII), |no és un espai vectorial.

94. En R2 definim la suma usual (xy)+x'.y)=x+x', y+y) i el
producte per un escalar k.(x,y)=(k.y, k.x). Comprova que fallen dos
axiomes perqué l'estructura (R2,+, .) sigui un espai vectorial sobre R.

Solucié. Ja sabem que per a la suma usual el parell (R2,+) tindra
I'estructura de grup abelia. Estudiem, per tant, els axiomes per la
segona operaci6: k.(x,y)=(k.y;k.x)

(VI) Op. EXTERNA: si keR i (x,y)eR2 = k.(xy)=(ky k.x)eR2

(VII) ASSOCIATIVITAT ESCALAR: si k,meR i U=(x,y)eR2, analitzem
si k.(m.V)=(k.m).U. Trobem cada costat,

k.(m.v)=k.[m.(x,y)]=k.(m.y, m.x)=(k.(m.x), k.(m.y))=(k.m.x, k.m.y)

(k.m).v=(k.m).(x,y)=((k.m).y, (k.m).x)=(k.m.y, k.m.x)

Com que déna un resultat diferent, vol dir que \x(falla I'axioma
(VIID) i aixi ja no sera un espai vectorial.

Com que, segons l'enunciat, falla un altre axioma, continuarem,
doncs, estudiant els que segueixen.
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(VII) DISTRIBUTIVITAT ESCALAR: (k+m).U=k.U+m.U. Comprovem
que es verifica, partint del 1r costat i arribant al 2n,

(k+m).U=(k+m).(x,y)=((k+m).y, (k+m).x)=(k.y+m.y, k.x+m.x)=
=(k.y, k.x)+(m.y, m.x)=k.(x,y)+m.(x,y)=k.U+m.U

(IX) DISTRIBUTIVITAT VECTORIAL: si U=(x,y) i U'=(x',y’) provarem
que k.(U+U')=k.U+k.V'. Fem-ho trobant cada costat,

k.(U+0)=k.[(xy)+ (X' y)]=k.x+x', y+y)=(k.(y+y), k.(x+x)=

=k.y+k.y', k.x+k.x)

k.U+k.v'=k.(x,y)+k.(xy)=(k.y, kx)+k.y', kx)=(ky+ky', kx+kx) -

(X) ELEMENT UNITAT: la que ens ha de fallar ha de ser aquesta, ja
que és l'inica que ens queda per provar. Ens preguntem

JeeR / V(xy)eR? = e.xy)=(kxy) ?

Mirem-ho. Com que per definicié6 e.(x,y)=(e.y, e.x), haura de

passar que (e.y, e.x)=(x,y); és a dir, ey=x i ex=y.

Aillant la e en cadascuna, e=x/y i e=y/x. Igualant, x/y=y/x. Es a
dir, s'ha de verificar que x2=y2. Com que aix6 no sempre passa,

perqué (x,y) és un parell qualsevol, vol dir que |no es compleix x|

95. Prova que en els axiomes de la definici6 d'espai vectorial,
l'axioma de commutativitat per a l'operacié interna és innecessari, ja
que es dedueix dels altres.

Soluci6. Si U; i Vg sén dos vectors qualssevol de l'espai vectorial,
provarem que Uj+Ug2=U2+U; i ho farem partint de l'expressi6
(e+e).(V1+V32), on e és l'el. unitat del producte extern.

Aplicant primer l'axioma (IX) de distributivitat vectorial i
després el (VIII) de distributivitat escalar,

(e+e).(U1+Ug)=(e+e). U +(e+e).Ug=e.U +e.U1+e.Ug+e.Ug (1)
Si, en canvi, apliquem primer el (VIII) i després el (IX) tindrem
(e+e).(U1+V2)=e.(V 1+VU2)+e.(U1+U2)=€e. U +e.Ug+e. U +e.Ug  (2)
Igualant (1) amb (2), |
e.U1+e.Ui+e.Ug+e.Ug = e.Vj+e.Ug+e.U+e.Ug

En ser e l'element unitat del producte extern, e.U=U, VUeV. En
conseqiiéncia, tindrem
U1+U1+Uo+Ug = U1+Uo+U1+U9
Sumant a I'esquerra per l'oposat de U; (axioma (V)) i per la dreta
per l'oposat de Uz, que equivaldra a simplificar a l'esquerra per v i

a la dreta per U9, tindrem finalment .
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Base i dimensi6 d'un espai vectorial

96. Els vectors U1=(1,1,1), v2=(2,1,3), U3=(1,-2,4) formen un
sistema lligat. Quina és l'equaci6 de lligadura?

Solucib. Que els tres vectors {U1,V2,U3} formin un sistema lligat
vol dir que sén linealment dependents; és a dir, que un d'ells, per
ex. el U3, es pot posar en combinacié lineal de U; i V2. Per tant,

JA1.A2€R  / Uz=A1.Ui+Ag.Ug

Trobem aquests Aj i Ag substituint per les components,

(1,-2,4)=21.(1,1,1)+22.(2,1,3)

Multiplicant, sumant i igualant components, ens ha de quedar el
sistema format per les tres equacions,

A1+2.A2=1 (1) A1+ho=-2 (2) A1+3.22=4 (3)
Si ens quedem amb les dues primeres i les restem, (1)-(2), ens
quedara Ag=3. Substituint en (1), A1+2.3=1, d'on A;=-5.
Per tant, tindrem la relacié6 de dependéncia
U3= -5.U1+3.Ug
Passant-ho tot al 1r membre ens quedara l'equacié de lligadura

5.0; -3.Ug +U3 =0/,

97. Demostra que els vectors de l'espai U=(3,7,2), V2=(9,-2,5) i
Us=(-1,-4,-3) sén linealment independents.

Solucié. Una manera de fer-ho seria comprovar que no son
dependents; és a dir, que un d'ells no es pot posar en combinacié
lineal dels altres.

Ho farem, no obstant aixd, partint de la definici6 de sistema
lliure (o conjunt de vectors linealment independents),

A1.U1+Ao.Ug+A3.03=8 = A1=0, A2=0 A A3=0

Substituint cada vector per les seves components en aquesta
combinaci6 lineal nul-la,

21.(3,7,2)+A2.(9,-2,5)+A3.(-1,-4,-3)=(0,0,0)
Multiplicant, sumant i igualant components, ens quedara
[ 3M+9.02 A3=0 (1)
7.0 -2.A2-4.23=0 (2)
‘ 2.A1+5.22-3.A3=0 (3)

Observem que és un sistema homogeni, ja que sén nuls tots els
termes independents.
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Si el sistema de vectors ha de ser lliure, voldra dir que l'anica
soluci6 possible és que A1=A2=A3=0. En altres paraules, el sistema
anterior ha de tenir tinicament la “solucié trivial”. Recordem que,
perqué aixo passi, el determinant dels coeficients ha de ser
diferent de zero. Comprovem-ho.

39-1
7-2-4
25-3

En conclusié, Aj=A9=A3=0, i els tres vectors Ui, Ug i U3 formen

un sistema Ilture, per la qual cosa [s6n linealment independents]

=(18-35-72)-(4-60-189)=-89+245=156%0

98. Prova que els vectors U1=(1,-2,0), v2=(-3,0,2) i v3=(0,-1,3)
formen una base B de I'espai R3, provant en primer lloc que és un
sistema generador i després que és un sistema lliure. Busca també

les components del vector U=(11,-14,8) en aquesta base.

Solucié. Sabem que perqué {U;,Uq,U3} sigui una base, ha de
passar a la vegada que sigui un sistema generador i un sistema
lliure. Provem que efectivament és aixi.

SISTEMA GENERADOR. Donat un vector qualsevol U=(x,y,z) de R3,
hem de trobar tres coeficients, per exemple a, b i ¢, tals que
U=a.U;+b.Ug+c.U3
Substituint per les components de cada vector,
(x.y.2)=a.(1,-2,0)+b.(-3,0,2)+c.(0,-1,3)
Si, com sempre, multipliquem, sumem i igualem components,
ens quedara el sistema
a-3b = (1)
{-2.a -czy (2
2.b+3.c=z (3)

Per resoldre'l utilitzarem, per exemple, la regla de Cramer.
Trobem en primer lloc el determinant dels coeficients,

1-30
D=].2 0-1| =(0+0+0)-(0-2+18)=-16
023
Després calcularem els determinants de les incognites,
x-30
Dy=|y O0-1 =(0+0+3.2)-(0-2.x-9.y)=2.x+9.y+3.2
z23 ‘
I de la mateixa manera,
1x0 1-3x
Dp=1|-2 y ~1| =6.x+3.y+z De=1{-2 0 y|=-4x-2.y-6.z
0z3 02z
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Aplicant la regla de Cramer, podrem trobar les incognites

a= D, _ 2.x+9.y+3.2 b=Db - 6.x+3.y+z
D -16 D -16
c= D. _-4x-2y-6.z _ 2.x+y+3.2
D -16 8

En resum, per a cada vector de R3, U=(x,y,z) hem sabut trobar
tres coeficients a, b i ¢ tals que V=a.U;+b.Ug+c.U3. Per tant, el
sistema donat sera generador de R3.

SISTEMA LLIURE. La c. l. nul.la a.U1+b.U2+c.UV3=0 ha d'implicar que
a=b=c=0. Fixem-nos que podem fer servir els valors de a, bi c en
funci6 de les components x, y i z del vector. En aquest cas, com
que es tracta del vector nul, x=0, y=0 1 z=0. Substituint,

a=2.049.0+43.0 - _0__o
-16 -16

Facilment es veu que també b=0 i ¢=0. Aixi, doncs, el sistema
donat sera liure. En altres paraules, els tres vectors Uj, U2 i U3 s6n
linealment independents.

Concloem que |B={U 1,U2,U3} és una base de R3| perqué és sistema
generador i sistema lliure.

Per posar el vector v=(11,-4,8) en funcié d'aquesta base B,
substituirem x=11, y=-4 i z=8 en les expressions que s’han deduit,
a= 2.1149.(-14)+3.8 _22-126+24 _ -80 -5

-16 -16 -16
_6.11+3.(-14)+8 _ 9 c= 2.11+(-14)+3.8 _
B -16 8

D'aquesta manera |U=(5,-2,4)g|. Si es vol, es pot comprovar les

components anteriors segons la base B, només s'’ha de veure que es
compleix U=5.U01-2.U9+4.U3.

b 4

99. Siguin els conjunts de vectors de P3 segiients: Byj=(P1, P2, P3.
P4} i B2={q1, Q2. 43, G4} on p1=1, p2=2x, P3=3.x2, py=4.x3 , q,=2,
Q2=-2+%, Q3=1+x2 i g4=x3. Demostra que B) i B s6n bases. Calcula les
components de cada vector d'una base respecte a la de l'altra.

Solucié. El simbol P3 representa el conjunt dels polinomis de
grau més petit o igual que 3. Aquests vectors polinomis seran de la
forma p=a+b.x+c.x2+d.x3, o bé, simplificadament, p=(a,b,c,d).

Com que el vector p té 4 components, deduim que P3 és isomorf

a R% i, en conseqiiéncia, |dim(P3)=4
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PRIMER CONJUNT DE VECTORS. B1=({p1, P2, P3, P4}

Provarem que Bj és una base de P3, veient iinicament que els
vectors de B; son linealment independents, perqué si apliquem la
4a conseqiiéncia del teorema de Steinitz, com que la dimensié és
4 i hi ha 4 vectors en Bj, voldra dir que ja és sistema generador.

Partim de la “combinacié lineal nul.la”, on pg=0+0.x+0.x2+0.x3,
A1.P1+A2.P2+A3.P3+Ae.P4=Po
Substituint, obtindrem
A1.14A2.2.x+A3.3.%24+44.4.X3=0+0.x+0.x2+0.x3

Com que aquesta expressi6é s'ha de verificar per a qualsevol valor
de x, haurem d'identificar coeficients,

1A1=0 , 22X2=0 , 3A3=0 , 4.A4=0

Es a dir, A;=0 , A2=0 , A3=0 i A4=0. El conjunt B; sera,
doncs, un sistema lliure i com que apliquem el teorema de

Steinitz, resulta que [Bl sera una base de Psl.

SEGON CONJUNT DE VECTORS. Bo={q1, q2, (3, q4}
Fem exactament el mateix que a l'apartat anterior. Partim de
A1.41+A2.Q2+A3.43+A4.04=Po
Substituim, posant-ho en funcié de la indeterminada x,
A1.24A2.(-24x)+A3.(1+%2)+A4.x3=0+0.%+0.x2+0.x3
Ordenem el polinomi del primer costat,
(2.A1-2.A2+A3)+4. A2 x+A3.X24+)A4.X3=0+0.x+0.%x2+0.x3

Identificant coeficients ens quedara el sistema

2.01-2.02+A3=0 , 42A2=0 , A3=0 , A4=0

Directament ens resulta, A1=Ag=A3=A4=0. Aixi, el sistema By sera

lliure i, per Steinitz, ens resultara que |Bj és base de PQ

Ara calcularem les components de cada vector d'una base
respecte a l'altra base.

VECTORS DE LA PRIMERA BASE. P1, P2, D3, D4.

Sigui peP3, sera de la forma p=a+b.x+c.x2+d.x3. Expressem-ho
en funcié dels vectors de la base Ba,

P=A1.Q1+A2.02+A3.Q3+A4.Qs (1)
Substituint ens quedara
a+b.x+c.x2+d.x3=11.(2)+A2.(-24%)+A3. (1+x2) +A4.(x3)

Ordenant el segon costat segons els valors creixents de x, ens

quedara la igualtat de polinomis
a+b.x+c.x2+d.x3=(2.11-2.A2+A3)+A2. X+A3.x2+A4.x3
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Identificant coeficients, ens quedara el sistema en lambdes,
2.01-2.h0+A3=a , Ag9=b , Az=c i A4q=d
Substituint la 2a i 1a 3a en la 1a, 2.A1-2.b+c=a, i per tant deduim
que Aj=(a+2.b-c)/2. Substituint en (1) obtindrem
p=[(a+2.b-c)/2].q1+b.G2+c.Q3+d.qs (2)
Les components d'un vector peP3 segons la base By seran
p=((a+2.b-c)/2, b, ¢, d)2 (3)

Ara, com a cas particular de p, agafarem els vectors de Bj,
P1=1=1+0.x+0.x240.x3 = a=1,b=0,c¢=0 i d=0

Substituint en (3), [p1=(1/2, 0, 0, O)p2)|

Po=2.x=0+2.x+0.x240.x3 = a=0,b=2,c=0 i d=0
Substituint, |D2=(2, 2,0, O)le

P3=3.x2=04+0.x+3.x240.x3 = a=0,b=0,c=3 i d=0
Substituint, |p3=(-3/2, 0, 3, O)sg|

P4=4.x3=04+0.x+0.x244.x3 = a=0,b=0,c=0 i d=4
Substituint, [p2=(0, 0, 0, 42|

VECTORS DE LA SEGONA BASE. (1, Q2, 43, Q4.

El vector genéric peP3 donat per p=a+b.x+c.x2+d.x3 l'expressem
ara en funcié dels vectors de la base Bj,

P={1.P1+U2.P2+13.P3+14.P4  (4)
Posant-ho tot en funcié de la indeterminada x,
a+b.x+c.x2+d.x3=11). 1+119.2 x+}13.3.x2+14.4 %3
Identificant coeficients,
p1=a , 2.ue=b , 3.usz=c i 4.ug=d
Per tant, directament po=b/2 , usz=c/3 i ug=d/4.
Substituint en (4), p=a.p1+([b/2.).pa+{c/3).ps+(d/4).p4 (5)

D'aquesta manera, les components d'un vector qualsevol p, en
funcié dels vectors de la base Bj, seran

p=(a, b/2, ¢/3, d/4)g1 (6)
Particularitzant p pels vectors qi, G2, 43 i Q4 de la base Ba,
q1=2=2.1+0.x+0.x2+0.x3 = a=2,b=0,c=0 i d=0

" Substituint en (6), [q1=(2, 0, 0, O)p1]

De la mateixa manera trobaris lqz=(-2, 1/2, 0, O)Bll ,
l93=1,0,1/3, 01| 1 [84=(0.0, 0, 1/4)p1].
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100. Sigui I'espai vectorial (C2,+, .) sobre R, on C és el conjunt dels
nombres complexos i les operacions (+) i (.) sén les usuals. Demostra
que els vectors complexos U1=(1,1), Va=(1,i), U3=(,1) i Ug=(,-i)
formen una base B de C2. Quina és la dimensié de C2? Calcula també
les components del vector U=(2+3.i, -4+5.i) respecte d'aquesta base.

Solucié. Els vectors de l'espai vectorial (C2,+,.) estaran formats
per parelles de complexos i seran de la forma

U=(a+b., c+d.i) on a,b,c,deR (1=\/-_1)
Per veure que el conjunt B={V1,U2,U3,U4} és una base de C2,
provarem en primer lloc que és un sistema generador.
Haura de passar que
U=A1.U1+A2.U2+A3.U3+A4.U4 on A1,A2,A3,04€R
Substituint pels vectors corresponents,
(a+b., c+d.i)=A1.(1,1)+Ag.(1,i)+A3.0,1)+A4.(i,-1)
Multiplicant i sumant components,
(a+b.i, c+d.i)=(A1+A2+A3.i+Ag.1, A1+Ag.i+A3-Ag.1)
Identificant components,
AM+Ao+Ag.d+Agd=a+bd , Aj+Ag.i+Az-Ag.i=c+d.i
Agrupant parts reals i imaginaries,
(A1+A2)+(A3+Ag).i=a+bi , (A1+A3)+(Ao-Ag).i=c+d.i
Igualant les parts reals i també les imaginaries, ens quedara el
sistema de 4 equacions amb 4 incognites,
A1+Adg=a (1), Az+Ag=b (2), Aj+iz=c (3), Ag-Aq=d (4)

Resolem-lo sumant primer (1)+(2) i (3)+(4),
AM+Ao+Ag+hg=a+b ,  Aj+Agz+Ao-Ag=c+d

Restant aquestes dues tultimes,
2.04=a+b-c-d i, per tant, I?u4=(a+b-c—d)/a

Substituint en (2), Ag=b-A4=b- (a+b-c-d)/2=(2.b-a-b+c+d)/2
Per tant, |k3=(-a+b+c+d) / 2|

Substituint en (4), A2=d+Ag=d+ (a+b-c-d)/2=(2.d+a+b-c-d)/2
Obtenim, [Ap=(a+b-c+d)/2]

Substituint en (1), A;=a-Ag=a- (a+b-c+d)/2=(2.a-a-b+c-d)/2
Finalment, |A;=(a-b+c-d)/2]

Donat un U=(a+b., c+d.i)e C2, sabem trobar els A tals que
 U=A1.U1+A2.Ug+A3.U3+Aq.Ug
Aix0 voldra dir que el conjunt de vectors B={U;,U9,U3,U4} és un
sistema generador de C2.
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Provem que també B és un sistema lUiure. Partim doncs de la
combinaci6 lineal nul-la

A1.Uj+A0.Ug+A3.Ug+A4.U4=Ug on Ug=(0+0.i, 0+0.i)

Observem que podem trobar de seguida el Ay, ja que podem

substituir a=0, b=0, ¢=0 i d=0, en les expressions anteriors,
Ai=(a-b+c-d)/2=(0-0+0-0)/2=0

I també, directament, A9=0, A3=0 i A4=0.

Com que tots els coeficients sé6n nuls, el sistema sera lliure i,
com que ja hem provat que és generador, resultari que
B={U,U2,U3,l4} serd una base de C2

Pel fet que aquesta base esta formada per 4 vectors, ja podem
dir que la dimensi6 de l'espai vectorial és 4, |dim(C2)=4]|.

A continuacié, hem de posar el vector U=(2+3.i, -4+5.i) en
combinacié lineal dels vectors d'aquesta base. Evidentment, tenim
a=2, b=3, c=-4 i d=5. En conseqiéncia,

_2-3+(-4)-5 _-10__ _2+3-(-4)+5 _14 _
_-243+4(-4)+5 _9g _ _2+43-(-4)-5 _4 _
Ao 2 2 =1 M 2 2 =2

Es a dir, obtenim U=-5.01+7.Ug+1.U3+2.U4
Finalment, les components del vector U segons la base B sén

v=(-5.7.1,2)g].

101. Donat el vector v=(2,-1,3,-4)Bi, on Bi={V1,U2,U3,U4}. Calcula
les components del vector U en la base Be={U';], U'2, V'3, D'4} on es
verifiquen les relacions Uj=U'1+U'g, Ug=V";1-D'3, Ug=U'g+D'g4 i
U4=D'1+D'2+D'3+U'4.

Solucié. Com que U esta donat en la base inicial B; resulta
U=2.U1-1.U2+3.U3-4.Uy

Ara bé, si tenim en compte les relacions entre les dues bases i
les substituim en l'expressi6é anterior,
U=2.(U'1+U'9)-1.(U"1-1'3)+3.(U'2+D"4)-4.(U'1 +V'2+U'3+U'4)

Multiplicant i agrupant termes,
U=(2-1-4).0'1+(2+3-4).U'2+(1-4).0'3+(3-4).U'g

Com que U=-3.U'1+1.U'2-3.0'2-1.U'4, les components en Bf seran
lu=(-3,1,-3,-1)p{.




126 ALGEBRA VECTORIAL

102. En un espai vectorial tenim les bases By={v,Ug,U3}i
Br={U'1,U'2,U'3}, on les relacions entre elles sén U';=U1+2.U9+3.U3,
U'9=2.U01+4.U2+5.U3 i U'3=3.U1+5.U2+6.U3. Escriu la matriu de pas P i

la seva inversa. Si les components d'un vector U sén 2, 31 4,

respecte a la base inicial, quines seran les components respecte a la
base final?

Soluci6. Recordem que la matriu de pas P té per columnes les
components dels vectors de la base final Bf respecte als vectors de
la inicial Bj. Com que ja ens donen aquestes relacions, tindrem

' ( 12 3)
P=|1245
356

Per trobar la matriu inversa, podem fer-ho per adjunts, on la
inversa és definida per P-1=P'/IPI. Es a dir, la inversa és igual a la
transposada de l'adjunta, dividit pel determinant de la matriu.

Comencem, doncs, trobant el determinant, que haura de ser
diferent de zero, si volem que existeixi la inversa...

123
245
356
Calculem a continuaci6 els determinants adjunts,

IPl= =(24+30+30)-(36+25+24)=84-85= -1

[Prl= l4 5‘=_ =_|2 5’= = 12 4|=-2
nl=+ 5 6 1 I1Pial 36 3 IPi13l=+ 35
Pal=-|2 3|=3  Ipyl= 118|=3 1P 1=-|1 2|1
al=-|5 = [Paal=+[gg|=8 [Pasl=-| ¥
Part=+[2 3= -[1 3] -+ [12].
31l=+ 15 2 [Pgol 25 1 | P3gl=+ 21 0}

La matriu adjunta i la seva transposada seran

-13-2 -13-2
P={3-31 P'=13-31
-210 -210

Observem que han quedat iguals, ja que P és simétrica. Per tant,
com que el determinant és |Pl=-1, la inversa sera l'oposada

L [1-32
P'=|-33-1
2-10

Si ens fixem en les seves columnes, que representaran les
components dels vectors de la base inicial, Bj, en funcié de les
components de la base final, By, tindrem

V1=1.0'1-3.U'2+2.0'3 U2=-3.U'1+3.U'2-1.0'3 U3=2.U"'1-1.U0'9+0.U'3

Ens diuen que un vector U té de components 2, 3 i 4 respecte a
la base inicial Bi={V1,U2,U3}. Per tant,

v=(2,3,4)Bi=2.V1+3.U9+4.U3
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Substituint per les relacions deduides de la matriu inversa,
U=2.(0"1-3.U'2+2.D'3)+3.(-3.U'1+3.U'2-U'3)+4.(2.U0'1-U'9)
Multiplicant i agrupant,
U=(2-9+8).U"1+(-6+9-4).U'2+(4-3).0'3 = U=D'}-U'9+D'3

En conseqiiéncia, les components del vector v respecte a la base

final Bf seran |U=(1,-1,1)Bg|.

Podiem haver arribat a la mateixa conclusid, i d'una manera més
ordenada, fent servir el calcul matricial. Recordem les férmules

que ens passen les components de la base a les d'una altra,
X Xr: Xi X
Com que hem de passar de la base Bj a la By, farem servir la
primera,

X' 1-32)\/x1 1-321\/2 2-949 1
X'z -33-111X%2|=1-33-1[13 |=| -6+9-4 |=|-1
X'3 2-10/\xs 2-10/\4 4-3+0 1

Aixi, doncs, també |(U=(1,-1,1)Bf

103 Siguin les relacions U'1=U1-Ug, U'g=Ug+VU3 i U'3=U1+Us+U3 que
lliguen les bases Bi={U1,U9,U3} 1 B={U'1,U'2,U'3} d'un espai vectorial V.
A partir del vector genéric U expressat en la base inicial,
U=(x1,X2,X3)Bi, 1 en la final, U=(x'1,x'9,X'3)Bf, quines seran les
equacions cartesianes que ens permetran passar de Bj a Bf? I les de
pas de Br a B;? Aplica-ho després al vector V=(-4,6,3)p; en el primer
cas i a wW=(-3,4,-1)pr en el segon cas.

~ Solucis. Com que ja coneixem les components dels vectors de la
base final Bf en funcié de les de la inicial B;, posarem aquestes
components en columnes i ens quedara la matriu de pas,
101
P= (-1 11 )
011

De passada, i com que ens fara falta, trobarem la seva matriu
inversa, perd ara ho farem tot recordant el métode de Gauss-
Jordan, on hem emprat la regla del pivot,

101|100 101100 101
M={-111/010]=|012(110={012

011i001 0111001 00-1

100
110
-1-11
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En conseqiiéncia, la matriu inversa de P és
0-11
Pl= (-1-1 2)
11-1
Com que hem de trobar les equacions cartesianes que ens

permeten passar de B;j a Bf, podrem fer servir aquesta matriu,
perqué ja sabem que Xg=P-1¢X;.

En el nostre cas tindrem

X'y 0-11\/x1
X'9 -1-12 (%2
X' 11-1/\Xx3

Multiplicant les dues matrius i igualant els termes correlatius
tindrem el sistema

X'9=-X1-X0+2.X3 (1
X's= X)+X9 -X3

<X'1= Xz +X3

A partir de la matriu de pas P, i donades les coordenades finals,
podrem trobar les inicials, ja que Xf— X : X;=PeX,

X1 101)/x
XFI-11 1) X9
x3/ \011/\x'3

Multiplicant, sumant i igualant els termes correlatius, ens
quedaran les equacions cartesianes que ens permeten passar d'un
vector expressat en Br en el mateix vector expressat en B;.

{ X1=X"1 +X'3

Xg=-X'{+X'94X's (2)
X3= X'94X's

Si ens donen el vector U=(-4,6,3)p; voldra dir que coneixem les
components inicials x3=-4, x9=6 i x3=3. Per trobar les finals farem
~servir les primeres equacions cartesianes, (1),

X'1=-6+3=-3 , x'9=-(-4)-642.3=4 , x'3=-4+6-3=-1
Per tant, en funcié de la base final, sera .

Si, finalment, coneixem W=(-3,4,-1)ps, ja ens podem imaginar el
que donari en la base inicial. Comprovem-ho amb (2),

x1=-3+(-1)=-4 , xp=-(-3)+4+(-1)=6 , x3=4+(-1)=3

I, 16gicament, sera |W=(-4,6,3)gi].
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2.2. SUBESPAI VECTORIAL
Definici6 de subespai vectorial

104. En l'espai vectorial V=(R3,+, .) considerem els dos conjunts
A={v=[x,y.2) / x+y=1} 1 B={(x,y,2) / x,y.ze Ng}. S6n subespais de V?

Solucié. Si fem els dos dibuixos ja veurem de seguida que cap
d'ells no sera subespai vectorial de V:

El primer, perqué- sumant dos vectors d'origen el de
coordenades i extrem un punt del pla donat p: x+y=1, s'obté un
vector que no és en P.

El segon, perqué multiplicant un vector, que surt de O i acaba en
un dels punts aijllats del conjunt B, per un nombre real, ens pot
quedar un extrem que no sigui de coordenades naturals:

Provem-ho analiticament, fent servir les dues condicions perqué
un subconjunt S sigui subespai vectorial de V:

() VU1,U2eS = Ui+D2eS (I) VAeK A VUeS = A.UeS

PRIMER SUBCONJUNT: A={(x,y,z)eR3 / x+y=1}
Siguin U=(x],y1,21) i U2=(x2,y2,2z2) dos vectors de R3 tals que
pertanyin al conjunt A. Es complira, per tant, que
x1+y1=1 i Xo+y2=1
Formem la seva suma, U)+Ug=(x1+x2. y1+y2. z1+22) i ens

preguntem si pertanyera també al conjunt A. Es a dir, si la suma de
les dues primeres components sera igual a la unitat. Vegem-ho.

(x1+x2)+(y1+y2)=(x1+y1)+(x2+y2)=1+1=2
Com que el resultat és diferent de 1, no es compleix la primera
condici6 i, per tant, [A no és subespai vectorial de R3|.
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SEGON SUBCONJUNT: B={(x,y,z)eR3 / x,y,ze No}

Aquest subconjunt de l'espai esta format per infinits punts de
coordenades els naturals ampliats, Np={0,1,2,3,...}. Mirem si es
compleixen les dues condicions de subespai.

PRIMERA CONDICIO. Siguin, com abans, U1=(x},y1.21) i Ug=(X2,y2,22)
dos vectors de B. Aixi, les seves components compliran
x1,y1.z1€No 1 x2,y2,22¢No
Si fem la suma, U1+Uo=(x1+xX2, Y1+Y2. Z1+22). Aquest vector també

pertany a B, ja que la suma de dos nombres naturals és natural. Aixi
es compleix la la condicié.

SEGONA CONDICIO Si V=(x,y,z)e B, tindrem Xx,y,ze Ng. Ara multipli-
carem aquest vector per un nombre real A,
AU=A.(x,y,2)=(A.x, M.y, A.Z)
Perd aquestes components no sén necessariament naturals, ja
que per exemple si A=\2 i x=3 resulta que 3.\ 2¢ No. Com que no
es compleix la 2a condicié, tenim que |B no és subespai de R3|.

105. En l'espai vectorial V3={U=(x,y,z) / x,y.ze R} dels vectors de

I'espai, considerem els dos subconjunts de vectors A={U / x=y} i B={v
/ x=-y=z}. Quins d'ells sdn subespais vectorials de Vg?

Solucié. De les grafiques dels subconjunts donats de l'espai, un
pla i una recta que passen per l'origen de coordenades, es veu que
tots dos sén subespais vectorials.

\Z z
p

x/

Fixem-nos que tant la suma com l'homotécia de vectors dels
subconjunts també pertanyeran al subconjunt.
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Per variar, emprarem la condicié tnica per demostrar que un
subconjunt de V3 és subespai vectorial,

VA1,A2eK A VU1,U2eS = A1.Uj+Ag.U2eS
PRIMER SUBCONJUNT: A={(x,y,z) / x=y} o també A={(x,y,z) / x-y=0}
Siguin dos nombres reals Aj i A2 i dos vectors V1=(x1,y1,21) i
V2=(x2,y2,2z2) que pertanyen al conjunt A. Es complira
x1-y1=0 i x2-y2=0 (1)
Formem el vector combinacié lineal
=A1.U14A2.U2=A1.(X1,y1,21)+A2.(X2.y2,22)
Multiplicant i sumant,
U=(A1.X1+A2.X2, A1.y1+A2.y2, A1.Z1+A9.29)
Mirem si €s nul.la la resta de les dues primeres components,
x-y=(A1.x1+A2.X2)-(A1.y1+A2.y2) =M. (X1-y1)+A2. (x2-Y2)
Substituint per les condicions (1),
x-y=A1.0+A2.0=0
Per tant, UeA i aixi B& és un subespai vectorial de V3|.

SEGON SUBCONJUNT: B=((x,y,z) / x=-y=2z}
També podem posar B={(x,y.z) / x+y=0 A x-z=0}. Siguin els

vectors U1=(x1,y1.21) i V2=(x2,y2,2z2) que pertanyen al conjunt B. Es
compliran les condicions

“X14y1=0 , x1-21=0 , Xo+y2=0 , X9-29=0 (2)
Si fem la combinaci6 lineal U=A1.U01+A2.U2 tindrem
U=(A1.x1+A2.X2, A1.y1+A2.y2, A1.21+A2.22)
Igual que en l'apartat anterior, tindrem, aplicant (2),
X+y=...=A1.(X1+y1)+A2. (X2+y2)=A1.04+A2.0=0
X-z=...=A1.(X1-Z21)+A2.(x2-22)=A1.0+12.0=0
Com que U=(x,y,z) verifica x+y=0 i x-z=0, vol dir que UeB i,
finalment, podem dir que |B és un subespai vectorial de Vs].

106. Trobant les seves equacions cartesianes, comprova que el
subespal engendrat pels vectors U1=(1,2,3) i U2=(2,-1,1) és el mateix
que l'engendrat per w;=(3,2,5) i Wa=(-1,4,3).

Soluci6. Tenim el conjunt Ci=(v1,b2). El subespai engendrat per
ell estara format per totes les combinacions lineals possibles que
es poden formar amb aquests dos vectors. Es a dir,

S(C1)={eR3 / 3A1,A2eR A VU=A1.U14+Ao.Usg}




132 ALGEBRA VECTORIAL

Si v=(x,y,z) 1 substituim U) i U per les seves components,
(x,y.2)=A1.(1,2,3)+A9.(2,-1,1)
Operant, ens quedara el sistema d'equacions lineals,

A+2.22=x (1) , 2.A1-A2=y (2) , 3.A1+A2=z (3)
Eliminem A; i Az fent el sistema {(2),(3)} i substituint-ho en (1).
Sumem primer (2)+(3), 5.A1=y+z , A}=(y+z)/5. Substituint en

(3). ens quedara
Ao=z-3.\1=2-3.(y+2)/5=(5.2-3.y-3.2)/5- , Ag=(-3.y+2.2)/5
Substituint A1 i A2 en (1),
(y+2)/5 +2.(-3.y+2.2)/5 =x , y+z-6.y+4.z=5x , -5.y+5.z=5x

Simplificant i ordenant termes, obtindrem l'equacié cartesiana
del subespai S(C)),

-y+z=x , -x-y+z=0 |,

SEGON SUBESPAL S(Co)={WeR3 / 3Juj,n0eR A W=y} .Wi+lg.Wo}

Substituint, en la combinacié lineal anterior, cada vector per les
seves components, obtindrem

(x.y,2)=11.(3.2,5)+12.(-1,4,3)

Multiplicant, sumant i igualant components ens quedara el
sistema d'equacions lineals,

3.u1-po=x (1) , 2.p1+4.u0=y (2) , 5.u1+3.u9=z (3)

Sumant les dues primeres, 5.11+3.j12=x+y, observarem que el
primer costat és igual al de la (3). Per tant, x+y=z.

L'equaci6 cartesiana del subespai S(Cg) sera .

Queda comprovat, doncs, que els conjunts de vectors Cj i Co sén
equivalents, ja que generen el mateix subespai, S(C1)=S(Ca).

107. Sigui el conjunt S={Ae M2 / T(A)=0}, és a dir, el conjunt de les
matrius de segon ordre de traca nul.la. Demostra que S és un
subespai vectorial de Mg sobre R. Calcula després una de les seves
bases i digues la dimensi6. -

Soluci6é. Com ja sabem, la “tra¢a” d'una matriu és igual a la suma
dels elements de la diagonal principal. Aixi, el conjunt S és

_|[a b)e _ }
S= < (c d M, / a+d=0
Siguin Aj i A dues matrius que pertanyen a S. Tindrem

A1=( a1 by

_ . _ a2b2 _
Cldl) onaj+d;=0 i A2—(C2d2 on ag+ds=0
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Per veure que S és un subespai de Mg, aplicarem la condici6
VA1 A2eR , VA]LA2eS A A=A].A1+A2.A2 = AeS
Formem la combinacié lineal,
A=ll(a1 bl) Y (azbz =( ll.a1+7\Q.a2 7»1.b1+)‘2.b2
c1ds C2d2] "\ A1.c14hn.co Ardi#ha.da
Estudiem si la seva traca és zero,
T(A)=(A1.a1+A2.a2)+(A1.d14+A2.do)=A;.(a1+d1)+)A2.(ag+dg)
I com que les traces de A; i A2 s6n nul.les,
= T(A)=A1.0+A9.0=0
Deduim, doncs, que [S €s un subespai vecton'El de l'espai
vectorial de les matrius de segon ordre.

Trobem ara una base d'aquest espai vectorial. Com que en S es
verifica a+d=0, tindrem d=-a, i aixi les matrius de S es podran
posar en la forma,

b 10 01 00
a= (2 2)=a(5 3)+v{§ )+ <]
cal**0-1/*™Moo0)* 10
Simbolitzem aquestes noves matrius per
{10 {01 - (0 O)
= , Ag= =
Al(O-l =loo) ! #={10

Es clar que el conjunt B={A],A2,A3} és un sistema generador de
S, ja que es pot escriure A=a.Aj+b.Ag+c.A3, on A és una matriu
qualsevol de S.

També és un sistema liure, perqué per obtenir la matriu nul.la
A=0, que també pertany a S, ja que la traga és nul.la, ens resulta
que a=0, b=01i c=0.

En resum, {B=(A1,Ag,A3} és una base| del subespai S, i com que
esta formada per tres vectors, 1a seva dimensié sera [dim(S)=3|.

108. Sigui S={pePg3 / p(0)=p(1)}, on P3 és l'espai vectorial de
polinomis d'indeterminada x i de grau més petit o igual que 3.
Demostra que S €s un subespai vectorial donant una de les seves
bases i la dimensi6.

Solucié. Un polinomi de P3 és de la forma p=a+b.x+c.x2+d.x3, on
a,b,c,d sé6n nombres reals. Si el polinomi pertany a S voldra dir que
coincideixen els seus valors numeérics resultants de substituir la
indeterminada x per O i per 1, respectivament.

Tenim S={peP3 / p(0)=p(1)} o també S={peP3 / p(0)-p(1)=0}.
Provem que S és un subespai vectorial de P3.
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Si p1,P2€S s’hauran de complir les condicions de definicié
P1(0)-p1(1)=0 1  Pp2(0)-p2(1)=0
Sigui ara el polinomi p=A1.p1+A2.P2, on A1,A2e R. Hem de provar
que també peS, és a dir que p(0}-p(1)=0. Efectivament,
P(0)-p(1)=[A1.p1(0)+A2.p2(0)]-[A1.P1(1)+A2.p2(1)]=
=A1.[p1(0)-P1(1)]+A2.[P2(0)-P2(1)]=A1.0+A2.0=0

Aixi, doncs, IS €s un subespai de P3|.

Trobarem una base de S, partint del polinomi p de P3,
p=a+b.x+c.x2+d.x3 on a,b,c,deR (1)

Si pe S haura de passar que p(0)-p(1)=0 i com que aquests valors

son p(0)=a i p(l)=a+b+c+d, tindrem a-(a+b+c+d)=0 , -b-c-d=0 ,
d'on d=-b-c. Substituint en (1),

p=a+b.x+c.x2+(-b-c).x3 = Pp=a.l+b.(x-x3)+c.(x2-x3)

Si anomenen [p1=1| , |p2=x-x3l i [[13=x2-x3] , tindrem
P=a.p1+b.p2+c.p3 (2)
Observem que els tres polinomis pertanyen a S, ja que
P1(0)-p1(1)=1-1=0 P2(0)-pP2(1)=(0-03)-(1-13)=0-0=0
p3(0)-p3(1)=(02-03)-(12-13)=0-0=0

A més, de (2) es dedueix que B={p1,P2,P3} formen un sistema
generador. També formen un sistema liure, ja que per a la
combinacié lineal nul.la tindrem’

a.p1+b.po+c.ps=po on Pp=0+0.x+0.x2+0.x3
Substituint i operant tindrem
a+b.x+c.x2+(-b-¢).x3 = 0+0.x+0.x2+0.x3
Identificant components\es veu clarament que a=b=c=0.

En conseqiiéncia, |B={pjf,p2,p3} €és una base de S]. Com que

consta de tres vectors, deduim que [dim(S)=3].

Subespais intersecci6 i suma

109. Siguin en l'espai R% els subespais S1={(x,y,z,t) / x+t=y+z},
So={(x,y.z,t) / x+2z=y , x=y}. Calcula una base i la dimensi6 de S; i Sg.
Troba S1NSg i S14+S2, com també les seves dimensions i una base de
cadascun d'ells. Comprova també la férmula de Grassmann.
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Soluci6. No cal provar que S i Sg s6n subespais de R4, perqué ja
ens diuen que ho sén. Trobem una base de cadascun, partint d'un
vector genéric de R%,

v=(x,y,z,t}) on xy,z,teR (1)

PRIMER SUBESPAI. S;={(x,y.z.t} / x+t=y+z}. Aillant t en la condicié
d'aquest subespai vectorial, t=-x+y+z, i substituint en (1),
U=(x,y,z,-x+y+2)=(x,0,0,-x)+(0,y,0,y)+(0,0,z,2)
Traient factor comu, V=x.(1,0,0,-1)+y.(0,1,0,1)+2(0,0,1,1), i si
anomenem
lw1=(1,0,0,-1)| |w2=(0,1,0,1) |ws=(0,0,1,1)|

tindrem U=x.Wi+y.Wa+z.W03 (2)

Fixem-nos que Wj,Ws,W3eS], ja que compleixen la condicié “la
suma de les components extremes és igual a la de les mitjanes”.

Per tant, de (2) ja veilem que aquests tres vectors formen un
sistema generador de S;.

També formen un sistema liure ja que de x.W1+y.Wo+z.103=0, si
substituim ens queda, (x.y,z,-x+y+2)=(0,0,0,0), d'on x=y=2=0.

Deduim, doncs, que |B1={w1,w2,w3} és una base de Sll i com que

té tres vectors, |dim(S1)=3]|.

SEGON SUBESPAL So={(x,y.z.t) / x+2.z=y , x=y}. De la 2a condici6
tenim, y=x, que substituida en la 1a déna x+2.z=x , 2z=0 , z=0.

Si el vector Ve Sg sera de la forma

v=(x,x,0,t)=(x,%x,0,0)+(0,0,0,t)=x.(1,1,0,0)+t.(0,0,0,1)

Si anomenem W4=(1,1,0,0) i Ws=(0,0,0,1) tindrem

U=x.W4+t.Ws (3)

Com que tant W4 com W5 pertanyen a Sg, perqué x=y i z=0,
deduim de (3) que formaran un sistema generador de Sg. També
sera un sistema lUiure, ja que

x.Wy+t.W5=0 = (xx,0,t)=(0,0,0,0) = x=t=0

Concloem que |B2={w4,w5] és una base de S2| i la seva dimensi6

és |dim(S2)=2|, ja que la base consta de dos vectors.

Calculem el subespai interseccié, S1nS2. Si V=(x,y,z,t} és un
vector que pertany al conjunt interseccié, voldra dir que pertany a
la vegada a Sj i a Sg. Haura de complir les condicions de cadascun
d'ells, que sén

S1: t=-x+y+z So: y=x 1 z=0
Substituint les dues ltimes en la 1la, t=-x+x+0 , t=0. Per tant,
els vectors de la intersecci6 hauran de ser de la forma

V=(x,x,0,0)=x.(1,1,0,0)=x.104
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Clarament, [B3={u14} €s una base de slnsﬂ i la seva dimensié és
dim(S1nSg)=1].

Trobem el subespai suma, S1+S2, que esta format per tots els
vectors de la forma U=U1+Ug2, on U;eS; i Uge Sa. Com que
Ui=A1.Wi+Ao Wo+d3. W3 i  Ug=Ag.W4+A5.Ws5
Substituint, ens quedara
U=A1.W1+A2.Wo+A3.W3 + A4.W44A5.Ws

Deduim d'aquesta expressi6 que {W;,Ws,W3,W4,Ws} sera un
sistema generador de S;+S2. Es clar que ens sobren vectors,
perqué estem en l'espai R¢.

Trobarem un sistema Uiure aplicant el métode de reduccié de
Gauss. Esquematicament, resulta

100-1 100-1 100-1 100-1
0101 0101 0101 0101
M=1oo11|=|0o011|={0011]|=|l0o011
1100 0101 0000 0001
0001 0001 0001 0000

Com que el rang d'aquesta matriu és p(M)=4, voldra dir que els
4 primers vectors, que sén precisament Wi, W, W3 iWs , seran
linealment independents, és a dir, formaran un sistema Hiure, i
com que encara continuen essent sistema generador, tindrem que

[B4={w1.w2,w3 i Ws} és una base de Sl+§2| i que la seva dimensié
és |dim(S1+S2)=4] '

Finalment, comprovarem la férmula de Grassmann, que ens diu
|dim(S ) +dim(Sg)=dim(S 1S5 +dim(S+5,)|
En efecte, substituint, 3+2=1+4 , 5=5.

110. Troba el subespai Sa que és complementari del subespai

S1={lx, y, x-y, -y)Je R4}, calculant primerament una base de S i
ampliant-la després fins a obtenir una base de R4.

Soluci6. Partim del vector genéric U=(x,y,x-y,-y)e S1, i deduim
una base d'aquest subespai vectorial,

U=(x,0,x,0)+(0,y,-y,-y)=x.(1,0,1,0)+y.(0,1,-1,-1)
Anomenant, V;=(1,0,1,0) i U9=(0,1,-1,-1), ens quedara
U=x.U1+y.Ug (1)
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Es clar que lB1={Ul.u2} és una base de Sll. ja que els dos vectors
formen un sistema generador de S; i s6n linealment independents.

Com que la dimensié de S; és (dim(S;)=2| i la de l'espai

vectorial és dim(R4)=4, voldra dir que a més dels dos vectors de la
base B1, ens en faltaran 2 més per aconseguir una base de R%.

Els possibles candidats sé6n, logicament, els de la base candnica,
ja que sén els més senzills. Tenim B={e;,e3,€3,84}, on
e;=(1,0,0,0) , e=(0,1,0,0) , e3=(0,0,1,0) , e4=(0,0,0,1)
Expressem el vector U; en funcié d'aquesta base,
v=(1,0,1,0)=(1,0,0,0)+(0,0,1,0) = U =e;+ez (2)
Aillant ey, tindrem ej;=U;-es.
Aixi, substituint en la base canénica
B={u;-es, eq, €3, e4}
Sumant al 1r vector el 3r ens quedara la nova base de R4,
[B=(1, €2, €3, eyl

Posem també el vector Ug en funcié de la base anterior,
Uo=A1.U14+A2.80+A3.83+ 4.84 (3)
Substituint per les seves components,
(0,1,-1,-1)=21.(1,0,1,0)+A2.(0,1,0,0)+A3.(0,0,1,0)+24.(0,0,0,1)
Operant, ens quedara el sistema
A1=0 , Ag2=1 , Aj+Az=-1 , Ag=-1
Substituint A1=0 en la 3a queda Ag=-1. Substituint en (3),
Uo=0.V1+1.eg-1.€3-1.84 = Ug=€9-€3-€4
Aillant e9 tindrem, €9=Ug+€3+84 i substituint en la base B',
B'={v1, Ug+83+84 , €3, €4])
Si al 2n vector li restem el 3r i el 4t ens quedara la nova base
|B'={v1, o, €3, 4l

Encara que no és necessari, podem veure de seguida que B" €s
una base de R%, ja que esti formada per 4 vectors que sén
linealment independents perqué la matriu formada per ells, en
estar escalonada, té de rang 4,

.._‘O

M=

OO -
(el _Nel

1
-1-
1

Q

0001

De les bases B"={U1, Ug, €3, €4} de R4 i B1={v1, U2} de S;, podem
deduir la base del subespai complementari, que estara formada pel
conjunt complementari de B; en B"; és a dir,
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D'aquesta manera, el subespai complementari de S; en R4 sera
So={VeR% / 3\, A2eR A U=7~1.83+7»2.em

Expressem-lo en l'equaci6 cartesiana, substituint els vectors per
les seves components,

(x,y.z,t)=11.(0,0,1,0)+15.(0,0,0,1) = (x,y.2,t)=(0,0,A1,A2)
Igualant components, x=0, y=0, z=A] i t=Ag.

Com sempre, les dues primeres components sén nul.les i les
dues ultimes poden ser qualssevol. Els vectors de Sg seran de la

forma U=(0,0,z,t).

L'equacid cartesiana és So=((x,y,z,t)eR% / x=0 A y=(ﬂ.

Hem de comprovar que la suma dels dos subespais és suma
directa, S1®S2=R#*. S'hauran de complir les dues condicions:

1) PRIMERA CONDICIO: |S11So={08}

Si U=(x,y,z,t}e S1NSg, voldra dir que Ve S; i també Ve S,. Aixi es
compliran les condicions de les seves equacions cartesianes,
Si: z=xy i t=-y Sg: z=0 i t=0
Substituint la 4a en la 2a tenim y=0. Substituint en la la ens
quedara x=0. En resum, 1'anic vector que pot pertanyer a la vegada
a Sy ia Sy és el de components nul.les, és a dir, U=0.

2) SEGONA CONDICIO:

Aquesta condicié es compleix trivialment per la construccié que
hem fet de les bases. '

Aixi, doncs, només ens queda dir que, en complir-se les dues

condicions anteriors, lla suma és directa, S1®So=R%4|.
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f) PROBLEMES PROPOSATS

2.1 ESPAIS VECTORIALS

Estructura d'espai vectorial

111. Comprova que els vectors polinomi de primer grau v;=2x-3,

U2=-5x+6 i U3=7x-1, compleixen la propietat associativa per a la
suma.

Sol. (UV1+U9)+U3=...=4.Xx+2.

112. En R2 es defineixen les operacions de suma (+) i producte
per un escalar () per (xy+x'y)=x+x', y+y) i k.(x,y)=(0, k.y). Es
l'estructura (R2,+, .) un espai vectorial sobre R? Justifica la teva
conclusid.

Sol. No, falla I'axioma (X) d'element unitat.

113. Sigui el conjunt V={zeR / z=x+y.\/5 , X,ye Q}. Definim en V
l'operacié de suma (x+y.\/ 2)+(x'+y'.\/§)=(x+x’)+(y+y').\/5 i de
producte per un escalar k.(x+y.\f§)=(k.x)+(k.y).\/§. Es (V,+, .) un
espai vectorial sobre Q? I sobre R? :

Sol. (V,+, ., Q)=esp. vect. , (V,+, ., R=No E.V. (k.xeQ).

114. En el conjunt ¥={f: R—»R / f=aplicacid}, és a dir el conjunt de
les funcions reals de variable real, definim les operacions de suma
(f+g)(x)=f(x)+g(x) i de producte per un escalar (k.f){x)=k.f(x).
Demostra que (F,+, .) és un espai vectorial sobre R.

Sol. Aplicar axiomes , el. neutre fp(x)=0 , VxeR.

115. Sigui V=(Z/2)x(Z2/2) i K=Z/2, on Z/2 és el cos de les classes
residuals modul 2. Comprova que l'estructura (V,+, .), on (+) i () s6n
les operacions usuals, és un espai vectorial sobre K. Fes les dues
taules pitagériques.

Sol. Comprova tots els 10 axiomes.
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Base i dimensi6é d'un espai vectorial

116. Determineu els parametres m i n de manera que els vectors
de R4, 11=(3,-2,-1,3), v2=(1,0,2,4) i U3=(11,-6,m,n) siguin vectors
linealment dependents i escriu la relacié de dependéncia.

Sol. m=1, n=17, 3.U1+2.Ug -U3=0.

117. Si A és el conjunt de les matrius de segon ordre, comprova
que sén independents les matrius:

10 J11) ; 01
H"(o 1) : B"(lo) it oo)

Sol: A1.A+A2.B+A3.C=B8 = Aj=Ap=A3=0.

118. En l'espai vectorial dels polinomis de grau més petit o igual
que 3, P3, sobre el cos dels nombres reals, considerem els polinomis
P1=1, P2=1+x, P3=(1+x)2 ip4=(1+x)3. Prova que aquests vectors
formen una base B de P3 i digues la dimensi6. Calcula també les
components del polinomi p=-4-4.x+x2+2.x3 en aquesta base.

Sol. dim(Pg)=4 , p=(-1, O, -5, 2)g.

119. Demostra que si el conjunt de vectors B={u, U, w} forma una
base d'un espai vectorial V, també B'={u+U, U+W, U+W} constituira
una base de V. Inventa't després tres vectors que formin base i
comproba que les seves sumes binaries també seran base.

Sol. Sp. A1.(U+U)+...=8 = A;=...=0
dim(V)=3 4a cons. teor. Steinitz = B'=base.

120. Considerem l'espai vectorial (V,+, .) sobre Q on el conjunt V

esta definit per V={v / U=a+b.\/§+c.\/—§ , a,b,ce Q}. Quina és la base
canodnica d'aquest espai? Quina és la seva dimensi6?

Siguin els tres vectors donats per U1=3+4.\/—2_+ 3, U2=2+6.\/§+\[§
i U3=5+2.\/§+3.\/§. Comprova que B={U;,U9,U3} és una base de V i

calcula les components del vector Ww=9+4.v2+4+3 respecte
d'aquesta base.

Sol. Be={1,Y2,Y3}, dim(V)=3 , B=S_ , w=(2,-1,1)p.
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121. Les components d'un vector U sén (1,2,1) referides a la base
Bi={U1,U2,U3}. Calculeu les seves components respecte de la base
Br={U';1, U'2, U'3}, sabent que V'1=3.U01+2.U2-Ug, U'2=4.U1+Ug+U3 i
U'3=U1-Us.

Sol. Xg=P-1eX; , v=(-1/5, 4/5, -8/5)Bs.

122. Siguin les bases Bi={U1,U2,U3,U4} i B={U'1,0'9,0'3,U'4} d'un
espai vectorial V i siguin les relacions V'1=U1+Uo+U3+Ug4, U'2=U1+
+2.U2+2.U3+2.U4, U'3=U1+2.U2+3.U3+3.U4 i U'1=U1+2.U2+3.U3+4.U4.
Donat el vector U=(1,-2,3,4) referit a la base inicial Bi, calcula per
mitja de matrius les seves components respecte a la base final.

2-100
-10
-12-1
-11

Sol. P

T

i
p—
0

1111
1222

, U=(4,-8,4, 3
1233 (4.-8,4,1)ar
1234

2.2, SUBESPAI VECTORIAL
Definici6é de subespai vectorial

123. Estudia si el vector U=(2,14,-34,3) de V=(R%,+, .) pertany al
subespai generat pels vectors U1=(1,4,-5,3) i U3=(1,2,3,4).

Sol. Si, V=5.V1-3.Us.

124. En l'espai vectorial Vo={U=(x,y) / x,yeR} dels vectors del pla,
determina quins dels segiients subconjunts A={(x,y) / x+y=0} i
B={(x,y) / x-y=1} constitueixen un subespai vectorial de V.

Sol. Només A.

125. Donats els tres vectors de R4, v;=(1,-1,0,0), v2=(1,1,0,1) i
U3=(2,0,1,1), el subespai S generat per ells estara format pels
vectors U=(x1,x2,X3,x4) tals que U=A].U;+A2.U2+A3.U3. Podries deduir
quina és I'equaci6 cartesiana d'aquest subespai S?

Sol. Subst. i eliminar les A. xj+x9-2.x4=0.
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126. Considerem el subespai S generat pels vectors U;1=(1,0,0),
Uo=(1,2,1) i U3=(0,1,1/2). Troba en primer lloc una base de S i la
seva dimensié. Calcula també les equacions parametriques i
cartesianes de S.

Sol. B={v,U2}, dim(S)=2 , Eq. par. x=A1+A2, y=2.A2, z=A2.
Eq. cart. y-2.z=0.

127. En l'espai vectorial R3 considerem els subconjunts de vectors
donats per Sk={(x,y.z) / 2x-3y+4z+k=0 , keR}. Quin sera el valor que
haura de tenir k perqué el subconjunt Sk sigui un subespai vectorial
de R3. Troba una de les seves bases i digues la dimensié d'aquest
subespai vectorial.

Sol. k=0 Sp sub.esp. B: U1=(2,0,-1), U2=(0,4,3), dim(Sg)=2.

128. Sigui el subespai S engendrat per les aplicacions f)(x)=eX,
fo(x)=eX i f3(x)=(eX - eX)/2. Busca una base d'aquest subespai.
Dibuixa també les tres funcions donades per mitja de taules de valors
i comprova el resultat a partir d'aquestes mateixes taules.

Sol. f1x)=eX, fo(x)=eX,

Subespais interseccid i suma

129. Comprova que sén complementaris els dos subespais de RS,
S1={(x,y.z) / 2x-3y=z} i Sg={(x,y.z) / x+2y+z=0 , x=3y}. Interpreta
geométricament cadascun d'aquests dos subespais.

Sol. S1NS2={B}, S1+S2=R3, S1=pla, Sg=recta (passen per O)

130. Prova que els subespais Sj, generat per Wi=(1,1,1), i £l So,
generat per Wo=(1,0,0) i W3=(0,0,-1), s6n complementaris en R3. Si
U=(7,5,3) és un vector de RS, calcula les seves components U1eS; i
Uge So, tals que U=Uj+Us. Troba les seves projeccions sobre S; i Sg.

Sol. S1N"S={8}, S1+S2=R3 , U;=(5,5,5), U2=(2,0,-2)

p1=5.\/§ , p2=2.\/—§.
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PROVA D'AUTOAVALUACIO

PROBLEMES PARAMETRITZATS

Presentem a continuacié una série de dotze problemes que, com
és logic, no abasten la totalitat de I'amplia gamma d'exercicis que es
"podrien proposar. Tots aquests problemes de calcul vectorial i espais
vectorials depenen d'un parametre “a”, que pot valer 1, 2, 3 o 4. Per
a cadascun dels valors anteriors s'obté una resposta diferent entre les
vuit possibles donades.

En els segients problemes parametritzats, substitueix en primer
lloc el parametre a pel valor que desitgis entre 1, 2, 3 o 4, resol el
problema, escull l'opci6 correcta 1 després fes una creu al quadre de
respostes:

Cilcul vectorial

1. Siguin els dos vectors U1=(a, a+1, a+2) i U=(10-a, 9-a, 8-a). Calcula
les seves normes i el seu producte escalar. Si després trobes l'angle
que formen t'ha de donar aproximadament:

A) a=23°49' B) a=25°13' C) 0=18°32' D) a=21°52'
E) a=31°04' F) a=19°17" G) a=28°02' H) a=16°35'

2. Els dos punts de l'espai Pi(1, 2, 3) i Pa(12/a, 3.a, 8-a) determinen
un vector, el qual, com saps, forma amb els eixos coordenats tres
angles anomenats inclinacions. La suma S d'aquests angles és:

A) S=150°52' B) S=175°45' C) S=160°37" D) S=155°28"
E) S=165°26" F) S=185°13'" G) S=170°08' H) S=180°00

3. En un segment PP del pla s'ha realitzat una particié de constant
k=(a+1)/{a+2), obtenint el punt P(60, 2.a+3). Si se sap que el punt
origen és Pj(a+1, a+2), llavors el punt extrem P2 haura de ser:

A) Po(74, 10) B) P2(93, 5) C) P2(85, 7) D) Po(71, 12)
E) P2(72, 11) F) P2(79, 8) G) P2(76, 9) H) P2(89, 6)

4. Donats els vectors de l'espai V1=(a+l, a-2, a+4), UVz2=(a-3, a, a-1) i
U3=(a+3, a-4, a+2), troba el vector “doble producte vectorial” donat
per W=(U1AU2)AVU3. La seva norma w=||W]|| té un valor aproximat de:

A) w=152'71 B) w=289'29 C) w=106'86 D) w=48'35

E) w=27'93 F) w=182'10 G) w=64'42 H) w=230'14
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8. Un dipésit d'aigua en forma de paral-lelepipede té per arestes els
vectors de l'espai U1=PgP1, U2=PgP2 i U3=PgP3, on els quatre vértexs
son Po(l, 2, 3), Py(a+8, 2a+2, 2a+3), Pa(7, a+l1, 9) i P3(9, 10, a+4).
Calcula el seu volum Vp per mitja del calcul vectorial. Es vol canviar
la forma del dipdsit a una en forma de cub que ocupi el mateix volum.
L'aresta o costat x d'aquest cub sera:

A) x=8 . B) x=9 C) x=6 D) x=5
E) x=2 F) x=7 QG) x=3 H) x=4

6. Els punts de l'espai P(1,2,3), Q(a, a-1, a+1) i R(3a+1, 2a+2, a+3)
-{formen un triangle. Per mitja del calcul vectorial troba l'area del
triangle i la longitud de la base PQ. Llavors el valor aproximat de
I'altura h baixada des del vértex R sera expressada per

A) h=7'348 B) h=8'327 C) h=2'9 D) h=3
E) h=6'148 F) h=4'72 G) h=9 H) h=5'5654
Espais vectorials

7. En l'espai R* tenim dos sistemes de vectors Si={U;, Ug, U3, U4} i
So={ll], Wy, W3, Wy}, on aquests vectors son:

v1=(-8, 1, -4, 2) w;=(-2, 8, 4, -3)
V2=(3, -7, 6, -5) wo=(-6, 5, -1, 7)
U3=(a2-3.a+7, 6, -2, 3) Ww3s=(4, 3, a2-6.a+13, -10)
V4=(-2, a2-4.a-10, 8, -8) wy=(-2, 11, 9, a2-3.a-11)

Si utilitzes el métode de reduccié de Gauss per calcular els rangs
r] i rg dels dos sistemes S; i S, obtenint aixi el maxim nombre de
vectors linealment independents, et resultara respectivament:

A)2i3 B)3i4 Cl4i4 D)3i2
E)4i2 F)3i3 G)2i4 H) 413

8. Considerem el subespai de les matrius de segon ordre de termes
reals i tals que el terme agg és nul. Siguin també les matrius

=-{al _[1-a _[2 4
A"(z ol A2'(4 o) ! A“"(ao

Comprova que la nova matriu A de termes aj;=a2, ajo=-(a2-3.a+7).
ag1=a2+5.a+2 i ag2=0 és combinaci6 lineal de les matrius anteriors; és
a dir, troba els coeficients A1, A2 i A3 tals que A=A].A1+A2.A2+A3.A3.

Quant valdra la suma S d'aquests coeficients?
A) S=2 B) S=1 C) S=10 D) S=8
E) S=6 F) S=0 QG) S=4 H) S=7
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9. Siguin les dues bases Bi={V], Ug, U3} i Bf={U'], U's, U'3} d'un espai
vectorial V, on es verifiquen les relacions Uj=a.Uv'1-2.U0'9+(a+1).U’'3,
Uo=(5-a).U'1+(2-a).0'2+3.U's i V3=4.U'1+(a-1).U'9+(3-a).U'3. Si sabem
que en V les components de dos altres vectors Wi i Wq respecte a la
base inicial Bj sén W;=(2, -3, 1)p; i W2=(3, 1, -2)p;, quines seran les
components dels vectors respecte a la base final W';=(x;, y1, z1)Bf i
W'9=(xg, y2, z9)Bf ? Quin sera el producte escalar P=1U';ell'9 ?

A) P=-47 B) P=-14 C) P=3 D) P=-25
E) P=-8 F) P=26 G) P=0 H) P=12

10. En R4 tenim quatre conjunts formats pels vectors U=(x,y,z.t) que
vénen definits per les seves equacions Cjp: (2-a).x+(1-a).y+3.z+4.t=0,
Ca: 3.x+y+(a-1).z+(a-3).t=a, C3: 2.x+5.y+(a+2).z+(a+4).t=2.a i finalment
C4: (4-3).x+(3-a).y+2.z+3.t=0, . Quins d'ells sén subespalis vectorials de
R4? Troba el subespai interseccié S d'aquests subespais. Veuras que
la seva equacié és de la forma z=m.x+n.y , t=p.x+q.y. Quant valdra el
valor de la constant K=(m+n)-(p+q)?

A) K=20 B) K=24 C) K=22 D) K=16

E) K=26 F} K=18 G) K=30 H) K=28

11. Considerem els subespais S,TeMg definits per
s=l(™ ) / n= i T={( m' n’ ) / m'=a.(n'+ ')}
{(p q) p} P’ q P

Si calcules el subespai interseccié, SNT, veuras que una possible
base és de la forma

- lfan 1 0 o)}
BEAD= {11 o ) ‘o1
Quant valdra el terme aj;?
A) a;1=3 B) a;1=8 C) a;=2 D) aji=1

E) aj1=7 F) a;1=6 G)aj1=4 H) aj1=5

12, Siguin les dues bases Bj={v], vg, v3} i Be={v'], ¥'g, v'g} d'un espai
vectorial, on els vectors estan relacionats per les equacions:
V'i=vV1+a.ve-2.v3y , Vio=vp i V'z=-v]+Vo+v3

Emprant la matriu de pas P i sabent les components d'un vector
v=(1,2,3) respecte a la base inicial Bj, calcula les components x'1, X9
i x'3 d'aquest vector respecte a la base final By. El valor de x'9 sera:

A) x'9=15 B) x'2=13 C) x'9=21 D) x'9=11

E) x'9=19 F) x'9=25 G) x'9=17 H) x'9=23
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QUADRE DE RESPOSTES:

AEE [ BEE
EIOE | BOE
FE | HeE

EEE
BIOE
FE

EEE
EIO&]

EEE
DO
el =

EEE
B0
FEE

EEE
RO

HEE
BlOM&
=

Després de resoldre
tots els problemes,
fes una creu a
les respostes que
consideris correctes.

Si creus que la resposta
no figura entre les vuit
donades, posa la creu
al cercle central.

[¥][c] [u]

9]

blOI[E]
[r]lc][a]

[o] OLe]
[l Ll [x]

[rllel[=]

11

[p]Oel
[r]le][=]

12 |

[p]O[E]
[r]le][=]

Respostes correctes en funcid del parimetre:
P1:G-D-FC Py B-E-G-B P3: H-F-A-D
P5: C-D-H-G =~ Pg: D-A-E-H  P7: A-D-B-H
Pg: F-C-B-D Pio: G-E-C-F  P;;: C-G-F-B

P4: G-C-F-B
Pg: B-G-H-C
Pj2: D-A-E-H

Puntuaci6:
Respostes encertades: [: Punts positius (x4):
equivocades: [ | negatius (x(-1)):

L]
[ ]

Puntuaciototal: [ |
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Qualificaci6:

Per obtenir la nota N farem servir la “Part entera”, on prendrem
I'enter inferior a la puntuacié donada. Aixi, E(5'3)=5. Quant a la
qualificaci6, ens basarem en el barem segiient:

Susp.(N<5) Apr.(5<N<7) Not.(7<N<9) Exc.(N29)

Nota [N=(E(P+3)/5)l: [ | Qualificaci6: | |

Si la puntuacié no ha estat prou alta, es pot tornar a resoldre la
prova, repassant abans els conceptes i exemples, perd ara emprant
un valor diferent pel parametre “a” que ha de ser 1, 2, 3 o 4.
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GLOSSARI DE CONCEPTES

Exposem a continuacié un recull dels termes matematics emprats,
seguits de la plana en qué es poden trobar. Els nuimeros en negreta
indiquen que la paraula és a la part de “Formulaci6 matematica”. En

cas contrari, sén a la part de “Conceptes i exemples”:

o A o

Abscisses, eix 23
Angle entre vectors 17 27

Anticommutativitat, prop. 18
28

Area d'un triangle 19 28
Associativa, prop. 87 107
Associativitat escalar 25 87 107
Axiomes de definicié 86 107

DD

Base candnica 94 111
d'un esp. vectorial 93 110
final 95 111
inicial 95 111
Base, canvi de 95 111
matriu de la 95 111

Bases, relacions 97 112

o @ -

Components d'un vector 10 28
94111106 114

Components finals 95 112
inicials 95 112
Condicié doble 98 112
Unica 99 112
Conjunt d'escalars 86 107
de vectors 86 107
unié 103 113
vectors fixos 11 23
vectors lliures 11 23
Constant de particié 13 25
Coordenats, eixos 23
Coplanarietat, prop. 21 29
Cos commutatiu 86 107

oD =

Canonica, base 94 111
descomp. 15 26 94 111

Canonics, vect. 15 26 94 111

Canvi de base 95 111

Canvi de base, formules 97 112
vector 100 113

Cartesianes, equacions 101 113

Clausura, subespai 102 113

Combinacié lineal 90 109
nul-la 91 110

Commutativa, prop. 16 21 27
29 87 107

Complementaris, subespais 105
114

Complexos, nombres 88 108

Component horitzontal 10 23
vertical 10 23

Definici6, axiomes 86 107

Dependents, vectors lin. 92
110

Descomposici6é canénica 15 26
94111
tnica 94 110 105 114
vectorial 91 109

Desigualtat triangular, prop. 14
26

Determinant 19 20 28 29
Diferéncia de vectors 12 24
Dimensi6é d'un esp. vect. 95

111

subespai vect. 99 112
Direccional, vector 101 113
Direccié d'un vector 18 28
Directa, suma 105 114
Distancia dos punts 14 25

Distributivitat escalar 25 87
107
vectorial 25 87 107
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Distributivitat, prop. 16 27 19
28 - & =

Doble prod. vectorial 22 29
Doble, condicié 98 112
Dos punts, distancia 14 25

-8 -

Eixos coordenats 23

Element neutre, prop. 87 107
oposat, prop. 87 107
unitat 25 87 107

Engendrat, subespai 102 113

Equacions cartesianes 101 113
parameétriques 101 113

Equaci6é de lligadura 93

Equipolents, vectors 10 23

Escalar 86 107

Escalar unitat 87 107

Escalar, associat. 25 87 107
distributivitat 25 87 107
producte 16 26
simplificaci6 89 108

Escalar-vector, producte 13 25

Escalaritat, prop. 14 16 19 26
27 28

Escalars, conjunt 86 107

Espai vect. producte 89 109
real 87 107
base d'un 93 110
dimensi6 95 111
estructura 86 107

Espai, vectors 11 23 88 100
108 113

Espais vectorials, prop. 89 108

Estructura de grup abelia 12
24 87 107

Exterior, punt 13 25
Externa, operacié 25 87 107
Extrem, punt 10 23

B =

Gauss, métode reduc. 92 110
Generador, sistema 90 109

Generadors equivalents, sist.
91109

Generalitzats, vectors 86 107
Grassmann, relacié 104 114

Grup abelia, estructura 12 24
87 107

-8l -

Homotécia 25
Horitzontal, component 10 23

o1 =

Identitat de Lagrange 22 29
Impropis, subespais 99 112
Inclinacions 11 23

Inclinacié d'un vector 10 23

Independents, subesp.103 113
vectors lin. 91 110

Inicial, base 95 111

Inicials, components 95 112
Interior, punt 13 25

Interna, operacio 87 107
Intersecci6, subespai 102 113

=L -

Final, base 95 111
components 95 112

Fixos, vectors 11 23
Fletxa, vector 10 23
Férmules canvi de base 97 112

Lagrange, identitat 22 29

Lineal, combinacié 90 109

Linealment dep. vect. 92 110
indep., vectors 91 110

Lligadura, equacié de 93
Lligat, sistema 92 110
Liiure, sistema 92 110
Lliures, vectors 11 23
Longitud d'un vector 18 28

- M -

Matriu de la base 95 111
de pas 97 112
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Matrius 88 108

Meétode reduc. de Gauss 92 110
Mitja, punt 13 25

Mixt, producte 20 29

- I -

Nombres complexos 88 108
Norma d'un vector 14 25
Norma, propietats 14 26
Notacié simplificada 109
Nul, vector 12 24

Nul-la, combin. lineal 91 110

=@ =

Operaci6 externa 25 87 107
interna 87 107

Oposat, vector 12 24
Ordenades, eix 23

Origen, punt 10 23
Ortogonals, vectors 14 26
Ortonormals, vectors 15 26

o P o

Producte mixt 20 29

propietats 21 29
Producte vectorial 17 28

propietats 18 28
Producte, espai vect. 89 109
Projeccions 106 114
Projecci6é perpendicular 15 26
Propietats espais vect. 89 108

norma 14 26

prod. escalar 16 27

prod. mixt 21 29

prod. vectorial 18 28
Propis, subespais 99 112
Punt de particié 13 25

exterior 13 25

extrem 10 23

interior 13 25

mitja 13 25

origen 10 23

R -

Paral-lelepipede, volum 20 29
Paral-lelisme de vectors 17 27
propietat 16 19 27 28

Paral-lelogram, regla 12 24
Parameétrigues, equac. 101 113
Partici6 d'un segment 13 25
constant 13 25
punt 13 25
Pas, matriu de 97 112
Pendent d'un vector 10 23
Perpendicular, projeccié 15 26
vectors 17 27
propietat 19 16 27 28
Pivot, regla 92
Plans 100 113
Polinomis 88 108
Posicid, vector de 100 113
Positivitat, prop. 14 26
Producte escalar 16 26
propietats 16 27
Producte escalar-vector 13 25

Rang d'un sistema 92 110
Real, espai vectorial 87 107
Rectes 100 113

Regla del paral-lelogram 12 24
del pivot 92

Relacions entre bases 97 112
Relaci6é de Grassmann 104 114

oS -

Segment, particié d'un 13 25
Sentit d'un vector 18 28
Simplificaci6é escalar 89 108

vectorial 89 108
Simplificada, notacié 109
Sistema de vectors 90 109

generador 90 109

lligat 92 110

lljure 92 110

rang d'un 92 110
Sistemes gen. equiv. 91 109
Steinitz, teorema 95 111
Subespai clausura 102 113

engendrat 102 113

interseccié 102 113

suma 104 114
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vect., dimensié 99 112
vectorial 98 112
suma directa 106 114
Subespais complem. 105 114
impropis 99 112
independents 103 113
propis 99 112
Successions 88 108
Suma de vectors 12 24
directa 105 114
directa subespais 106 114
vectorial 86 107
Suma, subespai 104 114

- =

Teorema de Steinitz 95 111
Tetraedre, volum 21 29
Tipus de vectors 14 26
Triangle, area 19 28

- -

Unica, condicié 99 112

descomp. 94 105 110 114
Unié, conjunt 103 113
Unitari, vector 14 26

Unitat, element 25 87 107
escalar 87 107

- o

Vector caracteristic 100 113
de posicié 100 113
del pla 10 23
direccional 101 113
nul 12 24

oposat 12 24
unitari 14 26

Vector, components 10 23 94
106 111 114
direcci6 18 28
longitud 18 28
norma 14 25
sentit 18 28

Vectorial, descomp. 91 109
distributivitat 25 87 107
doble prod. 22 29
producte 17 28 -
simplificaci6 89 108
subespai 98 112
suma 86 107

Vectors canodnics 15 26 94 111
de I'espai 11 23 88 100
108 113
equipolents 10 23
fixos 11 23
generalitzats 86 107
lin. dependents 92 110
linealment indep. 91 110
Iliures 11 23
ortogonals 14 26
ortonormals 15 26

Vectors, angle entre 17 27
conjunt 86 107
diferéncia 12 24
paral-lelisme 17 27
perpendicularitat 17 27
sistema 90 109
suma 12 24
tipus 14 26

Vertical, component 10 23

Volum paral-lelepipede 20 29
tetraedre 21 29
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