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PROLEG

Oferim als estudiants universitaris i als lectors interessats aquesta
guia didactica de la matematica universitaria com a fruit dels nostres
anys de docéncia de les matematiques a la Universitat. El resultat
final ha esdevingut una col.leccié de setze petits volums agrupats en
els dos moduls d'Algebra Lineal i de Calcul Infinitesimal.

Per raons de contingut, el modul d'Algebra lineal s'ha subdividit en
les tres parts corresponents d'Algebra moderna (dos volums:
Conjunts i Estructures), Algebra matricial (tres volums: Matrius,
Determinants i Sistemes d'equacions) i Algebra vectorial (tres
volums: Vectors, Endomorfismes i Geometria analitica) i el médul de
Calcul infinitesimal agrupa les tres parts corresponents a Calcul
funcional (dos volums: Funcions i Continuitat), Calcul diferencial
(quatre volums: Derivades, Corbes, Derivades parcials i Optimitzaci6)
i Calcul integral (dos volums: Integrals i Equacions diferencials).

El present volum és continuacié natural de l'anterior que esta
dedicat als espais vectorials. Es generalitza en primer lloc el
concepte d'aplicacié entre dos espais vectorials i s'introdueix la
important definicié d'aplicaci6 lineal. Pel seu estudi s'utilitza 1'algebra
matricial. A continuaci6é es desenvolupen els temes de valors i vectors
propis, la diagonalitzaci6 d'endomorfismes i I'estudi de les formes
quadratiques.

Pensem que, en l'estudi de la Matematica, l'alumne universitari
podra servir-se d'aquesta guia didactica tant per a la confeccio dels
seus propis apunts com per a l'estudi dels diferents temes que
conformen les assignatures corresponents a les matéries tractades.
Per aquest motiu es presenta una breu Bibliografia escollida
classificada en basica i addicional, segons el grau de dificultat que
presenta. _ '

Exposem el Programa i la Simbologia, on indiquem els conceptes
que la integren, conjuntament amb el simbolisme que farem servir al
llarg de l'obra. Hem procurat fer un programa racional en qué els
conceptes es van deduint els uns dels altres de manera logica.

En cada volum es destaca especialment el contingut en Conceptes i
Exemples, de gran importancia per a la comprensié de les matéries
tractades, en les quals, sovint, es prescindeix de demostracions
formalistes d'acord amb l'esperit de l'obra, que, com el seu titol
indica, pretén ser una guia didactica.

A continuacié presentem una Formulacié matematica, expressada
en simbols formals dels conceptes estudiats, que ajudaran, sens
dubte, a la rigorositat en la resolucié de giiestions i problemes.



Continuem el desenvolupament amb la part dedicada a l'estudi de
Problemes resolts.. Es important que l'estudiant comprengui fins
I'altim detall aquests problemes, que, en realitat, sén una continuitat
en grau de dificultat dels exemples senzills estudiats anteriorment.

Presentem després una col.lecci6 de Problemes proposats amb la
intencié que el lector els resolgui de manera natural mitjanc¢ant els
coneixements adquirits als apartats anteriors.

A l'apéndix s'inclou una Prova d'autoavaluacié que consta d'una
série de “problemes parametritzats”; és a dir, problemes que
depenen d'un parametre (a=1,2,3,4). Per a cada valor del parametre
la soluci6 sera diferent i estara inclosa entre alguna de les vuit
possibles. Aquest tipus de problemes es podra resoldre quatre .
vegades amb nuameros diferents.

Finalment, a més de la Bibliografia escollida, un Glossari de tots els
conceptes matematics exposats al llarg de I'obra en facilita la rapida
localitzacié. .

Girona, mar¢ de 1996

Els autors
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

1.1 APLICACIO LINEAL :

1)

.2)

3)

- Correspondéncies i aplicacions. Conjunt inicial (A) i

conjunt final (B), conjunt producte (AxB). Grafo (F),
correspondéncia (f), conjunt imatge (f(A)). Aplicacio (f),
tipus d'aplicacions: injectiva, exhaustiva i bijectiva.
Funcions (f). '

Homomorfismes. Estructura algebraica (A,®). Definici6
d'homomorfisme (f).

Aplicacié lineal. Definicio (f), condicions de linealitat:
doble i tnica. Tipus d'aplicac. lineals: monomorfisme,
epimorfisme, isomorfisme, endomorfisme i automor-
fisme. Propietats de les aplicacions lineals.

1.2 MATRIU ASSOCIADA A UNA APLICACIO LINEAL

1)

2)

3)

4)

5)

Matriu associada. Matrius de les bases (B, C), matriu
imatge (F), matrius de les components (X, Y). Matriu
associada (A), rang de I'aplicaci6 lineal (p(f).

Equacions d'una aplicacié lineal. Equaci6é matricial,
sistema d'equacions lineals.

L'espai vectorial de les aplicacions lineals. Operacions,
aplicacions suma (f+g) i producte per un escalar (\.f),
espai vectorial de les aplicacions lineals (L(V,W)).

Composicié d'aplicacions lineals. Aplicacié composta
(fog), aplicacions idéntica (i) i inversa (f1), anell no
commutatiu amb element unitat.

Canvi de base en una aplicaci6 lineal. Matriu de pas (P).
Diagrames de bases i de components. Férmula del canvi
de base. .

1.3 NUCLI I IMATGE D'UNA APLICACIO LINEAL

1)

2)

Nucli d'una aplicacié lineal. Definici6 de nucli (N(f),
propietats ‘

Imatge d'una aplicacié lineal. Definici6 d'imatge (I(f)),
propietats. Teorema de la dimensio, conseqtiéncies.



14 ALGEBRA VECTORIAL

c) CONCEPTES I EXEMPLES

1.1 APLICACIO LINEAL

1.1.1 CORRESPONDENCIES I APLICACIONS. Donats els conjunts A i
B, on el primer s'anomena conjunt inicial i el segon conjunt final,
podem formar el seu conjunt producte AxB que, com sabem, és el
conjunt dels parells ordenats (a, b) tals que el primer. element
pertany a A1i el segon a B.

En el primer volum d'Algebra moderna vam definir el concepte de
grafo, F, com un subconjunt del conjunt producte AxB. Una
correspondéncia f no és res més que la terna ordenada formada pels
conjunts inicial i final i el grafo, f=(A, B, F). ~

Aixi, si el parell (a, b) és del grafo F, ho expressem per fla)=b i
diem que, aplicant la correspondéncia f, ens resulta que la imatge de
l'element a és igual a l'element b. La correspondéncia anterior també
es pot indicar amb simbolisme de fletxes, f: A-B.

Finalment, diem que el conjunt imatge, f(A), és el subconjunt de B
format per totes les imatges possibles dels elements d'A.

Exemple 1. Donats els conjunts A={a, b} i B={m, n, p}, el seu conjunt
producte és AxB={(a,m), {a,n), {a,p), (b.m), (b.n) i (b,p)}. Un grafo o
subconjunt pot ser el F={(a,m), (a.n)}.

Boame [ 5]
P f
—»®m
ag—tT—"" |
n T%en.
m be
A er
a b

Aquést grafo defineix la correspondéncia f: A—»B que té per
imatges f{a)=m i també fla)=n. El conjunt imatge, o conjunt de les
imatges, és, per tant, flA)={m, n}.

Una aplicacié és un tipus especial de correspondéncia tal que a tot
element del conjunt inicial 1i fa correspondre un sol element del
conjunt final. Les designarem també per f: A-B.

Recordem que hi ha tres tipus d'aplicacions:

Aplicacié injectiva. Tot element del conjunt imatge prové d'un sol
element original. Intuitivament vol dir que no poden arribar
dues fletxes al mateix punt. Consegiientment, si l'aplicacio és
injectiva i dues imatges son iguals, fla)=f(b), llavors haura de
succeir que els elements originals també siguin iguals, a=b.

Aplicacié exhaustiva. Tot element del conjunt final és imatge
d'almenys un element original. En altres paraules, el conjunt
imatge coincideix amb el conjunt final, f(A)=B.

Aplicacié bijectiva. Tot element del conjunt final prové d'un sol
element original. Clarament, d'aquesta definicié es desprén que
una aplicaci6 bijectiva és a la vegada injectiva i exhaustiva.
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Exemple 2. Es veu clarament que la correspondéncia f de I'exemple
anterior no €és cap aplicaci6, per dues raons: la primera perqué d'a
surten dues fletxes i la segona perqué de b no en surt cap.

Les correspondéncies g, h i k segiients, on els conjunts A i B s6n
variables, si que son aplicacions, ja que en totes a tot element del
conjunt inicial li surt una sola fletxa.

AT T 1. E A ]
£l ®m & a :>‘k  p-om
[ a -
a ~¢n b ' m b > n
be—r1ipep ce n c & {: P
g injectiva h exhaustiva k bijectiva

Observem que la g és injectiva (a tots els elements del conjunt
imatge els arriba una sola fletxa), la h és exhaustiva (a tots els
elements del conjunt final els arriben fletxes) i que la k és bijectiva (a
tots els elements del conjunt final els arriba una sola fletxa).

Un tipus particular d'aplicacions és el de les funcions, on els seus
conjunts inicial i final s6n conjunts numeérics. Si es tracta del conjunt
dels nombres reals tindrem f: R»R i d'aquestes funcions en direm
Juncions reals de variable real. El seu estudi s'efectuara en la part de
Calcul infinitesimal.

1.1.2 HOMOMORFISMES. Recordem que l'ens matematic format per
un o meés conjunts, per una o més operacions i per les propietats
corresponents que hi intervenen, s'anomena estructura algebraica.

Siguin (A, @) i (B, ®) dues estructures algebraiques, on les seves
operacions les anomenem “suma” i “producte”, respectivament, i
sigui f: A-»B una aplicacié entre aquests conjunts.

Direm que l'aplicaci6é entre les dues estructures f: (A, ®)=(B, ®),
€s un homomorfisme si la imatge de l'operacié de dos elements és
igual a l'operaci6 de les imatges. Més senzill, si la imatge de la
“suma” és igual al “producte” de les imatges.

En conseqiiéncia, s'haura de verificar que f(a®b)=f(a)®f(b).

Exemple 3. Siguin els parells (Z, +) i (Q, - ) que tenen l'estructura de
grup abelia i sigui I'aplicaci6 f(x)=2X. En general, tindrem: '
fla+b)= 22+b= 22 2b_f(a).flb)

" Com que la imatge de la suma és igual al producte de les imatges,

l'aplicaci6 f, que va dels enters amb l'operacié de suma als racionals
amb l'operacié de producte, és un homomorfisme. Vegem-ho amb un

cas particular:
(2. +) | f LQ )
—
-3 1/8

+ X
2
4 1 2 16

Observemn que 2-3+4=21=2 i que també 2-3.24=(1/8).16=2.
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1.1.3 APLICACIO LINEAL. Siguin ara les dues estructures d'espai
vectorial, (V, +, - ) i (W, +, - ), on el cos d'escalars és R i on les
operacions internes (+) i externes (-) s'han simbolitzat amb el mateix
signe operacional. Generalitzarem a continuacié el concepte
d'’homomorfisme per aquestes dues operacions.

Direm que l'aplicacié f: (V, +, - )W, +, -) és una aplicaci6 lineal si
es verifiquen les dues condicions de linealitat segiients, anomenades
també condici6 doble: _

(1) “La imatge de la suma de dos vectors és igual a la suma de les’

imatges d'aquests vectors”. Es a dir, flu;+U2)=f(U;)+f(V2).

(2) “La imatge d'un escalar. per un vector és igual a l'escalar

multiplicat per la imatge del vector”. Per tant, f(A.U)=A.f(U).

Es pot provar facilment que les dues condicions anteriors es
poden resumir en una condicidé tnica: ,
(8) “La imatge d'una combinacié lineal de vectors és igual a la
combinaci6 lineal de les imatges dels vectors”™. En llenguatge
matematic, f(A1.U14+r2.U2)=A1.f(U1)+22.f(U9).

Exemple 4. Siguin els espais vectorials V=RZ { W=R3, dels vectors del
pla i de I'espai, respectivament, i sigui l'aplicaci6 £ R2—-RS definida
per flx, y)=(2.x, 0, 3.y). Estudiem, amb la condicié doble, si és lineal.

Primera condicio:
fu1+V2)= fl(x1. y1)+(x2. y2))= flx1+x2, y1+y2)= (2.kx1+x2). O,
3.v1+y2))=
' =(2.x142.X9, 0, 3.y1+3.y2)= (2.x3, 0, 3.y1)+(2.x3, O, 3.y2)=
= flx1, y1)+fixg, yo)= flv1)+U2).
Segona condici6:
fA.v)= fi.(x, Y))= fA.x, Ly)= (2.(A.x), O, 3.0.y))=A.(2.x, O, 3.y)= A.fixy)=
= Aflu). ‘

Com que s'’han complert les dues condicions, podem assegurar que f
és una aplicaci6 lineal. '

Si (V, +, ) i (W, +, -) s6n dos espais vectorials reals i si f: VoW és
una aplicaci6 lineal entre ells, estudiem a continuacié els diferents
tipus d'aplicacions lineals que hi pot haver: :

Monomorfisme. Es quan l'aplicacié lineal f és injectiva. En

conseqiiéncia, si f(U 1)=flv2) haura de complir-se que U1=U3.

Epimorfisme. Anomenarem aixi una aplicacié lineal exhaustiva. Per

tant, haura de complir-se que f(V)=W.

Isomorfisme. Serad quan l'aplicaci6 lineal sigui bijectiva. Es clar que

un isomorfisme és a la vegada monomorfisme i epimorfisme.

En el cas particular que els dos espais vectorials siguin el mateix,
V=W, l'aplicacié lineal f rep els noms de: ,

Endomorfisme. Es simplement una aplicaci6é lineal d'un espai

vectorial en ell mateix.

- Automorfisme. Es tracta d'una apliéacié lineal bijectiva d'un espai
' vectorial en ell mateix. Per tant, serd un endomorfisme bijectiu.
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Exemple 5. Analitzem de quin tipus és 'aplicaci6 lineal f: R25R3 de
I'exemple anterior que és definida per flx, y)=(2.x, O, 3.y).

En principi veiem que f é&s un monomorfisme, ja que f és injectiva.
En efecte, si f{lv)=flUg) tenim (2.x1, 0, 3.y1)=(2.x2. O, 3.y2). Igualant,
2.x1=2.x2 1 3.y1=3.y2, és a dir, x1=x2 1 y1=y2. Per tant, (x1, y1)=(x2.
y2). d'on U1=U3. ‘

En canvi no és un epimorfisme perqué f no és exhaustiva, ja que
per exemple el vector de W, (1, 2, 3). no esta en el conjunt imatge,
perqué les imatges s6n de la forma (2.x, O, 3.y) 1 la segona component
sempre és nul-la. Per tant, f{V)#W.

- En conseqiiéncia, tampoc no serd un isomorfisme, ja que no és.
exhaustiva. i

Com a exercici es pot comprovar facilment que la nova aplicaci6
Iineal g: R25R2 definida per glx, y)=(2.x, 8.y} és un automorfisme, ja
que és endomorfisme i també isomorfisme.

Entre les propietats. de les aplicacions lineals, que es poden -
demostrar sense cap dificultat, en destaquem les segiients, que es
poden veure esquematitzades en l'apartat de Formulaci6 matematica:

(1) “La imatge del vector nul de l'espai vectorial inicial és igual al

vector nul de l'espai vectorial final”, f{(8)=0".

(2) “La imatge de l'oposat d'un vector és igual a l'oposat de la
imatge del vector”, f(-v)=-f(V).

(3) “La imatge d'un subespai de l'espai vectorial inicial és també un
subespai de l'espai vectorial final”.

(4) “La imatge reciproca d'un subespai de l'espai vectorial final és
també un subespai de I'espai vectorial inicial”.

Exemple 6. Provem, per exemple, la (3). Per demostrar que f(S) és un
subespai vectorial de W, prendrem dos vectors W) i Wy de f(S) i haura
de passar que el vector combinaci6 lineal, W=A].W+Ag.Wg, també
sigui de f(S).

Com que Wi i Wo sén de f[S), seran de la forma w=f(v;) 1
wa=f(Ug), on U} 1V s6n de S.

V] w]
B l&s) |
1o~ |
ve f -’.ﬂul)
ap.lin. W
Uy ofluy)

Pel fet que S és un subespai de V, el vector combinacié lineal
U=A]1.Uj+A2.U2 també serd de S. Aplicant ara f tindrem que flU) sera
de f(S), perd com que f és una aplicaci6é lineal ens resultard que
flU)=f(A].U1+Ag.U9)=A1.f(U1)4+Ao.flUg)=A].W | +Ag.Wo=1D,

En conseqiiéncia, flU)=Ww i aixi el vector combinaci6 lineal W és de
f{S). Per tant, f{S) és un subespai vectorial de W.
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1.2 MATRIU ASSOCIADA A UNA APLICACIO LINEAL

1.2.1 MATRIU ASSOCIADA. Siguin dos espais vectorials V i W, que
tenen per dimensions dim(V)=n i dim(W)=m, i on coneixem una base
de cadascun:

B={v;, Ug,..., Uy} i C={W;, Wy,..., Wy}

Amb finalitat didactica, particularitzarem pels espais V=R3 i W=R2,
per la qual cosa les bases poden ser
' B={U}, U, U3} i C={w), Wy}
Com que també ens interessa que les notacions siguin com més
senzilles millor, farem servir el calcul matricial, i aixi escriurem en
forma matricial les bases anteriors, que anomenarem matrius de les

bases, i on emprarem les mateixes lletres B i C per designar aquestes
dues matrius fila, '

B=(v; V2 v3) i C=(w; Wy)

A més, farem servir la matriu imatge dels vectors de la primera
base, que la designem per F i sera la matriu fila

F=(f(u1) flvg) flus))

També farem servir les que anomenem matrius components, X1Y
que seran matrius columnes i que representaran les components
d'un vector i la seva imatge, segons les bases B i C, respectivament:

X1
X= (Xg) i =(§1)
: X3 2
Per motius d'‘espai, les escriurem horitzontalment X=(x; xo x3)'i
Y=(y1 y2)', on la () indica l'operacié de transposici6.

Un esquema ens podra ajudar a comprendre el procés matematic
que haurem de desenvolupar per arribar al concepte de matriu
associada a una aplicacié lineal:

V=R LW [w=r?
f
v /,v(F=(tI vy) flUy) flU5)))

| f (Clw; w,))
C=(w; w,)
A {0 %))

Donat un vector qualsevol U del primer espai vectorial, podrem
posar-lo en funcio de la base B. Quedara en la forma

U=x).U1+xX2.U9+x3.U3

Calculant la seva imatge per l'aplicacio f, i tenint en compte que és
lineal, ens resultara

f(v)=x1.f(V1)+x2.f(U2)+x3.f(U3)
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Ara bé, tant U com f(U) els podrem escriure en forma de productes
matricials, tenint en compte que el primer factor és una matriu
vectorial i el segon una matriu numérica:

X1 X1
U= (V) Uz Us)‘(xz) i flv)=(flvy) flvy) f(Us))'(Xz)
X3 X3

Emprant la matriu base B, la matriu component X i la matriu
imatge F, obtindrem les dues expressions

U=BeX i fU)=FX

Com que f(U) estd en W, aquest vector imatge es podra posar en
funci6 dels vectors de la base C, donant lloc a l'expressié matricial

flV)=y Wy,  fL)= (W, wz).-@;) flv)=CoY

Igualant les dues expressions matricials de f(U), ens quedara la
relaci6 matricial entre les components, |CoY=FX|. (1)

Com que també els vectors f(U1), flUg) 1 flug), és a dir, les imatges
dels vectors de la base B, pertanyen a W, els podrem posar en funci6
de la base C de W. Obtindrem les relacions segiients que també
posem en forma matricial,

flv)=a;1Wrtag;.Ws flvy) air 221\,

flug)=aje.lW+ago.W2 flug |=| a12 azs wl)
flug)=a;s.Wi+ags.Wy flug) aiz agzs 2

Transposant l'equacié matricial anterior, perqué ens quedin les

matrius fila F i C, i com que la transposada del producte és igual al
producte de les transposades canviades d'ordre, tindrem

- a;; a2 ais
() L) fe)=(w; w31 212 213
Veiem que la primera matriu és la matriu imatge F i la segona la
matriu de la base C. La nova matriu resultant (ay) l'anomenarem
matriu de lUaplicacié lineal associada a les bases B i C, ila
simbolitzarem per A:
A=(au a2 als)
2z agz QAs3

Consegiientment, tindrem la nova relacié matricial [F=CeA|. (2)

Es important observar que les columnes de la matriu associada A
s6n precisament les components de les imatges dels vectors de la
primera base B respecte a la segona base C.

A meés, d'aquest cas particular, notem que en general 'ordre de la
matriu associada a una aplicaci6 lineal f: Vh—Wn, sera igual a mxn.

Finalment, es defineix el rang de laplicaci6 lineal f, p(f), com el
rang de la matriu A, i és igual al seu maxim nombre de files (0 de
columnes) linealment independents.
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Exemple 7. Tenim dos espais vectorials V=R3 1 W=R2, que tenen de
bases respectives B=(V}, U, U3} i C=(W), W2} { una aplicaci6 lineal f:
R35R2, on conetxem les imatges dels vectors de B en funcié dels de C:
flu))=-2.W+4. W9 flUg)=6.W)-1.Wo f(U3)=-5.W1+3.Wo
Podrem escriure rapidament la matriu associada, posant en

columnes les components de les imatges dels vectors de B en funcié
dels vectors de C:
A= ( 26 -5)

4-13 .
Observem que el rang de la matriu, o rang de I'aplicaci6 lineal, és
igual a 2, ja que les dues files no sén proporcionals.

1.2.2 EQUACIONS D'UNA APLICACIO LINEAL. Si substituim la relaci6
(2) de I'apartat anterior, F=CeA, en la (1), C°Y=FeX, i apliquem la
propietat associativa del producte matricial i el fet que C és regular,
ja que C és una matriu base, obtindrem

CoY=(CeA)eX , CoY=Co(AsX) ,

D'aquesta expressio en diem equacié matricial de l’aplicacié lineal
i, per exemple, ens servira per a calcular les imatges d'un vector
(matriu columna Y) a partir del vector original (matriu columna X).

En el cas particular de V=R3 i W=R2, i si ho posem explicitament
en funcié de les components, ens quedara l'equacié matricial:

X1
(Y1}=(au aj2 a3 ,{Xz)
, Y2 A1 age ass X3
Multiplicant les dues matrius i igualant termes obtindrem el
sistema d'equacions lineals de laplicaci6 lineal:

Yi=ai1.X+ajoXot+a13.X3
Yyo=az1.X1taga Xotas3. X3

Exemple 8. De la matriu A de I'aplicaci6 lineal f: R3—R2 de I'exemple
anterior, podem posar Y=A¢X. Es a dir,

(n)[2ee ,{2) ‘y1= 2.1 +6%2 -5.X3
X3 .

Y2 4-13 yo= 4.x3 -1x2 +3.x3

Si, per exemple, en V tenim el vector U=5.U1+4.U2+6.U3, 0 també
v=(5, 4, 6)p. la matriu component X segons la base B'sera X=(5 4 6)'.
Per tant, x1=5, x0=4 1 x3=6, li aixi la seva tmatge f(U) tindra de
components respecte a la‘base C les segiients:

¥1=-2.546.4-5.6=..=-16 y9=4.5-1.443.6=...=34

Conseglientment, Y=(-16 34)' i, per tant, flU)=-16.w+34.Ww3, la
qual cosa ens indica que f(U)=(-16, 34)c. :

En el cas que coneguem les components de la imatge, Y=(y; yo), i
vulguem trobar les de l'original, X=(x; X9 xa), haurem de resoldre un
sistema de dues quacions lineals amb tres incognites, que també
podra resultar ser incompatible (aplicacié no exhaustiva) o bé
compatible indeterminat {aplicaci6 no injectiva).
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1.2.3 L'ESPAI VECTORIAL DE LES APLICACIONS LINEALS. Ara
estudiarem dues de les operacions amb les aplicacions lineals entre
dos espais vectorials: la suma i el producte per un escalar.

Comencarem per la suma d'aplicacions lineals.
Designarem per L(V,W) el conjunt de totes les aplicacions lineals
de l'espai vectorial V en el W, de dimensions respectives n i m.

Donades dues aplicacions f i g d'aquest conjunt, definim 1'aplicaci6é
suma, i la designem per f+g, a la nova aplicacié donada per

|(f+g)(0)=f(1)+g()] , on v és qualsevol vector de V.

Es pot demostrar com a exercici que l'aplicacié suma és també una
aplicaci6é lineal, és a dir, f+ge L(V,W). També es pot provar que
(L(V,W), +) té I'estructura de grup abelia.

V=R3| f [W=R| [.w)
’ . f+g flv)+g( +f(u) f+ .
’ (f+g)(v) : f
g gv) g +g

A l'esquema anterior hem particularitzat per V=R3 i W=R2.
Suposem que les aplicacions lineals f i g tenen de matrius associades
ajl a2 ais . b1 b1z big )
A= B=
( a1 agz ass ) ! ( bg; bz bas
Si la base de V és {U1, Ug, Us}ila de W és {W;, Wy}, i ens fixem en
les columnes de les matrius A i B, tindrem les equacions segiients:
flv)=a; .W+as,.WWsy glv 1)=b11.W+ba;.1Uy
flUg)=ajq9.W+ags. Wy i g(uz)=b12.w1+b22.w2
flug)=a;s.W+ags.Ws -\ g(Ug)=b;3Wi+bas Wy
Utilitzant la definicié d'aplicacié suma al vector U; tindrem,
(f+g)(v)=fV1)+gV1)=(a11.W1+az].Wa)+(b11.W+b2).Wo)=
=(a11+b11).wi+@azi1+b21).Ww;
Procedint analogament amb els vectors Ug i U3 obtindrem en total
les equacions que defineixen 1'aplicacié f+g:
(f+g)(u1)=(a; 1+b11).W 1 +(az21+b21). Wy
(f+g)(V2)=(a1 2+b19).W+(agztbag). W2
(f+g)(V3)=(a; 5+b; ). W+(agstbag). Wy
Si anomenem S la matriu associada a f+g, resultara
S=( ap+byy ajztbiz aistbis )
agitba) agztboa agstbas
D'aqui deduim que la matriu associada a l'aplicacié lineal suma és

igual a la suma de les matrius associades a les aplicacions lineals
inicials. Per tant, tenim S=A+B.
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Exemple 9. Partim de les aplicacions f, g: R3—5R2 que tenen de
matrius associades

A=(-26-5) i B=(3 2-1
4-13 6-34

La matriu associada a l'apylicacio suma f+g serd

o= (28 (5 32-359)

Tot seguit estudiarem !'aplicacié producte per un escalar. Si f és
una aplicaci6 lineal entre els espais vectorials Vi W, i A és un escalar
(un nombre real), definim la nova aplicacié A.f com

(x.H(v)=2r.f(U)| , on U és qualsevol vector de V

Es pot provar que A.fe L(V,W), és a dir, que A.f és una aplicaci6

lineal. També resulta que la terna (L(V,W), +, - ) té l'estructura
d'espai vectorial real, anomenat espai vectorial de les aplicaclons
lineals.

V=R3] f | w=R2 [V, W)

U Afly) flv) f Af
\ ] . L

nt | (A 5)w) >'
B B ¢

Calculem la matriu associada a l'aplicacié lineal A.f, on la matriu
associada a f és la matriu A, que ja hem fet servir en la suma
d'aplicacions lineals.

Prenem les equacions que defineixen f i apliquem-les al vector U;:
AHWi)=rfluy)=r.(a1].W1+a91.We)=(.a11).Wi+(r.ag1).W)
Si fem el mateix per Ug i U3, ens quedaran les equacions
{ (. HU)=(r.a11).Wi+(}.az). Wy

R.HWwI=(R.a;9.W1+(A.a59).1W05
(A.Dwa3=(r.a;3.W+(r.az3).1U05

En conseqiiéncia, si anomenem P la matriu associada a 1'aplicaci6
lineal A.f, ens resultara
P—( Aaj; Aajpe Aags
A.ag; AMage Aags

Veiem, traient A factor comu, que es verifica P=A.A. Es a dir, la
matriu associada a l'aplicacié producte per un escalar és igual a
I'escalar multiplicat per la matriu de I'aplicacié.

Exemple 10. Si A=3 1 A és la matriu de I'exemple anterior associada a
l'aplicacié lineal f, llavors la matriu associada a l'aplicacié 3.f sera

rars(28 (2 1 )
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Es interessant destacar l'estreta relaci6 que hi ha entre les
aplicacions lineals i les seves matrius associades. Matematicament
diem que hi ha un isomorfisme entre l'espai vectorial de les
aplicacions lineals (L(Vp,Vm), +, - ) i l'espai vectorial de les matrius
(Amxn. + * ).

En efecte, sigui ¢: L(Vn,Vm)—Amxn tal que ¢(f)=A, on A és la matriu
associada a l'aplicacié lineal f. Es compleix que:

- L'aplicaci6 ¢ és bijectiva. Només cal recordar la definici6 de

matriu associada a una aplicacio lineal.

- L'aplicacié ¢ és lineal. En efecte, prenent també ¢(g)=B i tenint
en compte l'obtenci6é de les matrius S i P anteriors, resulta

o(f+g)=S=A+B=0¢(f)+¢(g o(A.f)=P=A.A=r.0(f)

Aixi, doncs, l'aplicacié ¢: L(Vn,m)—>Amxn €s un isomorfisme i els
espais vectorials de les aplicacions lineals i de les matrius tindran les
mateixes propietats.

1.2.4 COMPOSICIO D'APLICACIONS LINEALS. Siguin ara tres espais
vectorials V, V' i V", de dimensions respectives n, m i p, i siguin les
aplicacions lineals g: V-V' i f: V'»V". Efectuarem la composicié
d'aplicacions lineals, simbolitzada per (¢), per l'equacio

((feg)(L)=fIg(L)]) , on U és un vector qualsevol de V

Es pot provar que si geL(V,V) i feL(V',V"), llavors fege L(V,V'"), és
a dir, que l'aplicacié6 composta feg de dues aplicacions lineals també
€s una aplicaci6 lineal.

Cal recordar que la notacid feg indica que primer s'ha d'aplicar g i
després f.

vere| | [Iv=r], [ =] [LO:ViVv))
f
flg(w)]
U °
fg@(u) @) G’

Deduirem ara la matriu C associada a l'aplicaci6 composta feg, on
particularitzem aquestes aplicacions per g: R2-R3 i f: R35R2, perqué
el seu estudi sigui com més senzill millor. En l'apartat de formulaci6
matematica es pot trobar la seva generalitzacié per les aplicacions
lineals g: Vn—)Vm if: Vm—)Vp.

Suposem que les matrius associades a f i a g son respectivament
I'A, d'ordre 2x3, i la B, d'ordre 3x2:

bii big

ajl a2 ais

A= i B=

(321 aga 323) (b21 b22)
bsa; bag
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Si {u;, Ug} és una base de V, {U;, Ug, U3} una de V' i {1111 Wy} una
de V", llavors les equacions que defineixen g: R2-R3 i f: R35R2 seran
fluy)=a;1.W+as;.Ws
flvg)=a2.W+ags.Wo
flU3)=a3.W+a53. Wy

g(uy=b;1.U1+b21.Uatb3;.U3 i
g(Ug)=b2.U +bgg.Ugtbzs.Us

Calculem la imatge per fog dels vectors de la base de V, {uj, Usg}:
(feg)(uy)= flg(u1)]= flby1.U1+b2).U2+b3)1.U3)
I com que f és lineal '
(feg)(u1)= b11.flu1)+b21.flU)+b31.flUs) = by1.(a11.W1+ag).Wo)+
+ ba1.(a12.Wi+a99.W9) + bzj.(a13.W01+a93.Ws9)
Operant, ens quedara
(feg)(uy)=(ay1.br1+ai2.ba1+a13.b31).W1+(@1.by 1+ag2.ba+ag3.bs1).Wa

De la mateixa manera calculariem (f.g)(U2) i ens donaria
(feg)(ug)=(a11.b1o+a12.baz+a13.b32).Wi+(ag).bia+age.boo+ags.bag).Wo

Posant els coeficients de W; i Wo com a matriii columna deduirem
que la matriu associada C a l'aplicacié composta feg és
' C=( an.bi+ajabortasbs; ajr.bigtajsbastarsbss )
agr.birtagabortass. b1 agibigtaga.bogtassbas

Com podem veure, ens resulta que la matriu C és igual al producte
de les Ai B, doncs : :
bi1 big

a11 a2 ais
C=
EEga

Aixi, C.=A°B, i podrem dir que la matriu associada a l'aplicacié
composta és igual al producte de les matrius associades.

Per acabar diem que, en el cas particular V=V'=V", es pot provar
que el conjunt de tots els endomorfismes de V, amb les operacions
de suma i de composicié d'aplicacions, (L(V), +, ¢ ) té l'estructura
d'anell no commutatiu amb element unitat. :

Aquest element unitat és l'aplicaci6 idéntica definida, per a
qualsevol vector de l'espai vectorial, per i(U)=vU. A més, si l'aplicaci6 f
és un automorfisme, exisitira l'element invers que anomenem
aplicacié inversa, {1, i que ve definida per fof-1=f-lof=j.

Exemple 11. Tenim les aplicacions lineals f: R3»R2 i g: R2R3, de
matrius associades respectives -

3-1
a(28) 1 &(5 2)
- 46
La matriu associada C a I'aplicaci6 composta feg: R25R2 és

C=A,B(-26-5){3'1)= 813020 2:12:90) (4 16

4-13 22 12-5+12 -4-2+18 /\ 19 12



APLICACIONS LINEALS ‘ 25

1.2.5 CANVI DE BASE EN UNA APLICACIO LINEAL. Suposem que en
el primer espai vectorial V, de dimensi6 n, es fa un canvi de base, on
les bases inicial i final s6n
Bi={Uj, U2,..., Ug} 1 Bg={v'y, U'g, ..., U'n}

També suposem que en el segon espai vectorial W, de dimensié m,

‘es fa un canvi de base, on les bases inicials i finals s6n
Ci={w,, Wwy,..., Wy} i CreWw'y, Wy, ..., Wl
Esquematitzem el canvi de base en el diagrama de bases segtient:

] -
(B 1)) @i=( ww, ... me

P-1 gll TQ

Be=(u; v}, ...}) Ccf=(w'1 wh ...w'mD

Recordem que la matriu de pas P l'obtenim posant els vectors de
la base final en funcié dels de la base inicial. En el cas particular
V=R3, obtindrem tant les equacions del canvi com la matriu de pas P,
on s'’han posat en columna els coeficients del sistema:

{U'1=p11.ul+p21.U2+p31.U3 (Pll P12 pl3)

1
l

U'o=p12.U1+P22.UztpP3a.Us P=| p21 P22 P231
U's=p13.U1+p23.Uz+p3s.Us P31 P32 P33

Quant a l'altra matriu de pas Q la trobarem de manera similar, peré
en aquest cas és W=R2:

w' 1—Q11w1+q21w2 Q=(Q11 q12)
W'o=q2Wi+qoa.Wo gz1 qga22

També necessitarem la matriu A; de l'aplicacié f: VW en les bases
inicials B; i Ci. La trobarem posant en columna les components de les
imatges dels vectors de la base Bj en funci6 dels de la Ci. En el nostre
cas particular, tindrem

fluy)=a;.Wi+as;.Wy
{ flug=ajo.lW+ags.Wso A= (

a1 aie 'als)
f(U3)=a1 3.W+aqg3.Wo

dg) Aagzz agz3

Una vegada calculades les dues matrius de pas P i Q i la matriu A4
de l'aplicaci6 lineal f segons les bases inicials, ens proposem trobar la
matriu Ar d'aquesta mateixa aplicacié segons les bases finals.

En l'estudi d'espais vectorials les férmules del canvi de base, la
matriu P (i per tant la Q), permeten passar de les coordenades finals
a les inicials, emprant les matrius columna de les components:

Xi=PeX; i Y;=QeYs
En el nostre cas particular, tindrem
X1 P11 P12 P13\/[ x1 .
- (xz) = ( P21 P22 P23 ){ x'2 ) i (ﬁ) B ( 221 22 H va )
X3 P31 P32 P33 /\ x's y2
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Quant a components, les matrius A;j i Ar de l'aplicaci6 lineal segons
les bases inicials i finals, respectivament, soén expressades per

Yi=Ai*X; 1 Yr=ApreXs
Dibuixem ara eldiagrama de components segiient que ens ajudara a
calcular la matriu final Ar:

V]
(Xi=(x1X2 Xy ))—mﬁ(}i Y2...¥n )')
PT Lpl Q-IL Tg
(Xetxixh .xp)'y A B Y=(3] % -..¥m))

Substituint Xj=PeXri Yi=Q*Yr en Y;=A;*Xj tindrem Qe¢Ys=AoPeX, és a
dir, Yr=Q-leAjoPeX; que, comparada amb Yf=Ar X, ens resulta la
Jférmula del canvi de base en una aplicaci6 lineal:

A=QTeA;P

Exemple 12. Siguin els espais vectorials V=R3 i W=R2 de bases
respectives Bi={V'1, Ug, U3} i Cj={W, W9).

Sigui també l'aplicaci6 lineal f: R3-R2 on es coneixen les imatges
dels vectors de la primera base flU1)=-2.1W0)+4.W09, f(U9)=6.W-1.W9 i
f(uz)=-5.101+3.W2. Per tant, la matriu Ay de I'aplicaci6 lineal f és

A‘=(-2 6 -5)
4-13

Siguin ara les noves bases Be={U'), U'q, U'3g} i Cr={W';, W'9} on se

saben les relacions entre els vectors
{ U1=-2.t+3.02 -8.1

W

i Ww)=-5.11n+3.U%n

U= 1.1y -1.15+9.13 W= 7.10; ~4.10,

U'3=-3.1h +4.+5.U3
En conseqiiéncia, les dues matrius de pas sén
-21-3
~(s31) relsl)
-89 5
La nova matriu As de I'aplicacié lineal f, segons les noves bases Br1

Ct, €s expressada per A;=Q~19AsP, Calculant a part la inversa de Q 1
substituint, tindrem :

a=(47) -26-5)4('3_11'2);":( 3 12 13
35Ma1313702)7 " 1 10

Pot ser molt bé que es faci un canvi de base en només un espai
vectorial. Llavors, en la formula Ag=Q-1¢A;¢P, una de les matrius sera la
matriu unitat I. Si el canvi de base és només en V (d'on Q=I) tindrem
Ar=Ai*P, mentre que si és només en W (d'on P=I) quedara A=Q-1eA;.
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1.3 NUCLI I IMATGE D'UNA APLICACIO LINEAL

1.3.1 NUCLI D'UNA APLICACIO LINEAL. Donada una aplicacié lineal
entre dos espais vectorials, f: VoW, entenem per nucli el conjunt de
vectors de V que tenen per imatge el vector nul de W. Si el designem
per N(f) podrem escriure

N(f)={veV / f(v)=0'}.

Fent un diagrama de Venn veurem clarament que el nucli N(f),
designat a vegades també per Ker(f), és un subconjunt de V.

V] [w

N[

16 —
[ J [
oo T

Entre les propietats del nucli que es poden demostrar com a
exercici, cal destacar:

(1) El nucli és un subespai vectorial de V.

(2) Una aplicacid és injectiva si i només si el seu nucli es redueix al
vector nul.

(3) El conjunt format per les imatges d'un sistema lliure, per mitja
d'una aplicaci6 injectiva, és també un sistema lliure.

Exemple 13. Sigui I'endomorfisme f: R35R3 que té per matriu
associada la matriu A de files fj=(1 2 3), fo=(4 5 6)if3=(7 8 9). Els

vectors del nucli U=(x;, xg9, x3) compliran f(U)=8', perd com que
f(D)=AoU sera A-U=08'. Matricialment,
123\(x1)\ (O 1x14+2.%2+3.X3=0
( 456 )‘(Xz)=( 0 ) {4.x1+5.xz+6.)m= o
7 8 9/\x3/ \0 7 x148.x2+9.x3= 0
Podem resoldre aquest sistema pel métode de reduccié de Gauss,
12 3|0 12 3|0 12 3|0 12 3|0
(4560)5(0—3 -6 O)E 012|0 E(0120
7 8 910 0-6 -1210 0120 000l0
Observem que els rangs sén p(A)=2 i p(A1B)=2 i com que el nombre

d'incognites és n=3, pel teorema de Rouché es tracta d'un sistema
compatible indeterminat. Aquest sistema és equivalent al

{ X1+2.Xx2+3.x3=0
Xo+2x50
Si posem com a parametre x3=A i resolemel sistema obtindrem
x9=-2.A i X1=A.

Aixi, els vectors del nucli s6n de la forma v=(A, -2.A, A), d'on
traient factor comi, U=A.(1, -2, 1). D'aquesta manera, tots ells seran
proporcionals al vector (1, -2, 1), que es podra considerar com una
base del nucli. Per tant,

N(f)={r.(1, -2, 1) / 2eR}

Veiem clarament que el nucli és un subespai vectorial de dimensi6
1, és a dir, el nucli és una recta de I'espai que passa per l'origen.
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1.3.2 IMATGE D'UNA APLICACIO LINEAL. Donada l'aplicaci6 f: VoW,
el conjunt de totes les imatges dels vectors de V l'anomenem imatge
de laplicacié lineal i el simbolitzem per I(f).

En l'esquema segilient podem veure que la imatge I(f)={f(v) / Ve V},
simbolitzada també per flV), és un subconjunt de W.

V] i
U8 fw,) [10]
0 e f _ 2'
b, = f(0,)

Es poden demostrar facilment com a exercici les propietats de la
imatge segiients:
(1) La imatge és un subespai vectorial de W.
(2) El rang de l'aplicacié lineal és igual a la dimensi6 de I'espai
imatge, p(f)=dim[I(f)].
(3) El conjunt de les imatges d'un sistema generador de V és
també un sistema generador de l'espai imatge.

Tenint en compte la propietat (3) del nucli i la (3') de la imatge,
podem enunciar la important propietat conjunta segiient:
(4) El conjunt de les imatges d'una base de V, per mitja d'una
aplicaci¢ injectiva f, també és una base de l'espai imatge.
Simbélicament, escriurem:

[£: VoW inj. A {Uy, Ug, ..., Ugl=By] = {fluy), flva), ..., flun)}=Byn

Exemple 14. Amb l'endomorfisme f: R35R3 de l'exemple anterior,
trobarem la seva imatge I(f)=f(V), que estara formada pels vectors de
la forma w=(y;. ya, y3) on i :
{12 3\(x1y (N 1.x1+2.x243.X3=y1
( 456 ){xa);(yz) 4.X1+5.X2+6.X3= y2
7 8 9/ \x3l \ys 7 X1+8.X2+9.X3= y3

. Resoldrem aquest sistema pel métode de reduccié de Gauss,
triangularitzant la matriu conjunta:

123N 12 3 yi 123l n
4 56(Y2]=/ 0-3 -6 |y2-4.y1 |={ O -3 -6|y2-4.y1
7 8 91y3 0-6 -12 lys-7.y1 000 y

El valor de la y és y=(y3-7.y1)-2.(y2-4.y1)=y1-2.y2+y3. i com que
perqué el sistema sigul compatible ha de ser y=0, tenim y;-
2.yo+y3=0, d'on y3=-y1+2.yo. :

Els vectors de la imatge seran W=(yy, y2. y3)= (y1. y2. “Y142.y9) que
es poden descompondre com

w=(y1, 0, -y1}+0, y2. 2.y2)=y1.(1, 0, -1)+y2.(0. 1, 2)

Per tant, la imatge és I(f)=(W=A.(1, 0, ~1}+1.(0, 1, 2) / A,ueR}. Com
que una base de la imatge és {(1, O, -1), (0, 1, 2)} tindrem dim[I(f)]=2 i
aixi la imatge sera un pla de I'espai que passa per l'origen.
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Per acabar aquest capitol- d'aplicacions lineals, enunciarem
I'anomenat teorema de la dimensi6: «La suma de les dimensions del
nucli i de la imatge és igual a la dimensi6 de l'espai vectorial inicial»,
€s a dir, el teorema de la dimensié prova que: :

|dim[N(f)] + dim[I()] = dim(V)]

Si en aquesta férmula suposem que dim(V)=n, com que la
dimensié de la imatge, dimlI(f)], és igual al rang de Il'aplicacié
lineal,p(f), que és igual al rang p(A) de la matriu associada A, podrem
escriure la dimensié del nucli com

dim[N(f)]= n-p(f) = n-p(A)

Com a conseqiiéncies immediates del teorema de la dimensié
podem posar:
(I) Sif és una aplicaci6 injectiva (o exhaustiva) entre dos espais de
la mateixa dimensié6, llavors l'aplicaci6 és bijectiva. .
(IT1) Si un endomorfisme f és un monomorfisme, llavors és també
un automorfisme.

Exemple 15. Per a l'aplicaci6 f: R35R3 dels dos exemples anteriors
tenim dim[N(f)]=1, dim[I(f)}=2 1 dim(V)=3, per la qual cosa es compleix:
el teorema de la dimensi6, 1+2=3.
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Aplicacions

Conjunt inicial: A Conjunt final: B
Correspondéncia: f: A—>B Conj. imatge: flA)={f(a) , Vac A}

Aplicacio: f:A—B aplic. « VacA,3beB / b=fla)

A .B] Al |eleelH [Al LH
f =] ] /".
. e [ L ) [ all h| e
[ J 0 [ » P — °
No aplicacio No aplicacié Aplicaci6

Tipus d'aplicacions:

Ap. injectiva: £:A—B inj. < VbeflA) , SacA / b=fla)

AT | [+ El AT | [ -8
® = o ¢ —e
0// [} —

No injectiva Injectiva

Condicio: fla)=f(b) = a=b

Ap. exhaustiva: A—B exh. & VbeB, JacA / b=fla)

A [ B A | 1B
’“:’0 — L
—=. -

No exhaustiva Exhaustiva

Condicio: f(A)=B

Ap. bijectiva: £A—B bij. < VbeB, JacA / b=fla)

AL [CB BT (e .B] E |u,.E
;//" —T 1 e :><; _pe
o’-— [, ’C / \‘.

No bijectiva No bijectiva Bijectiva

Condici6: bijectiva= injectiva + exhaustiva
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Homomorfismes

Conjunts: A, B ' Operacions: ®, ®
Estructures algebraiques: (A,9) , (B,®)
Aplicacio: £: (A,9) — (B,®)

Homomorfisme entre estructures algebraiques:
f: (A,®)—(B,®) homom. < VabeA, fladb)=fla)@f(b)

[&e] f [B.®)
a f(a)
&7 aeb | f A
b f(b)
~ f —
Aplicacié lineal

Espais vectorials: Inicial: (V,+, .) Final: (W,+, .)

Cos d'escalars: K=R '

Aplicacié lineal: f: (V,+, .) — (W,+, .) homomorfisme

Condicid doble: (Linealitat per a les dues operacions)
(1) YU 1,02eV, f(U;+U9)=£(U;)+f(U5)

(2) VAeR A VDeV, fA.U)=Af(V)

V,+, .)|
U f \
ue AWy f(p)
fla.v)

Condicio ﬁméa:
(3) £V-W ap. lin. © VA;,1eR A VU, UV =
fA1.U1422.02)=A1 f(U1)+22.f(U2)
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Tipus d'aplicacions lineals

Espais vectorials diferents: f: VoW (aplicaci6 lineal)

Injectiva: monomorfisme , flU,)=f(U3) = U;=U;
Exhaustiva: epimorfisme , f{lV)=W
Bijectiva: isomorfisme , iso.= mono. + epi.

Espais vectorials iguals: f: Vv
Aplicaci6 lineal: endomorfisme _ _
Ap. lineal bijectiva: automorfisme , auto.= endo. + iso.

Propietats de les aplicacions lineals

(1) Imatge del neutre: Si 8eV A 0'ceW = f(8)=0'
(2) Imatge de I'oposat: VeV, f(-v)=-f(U)
(3) Imatge d'un‘subespai:
S sub. vect. de V A f(S)={f(U) / VeS} = f{S) sub. vectde W
(4) Imatge reciproca d'un subespai:
T sub. vect. de W A f1(T)={f (W) / WeT} = £(T) sub. vectde V

Matriu associada a una aplicacié lineal

Espais vectorials: Inicial: V Final: W
Dimensions: dim(V)=n, dim(W)=m

Matrius bases: B=(U; U5 ... Up), C=(W; W5 ... Im)
Matriu imatge primera base: F=(f(U;) f{v2) f{Un))
Matrius components: (matrius columnes)

X=x1%2...20)' , Y=(y1¥2... Ym

V] | —wefly) W]
pe— | f

,(F_-:(f( u,) flu,) ...f(un)))
o«

B=(U;U;...u) | CC=( W, Wy ...me
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Matriu associada (cont.)

Vector del primer espai: U=x;.U;+X2.U2+...4Xn.Un = U=BeX '

Imatge: f(U)=x, fV1)+X2. V) +...4xn M) = fL)=FeX
flU)=y1.W1+y2.Wot...4ym.Wm = fU)=CY

Relaci6 matricial de les components: CoeY=FeX |

Imatges dels vectors de la primera base:

’ ﬂu1)=a11.w1+a21.ul2+...+am1.wm
| flUg)=a12.W+a29.Wa+...+8m2.Wm

: f(l’l,,)=a1n.lll1+a2n.ll.l2-|r...+am,,.ul;n
Expressio matricial: F'=A'sC' = F=CeA
Matriu de I'aplicaci6 lineal en les bases Bi C:

aj; a2 --- am
A-| 821 821 ;- 8
@m] @m2 --- 8mn

Ordre de la matriu: f: Vp—»Wm = A(mxn)
-Columnes de la matriu: components de F respecte a C
(Comp. de les imatges dels vectors de la 1a base respecte la 2a)

Rang de l'aplicacio lineal: p(f)=p(A)

'Equacions d'una aplicaci6 lineal

Equaci6 matricial de l'aplicacio:
CeY=FeX A F=CeA = [Y=AeX

Equaci6 matricial en funcié de les components:

Y1 ‘a;; a2 --- 4 | (X
Y2 || 821 822 .- 82 |¢X2
Ym 8ml 8m2 --- 8mn ||Xn

Sistema d'equacions de l'aplicaci6 lineal:
Y1 =2;1.X; +a12.X9 +...+ 81n.Xp
Y2 =82).X] +820.X) +...+ 82n.Xn

Ym=am1.x1+am2.x2+. «.+8mn.Xn
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Suma d'aplicacions lineals

Espali vectorial inicial: V Dimensi6: dim(V)=n
Espai vectorial final: W Dimensi6: dim(W)=m
Aplicacions lineals: f, g: VoW ‘ Simbologia: f, ge L(V,W)
Suma d'aplicacions lineals: VDeV (f+g)(U)=f(V)+g(V)

V] f (W] LoV W

v £+ g flu)+glv +f(u) f .
g (E+g)( 1) g(v) g: f+g

e

Aplicacié suma: f+g Propietat: f+ge L(V,W) (f+g és lineal)
Estructura: (L(V,W) , +)= grup abelia
Matrius de les aplicacions fi g:

aj;] ajg --- an b;; bz .- bia
A-| 821 822 - @m | j g bu by ... be
Q@m] 8@m2 -+ @mn bmi Pm2 -+ bmn

Matriu de l'aplicaci6 f+g:

a;+b;;  ajpetbis aintbin
s=| 821tba1 atbyy ... agntbgn
am1+bm1 amo+bme e Qmn+bmn

Consequéncia: S=A+B

Producte d'un escalar per una aplicacié lineal

Aplicaci6 lineal: fe L(V,W) Escalar: AcR
Producte d'un escalar per una ap. lineal: VeV (A.f)(V)=A.flU)
V| £ W [V, W)

.’ Af(p) > (V) f Af
\ . @
» Af (A f )W)

br B ¢
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Producte d'un escalar per una aplicaci6 lineal (cont.)

Aplicaci6 producte per un escalar: A.f -

Propietat: A.fe L(V,W) (A.f és lineal)

Operacions (+) i (.) d'ap. lineals: (L(V,W), +, .) = espai vectorial
Matrius de les aplicacions fi A.f:

A. Aap --- Aa
a;; a2 -+ @n an 12 “ln
A= 3_21 agz e agn i P= 7».8_.21 1.8'22 :--_K.ggn
8m] 8m2 - 8mn

A..8m1 A.8m2 --- A8mn

Consequiéncia: P=A.A

Composici6 d'aplicacions lineals

E.vectorials: V, V', V' Dim.: dim(V)=n, dim(V')=m, dim(V")=p
Aplicacions lineals: geL(V,V') , feL(V',V")
Composicio d'aplicacions: YUeV (feg)(V)=fIg(V)]

V| g| VI ¢ Vd LV;V'VY)

f
flg(v)] ?
v
glu)
fog (feg)(v) 1 fog

[ —— ] g

Aplicacioé composta: feg Propietat: fege L(V,V") (feg és lineal)
Matrius de les aplicacions:

aj; aj2 -+ 8im b;y b .- ain
A=| 821 @2 - 8m | j pgo| b2 b2 .- bo
8p) 8p2 - - 8pm bmi Pm2 -+ Dmn

Matriu de l'aplicacié composta:
Ci1 €2 -+ Cm m
C= cgl c%z c?n on cij=2 ajr.byj, 1<i<p A I<j<n
- - . . j=1
Cp1 Cp2 -+ Cpm

Consequéncia: C=A+B
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Composicié d'aplicacions (cont.)

Operacions (+) 1 (¢) d'aplicacions lineals:
Estructura: (I(V), +, *)=anell no commutatiu amb el. unitat
El.unitat: 3ieL(V) / VDeV = i(V)=D

El invers: fzautom. < 3IfleL(V) / YWeV = fofl=flef—i
| Aplicaci6 idéntica: i - Aplicacié inversa de f: £-1

. Canvi de base en una aplicacié lineal

Matrius de pas de les components: P, Q

Esp. vectorial V: Xj=PeXs Esp. vectorial W: Yi=QeYs
Aplicaci6 lineal: f; VoW '

Matrius de l'aplicaci6 lineal: Aj , Af

Equacions matricials: Yi=Aj*Xj , YFAf'Xf'

Diagrames de bases i components:

_XJ(xF(xlxz....x,)) v > vi=(% _YzQ-yn)' )LW'
G | | Gty

Q‘1£ | Tg

@f=(w'1 W ...WwH )
(etxiz . xq A~ Ve % )
Relacions matricials: Y=AgpeXs , Yi=(Q-1eAj*P)eXs

Matriu final del canvi de base: |

Nucli d'una aplicacié lineal
Definicié de Nucli: v
| V] I K
N(f)={veV / flv)=0) . Ul —
‘ 0 f > e
Altre simbol: N(f)=Ker f Uze —
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Nucli d'una aplicaci6 lineal (cont.)

Propietats del nucli:
(1) N(f)=sub. vectorial de V

(2) f: VoW inject. < N(f)=({8}
(3) f inj A {Uy,V3,...,Un}=SL < {f{U1),f[U2),...,f{Un)}=SL (SL=S. Lliu.)

Imatge d'una aplicacié lineal
Definicié d'Tmatge: V] _ " [W]
I
I0=(fv) / veV) Uit R
' : 0e f ‘ e
Altre simbol: I(f)=£(V) v, >0 f{U,)

Propietats de la imatge: .

(1) I()=Sub. vectorialde W , If)=W <« fapl exh.

(2) pH=dim(I(] ‘

3) {v1,V2,...,Un}=Sg de V = {f(v,),f(V2),... f{Un)}=Sqg de f{V)
Propietat conjunta: (3)+(3)

(4) £:V->W inj. A {Ul,uz,...,un_}=Bv = {f(v,),f(V2),....f([Un)}=Bfv)

Teorema de la dimensi6

Dimensions espais vectorials: dim('V):n , dim(W)=m
Aplicaci6 lineal: f: VW
Teorema de la dimensi6: dim[N(f)] + dim[I(f)] = dim(V)
Dimensi6 del nucli: dim[N(f)]=n-p(f) '
Consequiéncies:
() [ dim(V)=dim(W) A f=ap. injec o exh.]= f=ap. bijectxva
() [feI(V) A f=monom. ] = f=automorfisme
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e) PROBLEMES RESOLTS
1.1 DEFINICIO I PROPIETATS

Aplicaci6 lineal entre espais vectorials

1. Donades les aplicacions segiients de R en R, estudia quines sén
aplicacions lineals:

a) fx)=2.x b) g(xj=3.x-1
C) h(X)=3 . d) k(X)=X2

Solucié. Per saber si una aphcacm f: R-R és hneal aplicarem la
definicié amb la condicié tnica:

VA1, AeR A VU, U9eV = f(A1.U1+Ao.Ug)=A1.f(U1)+A2.f(Ug)
En el nostre cas, com que les aplicacions sén funcions reals de
variable real, tindrem U)=X) i U2=x2, i la condici6 de linealitat sera,

VA AgeR A Vx1xpeV = flhyxi+hg.x)=hyfxp)l+he.fixo) |

Estudiarem la linealitat de les quatre funcions donades, calculant
cada costat de la férmula anterior i mirant si sén iguals,

PRIMERA APLICACIO: f(x)=2.x
fA1.x1+A9.x2)=2.(A1.X1+A2.X9)=2.A1.X1+2.A2.X2
Al f(x1)+Ag flxg)=A1.(2.x1)+A2.(2.X2)=2 .01 .X1+2.A9.X2
Com que ens déna el mateix, tenim que |f és una aplicacié lineal |

SEGONA APLICACIO: gx)=3.x-1
glA1.x1+A2.%x9)=3.(A1 . x1+h0.X2)-1=3.11.X1+3.A9.Xa-1
A1.g(x1)+A0.g(x2)=A1 (3.x1-1)+A2.(3.x2-1)=3.A1.x1+3.A2.x2-A1-A2
Com que en general Aj+Ag#1, deduim que g no és una ap. lineal|

TERCERA APLICACIO: h(x)=3
h(A1.x1+A2.%X2)=3
A1.h(x1)+A2.h(x2)=A1.3+A2.3=3.(A1+A2)
Igual que abans, resulta que |h no és cap aplicaci6 lineal]

QUARTA APLICACIO: k(x)=x2
k(A1 .x1+A9.x9)=(A1.x1+A.X2)2
A1k(x1)+A2.kixg)=A1.(x1)2+A2.(x2)2
Es clar que sén diferents, per tant |k tampoc és ap. lineal |
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2. Estudia la linealitat de les aplicacions segiients entre espais de
polinomis:

a) f: P3oPy, fla+b.x+c.x2+d.x3)=(a+b)+(a+c).x+(a+d).x2
b) g: Pa—P3, gla+b.x+c.x2)=b.x+a.x2
c) h: P;—P3, h(a+b.x)=1+a.x+b.x2+b.x3

Soluci6. Els vectors seran ara polinomis. Aixi, si UePp, el vector
sera U=ag+a).x+ag.x2+a3.x3+...4+an.x0. Per variar i també per facilitat,
aplicarem les dues condicions separades de linealitat que sén,

(1) VU1,U2eV = flU1+U2)=f(U1)+f(U2)

2) VAeR A VVeV = f(A.U)=A.f(U)

PRIMERA APLICACIO: fla+b.x+c.x2+d.x3)=(a+b)+(a+c).x+(a+d).x2

Els vectors que haurem de fer servir sén

Ui=aj+by.x+c).x2+d1.x3 1 Ug=ag+bo.x+co x2+d2.x3

Estudiem ara les dues condicions de linealitat,

(1) flv;+vg)=f((a;+b.x+c1.x2+d].x3)+(ag+bg.x+Co.x2+d2.x3)=
=f((a;+ag)+(b1+bg) x+(c1+c2) x2+(d; +d2).x3)=
=(aj+ag+b1+bg)+(aj+ag+ci+co).x+(aj+ag+d+da) x2

flv1)+f(vo)=fla;+b1.x+c].x2+d ] .x3)+flag+ba.x+c2.x2+dg.x3)=
=(a1+b)+(aj+cy).x+(a1+d1).x2+
+(ag+bo)+(ag+cg) . x+(ag+dg).x2=
=(a1+ag+b1+bg)+(@aj+ag+c1+co).x+(aj+ag+d+da) x2

Com que dona el mateix, es verifica la 1a condici6.

(2) f(l.ll):f(}\..(a+b.x+c.x2+d.x3))=f((7».a)+(2..b).x+(X.c).x2+(k.d).x3)=
=(\.a+A.b)+(A.a+A.c).x+(A.a+A.d).x2

Aflv)=A.fla+b .x+c.x2+d .x8)=A.[(a+b)+(a+c) . x+(a+d).x2]=
=(A.a+A.b)+(A.a+\h.c).x+(\.a+A.d).x2

Es verifica també la 2a condici6. Per tant, |[fés ap. lineal

SEGONA APLICACIO: g(a+b.x+c.x2)=b.x+a.x2
Els vectors seran ara de la forma U=a+b.x+c.x2
(1) gvi+v2)=gl(a1+by.x+c) x2)+(ag+bg.x+Co.x2)=
=g((aj+ag)+(b1+bg).x+(c1+c2).x2)=(b1+bg) . x+(a1 +a3).x2
gu1)+ga)=gla;+b1.x+c1.x2)+g(ag+ba.x+c2.x2)=
=b.x+a1.x2 +bo.x+ag.x2 =(b1+bg).x+(a)+ag) x>
Observem que ja es verifica la la condicié.
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@) g0h.v)=g(.(a+b.x+c.x2))=g((A.a)+(A.b).x+(A.c).x2) =
=(A.b).x+(\.a) x2

A.gL)=A.g(a+b.x+c.x2)=A.[b.x+ax2]=(A.b).x+(A.a) x2

També es compleix la 2a condicié 1 per tant

TERCERA APLICACIO: h(a+b.X)=1+a.x+b.x2+b.x3

Els vectors de P 1 sén de la forma U=a+b.x. Es veu de seguida que
h no sera una aplicacié lineal, perqué no compleix la propietat de
h(8)=08'. No obstant aix6, provem-ho amb les condicions:
(1) h(v;+vg)=h((a;+b).x)+(ag+ba.x)=h((aj+ag)+(b;+bo).x)=
=1l+(aj+ag).x+{b1+bg).x2+(b;+bg).x3

h(u1)+h(Ug)=h(a;+b}.x)+h(ag+bg.x)=1+a1.x+b1.x2+b1 X3 +
+1+ag.x+bg.x24+ba.x3=2+(a1+ag).x+(b1+bo).x2+(b;+bg).x3
Veiem que no es verifica la la condicié. En conseqiiéncia, ja
no caldra provar la 2a: {l'aplicacié h no és lineal| '

3. De les tres aplicacions segiients justifica quines sén aplicacions
lineals:

. _ Aol X2
a) f: Ma—P3, flA)=(1 x)*A ( 1 ) b) g: Mg—R, g(A)=IAl

c) h: Pg—>M,, hia+b.x+c.x24+d.x3) =((=:1 3 )

Solucié. Farem servir, segons ens sembli, les dues condicions
separades o bé la condici6 tinica de linealitat, '
~ Primera aplicaci6: f: Mo—Ps, flA)=(1 x)°A~(’i2)

Observem que esta ben definida, ja que per una matriu quadrada
A de segon ordre obtenim un polinomi de tercer grau,

fla)=(1 x)o(g g)ﬁz) = x)’( 322:?1 = axZibiexded x

Provarem que amb la condici6 unica de linealitat, fent

servir les propietats de la suma de matrius i la de producte d'un
escalar per una matriu,

f01.Ur+h2 U =F(A 1 Ar+Ag Ag=(1 x)'(kl.A1+7Lg.A2)'(Ji2) =
- [ ] L] X2 * x2 - L) x2
=1 0+ A9{%) + (1 1o0289*) 111 x) A +
+22.01 x)-Azﬁ"’) =A1f(AD+h2 fAY =M1 AV ) +A2.0)
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Segona aplicaci6: g: M3—R, g(A)=1Al

Veiem que l'aplicacié g esta ben definida, ja que el determinant
‘d'una matriu quadrada és un nombre real. Farem servir les dues
condicions separades,

(1) gui+v2)=g(A1+Ag)=1A1+A2 | g)+g2)=1A11+1Asl
Sén diferents perqué el determinant d'una suma de matrius no
€s igual a la suma dels determinants de les matrius. Deduim,
~ doncs, que |g no és aplicaci6 lineal].
Observem que tampoc es verificaria la 2a condici6, perqué és

diferent el resultat de multiplicar un nombre per una matriu (de 3¢
ordre) o bé multiplicar el mateix nombre per un determinant,

(2) gh.v)=g.A)=IA.AI=A3.|Al
A.g)=A.g(A)=A. 1Al

Tercera aplicacié: h: Ps—M,, h(a+b.x+c.x2+d.x3)=(Z1 3)
Fem servir la condicié tnica, trobant separadament cada costat,
h(A1.U1+A2.U2)=h(A.(a1+b1.x+c1.%24d 1 .x3)4+A2.(ag+bg X+co.x2+d9.x3))=
=h(A1.a1+A2.22)+(A1.b1+A2.ba).x+(A1.c14+A2.c2) . x2+(A1.d 1 +A2.d2) x3)=
= Ar.ar+ig.az Arb+iobo )
7»1.014-)»2.02 ll.d1+7»2.d2

A1.h(v1)+A2.h(vo)=A1.h(a;+b1.x+c1.x2+d1.x3)+Ag.(a2+bg.x+co.X2+do.x3)=
_ a1b1 a2b2 kl.a1+?»2.a2 ll.b1+7\,2.b2
mfg) - rafeg )=(
¢idy G202 X1.01+7\.2.C2 ll.dﬁ-lg.dg
Com que sén iguals els dos segons membres anteriors, deduim
- que |h és una aplicaci6 lineal .- :

1.2 MATRIU ASSOCIADA

Determinacié d'una aplicaci6 lineal

4. Sigui f: Pa»> R4 una aplicacié lineal que és definida per
f(p)=(p(1), p(2), p(3), P(4)). Escriu la matriu A de l'aplicacié lineal
associada a les bases candniques de cada espai vectorial. Calcula
també el rang d'aquesta aplicacio6.
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Solucié. Sabem que Pg simbolitza el conjunt dels polinomis de
grau inferior o igual a 2, mentre que R% és el conjunt de les
quaternes ordenades. Amb les operacions de suma i producte per
un nombre real convencionals, sén espais vectorials que tenen per
bases candniques respectives,

B;=(1, x, x2} i Ba={e), e, €3, €4}

on e;=(1,0,0,0), es=(0,1,0,0), €3=(0,0,1,0) i €4=(0,0,0,1).

L'aplicacié6 donada, f(p)=(p(1), p(2)., P(3), pP(4)), ens permetra
trobar la matriu associada en aquestes bases, que és aquella que té
per columnes les imatges dels vectors de la base del 1r espai
referits a la base del 2n espai.

Trobem, doncs, les imatges dels vectors de la base B1={1, x, x2}.
Com que un polinomi genéric de Py és p=a+b.x+c.x2, tindrem
que les imatges.de la base seran,

PRIMER VECTOR. P=1 = p(1)=1, p@2)=1, p@3)=1 i p(4)=1.
Per tant, [f(1)=(1, 1, 1, 1)|

SEGON VECTOR. p=x = p(l)=1, p(2)=2, p(3)=3 i p(4)=4.
Obtenim, |f(x)=(1, 2, 3, 4)]

TERCER VECTOR. P=x2 = p(l)=1, p(2)=4, p(3)=9 i p(4)=16.
Resulta, {f(x2)=(1, 4, 9, 16)|

Ara haurem d'expressar aquestes imatges, f(1), f(x) i f(x2) segons
els vectors de la base candnica del segon espai vectorial, Ba,
f(1) =1l.e;+1.eq9+l.83 +1.04
flx) =1.e1+2.€9+3.e3 +4.e4
fix2)=1.e1+4.€2+9.e3+16.84

Si posem aquestes imatges en columna, ens quedara la matriu
de I'aplicacié lineal, que en ser 3 la dimensié del primer espai, Psg,
i 4 la del segon, R4, es tractara d'una matriu d'ordre 4x3,

11 1
A=l12 4
13 9
14 16

Per trobar el rang de lUaplicaci6 lineal que és igual al rang de la
matriu, farem servir el métode de reducci6é de Gauss,

111 111 111 111
A={12 4 |-|013|_({013|_|/013
13 9 015 002 002
14 16 017 002 000
Com que hi ha tres files diferents de la fila nul-la, es verifica que

el rang és .
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6. Siguin un subespali vectorial S de l'espai M3 i un endomorfisme f

de S tal que verifica
6a+3b
S= M beR} i
{ b a+b}€ 2/abe (b a+b H -2a-b 4a+2b

Calcula una base de S i la matriu de f en aquesta base.

Solucié. Per trobar una base del subespai S de Mg partirem d'una
matriu genérica de S,

00) . (ON0)
(b a+b ) (bb ( )+b'(11
Anomenem A la matnu genérica i també Aj i Ag les matrius
A=(01 i -A_(oo
"lo1 i1

Substituint en l'expressié anterior tindrem A=a.Aj+b.A2, que ens
indica que {A;,Ag} és un sistema generador de S, i com que A; i Ay

son lin. independents, resulta que [B={A;,Ag} és una base de S|.

Quant a l'aplicaci6 lineal f, en ser de S en ell mateix, és un
endomorfisme. Per trobar la matriu de l'endomorfisme, primer de
tot calcularem les imatges de la base B de S.

f(A‘)"f(gi (-210 21:38) (
waa=r(99)=( 591 $9:31)-(5

Aquestes imatges les posarem en funcié de la base de l'espai
vectorial final que, en ser un endomorfisme, és també B={A],As}.

PRIMERA IMATGE. fl[A])=A]1.A14+A2.A2 Substituint per les matrius,

0 6)_ (O 1) {0 0
| 24)™0 1))
Multiplicant, sumant i identificant termes correlatius, tindrem

el sistema immediat 21=6 , A2=-2 i A1+A2=4. Aixi, tindrem
flA})=6.A1-2.A2 - (1)

SEGONA IMATGE. ﬂA2)=u'1A1+u2.A2 Substituint, obtindrem

03)_ { 0 1) (o o)
(-12 Hi{g 1)7H21 1 |
Operant i identificant termes correlatius, deduirem de seguida
que p1=3, po=-1 i pj+pg=2. La combinacié lineal sera
flA2)=3.A1-1.A9 (2)
Posant els coeficients de f(A;) i flA2) en columna, obtindrem la
MATRIU DE L'ENDOMORFISME f,
A= (6 3

2-1
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6. Sigui l'espai vectorial L(V) dels endomorfismes de V=R2. Prova
que els endomorfismes segiients formen una base B de L(V):
f1y)=(x+y, y), falxy)=(x+2y, 4y). f3(x.y)=(0,3x) 1 f4(x.y)=(x-y,y).
Demostra que l'aplicacié g: L(V)»>R2 definida per g(f)=f(1,1) és lineal
i busca la matriu associada a la base B de L(V) i a la canénica de R2.

Soluci6. En la grafica seglient hem esquematitzat els espais
vectorials donats i les aplicacions lineals entre ells,

-0
/ET\
/. N\
]/ g\ \ B

(1,1) £(1,1)

Per provar que Bj={f}.f2.f3.f4} és una base de l'espai vectorial
L(V) de les aplicacions lineals f: R2—R2, comencarem. trobant les
imatges, per mitja d'aquestes quatre funcions, d'una base de R2
que, naturalment, agafarem la canénica, Ba={e],e2}, i com que el
conjunt final és el mateix R2, les expressarem també en aquesta
base.

PRIMERA FUNCIO: f1(x,y)=(x+y, )

fi(e1)=f1(1, 0)=(1+0, 0)=(1, O)=1.e;+0.eo
f1(e9)=f1(0, 1)=(0+1, 1)=(1, 1)=l.e;+1.eq

SEGONA FUNCIO: fo(x,y)=(x+2.y, 4.y) ,
. fa(e1)=f2(1, 0)=(1+2.0, 4.0)=(1, 0)=1.e1+0.eo
fa(eg)=f2(0, 1)=(0+2.1, 4.1)=(2, 4)=2.e1+4.€9

TERCERA FUNCIO: f3(x,y)=(0, 3.x)
f3(e1)=f3(1, 0)=(0, 3.1)=(0, 3)=0.e1+3.e9
f3(eg)=f3(0, 1)=(0, 3.0)=(0, 0)=0.e1+0.e4

QUARTA FUNCIO: f4(x,y)=(x-y, y)
fa(e1)=f4(1, 0)=(1-0, 0)=(1, O)=1.e;+0.e4
fa(eg)=f4(0, 1)=(0-1, 1)=(-1, 1)=-1l.e1+1.e9

Posant aquestes imatges en columna obtindrem les matrius de
les aplicacions lineals anteriors, ‘
A=(11 C A=(12 i =(OO =(1-1)
o1 2 ‘o 4 A=z o) 1 AF{g;

A causa de l'isomorfisme que hi ha entre les ap.,lineals i les
matrius associades, el fet de provar que {f},fs,f3,f4} és una base de

L(V) sera equivalent a provar que {A1,A2,A3.A4} és una base de M.
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Demostrem, doncs, que les matrius anteriors constitueixen una
base de l'espai vectorial de les matrius quadrades de segon ordre.

Estudiem primer si sén linealment independents,
. xl.A1+Az.A2+X3.A3+k4A4=O , on O és la matriu nul-la
Substituint,
-[00

11}
",‘(o 1 ”‘2( “‘ (3 0 +7““(0 1 '(o 0
Operant i igualant components, obtindrem el sistema:
A+Ao4+Ag=0 , A 1+2.29-A4=0 , 3.A3=0 , A1+4.Ao+A4=0

De Ia 3a, A3=0. Restant la 1a i la 4a, -3.A2=0, d'on Ag=0. Si
substituim en la la i 2a equacions, ens quedara el nou sistema, .

7»1+K4-_"—0 i A1-Ag=0
Sumant, 2.1;=0, x_1=o. Restant, 2.A4=0, A4=0.

En resum, com que Aj=Ag=A3z=A4=0, el sistema A1 ,Ag,A3,A4)
serd lliure. A més, sabem que la dimensi6 de Mg és 4, ja que

només cal veure que la base canodnica esta formada per les 4
‘matrius

10 00 00
Ei= . Ep= . Be= | i Ee|
=loo) * *F o o 10 “lo1

Per tant, si apliquem la 4a conseqtiéncia del teorema de Steinitz
resultara que el sistema {A;,A2,A3,A4} també sera generador, i en
conseqiiéncia, sera una base.

Queda provat aixi que [BI={f1,f2,f3,f4} és una base de L(V)J

Ara provarem que l'aplicacié g: L(V)»R2 definida per g(f)=f(1,1),
és lineal. Farem servir la condicié tnica de linealitat, tot observant
que els vectors inicials s6n dues funcions qualssevol

vi1=f; , Ug=fo on f1,foeL(V)
Provarem que g(A1.U1+A2.Ug)=A1.g(U1)+A2.g(U59), fent servir la

definicié de “funcié suma” i “funcié producte per un escalar” que
recordem a continuacié

F.suma: fi+fo = ({1+f)X)=f1X)+f2(x) , VxeR
F. prod. per un escalar: k.f = (kfE)=k.[flx)] , VxeR

Provem ja que g és lineal, partint del 1r costat i arribant al 2n,

g(A1.U1+Ao.U2)=g(A1 .f14+A.fo)=(A1 .f1+Ag.f)(1,1)=
=(A1.11)(1,1)+(A2.f2)(1,1)=A1.[f1(1,1)]+A2.[f2(1,1)]=
=A1.8(f1)+A2.g(f2)=A1.g(U1)+A2.g(U2)

Resulta, per tant, que [g és una aplicacié lineal|. Ara calcularem la
seva matriu associada a les bases dels espais vectorials de partida i
d'arribada que s6n, respectivament,

Bi=lfi, f2, f3,f4} i Ba={ej, e, e3, eq}
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Hem de trobar les imatges per g dels vectors de la la base i
posar-les en funcié dels vectors de la 2a base,

glfy)=f1(1,1)=(1+1, 1)=(2, 1)=2.e;+1.89
glfe)=f2(1,1)=(1+2.1, 4.1)=(3, 4)=3.e1+4.e3
g(f3)=f3(1,1)=(0, 3.1)=(0, 3)=0.e;+3.e2
glfg)=f4(1,1)=(1-1, 1)=(0, 1)=0.e;+1.eg
Per 1ltim, posant aquestes imatges en columna ens quedari la
matriu de l'aplicaci6 lineal g, que la simbolitzem per M,

2300
M=
(14~31

Canvi de base en una aplicaci6 lineal

7. Sigui f: R3> R4 una aplicaci6 lineal que és definida per
f(1,0,0)=(1,1,0,1), £(0,1,0)=(-1,2,0,0) i (0,0,1)=(0,3,0,1). Busea la
matriu associada a f respecte a les bases B={(1,2,1), (0,1,2), (0,0,1)} i
Cc={(2,1,0,1), (0,2,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,3)}.

Solucié. Abans de comencar el problema, intentarem aclarir
alguns conceptes que estan simplificats en l'esquema segiient, ja
que, per resoldre aquest i els altres problemes, és necessari
comprendre ben bé el que s'esta fent:

\%
—I(Xi=(X1x2 %)Y e P{Yi=(}i Y2"'Ym)') W
(Bi=(v,v, .. 1,)) CCi=( h ... '"mD

1

Qll TQ

ine! N Ccf=(w“1 wj'z ...uJ;nl))
(Re=txi®y .. %'y "EED)

La matriu de pas P és aquella matriu que té per columnes les
components dels vectors de la base final By respecte als-vectors de
la base inicial By. La seva inversa P-1 servird per passar de les
components inicials X; a les components finals X, doncs Xp=P-1eXi.

De la matriu de pas Q, podem dir exactament el mateix: té per
columnes les components dels vectors de la base final Cy respecte
als de la inicial C;. La seva inversa Q-1 passara de les components
inicials Yj a les finals Yt, ja que Yr=Q-1eYj.
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La matriu A; de l'aplicacié lineal f, segons les bases inicials, és
aquella que té per columnes les imatges dels vectors de la base
inicial del 1r espai, Bj, respecte als vectors de la base inicial del 2n
espai, Ci. Ens serveix per passar de les coordenades originals Xj a
les seves imatges Y.

Simplificant l'esquema anterior, tindrem:
CX1=(X1X2 ~¥n )}A—i'P(Yf(x Y2 -.¥m ))
ol 4 ot} o
G{f=(x'1 X3 .. Xp ))_AL.’{YF( % % ---yinD

Per trobar la matriu As de l'aplicacié lineal f, segons les bases
finals, que és aquella matriu que té per columnes les imatges dels
vectors de la base final del 1r espai, By, respecte a la base final del
2n espai, Cf, haurem de seguir les fletxes. Es a dir, per anar en la
direcci6 de Ay, multiplicarem primer P, després A; i finalment Q-1.
Ara bé, com que en el producte de matrius s'ha d'escriure en ordre
invers, ja que la primera que actua és l1iltima, tindrem

Fem ja el problema. Tenim una aplicacié lineal f: R3—5R¢ definida
per f(l .O|O)=(1- 1|O- l)n f(OD1|O)=(-1|2'O]0) i f(o,o, 1)=(O,3,0. 1).
Es veu clarament quina és la matriu A; de I'aplicacié6 lineal f, en
les bases que suposem que sén les candniques:
Bi=(e1, e2, e3) i Ci=(uj, Ug, U3, Uy)
On e].:(l'IO'O)I 92=(0'1'0)| e3=(010| 1)
i ul=(1'0'0'0)' u2=(0’1,0,0)1 u3=(0)0l1'0) i u4=(0lolol 1)'
Per6 fem-ho amb tots els passos, trobant les imatges dels
vectors de Bj i posant-los en funcié dels vectors de C;,
f(e,)=f(1,0,0)=(1,1,0,1)=1.u;+1.U9+0.Uz+1.Uy
fle9)=£(0,1,0)=(-1,2,0,0)=-1.U;+2.U3+0.U3+0.Uy
f(e3)=f(0,0,1)=(0,3,0,1)=0.U;+3.U2+0.U3+1.Uyg
Posant aquests vectors en columna, obtindrem la matriu de
l'aplicaci6 lineal segons les bases inicials:
1-10

-1123
A 000
101

Observem que hi ha un canvi de base en cada espai vectorial. En
el primer espai, R3, la nova base és Bg=((1,2,1), (0,1,2), (0,0,1)} i
en el segon espai, R4, tenim la nova base Cr={(2,1,0,1), (0,2,0,0),
(0,0,1,0), (0.0,0,3)}.
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Ens demanen la nova matriu de l'aplicaci6 lineal, As, associada a
aquestes noves bases, Ar=Q-1¢A;*P. Per aix6 haurem de trobar les
dues matrius de pas P i Q, posant els vectors de la base final en
funcié dels de la inicial.

MATRIU DE PAS DEL PRIMER ESPAL :
(1,2,1)=1.e;+2.ex+l.€35
(0,1,2)=0.e1+1.ex+2.85 = P= (
(0,0,1)=0.,+0.82+1.€5

MATRIU DE PAS DEL SEGON ESPAL:
(2,1,0,1)=2.u;+1.Ux+0.Ug+1.Uy
(0,2,0,0)=0.u;+2.Ux+0.Uz+0.Uy
(0,0,1,0)=0.u;+0.U+1.Us+0.Uy
(0,0,0,3)=0.u;+0.Ux+0.Us+3.Uy

Per trobar la matriu AFQ'I'A1°P, encara ens fa falta trobar la
matriu inversa de Q. Fem-ho, per ex., pel métode de Gauss-Jordan,

2000/1000]fi [2000|2000
1200/0100(f2_{0400}1200(2ff _
0010/0010|fs |0OO10[(0010
1003looo01lfy Loooel10o02]2fh
1000]1/2 0 0 o 1fi/2 1/2 0 0 O
—|0100f1/41/20 0 (/% _ oa_[-1/41/20 O
00100 0 1 0 : 0 010
0001l1/6 0 0 1/3)fa/6 -1/6 0 0 1/3

La matriu anterior ens sera més facil d'operar si multipliquem
tots els termes per 12,
: 60 0 O
Q=L -36 0.0
12100 12 O
-20 0 4

Calculem QF}Q'I‘Ai'P?Q'l'(Ai'P) fent primer
1-10 100 -1-1 g

ApP= 210]= 0

1

Finalment obtindrem

60 0 0)\[-1-10 6 6 0
A e 1|36 0 olfs83|_[1]51 51 18
=07 P= 1100 12 0flooo|"|izl 0 0 o
20 0 4/l221 10 10 4

1/2 -1/2 0

. a_| 17/ 17/4 3/2

OtafnbeAr o o 0

5/6 5/6 1/3
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8. Sigui l'endomorfisme f: R3—»R3 definit per fle;)=e;+2.e3,
fle;+eg)=e;1+€9+5.83 i fle;+eo+e3)=2.€1+10.e3. Calcula la matriu de

f en la base canédnica B; i la imatge del vector U que té per
components (3,2,1) en la base B2={(0,0,1), (0,1,1), (2,1,1)}.

Solucié. Per trobar la matriu A; de laplicaci6 lineal f: R8—»R3 en

les bases candniques, que.son iguals a Bj={ej,e2,e3} ja que f és un
endomorfisme, farem servir la propietat de linealitat: la imatge de
la suma és igual a la suma de les imatges.

Per tant f(e+e9)=fle1)+f(es), i aixi fl@g)=fle;+es)-fle;). Es a dir,
fleg)=(e;+e2+5.€3)-(e1+2.e3)=02+3.83
Com que f(e;+eq+e3)=fle;+eg)+f(es), aillant f(es) ens quedara
fleg)=f(e,+eq+e3)-fle1+€2)=(2.21+10.e3)-(€1+€2+5.€3)
Operant, fleg)=e1-82+5.63
En resum, les imatges dels vectors de la base candnica B; en
funci6 dels vectors de la mateixa base s6n
flej)=1.e;+0.eq2+2.83
fleg)=0.e1+1.e9+3.83
fleg)=1.e;-1.es+5.e3

Posant els coeficients d'aquests vectors en columna, obtindrem
la matriu A; de l'aplicacié lineal f en les bases candniques,

101
A=101-1

235

Ara tenim una nova base de l'endomorfisme, Ba={U'1,U'2,U'3} on
v'1=(0,0,1), v'2=(0,1,1) i U'3=(2,1,1), i hem de trobar la imatge del
vector U=(3,2,1)B2.

Podem posar, U=3.U'1+2.U'9+1.0'3=3.(0,0,1)+2.(0,1,1)+1.(2,1,1).
Operant tenim U=(2,3,6), o millor U=(2,3,6)g1, perqué ara esta
referit a la base candnica.

Com que ja sabem la matriu A; de 'aplicaci6 lineal, trobarem la
imatge f(U) pel calcul matricial, ja que flU)=Aj°U

101\/2 2+0+6 8
fw)={o1-143|=| 0+3-6 |=| -3
235/\6 4+9+30 43

Per tant, la imatge demanada és !f(u)=(8, -3, 43)1

També es podria haver calculat la imatge fent un canvi de base.
Observem que la matriu de pas P, .en el primer espai vectorial,
tindra per columna els vectors de la base Bg referits a la base Bj,
que és la candnica.
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Aixi doncs, la matriu de pas P és

002\
P=1011
111

Quant a la matriu de pas Q, hem de veure que no hi ha hagut cap
canvi de base en el segon espai vectorial, perqué la imatge
demanada, si no s'especifica res en contra, vol dir que esta
referida a la base candnica. Aixi, Q sera igual a la matriu unitat,

100
Q=010
001
Per comprendre millor el cilcul de la nova matriu Ag de

I'endomorfisme f referit a les bases Bg del 1r espai i By del 2n
espai, construirem el diagrama seglient:

Ens resulta Ag=Q-1eA;*P i com que Q=I, també Q-1=I. Pel fet que
la matriu unitat I és l'element neutre del producte, ens quedara:
101\/101 11 8
01-1101-1|=|-10 O
235/\235 58 12

Coneguda aquesta matriu A de I'endomorfisme f referida a les
bases Bg i B; del 1Ir i 2n espai, respectivament, podrem trobar ja la

imatge del vector U=(3,2,1)B2,

11 3 3 3+2+3 8
f(v)=A*U=|-10 0 21=| -3+0+0 |=§ -3

58 12 /11 15+16+12 43

A2=A1‘P=

Acabem, dient que la imatge demanada és |f(u)=(8. -3, 43)|,
naturalment, referit a la base canénica B;.

9. Sigui V un espai vectorial real de dimensi6 3 i B1={U;, U2, U3}
una base de V. Considerem l'endomorfisme de V que té per matriu
A} en la base B) la de columnes €;=(2 -1 0)', c2=(1 3 1)'i €3=(6 4 1)
Determina la matriu de f en la base Ba={U'}, U'g, U'3}, on U;=D';-U'3,
U2=-U'14+U'9+U'3 1 U3=U'1-U's. Tenen les dues matrius Aj i A el mateix
determinant? Per qué?
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Solucié. Partirem de l'endomorfisme f: V3—V3 i la matriu Aj
d'aquesta aplicaci6 lineal referida a la mateixa base By ja que el 1ri
2n espais vectorials sén iguals. Aquesta matriu és

216
-13 4
011

Recordem que la matriu de pas P es troba agafant com a
columnes els vectors de la base final Bo={U'1,U'2,U'3}, expressats en
funcié dels vectors de la base inicial B1={U;,U9,U3}. Perd, com que
en el nostre cas ens donen els vectors de B; en funcié dels de Bg,
en realitat podrem conéixer la matriu de pas inversa P-1.

En efecte, si apuntem de nou les relacions donades:

: v1=1.01+0.U'2 -1.U'3
Uo=-1.U'1+1.U'9+1.U'3
Us3=1.U"; -1.0'94+0.U'3
i posem els coeficients en columna, ens quedara:
1-11
Pl= (o 1 -1)
-110

La matriu de pas P sera la inversa de l'anterior. Calculem-la per
sistema d'equacions.
" Com que P-leP=], si diem P a la matriu de files ¥, X2, X3, és a
dir, P=(" X2 K3)', en ser I=(e; €2 e3)', tindrem
1-11)\(% e H)-HotHa=e; (1)
01-1fRa|=|€2| = KoHs=e2 (2)
-11 0/ \H3 es -H1+Hy =es; (3)
Sumant (1) i (2) ens quedara, #i=e1+e2=(1,0,0)+(0,1,0)=(1,1,0).
Sumant (1), (2) i (3), Ka=e1+€9+€3=(1,1,1) i finalment, sumant (1)
amb (3), H3=e1+e3=(1,0,1). La matriu de pas P sera

{110
P=1111
101

Com que haurem de trobar la matriu Ag de f referida a la nova
base Bg, farem un diagrama per comprendre millor el problema:

A=

Observem que com que f és un endomorfisme, Q=P i Q-1=P-1.
Per tant, Ago=P-1eA¢P. Fent els calculs matricials, obtindrem:
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216\(110)\ (9837
-1344111|=|{627
011/\101 212

Multiplicant de nou a l'esquerra per P-1,

1-11Y/937 522
01-11627|=|1415
-110/\21 2 -3-10

Finalment, ens preguntem si les matrius A; i Ag tindran el
mateix determinant. La resposta és que si, ja que s6n dues
“matrius semblants”:

|Ag|=IP-1eA ePI=1P-1]1 1A; 1. IPI=IPI-1. 1A |.IPI=|A;]

Comprovem-ho, desenvolupant per Sarrus,

Al°P=

Ag=P ls(AoP)=

216
.13 4| =(6-6+0)-(0+8-1)=0-7=-7
011

2

522
|A2|=|4 1 5’ =(0-8-30)-(-6-25+0)=-38+31=-7
-3-10

1A=

1.3 NUCLI I IMATGE

10. Sigui l'endomorfisme f de R4 definit per f(e;)=(2, -1,-1,0),
fleg)=(-1,1,0,-1), f(e3)=(1.0,1,-1) i f(e4)=(0,-1,-1,2). Es demana la
matriu associada a les bases candniques, la imatge del vector
V=(2,5,6,8), l'antiimatge dels vectors Ww;=(0,-2,-4,4) i Wy=(1,0,0,1):
Troba també la dimensid de l'espai imatge I(f) i la del nucli N(f).

Solucié. La matriu de l'aplicaci6 lineal f: R4—>R4, es troba amb les

imatges dels vectors de la base canénica B={e;,eq,e3,84} que, pel
fet que és un endomorfisme, els referim a la mateixa base,

fle))=2.e; -1.e5-1.e5+0.e4 2-110
fleg=-1.e+l.e5+0.e3-1.04 - |a=[-110-1
fleg= l.e;+0.e2tl.e3-1.84 .10 1-1
fleg= 0.e;-1.e5-1.e5+2.04 0-1-12

La imatge del vector U=(2,5,6,8) es pot trobar posant-lo primer
en funci6 de la base canonica
U=2.e)+5.89+6.€3+8.84
Després aplicarem l'endomorfisme f i imposarem la condici6
que és lineal:
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f(v)=2.f(e1)+5.f(eq)+6.f(e3)+8.f(e4)
Substituint pels vectors imatges de la base canodnica,
f(v)=2.(2,-1,-1,0)+5.(-1,1,0,-1)+6.(1,0,1,-1)+8(0,-1,-1,2)
Multiplicant i sumant ens quedara
f(v)=(4-5+6+0, -2+5+0-8, -2+0+6-8, 0-5-6+16)

Es a dir, |f(L)=(5, -5, -4, 5)|

Aquesta imatge f(U) també la podiem haver trobat per calcul
matricial, ja que
4-5+6+0 5
-2+5+0-8 | _[-5
-2+0+6-8 -4
2/\8 0-5-6+16 5
I aixi hauriem obtingut la mateixa imatge, f(U)=(5,-5,-4,5).

f(U)=Aev=

l—‘l—‘o
AN
, }

2-11
-110-
-101-

0-1-1

A continuacié obtindrem les antiimatges dels vectors donats.
Comencarem per W =(0,-2,-4,4) que si U=(xy,z,t) és la seva
antiimatge, haura de passar que f(U)=w; i com que flU)=A*V ens
quedara el sistema matricial, AsU=1;. Desenvolupat és

2-110\/X¥ 0 2.x-y+z=0
-110-11Y (2] & X+y-t=-2
-101-1}}2 -4 -X+z-t=-4
0-1-12/\t 4 -y-z+2.t=4

Com que ja tenim les matrius dels coeficients i dels termes
independents, resoldrem aquest sistema pel métode de reduccié
de Gauss, fent servir la regla del pivot,

2-110|0) (2-110[0) [2-110]0
M=[-110-1-2|_fo11-204]_{011-2-4
-101-1f-4| |0-13-2-8| |00 4-4{-12
0-1-12la/ \o-1-12l4/ loooolo

El rang de la matriu dels coeficients és p(A)=3 que coincideix
amb el de l'ampliada i, com que el nombre d'incégnites és 4, si
apliquem el teorema de Rouché, veurem que és compatible
indeterminat amb d=3-2=1 graus de llibertat. Les solucions
dependran d'un parametre que pot ser per exemple t.

Mirant la matriu reduida resulta que el sistema és equivalent al
2.x-y+z=0 2 x-y+z=0 (1)
y+z-2.t=-4 = y+z=2.t-4 (2)
4.2-4.t=-12 z=t-3 (3
Substituint (3) en (2), y+t-3=2.t-4 , y=t-1. Substituint en (1),
2.x=y-z=t-1-t+3 , 2.x=2 , x=1.
Les infinites solucions seran els vectors U=(1, t-1, t-3, t). Si fem
servir el parametre t=\A ens quedara |f-1(w)=(1, A-1, A-3, MI.
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Per trobar l'antiimatge de laltre vector W9=(1,0,0,1), es pot fer
exactament el mateix:

2-110\(X 1 2.x -y+z =1 (1)
-110-1Y|_10| o -X+y -t=0 (2)
-101-1]|2 0 -x +z -t=0 (3)
0-1-12/1\t 1 -y-z+2.t=1 (4)

Ara bé, si sumem la (1) amb la (4), 2.x-2.y+2.t=2 , x-y+t=1.
Canviant els signes, -x+y-t=-1. Si la comparem amb la (2), déna
I'absurd -1=0. Aixi doncs, el sistema és incompatible.

En conseqiiéncia, no existird l'antiimatge del vector wz Es

podra escriure |f-1(Wo)=

Fem un esquema per veure aquests vectors conjuntament amb
les seves imatges, si és que les tenen:

&l f'l(llJl) f(R4) IE
Uye—
1U2‘ - w,
_e”flV)
Ue ‘w,

Sabem, per definicid, que la dimensidé de l'espai imatge I(f), o bé
f(R4), és igual al rang de la matriu A de l'aplicacié lineal f. Com que
aquest ja I'hem trobat, podem apuntar,

|dim1()]=p(a)=3]

Quant a la dimensié del nucli N{f), es pot tenir en compte el
teorema de la dimensi6

dim{I{f)]+dim[N(f)]=dim(V)
Aqui V és el primer espai vectorial que, en el nostre cas és R4,
Per tant, substituint tindrem

3+dim[N(f)]=4 , [dim[N(f)]=1

11. Considerem l'aplicaci6 f: P3—P3 definida per f(p)=p-p', on p' és
la seva derivada. Demostra que f és un automorfisme i calcula la seva
matriu A en les bases canoéniques dels polinomis.

Solucié. Si p=a+b.x+c.x2+d.x3 és un polinomi de P3, recordem

que la seva derivada és p'=b+2.c.x+3.d.x2. Per tant, l'aplicacié f sera
definida per

flp)=p-p'=(a+b.x+c.x2+d.x3)-(b+2.c.x+3.d x2)
Es a dir, |[f(p)=(a-b)+(b-2.¢) x+(c-3.d) x2+d x3|.
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Perqué l'aplicaci6 f sigui un automorfisme, haurem de demostrar
que f és una aplicaci6 lineal (0 homomorfisme entre espais
vectorials). Fem-ho amb la condicié unica i recordant les
propietats de linealitat de la derivada: «La derivada de la suma és
igual a la suma de les derivades» i «La derivada d'una constant per
una funcié és igual a la constant per la derivada de la funci6»).

f(A1.U1+A2.U02)=fA1.P1+A2.P2)=(A1.P1+A2.P2)-(A1.P1+A2.P2)'=
=A1.P1+A2.P2-(A1.P1)'-(A2.P2)'=A1.P1+A2.P2-A1.(P1)'-A2.(P2)'=
=A1.[01-(D1) T+A2.[D2-(P2) 1=A1 f(P1)+A2. f(P2)=A1 .flU1)+A2.flU2)
Com que f és un homomorfisme en ell mateix, f: P3—>P3,

s'anomena endomorfisme. Perqué f sigui un automorfisme haura de
ser una aplicaci6 bijectiva, és a dir, injectiva i exhaustiva.

Provem que f és injectiva, trobant el seu nucli N(f) i demostrant
que es redueix tinicament al vector nul (o polinomi nul).

La definici6 de nucli és rN(t):{peP;; / f(p)=po}| ,on po és el
polinomi nul, po=0+0.x+0.x2+0.x3.

Com que f(p)=(a-b)+(b-2.c).x+(c-3.d).x2+d.x3, igualant a Po
obtindrem '

(a-b)+(b-2.c).x+(c-3.d).x2+d.x3 = 0+0.x+0.x2+0.x3
Identificant coeficients,
a-b=0 , b-2.c=0 , ¢-3.d=0 , d=0

Si partim de lMiltima equaci6 i anem substituint en les anteriors
ens quedara c¢=0, b=0 i a=0. Per tant, l'anic vector que pertany al
nucli és el polinomi nul, N(f)=(po}l. Aixi, I'aplicaci6 és injectiva.

Provem que f també sera una aplicacié exhaustiva. Observem que
la dimensié de l'espai vectorial inicial és dim(P3)=4, ja que un
polinomi d'aquest espai consta de 4 coeficients

p=ai+b.x+c.x2+d.x3 & p=(a,b,c,d)

Pel teorema de la ‘dimensié, dim[N(f)]+dim[I(f)]=dim(P3), si
substituim ens resultara O+dim[I(f)]=4 , dim[I(f)}=4. Com que-
l'espai final és també P3, de dimensié 4, tenim dim[I()]=dim(P3).
Aquesta igualtat ens indica que f és exhaustiva.

En conseqiiéncia, I'endomorfisme f és bijectiu i podem dir que
[f és un automorfisme |

Ara hem de trobar la matriu A d'aquest automorfisme f segons la
base canénica dels polinomis de P3: B=(1, x, x2, x3}. Recordem que
per un polinomi P, la seva imatge és fip)=p-p'.

Substituint p pels vectors polinomi de la base canénica i fent la
diferéncia entre el polinomi i la seva derivada,

f(1)=1-0=1 f(x)=x-1
f(x2)=x2-2.x f(x3)=x3-3.x2
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Expressant aquestes imatges de la base candnica en funcié de la
mateixa base, pel fet que f és un endomorfisme, resulta

fll)= 1.1+0.x+0.x240.x3 '
f(x)=-1.14+1.x+0.x2+0.x3
fx2)=0.1 -2.x+1.x2+0.x3
f(x3)=0.1+0.x-3.x2 +1.x3

Posant els coeficients de la base canénica B={1, x, x2, x3} en
columna, obtindrem la matriu de l'automorfisme,

1-100

01-20
A=

001-3
0001

12. Donades les aplicacions lineals f: R35R2 tal que flx,y.2)=(x,y) i
g: R25R? definida per la matriu M de files T1=(3 -3) i fa=(-3 11) que
ve associada a la base canénica de R2, comprova que f és efectivament
una aplicaci6 lineal i busca la seva matriu N associada a les bases
candniques.

Troba la matriu A de I'aplicacié lineal composta h=gef. Calcula el
nucli N(h) i la imatge I(h). Existiran les antiimatges per h del vector
w=(1,7)? En cas afirmatiu, calcula-les.

- Soluci6é. Demostrem en primer lloc que l'apl'icacic’) f: R3»R2
definida per f(x,y,z)=(x,y) és una aplicacié lineal, tot fent servir la
condicié unica, amb els vectors U1=(x1,y1,21) i Uo=(x2,y2,z2) de R3.

fA1.01+A2.02)=fA1.(x1,y1.21)+A2. (x2,y2,22))=
=f(A1.X14+A2.X2, A1.y1+A2.y2, A1.z1+A2.29)=(A1.X14+A2.X2, A1.y1+A2.y2)=
=A1.(x1.y1)+A2.(x2,y2)=A1 flx1,¥1,21)+A2.f(x2,y2,22)=A1 .U 1 +A2.flU2)
Siguin les bases candniques B;={e;,e9,83} i Bo={U;,Us} de R3 i
R2, respectivament, on
e1=(1,0,0) , e2=(0,1,0) , e3=(0,0,1) , u;=(1,0) i u2=(0,1)
‘Posem les imatges dels vectors de la la base en funci6 dels
vectors de la 2a base, '
f(e1)=f(1,0,0)=(1,0)=1.u;+0.ug
f(e2)=f(0,1,0)=(0,1)=0.u;+1.uUy
f(e3)=f(0,0,1)=(0,0)=0.u;+0.Uy
Posant els coeficients en columna, ens quedari la matriu de

Uaplicacit lineal f associada a les bases candniques, que l'hem de
designar per N, i com que f: R35R2, haura de ser d'ordre 2x3.

(100
N"(010
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La matriu de I'aplicacié g: R2—R?2, ja ens la donen:
M= (3 -3
-3 11

Per calcular la matriu A de laplicacié lineal composta h=gef,
només haurem de fer el producte de les matrius corresponents,

) =3-3)4(100 =(3-30
AsMeN=1{3 11 010) = 121311 0

-

Calculem el nucli N(h) d'aquesta apiicacié composta h: R3—5R2,
Ja sabem que sera el conjunt de vectors de R3, que tenen per
imatge l'element nul de R2. En férmula,

N(h)={(x.y.z) / h(xy,2z)=(0,0)}
Si apliquem el calcul matricial, com que h(V)=Aev tindrem

x
P'3°)ﬂ=P)= 3.x-3y=0
-3 11 0/\3 0 -3.x+11.y=0
Sumant les dues equacions, 8.y=0 , y=0. Substituint en la la,
x=0, i com que z podra ser qualsevol, tindrem que el nucli és

IN(h)={(0.0,2) / zeR}|

Veiem facilment que una possible base del nucli seria la formada
per l'anic vector €3=(0,0,1), per la qual cosa, la seva dimensi6 és
dim[N(h)]=1.

Com que h: R3-R2, si apliquem el teorema de la dimensié
tindrem dim[N(h)]+dim[I(f)]=dim(R3).

Substituint, 1+dim[I(f)]=3. Per tant, dim[I(f)]=2 que coincideix
amb la dimensi6é de l'espai final R2. A causa del fet que ,
I'aplicaci6 h és exhaustiva.

Finalment, ens preguntem si existiran les antiimatges per h del
vector W=(1,7). La resposta és afirmativa, ja que acabem de veure
que h és exhaustiva. Haurem de trobar els vectors UeR3 tals que
compleixin h-1(w)=v, és a dir, tals que h(v)=w.

Emprant aquesta ultima igualtat, i recordant que h(U)=AeU, ja
que f és una aplicaci6 lineal, tindrem AeU=W. Substituint,

(3-8 0) ’;)=(1) _, [3x-8y=1
-311 0/\;/ \7 -8.x+11.y=7
Sumant, 8.y=8 , y=1. Substituint en la la, 3.x-3=1 , 3.x=4,

x=4/3. Com que z pot ser qualsevol nombre real, tindrem que el
conjunt de vectors de R3 que tenen per imatge el vector W és

|h-1w)=((4/3. 1, 2) / zeR}|

Notem que aquest conjunt de vectors no és un subespai vectorial
de R3, ja que no conté el vector nul (0,0,0).
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13. Sigui I'aplicacié f: Mo—R de tal manera que f{X)=1(X), és a dir a
cada matriu li fem correspondre la seva traca. Prova que f és una
aplicaci6 lineal, determina el nucli N(f), la imatge I(f) i les seves
dimensions. Classifica-la.

Soluci¢. Farem servir la condicié tnica de linealitat, trobant els
dos costats i observant que sén iguals. Prendrem com a vectors de
I'espai inicial les matrius

. _| ar b; _ ( ag by
Xl_( cr di ) Xl 4y
Comprovem, doncs, que es verifica flA1.U1+A1.U1)=A1.fU1)+A1.f(U)):

PRIMER COSTAT:
(A 1.U1+A. D) =f(A 1. X+ Ao X)) =f [M {ax b1}+ (az bg)]

Ci d 1 02d2
=f ( }»l.a1+7»2.a2 ll.b1+)»2.b2

) = (7\,1.a1+7\.2.ad+(l1.d1+7~2.d9J
7\,1.Cl+7\.2.02 7L1.d1+7\.2.d2

SEGON COSTAT:

M) #3209 =k A S0 = £[21 D e (207 =

=k1.(a1+d1)+7Lz.(a2+d9)-)»l.a1+7~1.d1+7~2.a2+k2.d2

Com que ens déna el mateix, queda provat que f: Mg2—R, tal que
a cada matriu li fa correspondre la seva traca, és una aplicacio
lineal.

Per definicié de nucli, N(f)={Xe Mg / f(X)=0}. Com que per una
matriu genérica de files Ty=(a b) i Tg=(c d), la seva traca és

T(X)=a+d i si esta en el nucli s'ha de verificar que f(X)=1(X)=0,
deduim que a+d=0, és a dir, que d=-a. El nucli sera:

VO & JeMs]

Per trobar la seva dimensi6, podem fixar-nos que les matrius del
nucli es poden escriure en la forma

(ab =a(o 1)+b(o o)+°((1)g

Aquestes tres matrius del segon costat formen un sistema
generador del nucli i com que clarament sén matrius linealment
independents, resulta que una base del nucli pot ser:

o= (5.3)-(5 0)-(3 0

La base esta formada per tres vectors, per tant |dim[N(f)]=3|.

L'aplicacié ja |no és injectival, perqué el nucli s'hauria d'haver

reduit al vector nul (en el nostre cas a la matriu nulia). Ara
estudiarem si serd o no exhaustiva.
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Trobem la imatge I(f) de la funci6 f: Ma—R. A causa que l'espai
vectorial inicial és el de les matrius quadrades de 2n ordre, la seva
dimensi6 és 4, doncs les matrius de la base candnica sén:

1
e=(g0) - 2= (0 o) - == (D5) * =53

Com que dim(Mg)=4, si apliquem el teorema de la dimensié que
ens diu dim[N({f]+dim[I()]=dim(M2) i substituim, 3+dim[I(f)]=4.
En conseqiiéndia, . )

Ara bé, com que R és l'espai vectorial final de I'aplicacié, i aquest
té la dimensi6 també igual a 1, deduim que [I(f)=R|; per la qual
cosa [l'aplicaci6 f sera exhaustiva).

14, Donada l'aplicacié f: P3—»>Mg definida per f(p):X. onp ésel
polinomi p=a+b.x+c.x2+d.x3 i X és la matriu de columnes €;=(b,d)' i
€2=(0,c)', demostra que f és lineal i calcula la matriu A associada a les

bases candniques. Comprova el teorema de la dimensi6. Existeix
I'antiimatge per f de la matriu Y formada només per uns?

Solucié. Hem de demostrar que l'aplicaci6é f: P3—>Mg és lineal.
Explicitament, aquesta funcié és definida per

fla+b.x+c.x2+d.x3)= (g g )

Agafarem els dos vectors polinomi Uj=pj)=aj+bj.x+c).x2+d1.x3 i
Uo=po=ag+bg.x+co.x2+d2.x3 i aplicarem la condicié tnica de
linealitat, trobant cada costat separadament:

f(A1.U14A0. U9 =f(A.(a;+b1.x+C1 X%+ d | XF+Ao.(ag+bo.x+Co.x2+do.x9) ) =
=f((l 1 .a1+}»2.a2) + (7\' 1 .b 1+7\.2.b9) X+ (7\. 1.C1+7\.2.07) X24 (7\, 1 .d1+)~2.dﬁ .X3) =
) ( MbpAgby O )
)»1.(11+X2.d2 7\,1.C1+A.2.02
A S ) +Ao.flUg)=A . flaj+b . x+¢1.x2+d 1.xI+A o flagtbo. x+Co. x24 d 2. X5) =
=A1(31 0 + A«2<((tj)2 0 = ( M.b1+7~2.b2 0
11 2C2 }\'l.dri-).z.dz 7»1.01+?\.2.C2

En conseqiiéncia, f: P3—Mj és una |aplicacié lineal|, ja que els
dos costats han donat el mateix.

Ara calcularem la matriu A d'aquesta aplicaci6 lineal, associada a
les bases candniques dels dos espais que s6n respectivament,

Bj={e, eg, €3, €4} i Ba={E;, Eg, E3, E4}
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On e;=1, e9=x, €3=x2 i @4=x3 i on les matrius de la base del
segon espai son les de la plana anterior.

Si posem les imatges dels vectors polinomi de la base candnica
del primer espai en funcié dels vectors matriu de la base candnica
del segon espai, ens quedara:

fle)=f(1)=f(1+0.x+0.x2+0.x9)= (8 8 =0.E1+0.E2+0.E+0.E,
f(22) =f(x)=(0+1.x+0.x2+0.x9)= ( (1) 8) =1.E;+0.Ex+0.Eg+0.E4
(e 9 =f(x2)=F0+0.x+ 1 x2+0.x= (g ‘13 =0.E1+0.Eg+0.E5+1.E,
fle 9 =f(x3)=f(0+0.x+0.x2+1.x9)= (‘1’ g) =0.E+0.Eg+1.Eg+0.E,

Prenent tots els coeficients obtinguts i posant-los en columna,
obtindrem la matriu de laplicaci6 lineal:

Per comprovar el teorema de la dimensié, sera necessari
calcular el nucli i la imatge. Comencem pel nucli N(f), que sera el
conjunt de polinomis de grau igual o inferior a 3 que tenen per
imatge la matriu nul-la; és a dir,

N(f)={a+b.x+c.x2+d.x3eP3 / fla+b.x+c.x2+d.x3)=0}

Aplicant f ens quedara l'equacié matricial
(b O) =(O 0
dc 00
Deduim que b=0, ¢=0 i d=0, perd6 com que el terme
independent a no hi surt, podra ser qualsevol. D'aquesta manera el
nucli sera
N(f)={a+0.x+0.x2+0.x3¢ P3}
Una base del nucli pot ser ben bé el vector e1=1, perqué N(f)=R.

Obtenim, doncs, que |dim[N(f)]=1

A continuacié haurem de trobar la dimensié de la imatge. Ho
farem calculant el rang de la matriu de f, perqué es verifica
dim[I()]=p(A). Aquest rang es veu directament, ja que si permutem
les files 2a i 4a de la matriu A, ja ens queda una matriu escalonada,

0100\fi (0100
A=|0000|fz_[0010|%
0001(fs {0001

0010/fy \0ooo/f2

Com que p(A)=3, també tenim |dim[I(f)]=3|, i amb aixé queda

comprovat el teorema de la dimensié, doncs
dim[(N(f)]+dim[I(f)]=dim(P3) , substituint 1+8=4.
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Per acabar el problema, mirarem si existeix l'antiimatge, per
I'aplicacié en estudi, f: P3—Mg, de la matriu formada per uns,

=( 11

11

. La resposta és clarament que no, ja que com sabem la imatge
d'un polinomi de grau igual o inferior a tres és

fla+b x+c.x2+d.x9= (g 0 )

Veiem que pr al terme ajg s'’hauria de verificar 0=1. També ho
podiem haver comprovat amb la matriu de l'aplicacié lineal A,

0100)\[a 1
OOOlbf_|1
001|f|lc 1
010/\d 1
Multiplicant i igualant termes obtindriem b=1, 0=1, d=1 i c=1;
és a dir, el mateix absurd que abans.

0
0
0]

15. Troba I'endomorfisme f de R3 que verifica les condicions:
a) flej)=k.(es) , k#0 , keR. b) N{f)={(x.y,-x)}. ¢) f idempotent.

Solucié. Com que l'aplicacié lineal és f: R3—»R3, la seva matriu
associada A haura de ser una matriu quadrada d'ordre 3, que
haurem de trobar,
ay az as
b1 ba bs
Ci C2 C3

La la CONDICIO és que f(e)=k.(e3), és a dir, f(1,0,0)=k.(0,0,1), o
també {{1,0,0)=(0,0,k). Es complira, doncs

A=

a; ap az\(1 0 / a;=0
by by bz |{0]|=|0| = {b;=0
Cp C2 C3 0] k \l ci=k

Per a la 2a CONDICIO sabem que el nucli és N(f)={(x.y,-x)}. Aixi, un
vector del nucli es podra posar en la forma

v=(x,y,-x)=(x,0,-x)+(0,y,0)=x.(1,0,-1)+y.(0,1,0)
Deduim, doncs, que una base del nucli Byp={V';,Ug} podra ser la
formada pels dos vectors
v1=(1,0,-1) i V2=(0,1,0)

Com que U; pertany al nucli, haura de passar que f(U1)=8. Per
tant, substituint per les matrius corresponents,

0O az as 1 (0] -ag=0 as=0
O by bzg40|={0]| = -bg=0 = bs=0

k Ca C3 1 0 k-c3=0 cs=k
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També, com que Ug pertany al nucli, flug)=0. Substituint,

0 a O 0 0 az=0
0O by O 1]=10| = {by=0
k ca k 0 (0] co=0

La matriu de l'aplicaci6 lineal ens queda, per ara:

000
A=10 00

k 0k

La 3a CONDICIO ens servira per a determinar el valor de k. Que f
és idempotent significa que f2=fef=f. En altres paraules, la matriu A
també sera idempotent i complira AsA=A. Trobem primer A°A,

0 00\/O0O 0O 0 0O

(O 00){0 00 =( 0 O O)

k Ok/\k Ok kk O kk
Igualant el resultat anterior amb la matriu A,

0 0O 000

0O 0O )=(0 0 0)
kk 0 kk k 0k
També deduim que k ha de ser idempotent, k2=k , k2-k=0,

k.(k-1)=0. Com que per hipoétesi de la la condici6, k0, tenim k=1.
Consegtientment, la matriu associada a l'endomorfisme f és

000
A=10 00
101

A partir d'aqui podem trobar l'endomorfisme f, aplicant aquesta
matriu a un vector qualsevol de R3,
0
(2
X+z

0 00\(X
y
z

000
L'endomorfisme sera definit per |f(x,y,z)=(0,0,x+2)|

101

. 16. Per a l'aplicacié lineal f: R*>R3 que és definida per
f(e1)=(1,2,0), f(es)=(1,0,-1), f(e3)=(0,1,-3), tal que el vector
U=(4,3,2,1) pertany al nucli, calcula la matriu A de f en les bases
candniques. Es cert que per a aquesta aplicaci6 les imatges de
qualsevol conjunt de vectors linealment independents s6n també
linealment independents?

Solucié. Com que f: R*—R3, tindrem que la matriu A associada a f
serd una matriu rectangular de 3 files i 4 columnes. Aquestes
columnes, com ja sabem, sén les imatges dels vectors de la base
canédnica de R4, on ja coneixem les tres primeres.
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Ens falta conéixer f(e4). La matriu A ens queda per ara
110a
A=12 0 1byg
0-1-3c4
Com que el vector U=(4,3,2,1)e N(f) tindrem f(v)=8; és a dir
110a4 0 4+3+0+a4=0 ag=-7
20 1by 1=10] = {8+0+2+bg=0 = | bg=-10
0-1-3c4 1 0 0-3-6+c4=0 cq=9
La matriu de l'aplicaci6 lineal f sera
110 -7
A=({201 -10
0-1-3 9
Lhaltima columna de la matriu anterior també es podia haver
trobat, partint de les condicions de linealitat de f,
f(v)=f(4,3,2,1)=f(4.e1+3.e2+2.3+1.84)=4.f(e1)+3.f(e2)+2.f(e3)+
+f(e4)=4.(1,2,0)+3.(1,0,-1)+2.(0,1,-3)+f(e4)=(7,10,-9)+f(e 4)
Pero com que UeN(f) és f(u)=0. Igualant, (7,10,-9)+f(e4)=(0,0,0).
D'aquesta manera, f{e4)=(-7,-10,9).

N Wb

Sigui ara un conjunt de vectors linealment independents de R4,
per exemple, el sistema lliure S;={U;,U2}. Formem les seves
imatges So={f(U;), f(lUg)} i ens preguntem si serd necessariament
So un sistema lliure.

La resposta és que no, ja que perqué passi l'aplicacié f hauria de
ser injectiva, i no ho és perqué el nucli és diferent del vector nul,
ja que el vector (4,3,2,1) és del nucli.

Aquesta propietat del nucli ja I'nem estudiada. Recordem que
(f injectiva A {U1,02}=S1) <« {flv1).flug)}=SL
Per veure-ho numéricament, podem suposar els vectors
v1=(3,5,2,4) i U2=(-2,4,0,6)
Trobem les seves imatges,

110 -7 g 3+5+0-28\ [-20
fpg 201 -10 o |= 6+0+2-40 | =| -32
0-1-3 9 /{2] \0-5-6+36 25
~ 110 -7 ’Z‘ -2+44+0-42\ [-40
fuddg2 01 -10 ol= -4+0+0-60 | =| -64
0-1-3 9 J|g] \0-4+0+54 50

Observem que U i Vg sbén linealment independents (no sén
proporcionals) i en canvi les seves imatges sén dependents ja que
la segona f(Ug) és el doble de la primera, flU;).
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17. Sigui f un endomorfisme de R4 que té per matriu associada
respecte a la base canodnica la matriu A de files f1=(1 A A A), fo=(A 1 A
A), fa=(A A 1 A) i fa=(A A A 1). Busca els valors de A perqué f sigui un
automorfisme. Calcula també el nucli N(f) i 1a imatge I(f) pels A tals
que f no és automorfisme. Per a quins valors de A no existira
l'antiimatge del vector w=(-1,0,0,1)?

Solucié. Perqué f sigui un automorfisme sera necessari que sigui
una aplicacié bijectiva. Es a dir, ha de ser a la vegada injectiva i
exhaustiva que, en paraules de nucli i imatge, significa que les
seves dimensions respectives hauran de ser:

dim[N(f)]=0 i dim{[I(f)]=4

Ara bé, com que dim[I(f)]=p(A) haura de ser p(A)=4 i en ser A
una matriu quadrada de quart ordre, haura de passar que |Alz0.
Calculem, doncs, el determinant de la matriu A associada a f,
sumant primer a la primera fila totes les altres,

1AAA 3.A+1 3.A+1 3.A+1 3.A+1
AL1LAA A 1 A A

IAl= =
AAL1A A A 1 A
AAAL A A A 1
Traient factor comu 3.A+1 i restant a cada columna la 1a,
1111 1 0 0 O
al=@a+) [P 1AM gasp|P 1A 0O
AA1A A O 1-A O
AAA1 A 0 O 1-A

Observem que ens ha quedat el determinant d'una matriu
triangular (inferior) i, en conseqiiéncia, el seu valor sera igual al
producte dels termes de la diagonal principal,

IA1=(3.A+1).(1-0)3
S'anul'lard quan 3.A+1=0 o quan 1-A=0. Aixi doncs, l'aplicacié f

sera un automorfisme sempre i que es verifiqui |A#-1/3 1 Az1/.

Calcularem ara el nuclii la imatge per a aquests dos valors.
PRIMER VALOR: A1=-1/3 _
Substituint A pel seu valor, el nucli estara format per aquells
vectors (x,y,z,t) que tenen per imatge el (0,0,0,0),
1 -1/3 -1/83 -1/3\(X
-1/3 1 -1/3 -1/3 Y
-1/3 -1/3 1 -1/3 z
-1/3 -1/3 -1/3 1 t

[cNeoNeoNa]
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Multiplicant, igualant termes i reduint a comu denominador,
tindrem el sistena homogeni
3x -y -z -t=0 (1)
x+3.y -z -t=0 (2)
x -y+3.z -t=0 (3)
x -y -z+3.t=0 (4)

~ Restant, (1)-(2), 4.x-4.y=0 , x-y=0 , x=y. Restant ara (3)-(4),
4.z-4.t=0 , z-t=0 , z=t. Substituint en (1), 3.y-y-t-t=0 , 2.y-2.t=0
y=t. Com que totes les incognites son iguals, el nucli és :

,N_li_ﬂ:{(x,x,x;x)e R4}I

Com que una base del nucli pot ser la formada per 1'anic vector
(1,1,1,1), resulta que la seva dimensié sera dim[N,(f)]=1.

Ja sabem que la imatge I;(f) tindra de dimensié dim[I;1(f)]=3, ja
que hem aplicat el teorema de la dimensi6 en aquest
endomorfisme de R%. Per calcular-la, partirem del vector (a,b,c,d)
que té per imatge el vector (x,y.z,t):

1 -1/3 -1/3 -1/3}\(a
-1/3 1 -1/3 -1/3 |{b|_

c

d

=+ N M

-1/3 -1/3 1 -1/3 -
» -1/3 -1/3 -1/3 1
Operant, ens quedara el sistema
3a -b -¢ -d=3x (1)
-a+3.b -¢ -d=3y - (2)
-a -b+3.c -d=3.z (3)
-a -b -c+3.d=3.t (4)
Per determinar les relacions que hi ha entre les components de
la imatge, x, y, z i t, haurem d'eliminar els parametres a, b, ci d.
Només ens caldra sumar les quatre equacions anteriors:
0=8.x+3.y+3.2+3.t=0 , x+y+z+t=0 , t=-X-y-z
Els vectors de la imatge seran de la forma
flv)=(x,y,z,t)=(x.y.2,-X-y-2)

Per tant, la imatge sera lIl(f):{(x.y,z,-x-y-z)e R4}|

Si volguéssim trobar una base de la imatge hauriem de posar
(x.y.z,-x-y-2z)=(x,0,0,-x)+(0,y,0,-y)+(0,0,z,-2)

Es a dir, v=x.(1,0,0,-1)+y.(0,1,0,-1)+z.(0,0,1,-1). Aixi, una base

podria estar formada pels vectors (1,0,0,-1), (0,1,0,-1) i (0,0,1,-1).
Observem que, efectivament, la dimensié és 3.

SEGON VALOR: Ag=1.

Substituim aquest valor de A en la matriu i trobem el nucli. Diem
que, curiosament, el nucli Na(f) coincidira amb la imatge de l'altre
valor, 11(f) i, al revés, la imatge Ia(f) coincidira amb Nj(f).
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Calculem primer el nucli Na(f), procedint igual que abans,

1111\(x) (o
1111vy]|_[o
1111)(z| {o

1111/\t 0
El sistema queda reduit trivialment a x+y+z+t=0, d'on t=-x-y-z.

Per tant, el nucli és |N2(ﬂ={(x.y.z,-x-y-z)e R4}] i és de dimensi6 3.

Igualment, la imatge, que hauri de tenir dimensié 1, vindra
donada pel preducte matricial:
X
y
z

1111
1111
1111

(el el ]

1111/\d t
Obtindrem que a+b+c+d és igual a la vegada a x, y, z i t. Aixi que,

com que tots sén iguals, la imatge sera Ilz(f)={(x,x,x.x)e R4}|

Ens queda per respondre una ultima pregunta: els valors de A
pels quals no existeixi I'antiimatge del vector W=(-1,0,0,1). Haura
de passar que fU)=AsU=1U, és a dir,

1AMA
a -1
A1AA b=0
c (0}
AALA d 1
AAA1

Per a A#-1/3 i A#1, si existira l'antiimatge, ja que per aquests
valors és |Al#0 i existeix la matriu inversa A-! de l'aplicaci6 lineal,
que és precisament la matriu de l'aplicaci6 inversa f-1.

Pel cas A1=-1/3, recordem que la imatge era I;(f)={(x,y,z,-x-y-2)}.
Com que ha de coincidir amb (-1,0,0,1), igualant resulta

x=-1, y=0 , z=0 i -x-y-z=1 _

Com que és cert, també existiria 'antiimatge. Podriem calcular-
la i veuriem que no només n'hi ha una, siné infinites. Hauriem de
resoldre el sistema,

3a -b ¢ -d=-3 (1)
-a+3.b -¢ -d=0 (2
-a -b+3.c -d=0 (3)
-a -b -c+3.d=3 (4)

Pel cas A2=1, com que la imatge és I2()={(x,x,x,x)}, veiem que
esta formada per vectors que tenen components iguals. Peré aixod
no podra ser mai igual al vector (-1,0,0,1) que les té diferents. Per

tant, |per A=1 no existira l'antiimatga per f de w.
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18. Donada l'aplicacié lineal f: R3—»R2 tal que flx,y,z)=(x+z, k.y),
calcula la matriu A associada a les bases candniques i el rang
d'aquesta matriu pels diferents valors reals del parametre k.
Determina també el nucli N(f) i la imatge I(f), com també les seves
bases i dimensions segons els diferents valors de k.

Si ara definim l'aplicacié lineal g: RZ—R3 tal que gx,y)=(x+2y,
3x+y, x), busca la matriu C associada a l'aplicaci6é lineal gef en les
bases canéniques. Per quins valors de k és gef un automorfisme?

Soluci6. Les bases candniques de R3 i R2 s6n respectivament
‘Bi={ej,eq.e3} i Ci={{u;,ug}
on e1=(1,0,0), e2=(0,1,0), e3=(0,0,1), u;=(1,0) i u2=(0,1).
Calculem les imatges dels vectors de la base B; per mitja de la

funci6 f i posem-los en funcié dels vectors de la base Cj,
f(e1)=f(1,0,0)=(1+0, k.0)=(1,0)=1.u;+0.U2
f(e2)=f(0,1,0)=(0+0, k.1)=(0,k)=0.u;+k.Ug
f(e3)=f(0,0,1)=(0+1, k.0)=(1,0)=1.u;+0.Ug

Posant els coeficients d'aquestes imatges en columna, obtindrem
la matriu de l'aplicaci6 lineal associada a les bases candniques,

{101
A’(0k0

Quant al seu rang, es veu directament que Isi k=0, p(A)=2J,

mentre que Isi k=0, p(A)=1|.

Trobem ara el nucli i la irhatge per als diferents valors de k.

PRIMERA POSSIBILITAT: k0.

Si v=(x,y,z) és un vector del nucli, haura de passar que f(U)=0,
on el vector nul és el de R2. Es a dir,

fx,y,z2)=(x+z,k.y)=(0,0) = x+z=0 A k.y=0
De la primera s'obté z=-x i de la segona, com que k#0, resulta
y=0. El nucli estara constituit pels vectors |N(ﬂ={(x,0,-x) / xe R}l.

Una base del nucli pot ser la [Bn(p={(1,0.-1)}] que com que
consta d'un sol vector, resulta [dim[N(f)]=1].

La imatge I(f) la podem trobar de seguida, aplicant el teorema de
la dimensi6: dim[(N(f)]+dim[I()]=dim(R3). Substituint ens quedara

1+dim[I()}=3, d'on [dim[I()]=2].

Com que l'aplicacié és f: R35R2, en ser dim[I(f)]=2, l'aplicacié
sera exhaustiva, i aixi . Logicament, una base de la imatge
podra ser la canénica de R2, [Byp={(1,0),(0,1)}].




68 ALGEBRA VECTORIAL

SEGONA POSSIBILITAT: k=0.

L'aplicaci6 sera f(x.,y,z)=(x+z,0) i els vectors del nucli compliran
I"inica condicié x+z=0, és a dir, z=-x, mentre que la y podra ser

qualsevol. Per tant, |N(f)={(x,y.-x) / X, ye R}].

Com que (x,y.-x)=(x,0,-x)+(0,y,0)=x.(1,0,-1)+y.(0,1,0), una base
del nucli pot ser |BN(0={(1,0,-’1),(0,1,0)}] i aixi la seva dimensié

sera [GmINDI=2).
. Pel teorema de la dimensi6, dim[N(f)]+dim[I(f]=dim(R3), veiem
que 2+dim([I(f)]=3. La dimensi6 de la imatge és |dim{I(f)]=1|. Si la
imatge del vector (a,b,c) és el (x,y) podrem escriure:

(1 01l o). (x)
000 c y

Com que a i ¢c s6n qualssevol, també ho és la x; en canvi la y
sempre és nul-la. Per tant, la imatge és lI(f)={(x,0) / xe R}]. Deduim

que una possible base és |Byp={(1,0)}|.

Estudiem ara l'aplicaci6é lineal g: R2—R3 que té per bases
candniques les mateixes que les exposades en l'anterior apartat i
definida per glx,y)=(x+2.y, 3.x+y, x). Trobem la matriu B associada
a aquestes bases candniques,

gluy)=g(1,0)=(1+2.0, 3.1+0, 1)=(1,3,1)=1.e;+3.eq+1.e3
glug)=g(0,1)=(0+2.1, 3.0+1, 0)=(2,1,0)=2.e1+1.e2+0.83
Posant els coeficients en columna, tindrem la matriu
1 2)
31
10

La matriu C de l'aplicacié composta h=gef vindra donada pel
producte de les seves matrius respectives,

12 101 12k 1
C=BeA 31{01{0) = |c={3 k 3
10 1 0 1

Finalment, buscarem els valors de k perqué l'aplicacié composta
h=gef sigui automorfisme. Haura de passar que sigui a la vegada
injectiva i exhaustiva.

Com que f: R35R2 j g: R2—-R3, tenim h: R3-R3, aixi la condicié
de ser exhaustiva equival a I(h)=R3. En altres paraules, dim[I(h)]=3,
i com que dim[I(h)]=p(C), perqué h sigui un automorfisme s'haura
de complir que el rang de la matriu C sigui 3.

Observem que com que C té dues columnes iguals, p(C)#3. Per
tant, |l'aplicacié6 composta mai sera un automorfisme|. '

a+c=x
O=y

B=
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19. Sigui f un endomorfisme d'un espai vectorial V de dimensi6
tres i sigui B={v, f(v), f2(V)} una base de V, on VeV i tal que 3(V)=U.
Calcula la matriu de f en la base B. Demostra també que existeix 11

calcula la seva matriu associada a la base B. Quines s6n les matrius
associades a f2ia f-3?

Soluci6é. En primer lloc posem les imatges dels vectors de la
base B en funci6 dels vectors de la mateixa base, ja que es tracta
d'un endomorfisme.

f(U)= 0.U+1.f(1)+0.£2(V)
fW)]=2W)=  0.0+0.f(U)+1.£2(v)
fIf2(0)]=f3(1)=v=1.0+0.f()+0.f2(V)

Posant els coeficients en columna ens quedara directament la
matriu de lendomorfisme f associat a la base B,

001
A=l100
010

Hem de demostrar que existeix sempre la funcié inversa, f-1.
Aix6 equival a dir que existira la inversa de la matriu A, A-l,
Comprovem que sera aixi, calculant el seu determinant i veient
que és diferent de zero,

001
iAl=|1 0 0] = (0+1+0)-(0+0+0)=1=0
1010

Efectivament, com que tenim I|Al#0 vol dir que p(A)=3 i en
conseqiiéncia, dim[I(f)]=3. Com que f: V3—V3 tenim 1f)=V3, i aixi f
és exhaustiva.

Pel teorema de la dimensi6, dim[N()]+dim[I(f)]=dim(V3), si
substituim, dim[N(f)]+3=3, dim[N()]=0, N(f)={@} i per tant,
I'aplicaci6é també és injectiva.

La matriu associada a f-1 és la matriu inversa de A, A-l. La podem
calcular, per exemple, per sistema d'equacions,

Si A-l1=(H; ®o ¥3)'i I=(e; e3 e3)' tindrem A*A-1=I. Per tant,

001\(#4 e; H3=€;
1 00 [4Ha|=(|€2| =
010/\Hs es

Hi=€y
Ho=E€3

La matriu inversa sera
H; [=D) 1 010
Ho|=|@3] = [A={001
Hs e 100

Les matrius associades a -2 i f-3, a causa de l'isomorfisme que hi
ha entre les aplicacions lineals i les seves matrius associades en les
bases canéniques, seran A-2 i A-3 respectivament.

Al=
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Multiplicant matricialment obtindrem

010\/010 001
A‘2=A"°A“=(o 0 1){0 0 1) = A'2=(1 oo)
100/\100 010
001)/010 100
A'3=A'2-A"=(1 0 o){o 0 1) = A'3=(o 1 o)
o10/\100 001

Observem que ens quéda A-3=], la qual cosa és logica, ja que per
hipotesi f3(U)=v, resulta que A3=I, i A-3=(A3)-1=I-1=],

20. Sigui f un endomorfisme de P2 donat per f(1-2.x-x2)=5+5x,
f(2+x-x2)=1-x2 i f(2-x2)=3.x+3.x2. Troba la matriu A associada de f
respecte a la base candnica de Pg. Calcula el nucli N(f) i 1a imatge I(f).
Déna una base de cadascun i la seva dimensi6. Troba f-1(S), on

S={k.x+k.x2 / keR}. Finalment, calcula les antiimatges, en el cas que
existeixin, del polinomi p=-3+6.x+9.x2.

Solucié. La matriu A associada a l'endomorfisme f en la base
canonica de Pg, que és Bj={1, x, x2} la podem trobar aplicant la
linealitat de f al primer costat de les imatges donades, de manera
que ens surtin f(1), f(x) i f(x2)

f(1-2.x-x2)=f(1)-2.f(x)-f(x2) fl2+x-x2)=2.f(1)+f(x)-f(x2)
f(2-x2)=2.f(1)-f(x2)

Igualant a les imatges donades, obtindrem el sistema

’ f(1)-2.f(x)-f(x29)=5+5.x (1)
2.f(1) +fx)-f(x2)=1 x2 (2)
l2-ﬂ1) fix?)= 3.x+3x2 (3)

Calcularem les incognites f(1), f(x) i f(x2). Podriem fer-ho per
Gauss, peré ho calcularem directament fent la resta (2)-(3) que
déna flx)=(1-x2)-(3.x+3.x2) , |f(x)=1-3.x-4.x2|.

- Fent (1)+2.(2) tindrem 5.f(1)-3.f(x2)=7+5.x-2.x2. Agafant aquesta
equacio i la (3) ens queda el nou sistema
5.f(1)-3.f(x2)=7+5.x-2.x2
2.f{1) - f(x?9)= 3.x+3.x2
Multiplicant per -1 la (1", per 3 la (29,
-5.f(1)+3.f(x2)=-7-5.x+2.x2
6.f{1) -3.fx2)= 9.x+9.x2
Sumant tindrem [f(1)=-7+4.x+11 .x2]

Substituint en (2'), fx2)=2.f(1)-3.x-3.x2=-1448.x+22.x2-3.x-3.x2.
Per tant, |f(x2)=-14+5.x+19.x2].

(1
2)

-1.(17
3.(2)
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En resum, hem obtingut en funcié dels vectors de la base
canoénica B={1,x,x2} dels polinomis de grau inferior o igual a 2,
fl1) = -7.1 +4.x+11.x2
fx)= 1.1 -3.x -4.x2
fx2)= -9.1-10.x -1.x2
Posant aquests coeficients en columna tindrem la matriu de
I'endomorfisme associada a la base canonica,

-7 1 -14
A=l 4 -3 5

11 -4 19

Calculem el nucli N(f), que sera el conjunt de polinomis de P2
que tenen per imatge el polinomi nul

N(f)={a+b.x+c.x2ePy / fla+b.x+c.x2)=0+0.x+0.x2}

Com que f(U)=AeU s'haura de complir l'equacié matricial segiient
que doéna lloc a un sistema d'equacions:

-7 1-14\a 0 -7.a +b-14.c=0 (1)
4 -3 5 b|={0] = 4.2-3.b +5.c=0 (2)
11 -4 19 /\¢c 0 11.a-4.b+19.c=0 (3)

Veiem de seguida que (3)=(2)-(1). Per tant, l'equaci6é (3) és
supérflua i la deixarem, i ens quedarem unicament amb la 1Nila
(2), on per haver-hi dues equacions i tres incognites, podem
considerar la ¢ com a parametre,

-7.a +b=14.c (1)
4.a-3.b=-5.c (2)

Fent 3.(1)+(2), -21.a+4.a=42.c-5.c , -17.a=37.c , a=-37.c/17.
Fent, 4.(1)+7.(2), 4.b-21.b=56.¢c-35.c , -17.b=21l.c , =-21.c/17.
Aixi, el nucli estara format pels vectors de la forma
v=(a,b,c)=(-37.c/17, -21.c/17, c)
Si diem k=-c/17, el nucli sera [N()={k.(37,21,-17)}|, on una
base del nucli sera \x(Bn(={(37,21,-17)}) i la seva dimensi6 sera

dim[N(f)]=1|.

Ara anem per la imatge I(f). Si suposem que la imatge del vector
(a,b,c) és el {a',b',c), on no hem fet servir la notacié (x,y,z) per no
confondre la x amb la x del polinomi, tindrem:

-7 1-14\(a a' -7.a +b-14.c=a' (1)
4 -3 5 bi=|b]| = 4.a-3.b +5.c=b' (2)
11 -4 19 /\¢ c' 11.a-4.b+19.c=c' (3)

Per trobar la relacié o relacions entre a', b' i ¢', podem fer la
combinacié (1)-(2)+(3). que déna O=a'-b'+c', c'=b'-a'. La imatge
sera igual al conjunt

I(f=(a'+b'x+c'x2 / I atbx+cx2 A flatb.x+c.x2)=a'+b' x+c' X2}
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Com que c'=b"-a ens quedara, abreujadament,
I(f)={a'+b'.x+(b'-a").x2}
També es pot posar en la forma [I(f)={a'.(1-x2)+b".(1+x)}].

Els vectors U'1=1-x2 i U'p=x+x2, expressats en la base canénica,
poden considerar-se com a base de la imatge,

[Bip=1(1,0,-1),(0.1,1)}]

La dimensi6 de la imatge és |dim[I(f)]=2|, com era d'esperar si

haguéssim aplicat el teorema de la dimensié ja que dim[N(f]=1 i
dim (P2)=3, i es compliria 1+2=3.

A continuacié trobarem f-1(S) on S és el subespai donat per
S={k.x+k.x2 / keR}. Expressat en la base canénica, aquest vector
polinomi és W=(0,k,k). Hem de trobar el conjunt de les seves
antiimatges que seran vectors de la forma U=(a,b,c). Tindrem,

-7 1-14\[a 0 -7.a +b-14.c=0 (1)
( 4 -3 5 )‘(b)=(k) = { 4.a-3.b +5.c=k (2)
11 -4 19 /\¢c k 11.a-4.b+19.c=k (3)

Per trobar la relaci6 que hi ha entre a, b i ¢, haurem d'eliminar
la k. Només ens caldra igualar (2)=(3), :
4.2-3.b+5.c=11.a-4.b+19.c , -7.a+b-14.c=0 , b=7.a+l4.c

Les antiimatges seran U=a+b.x+c.x2=a+(7.a+14.c).x+c.x2. Traient
factors comuns a i ¢ ens quedara

U=a.(1+7.x)+c.(14.x+x?) = [f1(S)={a.(1+7.x)+c.(14.x+x2)}]
Una base de f1(S) seria {(1,7,0),(0,14,1)} i la dimensié6 2.

Finalment, trobarem les antiimatges f-1(p) del polinomi donat
per p=-2-3.x+1.x2. Obtindrem el sistema

-7 1-14\(a -3 -7.a +b-14.c=-3 (1)
4 -3 5 b|=l6}| = 4.2-3.b +5.c=6 (2)
11 -4 19 /\¢c 9 11.a-4.b+19.c=9 (3)
Deixem (3), ja que (3)=(2)-(1). Ens queda, doncs,
-7.a +b=14.c -3 (1)
4.a-3.b=-5.c+6 (2)
Fent 3.(1)+(2), quedara -17.a=37.c-3 , a=(-37.c+3)/17.
Fent 4.(1)+7.(2) tindrem -17.b=21.c+30 , b=(-21.c-30)/17.
Per tant, f-1(p)={(-37.c+3)/17, (-21.¢-30)/17, c}. O també

f’(p):{ (%gﬂ)+(ﬂisf3ﬂ)x+ cx? / ceR

Per c=1 es tindria el polinomi p;=-2-3.x+x2. A més, com que el
conjunt f-1(p) no conté el polinomi nul, no és subespai vectorial.
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F) PROBLEMES PROPOSATS
1.1 DEFINICIO I PROPIETATS

Aplicacié6 lineal entre espais vectorials
21. Per a les aplicacions segiients analitza si sén o no aplicacions
lineals: -
a) f: R2-R3, flx,y)=(x,y,0) b) g: R85R, glx.y,z)=x+y+z-1
¢) h: R»R4, hx)=(x,0,-x,2.x)
Sol. Ho s6n fi h.

22, Estudia si son lineals les aplicacions seguents entre els espais
vectorials matricials:

a) f: Mo—-M,, f[X)=AeX , on Ac M3 donada.

b) g: Mo—Ms, g(X)=A+X , on A Mo, A#O, donada.

ab a0Ob
c) h: Mo—Mg, h(c a/=1000
cO0d

Sol. Ho sén la fila h, peré no ho ésla g.

1.2 MATRIU ASSOCIADA

Determinaci6é d'una aplicaci6 lineal

23. Calcula la matriu A de l'aplicacié lineal f: R3—5R2 donada per

f(e;)=(3,2), f(eg)=(1,4) i f(e3)=(4,7), en les bases canéniques dels
dos espais i els sistemes d'equacions que defineixen l'aplicacié lineal.

La{314)
SoA247

y1=3.x1+X9+4.X3
yo=2.X1+4.X0+7 .X3

24. Es considera l'endomorfisme f: Mg—Mg definit per f(X)=MeX,
on M és la matriu de files 1=(7 5) i fa=(1 -3). Calcula la matriu A de f

associada a la base candnica de Mo. Troba també les imatges de la
matriu U formada per uns i de la matriu unitat I.
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Sol. A . f(U)=( 13 122) . fD=M.

O~=ON
'—‘O\IO
wOCﬂO

5
0
-3
0-

25. Troba la matriu A i el rang d'un endomorfisme f de R3 en les
bases candniques, sabent que verifica les dues condicions segiients:

‘a) YueS(C), on C={e;.es}, = flu)=2.v0 D) fleg)=e 1+

201
Sol A 021
00O

. p(H=2.

26. Sigui V un espai vectorial de dim(V)=4 i sigui una base
B={V1.U9,U3,U4} d'aquest espai. Considerem els dos endomorfismes f
i g on s'ha definit el primer per les imatges f(U1)=-D1+2.U2-Vg4,
flve)=-U3, flU3)=-2.U1+4.U2-U3-2.U4, flU4)=U4 i el segon g per
gu1)=2.01+U4, gU9)=U3-VU3, gU3)=2.U1+U9-Us+Uy4, gU4)=24.U1+2.V4.
Troba les matrius associades, respecte de la base B, dels
endomorfismes: f, g, 3.f, 2.f-g, gef i feg.

-10-20 2024 30 -6 0
2040| ,_(0110 60 12 0
Sol. ,
LA 6110 % 0-1-10] ™03 -3 0
10-21 1012 30 -6 3
40-6-4 -6-2-14 4 22 0-4
4-170 2-13 0|, 4-408
A- ) . .
2 o110 PFl21 3 0| o000
-30-50 3.1 -7 2 121-2

Canvi de base en una aplicaci6 lineal

27. Per a l'aplicaci6 lineal f: R3—R2 donada per flx,y,z)=(-2x+y, 3z),
es demana:
a) Matriu associada a les bases candniques B} i Cj.
b) Matriu associada a les bases Bg={(1,2,-1), (0,1,0), (3,1,1)} i
C2={(0,2), (-1,1)}. A
¢) Matriu associada a les bases Bg={(1,1,1), (0,1,0), (0,0,1)} i
Cs={f(1,1,1), f(0,1,0)}.

A(210 {31-2. (101
Sol. Ar={ g )AZ' 02101A3(011
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28. Considerem en R3 les bases B1=({U1,U2,U3} i Ba={U'1,U'2,U's}
relacionades per U'1=Uo+U3, U'g=U1+U3, U'3=U1+U2 i en R? les bases
Ci={w;, Wy} i Cy={w"';,w'g}, que verifiquen les relacions
Ww=(W;+Ws)/2 i W'9=(Wi-wWs)/2. Sigui f: R3>R2 una aplicacié
lineal que té per matriu A;; associada a les bases B; i C; la de files

11=(2 -1 1) i f2=(3 2 -3). Es demana la matriu associada a f en les
bases: a) B2, C;. b)B, C2 i c) Bo, Ca.

{031 _(5 1-2) | A _(-136.
Sol. Aar={] 5) ’A‘z‘-1-34) i T

1.3 NUCLI I IMATGE

29. Sigui f I'endomorfisme de R3 definit per flx,y,z)=(2x-z, y-z, x).
Calcula el nucli N(f), la imatge I(f) i digues de quin tipus és aquest
endomorfisme. '

Sol. N()=(0}, I(H=R3 , automorfisme.

30. Considerem l'endomorfisme f: R4—> R4 que té per matriu
associada a la base candnica la matriu de columnes €;=(0 0 0 0)',
C2=(1 001),¢c3=(2002)icg=(0 1 -1 0)'. Calcula els subespais

vectorials: N(f), I{f) i S=N({f)nI(f). Es pot dir que la suma T de N(f) i
de I(f) és directa?

Sol. N(f)={(x,-2z,2,0)} , If)={(x,y.-y.x)} , S={8} , Si T=NHSI().

81. Sigui una aplicacié f: R4—R3 definida per f(U;)=W;-Wy,
flug)=Wws, flU3)=W; i flU4)=-W9+W3, on B={U},U9,U3,U4} és una base
de R% i C={W),Ws, W3} una base de RS, Calcula la matriu de 1'aplicaci6
lineal associada a les bases esmentades B i C. Determina també el
nucli N(f) i la imatge I(f) i una base i la dimensié de cadascun. Quin
tipus d'aplicaci6 és?

1010 N{H= -X. - Bng={V1+U2-Ug-U4
SoL A< 10 0-1 f={(x,x,-x,-x)B} ®
0101 1()=R3 Big=C={W1,Ws, W3}

dim(N{f))=1 , dim(I(f))=3. Només aplicacié exhaustiva.
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32. Sigui f: Pg—» R4 definida per f(1)=(1,1,1,1), f(x)=(0,1,2,3) i
f(x2)=(1,1,4,9). Troba la matriu de f respecte a les bases canoniques,
la imatge del polinomi p=1-x+2.x2 i classifica-la.

Sol. A=(C; C2C3)onC1=(1111),¢ce=(0123),c3=(11409)
f(p)=(3.2,7,16) ., aplicaci6 injectiva.

383. Sigui f una aplicaci6 de M2 en Mg donat per fiX)=X-X', on X' és
la matriu transposada de X. Prova que f és un endomorfisme de My i

calcula la seva matriu A associada a les bases canéniques. Troba també
el nucli N(f) i la imatge I(f).

SoLa{01-10) N(ﬂ={(’; {')} 0p{9 1)
0 0

34. Donat l'endomorfisme f de R3 definit per f(x,y,z)=(y.x.2),
demostra que és un automorfisme i calcula f-1. De quin tipus és la
matriu A associada a f en les bases canéniques? Comprova-ho trobant
el quadrat d'aquesta matriu.

Sol. N()={B} , A=A-l1 ,fl=f = A involutiva.

35. Sigui f I'endomorfisme de P3 definit per fi(p)=p', on p' és la seva
derivada. Troba f-1(3.x2-1), el nucli N(f), la imatge I(f) i demostra que
es verifica N()nI(f)=N(f), és a dir, que el nucli és un subconjunt de la
imatge.

Sol. f'l(S.x2-1)={x3—x+C} » N(f)=Po , I(H=P2.

36. Donats els endomorfismes f i g de R3 per flx,y,z)=(x+y, y+z,
x+z) 1 glx,y.2)=(z-x, x-y, y-2), calcula I'endomorfisme suma, f+g, els
nuclis i les imatges dels tres endomorfismes anteriors. N'hi ha algun
que sigui automorfisme?

Sol. (f+g)(x.y.z)=(y+z, x+z, x+y) , N()={0} , N(@={xx.x)} .
N(f+g)={8}.

1)=R3 , I(@={x,y.-x-y)} , I(f+g)=R3 , f i f+g automorf.
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- 87. Sigui flx,y,z)=(x-z, -4y+k.z, -x+k.y) un endomorfisme f de R3,
on k és un nombre real. Es demana: '

a) Troba la matriu associada A a la base canénica. Per quins valors
del parametre k és automorfisme? Pels valors de k que no és
automorfisme, determina les equacions paramétriques de N(f) i la
seva dimensio.

b) Per k=2, i donat el subespai vectorial S1={(x,y,z) / y=z}, estudia
si R3 és suma directa del nucli amb S;. Calcula també per k=2 la

imatge del subespai Sg={(x,x,2) / X,zeR}.

10-1 x=A
Sol A< 0 -4 k |, ki#2 A kg#-2 Exh. = fautom. , Ni(f): {y=2/2
-1k 0 -

No): {x=p, y=-/2, z=p} , Ni()®S;=R?, fiS)={(x, -2x-22, 2)},

38. Siguin les aplicacions lineals f: R3—R2 i g: R2—»R3 definides per
fix,y,2)=(x-z, y) i glx,y)=(x, x+y, y). Classifica-les i després troba la
matriu de gef associada a les bases canoniques. Existeix (gef)-1?

10-1)
Sol. f=exhaust., g=inject. , C 1 1 -1/, Z(geH L.
010

39. En l'espai R3 dos endomorfismes f i g tenen per matrius
associades en la base canénica, les matrius respectives Aj i Ag. La

matriu A té per files f1=(1 1 2), f2=(2 1 2) i f3=(2 1 1) i la matriu Ag
té per columnes €1=(1 2 2), €2=(2 2 1)'i c3=(1.1 1)'. Prova que el
subconjunt S={veR3 / f(U)=g(V)} és un subespai vectorial de R3 i
troba una base i la dimensié. Existeix una relaci6 entre N(f-g) i S?

Sol. Bs={(1,0,0), (0,1,1)} , dim(S)=2 , N(f-g)=S.

40. Troba el valor real que haura de tenir el parametre k perqueé
I'endomorfisme f(x,y,z)=(k.x+y+z, x+k.y+z, x+y+k.z) tingui el nucli
N(f) de dimensi6 maxima. Calcula per a aquest valor N(f) i I(f),
posant una base de cadascun i la seva dimensio.

Bnp=((1,0,-1), (0,1,-1)}

k11
Sol. A: , k=1 = dim(N(H)=2 ,
° :(1 i 1) - (N Bip={(1,1,1)}

11k
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

2.1 VALORS I VECTORS PROPIS

1)

2)

3)

4)

Definicions. Endomorfisme (f). Valor propi (A), vector
propi (b(2)) i subespai propi (S(A)). Propietats.

Valors i vectors propis d'una matriu. Polinomi caracte-
ristic (P(A)) i equacid caracteristica. Valors i vectors
propis d'una matriu.

Calcul dels valors i vectors propis. Espectre d'una
matriu (E(A)). Multiplicitat d'un valor propi (a),
dimensi6 d'un subespai propi (d). Propietats dels valors
i vectors propis.

Canvi de base en un endomorfisme. Canvi de base,
invariancies. Teorema de Cayley-Hamilton, calcul de la
matriu inversa (A-1).

2.2 DIAGONALITZACIO DE MATRIUS

1)

2)

Matrius diagonalitzables. Matriu diagonal (D), matriu i
endomorfisme diagonalitzables, condicions de
diagonalitzaci6. Cas particular: valors reals i diferents.
Poténcies d'una matriu diagonalitzable (Am).

Diagonalitzacié de matrius simeétriques. Teorema de
diagonalitzacido. Vectors propis ortogonals i
ortonormals. Matriu ortogonal.
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c) CONCEPTES I EXEMPLES

2.1 VALORS I VECTORS PROPIS

2.1.1 DEFINICIONS. Sabem que en un endomorfisme f: VoV d'un
. espai vectorial real, la imatge d'un vector qualsevol de V també és un
vector de V.

Exemple 16. Tenim l'endomorfisme f: RZ—R2 donat per la seva
imatge, fx, y)=(4.x-y, 6.x-3.y).
En particular, la imatge del vector U=(2, 3) sera
flu)=(4.2-3, 6.2-3.3)=(5, 3)

Notem que els vectors U i f{U) no s6n paral-lels, per la qual cosa no
estaran en la mateixa recta.

Ens interessa estudiar els vectors no nuls, tals que la seva imatge
estigui en la mateixa direccid, és a dir, tals que la seva imatge sigui
proporcional al vector original

f(u)=2.v
Descomptarem el vector nul, V=0, perqué verifica trivialment
I'equacié anterior, sigui quin sigui el valor de 4, ja que f(8)=0.
De la constant de proporcionalitat A en direm valor propii del
vector corresponent U, que el designarem per U(A), vector propi Un
esquema ens ajudara a comprendre'n el significat:

f

7\,
V| f(w)

A R

Formem el conjunt S(A) de tots els vectors propis corresponents a
un valor propi determinat A, afegint-hi també el vector nul:

SM={veV / flU)=A.v}U{B}

Es pot provar sense dificultat que aquest subconjunt és un subespai
vectorial de V que s'anomena subespai propi corresponent al valor
propi A.

Exemple 17. Per I'endomorfisme anterior f(x, y)=(4.x-y, 6.x-3.y) i
prenent els vectors de la diagonal, U=(x, x}, calculem les seves imatges
flu)=flx, x)=(4.x-x, 6.x-3.X)=(3.%, 3.x)=3.(x, x)=3.U
En conseqiiéncia, els vectors de la diagonal seran vectors propis de

valor propi A=3 1 el conjunt de tots ells sera el subespai propi
corresponent, S(3).
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Entre les propietats dels valors i vectors propis destaquem les
segiients, on fem també la demostracié de la primera. Les altres dues
€s proposen com a exercici.

(1) «Els vectors propis corresponents a diferents valors propis,
son linealment independents».
DEM: Si U1=U(r1) i Ug=U(22), partim de aj.Uj+ag.Uo=0 i
apliquem f, f(a;.U1+a2.U2)=f(8). Pel fet que f és lineal, tenim
a1.flu))+ag.f(U2)=0. ‘

Com que U);=U(r)) i Ug=U(A2) s6n vectors propis, llavors

flv1)=A1.U; i flug)=A9.Uz. Substituint, aj.(A1.U1)+a2.(A2: U2)—
o també A1.(a1.U1)+Arg.(ag.U9)=0.

De la combinacid lineal nul-la resulta, as.Ug=-a;.U;, per
tant, substituint Aj.(a;.V1)+A2.(-a1.01)=0, (A1-A2).a1.U1=08. Com
que per hipotesi A1#A2, haura de ser a;=0, ja que U1#0, pel
fet de ser un vector propi. D'aquesta manera, ag.Ug=-0.U;=8,
i com que Uo#8, tindrem as=0.

En resum, de a;.U1+ag.U2=8 hem deduit que a;=0 i aa=0,
la qual cosa significa que el sistema {U}, Ug} és lliure. En

altres paraules, que els vectors propis s6n linealment
independents.

(2) «Els subespals propis corresponents a dos valors propis
diferents sén independents i, per tant la seva intersecci6 es
reduira al vector nul».

Simbolicament, si A1#Ag llavors S(A1)NnS(r9)=(0}

(8) «Els subespais propis sén estables, la qual cosa significa que la
imatge d'un subespai esta continguda en el subespai»:

f(s) c Si)

Exemple 18. Treballant amb el mateix endomorfisme que els
exemples anteriors, on ja hem vist que el subespai propi
corresponent al valor propi A1=3 vés expressat pels vectors de la
recta bisectriu del primer i tercer quadrant
S@)=l(x, y)eV / y=x}

Comprovem també que els vectors de la recta de pendent m=6

seran vectors propis
flu)=flx, 6.x)=(4.x-6.x, 6.x-3.6.x)=(-2.x, -12.%)=-2.(x, -6.X)=-2.U

El seu valor propi sera A2=-2 i el subespai corresponent, el podem

escriure com
S(-2)={lx, y)eV / y=6x}

Veiem que la intersecci6 S(3)nS(-2) és el punt de tall de les rectes

y=x i y=6.x, l'origen de coordenades, que equival al vector nul.

Aixi els subespais propis S(3) 1 S(-2) seran independents.

Quant a la tercera propietat, notem que en aquest exemple
particular coincidirien f{S(A)) 1 S(A), ja que serien la mateixa recta.
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2.1.2 VALORS I VECTORS PROPIS D'UNA MATRIU. Sigui V un espai
vectorial de dimensié n i f: V-V un endomorfisme d'aquest espai
vectorial. Sabem que per a cada base B={V';, Ug,..., Uy} tenim una
matriu A de I'endomorfisme i que es verifica I'equacié matricial Y=AeX
on, particularitzant per n=3, tenim

1 aj] a2z az \ /(X1
Y2|=| ag1 agze ass |[{X2
ys 431 asgz ass / \Xs3

Les dues matrius columnes de l'expressi6 anterior representen el
vector original, U=(x] xg x3)', i la seva imatge, flU)=(y, y2 y3)', d'on
I'equaci6 matricial adoptara la forma f(U)=AeD.

A més, pels vectors propis és f(U)=A.U. Igualant amb l'expressi6
anterior, ens quedara la relacié6 matricial AeU=AeU. En el nostre cas
particular de n=3, si posem la relaci6 matricial en funcié de les
.components, tindrem

ajl a2 ais\ (xia X1
ag) agy as3 ({Xz|=A{xa
ag) as2. assz / \X3 X3

Multiplicant i passant al primer membre ens resultara el sistema
homogeni equivalent
[@irNx; +ajpXe. +a13xs=0
ag1xyH(aga-M).xg  + azzxsz=0
asrX; + asaxz+(ass-A).xs=0
Si volem que aquest sistema sigui compatible indeterminat, és a
dir, tingui solucions de la trivial (x1=0, x2=0 i x3=0), ja sabem que
s'ha d'anul-lar el determinant dels coeficients:
an-A aje aps
a1 agod  ags | =0
azy  agy assA
L'equacié anterior en forma de determinant s'anomena equacié
caracteristica que, matricialment, podem escriure com |A-A.I1=0. Si
desenvolupem el primer membre ens donara un pohnom1 en A que
es diu polinomi caracteristic, P(A\)=1A-1.11.

Resumint, donat un endomorfisme f: V-V ens interessa conéixer
els seus valors i vectors propis que, a vegades i per simplificar, en
diem vaps i veps, respectivament. Per al seu estudi ens servirem del
polinomi i 'equaci6 caracteristics. |

A causa de l'isomorfisme existent entre els endomorfismes f iles
matrius associades A, definirem els valors i vectors propis d'una
matriu com els mateixos vaps i veps de l'endomorfisme associat.

Exemple 19. Sigui 'endomorfisme f(x, y)=(4.x-y, 6.x-3.y). Trobem la
matriu associada A per mitja de les imatges dels vectors de la base
candnica
fle1)=f(1, 0)=(4.1-0, 6.1-0)=(4, 6)=4.e1+6.€9
fleo)=fl0, 1)=(4.0-1, 6.0-1)=(-1, -3)=-1.e;-3.€5
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Posant els coeficients en columna, tindrem la matriu associada a
aquest endomorfisme
A= ( 4-1

6 -3
El polinomi i I'equacié caracteristica seran, respectivament

poy=| 2 ! | c@NBN6L1=PA6 1 AZA60

2.1.83 CALCUL DELS VALORS I VECTORS PROPIS. Com podem
suposar, els valors propis d'una matriu A (o d'un endomorfisme f) es
calcularan resolent l'equacié caracteristica |A-A.I1=0. Del conjunt de
solucions en direm espectre de la matriu i el simbolitzarem per E(A).
Aixi, E(A)=(A1, A2, ..., Am}.

Podra ser molt bé que, quan resolguem l'equacié caracteristica, els
valors propis estiguin repetits. D'aquest nombre de vegades que es
repeteix un mateix valor propi en diem multiplicitat i la designarem
per a. Aixi, per exemple, si diem que la multiplicitat del valor propi
A1=3 és a1=2, voldra dir que obtindrem dues vegades aquesta soluci6

Exemple 20. En l'endomorfisme o matriu de l'exemple anterior ja
hem trobat I'equacié caracteristica: A2-A-6=0. Resolent-la obtenim
els valors propis A1=3 i Ag=-2.

L'espectre és E(A)=(3, -2}, on, al no estar els valors propis repetits,
la multiplicitat de cada valor propi és igual a la unitat.

Per calcular els vectors propis U(A) i, per tant, el subespai propi
S(ry), corresponents a un valor propi determinat 2, substituirem
aquest valor en el sistema homogeni (A-Aj)*U=0 que ens ha servit per
a trobar l'equacio caracteristica. '

La resolucié del sistema homogeni anterior, ens permetra calcular
el conjunt de vectors U que el satisfan. Aquests seran precisament els
vectors de S(A). La dimensi6é d'un subespai propi la simbolitzem.per
di, és a dir, di=dim[S(;)].

Exemple 21. Pel valor propi A1=3 de I'endomorfisme f dels exemples,
st substituim en I'equacié homogénia, tindrem

(4-x -1 ),(x)=(0) (4_3 - Hx)=(o) {l.x-lf_y=0
6 -3A/\Y 0 6 -3-3/\y 0 6.x-6.y=0
La segona equaci6 és supérflua i la deixem. De la primera deduim
y=x i, per tant, els vectors propis que la compliran seran de la forma
V=(x, x).
En conseqiiéncia, el subespai propi sera S(3)={x.(1, 1) / xeR}, d'on
es veu que una base és B(3)={((1, 1)} 1 aixi la dimensi6 de S(3) és di=1.
Com a exercici pots calcular els vectors 1 el subespai propi per al
segon valor propi A2=-2. Els vectors propis sén de la forma v=(x, 6.x) 1

el subespai S(-2)=(x.(1, 6) / xeR]. Una base és la B(-2)={(1,6)} i la
dimensi6 també és dg=1.
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Entre les propietats dels valors i vectors propis exposem les que
fan referéncia a les dimensions i multiplicitats:
(1) «La dimensié d'un subespai propi és un nombre natural
comprés entre la unitat i la multiplicitat, ambdés extrems
COmpresoss.

(2) «La suma de totes les dimensions dels subespais propis és
inferior o igual a la dimensi6 de l'espai vectorial».

(3) «La suma de totes les multiplicitats dels valors propis és igual a
la dimensi6 de l'espai vectorials.

Per tant, s’han de complir les tres condicions segtients:

(1) 1<digay (2) dyj+do+...+dm<n (3) a1+02+...4+0m=n
Exemple 22. Partim del endomorfisme f(x.y)=(2.x+4.y, -x+6.y) 1
escrivim directament la matriu associada i I'equacié caracteristica:

A= ( 2 4 i ‘ 2-A 4
-16 -1 6-A
Calculant el determinant, (2-A).(6-A)+4=0, A2-8.A+16=0, trobarem
els dos valors propis que resulten ser iguals A1=4 1 Ag=4. Per tant,
podem dir que té un sol valor propi A;=4 de multiplicitat a;=2.

Calculem els vectors propis i el subespai propi engendrat. Farem
servir I'equacié homogénia:

R b B IS R ] I e
-1 6-A/\Y 0 -12/\y 0 -1x+2.y=0
Veiem que es redueix a I'inica equacid -x+2.y=0, és a dir, x=2.y. Els
vectors propis seran de la forma U=(x, y)=(2.y, y) i el subespai propi
s'escriura S{(4)={(y.(2, 1) / yeR}, d'on veiem que una Base és B={((2,1)} 1
aixi.la dimensi6 de S(4) sera d;=1.
Observem que com que n=92, 001=2 { dj=1 es compleixen
trivialment les tres propietats anteriors.

=0

2.1.4 CANVI DE BASE EN UN ENDOMORFISME. Ara efectuarem un
canvi de base en un endomorfisme f: V-V, on suposem que en la base
inicial B; la matriu associada a l'endomorfisme és A;. Naturalment,
amb la nova base final Br la matriu associada sera una altra que la
simbolitzarem per Ag.

Degut a que podrem saber les relacions entre els vectors de la base
final i els de la base inicial, obtindrem la matriu de pas P. Recordem
que la formula del canvi de base és A=Q-1¢A;*P, perd com que f és un
endomorfisme Q=P i aixi el canvi de base sera: Ag=P-1leA;eP.

Ens preguntem ara si la nova matriu As (0 bé l'endomorfisme f en
una nova base Bj tindra els mateixos valors, vectors i subespais
propis que la matriu A; (0 que l'endomorfisme f en la base inicial By).
La resposta és afirmativa i a més es pot demostrar que es compleixen
les invariancies en un canvi de base segiients: polinomi caracteristic,
espectre, determinant, traca i rang de la matriu:

PiM=Pd)  EA)=E(A) - 1Al=1A7l 7T(A)=t(A) plAd=p(Ay)
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Exemple 23. Sigul 'endomorfisme fx, y)=(4.x-y, 6.x-3.y) expressat en
una base inicial Bi={U], Us). Ara es fa un canvi de base Be=(U'], U'g},
on les relacions entre els vectors és U'1=2.U1+Ug 1 U'9=7.U1+4.U2. Per
tant, tenim

A= 4-1) i P=(2 7
6-3 14
De la matriu Ay ja hem trobat en alguns exemples anteriors el
polinomi caracteristic: Pi(A)=A2-A-6, els valors propis o espectre
E(A)=(3. -2, el determinant |A;l=-12+6=-6, la traca t(A))=4+(-3)=1 i
el rang p(Ay=2. : ‘

Calculant a part la matriu inversa P-1 ens permetra determinar la
matriu final Ag

— PleApe 4-7) 4-1),(2 7)=(4-7 7 24 )=(-35 -114)
A= PreArP={ 1 o 16-311 a)7l12lo 30 /)7t 11 36

Veurem que es compleixen les invaridncies assenyalades a la
plana anterior:

Polinomi caracteristic: PgA)=(-35-1).(36-1)-11.(-114).
Desenvolupant, PfA)=-1260+35.1-36.A+A2= A2-1-6. Veiem que és el
mateix que Pj(A).

També veiem que son iguals I'espectre de la matriu E(Ag=(3, -2}, el
determinant |Afl=-1260+1254=-6, traca t(Af)=-35+36=1 i el rang
plAp=2.

Entre les propietats del polinomi caracteristic, assenyalem la
coneguda pel teorema de Cayley-Hamilton, que ens diu que «la matriu
associada a un endomorfisme verifica la seva equacié caracteristicar.
En altres paraules, si en l'equaci6 caracteristica P(A))=0 substituim 2
per la matriu A, llavors ens haura de quedar la matriu nul-la, P(A)=0.

Exemple 24. En lendomorfisme anterior que té per polinomi
caracteristic P(A)=A2-A-6, trobem en primer lloc el quadrat de la
matriu associada:

A2= A°A=(4 -1 4 '1)=( 10 -1
6-3/16 -3 6 3
Observem que la matriu associada A compleix l'equacio
caracteristica P(A)=A2-A-6.1=0:
Py ={ 10 -1). 4-1)_6. 1 0)_[10-4-6 -1+1-0 ___(o °)=o.
(&) (_6 3 (63 (Ol)(6-6—0 3+3-6) 00

Una aplicaci6 del teorema de Cayley-Hamilton és el calcul de la

matriu inversa A-l. Es parteix de l'equaci6 caracteristica on la A ja
esta substituida per A i després se segueixen els tres passos
seglients:

a) Passar al segon membre el terme independent (el que no porta
la matriu A).

b) Multiplicar cada membre per A1 i simplificar.
¢) Aillar en el segon membre A-1 i substituir.
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Exemple 25. En la matriu A dels exemples anteriors, que té per
equacid caracteristica A2-A-6=0, tenim pel teorema de Cayley-
Hamilton, A2-A-6.1=0.

Passant al segon membre, A2-A=6.1. Multiplicant per A-l, ens
queda A"1(A2-A)=A-l.(6.1), A"1.A2-A"1 A=6.(A"1.]), A-I=6.A"1.
Aillant A"1=(A-1)/6 1 substituint

Al =1{(4 -1 ( 1 0)]=1{3 -1)= 1/2 -1/6)
6Li6-3/ 1011 616-4 1 -2/3

Si calcules A"l per un altre métode (per.adjunts, per. sistema
d'equacions, etc.) , veuras que déna el mateix resultat.

2.2 DIAGONALITZACI@ DE MATRIUS

2.2.1 MATRIUS DIAGONALITZABLES. En un espai vectorial V de
dimensié n tenim un endomorfisme f: V-V on la seva matriu
associada, en una certa base inicial Bj, és igual a A;. Sabem que si
canviem a la nova base B¢, la matriu associada també canviari i ara
sera Ar. Si volem que l'estudi de l'endomorfisme sigui com més
senzill millor ens interessara que la matriu associada Ag sigui ben
simple i, si pot ser, sigui una matriu diagonal D, una matriu on tots
els termes no pertanyents a la diagonal principal sén nuls.

Aquesta matriu sera precisament aquella que té com termes de la
diagonal els valors propis. En efecte, suposem per facilitat el cas
particular n=3 i agafem com a nova base la formada pels vectors
propis i en trobem les imatges: ) '

B={U1, U2, U3}  {B)={flv)), flug), flug)}

Pel fet que sOn vectors propis, i posant els coeficients en
columnes, obtindrem la matriu diagonal D:

[f(U1)=7»1.U1 +0.U52 +0.Ug A100
flug)= 0.V +A2.U5 +0.U3 D={0oa 0
lf(U3)= 0.U; +0.Ux+A3.U3 0 OAs

Preguntem-nos ara quina sera la matriu de pas P que, per mitja
d'un canvi de base, ens permetra obtenir la nova matriu associada D.
Es clar que la base final és la dels vectors propis Be=B i que aquests
estan expressats en funci6é dels vectors de la base primitiva B; que,
generalment, és la candnica. En conseqiiéncia, les columnes de la
matriu de pas P seran els vectors propis.

Exemple 26. La matriu A de files f=(4 -1) 1 fo=(6 -3) té de subespais
propis S(3)={k.(1, 1) / keR} i S(-2)=(k.(1, 6) / keR}. Dos vectors propis
respectius poden ser U(3)=(1, 1) i U(-2)=(1, 6). Escrivim la matriu de
pas P i calculem la seva inversa. Obtindrem
P=(l 1 i Pl=_L(6-1

16 51-11 _
Si fem el canvi de base de matriu de pas P, veurem que la nova

. matriu assoclada Ar sera una matriu diagonal dels valors propis:

sorrae 4 I 3)(39)
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Com que no sempre es podra obtenir una matriu diagonal a partir
d'un determinat canvi de base, ja que a vegades els vectors propis de
la matriu P no formaran base, anomenarem matriu diagonalitzable
aquella matriu tal que existeix una base de vectors propis on la nova
matriu associada és una matriu diagonal.

A causa de l'isomorfisme existent entre els endomorfismes i les
seves matrius associades, anomenarem endomorfisme diagonali&able
aquell del qual la matriu associada és diagonalitzable.

Es pot provar. que, perqué un endomorfisme sigui diagonalitzable,
s’han de complir les dues condicions de diagonalitzacio:

(1) Tots els valors propis han de ser nombres reals.

(2) Les dimensions dels subespais propis han de coincidir amb les
multiplicitats dels valors propis respectius.

Un cas particular de diagonalitzacié és que si tots els valors propis
son reals i diferents, llavors l'endomorfisme sera diagonalitzable, ja
que després cada subespai serda de dimensié 1 i es complira la
condicié (2).

Exemple 27. Partim de la matriu A de I'exemple 22 on hem vist que té
un sol valor propi A=4 amb multiplicitat a=2. Com que el seu
subespai propi és S(4)=(k(2,1) / ke R} deduim que la dimensi6 és 1,
d=1, (una recta del pla). Pel fet que d=a podem dir que la matriu A no
és diagonalitzable. i

Com a aplicaci6 de la teoria anterior, calcularem de manera
senzilla les poténcies d'una matriu diagonalitzable. Una vegada
calculada una matriu diagonal D de la matriu donada A, a partir d'un
canvi de base de matriu de pas P que té per columnes els vectors
propis, tindrem que s'ha de verificar D=P-1eAeP,

Si aillem A ens quedara A=PeDeP-1. Ara bé, si volem trobar el seu
quadrat, multiplicarem A per ella mateixa:

A2=(PeDeP-1)e(PeDeP-1)= PeDe(P-1eP)eDeP-1=PeDe[eDeP-1=PeD2eP-1

Generalitzant per una poténcia emésima tindrem |[Am=PsDmMep-1|

en qué DM, com que és una matriu diagonal, es troba directament
elevant a la poténcia emésima cadascun dels termes de la diagonal

principal. Per exemple, sin=2 i m=31i Aj=aiAg=b, tindrem
o= (3o Ha oNa o) (E e o) (5 )
0bp?/'0b/ \gp?
Exemple 28. Comencem apuntant la matriu associada A, la matriu

de pas P i la seva inversa P-l, { la matriu diagonal D de
I'endomorfisme f(x y)=(4. x-y, 6.x-3.y):

16 5111 0-2
Si volem trobar per exemple A8, podem fer el calcul matricial:

A= popfepinf1 1} ° ( ) (7822 -1261
16 0 (_2)8 -1005

Comprova-ho com a exercici trobant A2, A%=(A2)2 | A8=(A%)2.
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2.2.2 DIAGONALITZACIO DE MATRIUS SIMETRIQUES. Es demostra
que totes les matrius simétriques son diagonalitzables i que els seus
vectors propis s6n ortogonals, és a dir, que dos vectors propis
corresponents a dos valors propis diferents sén perpendiculars.

Si volem trobar la matriu diagonal, podrem aplicar com abans que
D=P-leAeP, pero ara pel fet que els vectors propis sén ortogonals
podrem escollir vectors propis unitaris, és a dir, de norma unitat. En
consequiéncia els vectors propis que utilitzarem seran ortonormals i
aixd, la matriu de pas P sera una matriu ortogonal. :

_ Com que una matriu ortogonal té la propietat que la matriu inversa
és igual a la seva oposada, P-1=P', en el cilcul de la matriu diagonal ja
no haurem de determinar la matriu inversa, de la matriu de pas, siné

que emprarem la seva oposada. Aixi, tindrem |D=P'eAeP|.

Exemple 29. Sigui el nou endomorfisme f(x,y)=(x+4.y, 4.x+y), on
apuntem la matriu associada i I'equaci6 caracteristica:
A=( 1 4) 1-A 4.
41 4 1A
Desenvolupant el determinant (1-A)2-16=0, 1-2.A+A2-16=0, ens
resulta l'equaci6A2-2.A-15=0, que té de valors propis A1=5 i Ag=-3.
Ara calculem els vectors propis per A1=5:

(1-x 4 ),(x)=(0) (1-5 4 ).(x)=(0) -4.x+4.y=0
4 1A/\Y 0 4 15/\y 0 4.x-4.y=0
Simplificant, deduim x-y=0, y=x i els vectors propis seran de la
forma D(5)=(x, x). Un d'ells pot ser el u1=(1, 1).
Pel nou valor propi Ag=-3 calculem també els vectors propis

( 1I-A 4 ).(x)=(0) (1+3 4 ),(x)=(o) {4.x+4.y=0

4 1-27\Y 0 4 1+3/\y 0 4.x+4.y=0
Simplificant veiem que x+y=0, d'on y=-x i els vectors propis sén

U(-3}=(x, -x). Un d'ells pot ser Ug=(1, -1).

Observem que aquests vectors propis escollits sén ortogonals,
com ja sabiem, doncs la matriu és simétrica. En efecte, trobant el

producte escalar UgeUo=(1, 1)¢(1, -1)=1+(-1)=0.
Ara bé, perqué la matriu P sigui ortogonal és necessari que els
- vectors propis siguin també unitaris. Trobem les normes:

W=VI2e12= V2 1 Juol=V1Z+012= V2
Dividint els vectors propis els transformarem en unitaris,
U= /U 1li=(1/Y2, 1/V2)  Up=va/U2l=(1/N2. -1/N2)
La matriu de pas P, ortogonal, sera
P=( W2 142 =L'(1 1)
w2 anz ) 211-1

Finalment, comprovem que la matriu diagonal D=P'sA¢P estara
formada pels valors propis:

o1 A3 SR 332

=0
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Valors i vectors propis d'un endomorfisme

Espai vectorial real: V Endomorfisme: f: V>V

Relaci6 de definicié: 3AeR A JVeV (U28) / flU)=A.D
(Vectors d'imatge proporcional a 1'original)
Valor propi: A ~ Vector propi corresponent: U(A)
Subespai vectorial propi:
S(M)={veV / flu)=\.1}U{8}

77\ Exemple: 7z

Propietats dels valors i vectors propis:
(1) M#h2 = {D(A1), U(A2)}=SL (Vec. propis linealm. indep.)
(2) M#h2 = S(A1)NS(A2)={B} (Els subespais propis sén indep.)
(3) f(S(M))=S(A) (Els subespais propis sén estables)

Valors i vectors propis d'una matriu

Endomorfisme: f: V-V . Basedelesp. vect.: B
Matriu de I'endomorfisme associada a la base B: A

Equaci6 matricial de f: Y=AeX , X=U A Y=flv) = f(U)=AsD
Relaci6 matricial: flu)=AsD A flU)=A.D = Aeu=A.D
Components d'un vector en la base B: U=(x1 X2 ... Xn)'

Relaci6 en funcioé de les components:

a;; ayp --- am;m|\|[x) X)
a1 8z - am 4Xp|_)|X

@n)1 @p2 --- &npn [|Xn Xn
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Valors i vectors propis d'una matriu (cont.)

Sistema homogeni equivalent: .
(@-N.x; +a19.Xo+ - - - +81nXp =0

8a1.X]  t8gXpk-.- .- +(8pn-A).Xn = 0
Sistema compatible indeterminat: (sol. diferents de la trivial)

aj;-A  apg .. ain
ag} 899-A <o aon .
- = O
ani @pz - - ann-A

Equacio caracteristica: 1A-A.Il=0 (equaci6 anterior)
Polinomi caracteristic: P(A)=1A-A.II

Valors i vectors propis d'una matriu:
vaps i veps de A = vaps i veps de f (A matriu associada a f)

Calcul dels valors i vectors propis

Valors propis: [A-AIlI=0 = Ay, A2, ..., Am

Espectre: E(A)={ A1, A2, ..., Am} (conjunt dels valors propis)
Multiplicitat de cada valor propi: o3, g, ..., Oqun (nomb. veg. rep.)
Vectors propis: (A-A)U)=8 = U(\y), UQg), ..., U(Am)
Subespais propis: S(Ai)=(veV / (A-2.0)(V)=8} (1<ism)
Dimensions dels subespais propis: dj=dim(S(A1))

Propietats: (dim(V)=n)
(1)1<dij <o 2) dy+do+...+dm<n (3) oy +0i2+...+0m=n

Invariincies en un canvi de base

Espai vectorial: V Endomorfisme: f: V-V
Base esp. vectorial: Bj Matriu associada: Ay
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Invaridncies en un canvi de basé (cont.)

Nova base esp. vectorial: Bf Nova matriu associada: Af
Matriu de pas Bf—Bi: P Canvi de base: Af=P-10A;°P
Invariancies: '
(1) Polinomi caracteristic: |Ai-AIl1=1Af-AIl = Pi(A)=PfA)
2) Espectre: E(Aj)=E(Af) (tenen els mateixos valors propis)
(3) Determinant de la matriu: 1Ajl=1Afl
(4) Traca de la matriu:A T(A)=T(A9
(5) Rang de la matriu: p(Aj)=p(Ag)

Teorema de Cayley-Hamilton

Matriu associada: A Eq. caracteristica: P(A\)=0
Teorema de Cayley-Hamilton: P(A)=0

(La matriu associada verifica l'eq. caracteristica)
Aplicaci6 al calcul d'una matriu inversa:
Equaci6 matricial: P(A)=O = An+a;.An-1+...+an.I=0

Matriu inversa: A-1= - (AB-14+a;.A0-2+, . .+an-1.I)/an

Matriu diagonalitzable

Dimensi6 esp. vectorial: dim(V)=n Endomorfisme: f: V-V
Matriu associada a 'endomorfisme: A

Valors propis: A1, A2, ««.y An Vectors propis: Uy, Uz, ..., Un
Base de vectors propis: B={Uj, U2, ..., Un}

Imatges de la base: f{B)={A1.U1, A2.U2, .., An.Un}

Matriu associada a la base de vectors propis:

Ay O ... 0 Matriu diagonal: D

0 2 ... O | Matriudiagonalitzable:

A diagonalitz. < 3Jbase vect. propis
/ matriu assoc.=matriu diagonal

D=

o o0 .. An
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Teorema de la diagonalitzaci6

Endomorfisme diagonalitzable: f diag. < A diag.
Teorema: (caracteritzacié dels endomorfismes diagonalitzables)

f diag. & Vi (1): AieR A (2): dim(S(A))=04
Cas particular: Si Vi#j M#\j A M,A\jieR = f diag.

Poténcies d'una matriu diagonalitzable

Matriu inicial: A Base inicial: B

Base de vectors propis: Bf Matriu de pas: P
Matriu diagonal: D=P-1sAsP

Poténcies de la matriu diagonal: DM=(A;m ; A,m ; ,,.; ApM)
Poténcies de la matriu inicial: A=PeDeP-1 — Am=PeDMmep-1

Diagonalitzaci6 de matrius simétriques

Diagonalitzaci6: A simét. = A diagon.

Vect. ortogonals: Vi#j Dilbj Vect. unitaris: Vi |[Uj]l=1
Vect. ortonormals: orton. = ortog. + unit.

Base de vectors propis: 3 B={U;, Us, ..., Uy} ortonormal
Matriu de pas: P ortogonal (P-1=P')

Matriu diagonal: D=P'eAeP
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e) PROBLEMES RESOLTS
2.1 VALORS I VECTORS PROPIS

Calcul dels valors i vectors propis

41. Sigui f(x,y,z) (5x-y-2z, 2y, -4x+2y+3z) un endomorfisme f de
R3. Troba en primer lloc el polinomi caracteristic i l'equaci6
caracteristica d'aquest endomorfisme. Calcula també els seus valors
propis, donant la multiplicitat de cadascun-d'ells.

Soluci6. De l'endomorfisme f: R3—R3, trobarem la seva matriu
associada A segons la base canénica de R3, B={e,€3,83}, per mitja
de les imatges dels vectors d'aquesta base,

f(e)=f(1,0,0)=(5.1-0-2.0, 2.0, -4.1+2.0+3.0)=(5,0,-4)
f(eo)=f(0,1,0)=(5.0-1-2.0, 2.1, -4.0+2.1+3.0)=(-1,2,2)
f(e3)=f(0,0,1)=(5.0-0-2.1, 2.0, -4.0+2.0+3.1)=(-2,0,3)

Posant-los també en funcié de la base B, quedara trivialment

fle;)= 5.e1+0.eq -4.e3
fleg)=-1.e1+2.89+2.€3
flez)=-2.e1+0.e9+3.€3

Com ja sabem, la matriu de l'endomorfisme és aquella que té per
columnes les imatges dels vectors de la base. Per tant,

5—1-2)

020
-42 3

Per trobar el polinomi caracteristic, calcularem primer la matriu
M=A-A1, on I és la matriu unitat,

5-1-2 100 5-A. -1 -2
ArI=l020]-M010}|=] 0 2-» O
-42 3 001 -4 2 3-A

El polinomi caracteristic P(A) és precisament el determmant
d'aquesta matriu, P(A)=1A-A.Il,

52 -1 -2
PM=| 0 24 0 (2>~)| 2+ 32 |- enien.en-8
-4 2 3-x -

Notem que hem desenvolupat per adjunts de la 2a fila. A més, si
continuem operant, tindrem

P(A)=(2-1).(15-5.1-3.04+22-8)=(2-1).(A2-8.A+7) =
=2.12-16.14+14-23+8.12-7.1

El polinomi caracteristic és [P(A\)=-A3+10.12-23.A+14|
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L'equacié caracteristica ens ve donada per l'anul-lacié del
polinomi caracteristic, és a dir, |A-A.Il=0,

43+410.12-23.0+414=0 , [23-10.12+23.1-14=0]

Els valors propis sén les arrels de l'equaci6 caracteristica.
Evidentment, una arrel ha de ser A=2, ja que en el polinomi
caracteristic hem tret factor comu A-2. Per Ruffini tindrem

-1 -10 23 -14
2 1 2 __-16 14
1 -8 7 (o
Resolent l'equacié de 2n grau resultant 32-8.1+7=0 obtindrem
_ 8+Y64-28 8+Y36 _ 816
, T2 2 2
Pel signe positiu obtenim A=7 i pel negatiu, A=1. En resum, els
valors propis de l'endomorfisme s6n

[M=1 , a9=2 i 2A3=7|

A = 443

La multiplicitat de cada valor propi és el nombre de vegades que
és arrel de l'equaci6 caracteristica. Com que hem obtingut una sola
vegada cadascun dels valors propis tindrem que

aj=og=03=1

42. Prova que si A=(ay) és la matriu associada a un endomorfisme f
de R3 en una certa base, aleshores l'equacié caracteristica ve donada
per la formula 23-1(A).A2+M(A).A-1A1=0, on T(A) és la traca de la
matriu, M(A) la suma dels seus menors principals de segon ordre i
1Al el seu determinant. Aplica-ho a l'endomorfisme que té per
matriu associada A la de files 11=(6,1,8), fo=(7 5 3) i 3=(2 9 4).

Soluci6. Partim de la matriu A associada a 'endomorfisme f,
a1 ajz a3
A={ ag) ag ass
asz] asz ass
Formem la matriu A-A.I, on I és la matriu unitat,

ajl a2 as 100 ajih aie as
A-\MI=| ag; ass asz {-AM 0 10]|=| a1 agrr ass
as; agz ass 001 as;y asz aszr /-

L'equacié caracteristica es pot trobar igualant a zero el
determinant de la matriu anterior, |A-A.I1=0, perd no ho farem aixi
ja que resulta ser complicat. Preferim fer-ho aplicant la propietat
dels determinants que afirma: «Si una linia és suma de dos
sumands, llavors el determinant es pot descomposar en dos
determinants, on cadascun d'ells té un sol dels sumandss.
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En altres paraules, apliquem-ho al determinant de columnes:

Ic1+dy Co+dg €3+d3l=1c€] Co+da C3+d3l+1d) Co+dy C3+d3l=
=1Cy Cg Cc3+dsl+1c; dg €3+d3l+1d; € C3+d3l+1d; dg c3+d3l=
=ICy Cy Cgl+iCy Cg d3l+1C) dg C3l+ICy do d3l+ '
+1d; co c3l+1d; €2 d3l+1d; d2 c3l+1d; d2 d3l
Posem-hi zeros als termes no pertanyents a la diagonal principal
de IA-x 11=0, per veure la propietat anterior més facilment,
ajp;-» a;et0 aps+0
ag1+0 agxA asst+O0
agi+0 ag+0 ass?

Operant com hem indicat anteriorment,

ai; a2 ais| |-A ajp ags an 0 ajz| |-A 0 a;s
ag] agg a23|+|0 agy ags|+|a@21 -* A3 |+|0-A ags |+
ag) agy 4as3 0 asz ass ag; O ass 0 0 ass
a;;r a2 O |-A a;p 0O ainp 00 -x 00
ag) age O|+|0 agy O|+|a21 A 0| +]|0 -2 0|=0
ag; asz -A 0 azg - a3107t 00-A

Desenvolupant per adjunts si cal, o bé trobant directament el
determinant si la matriu és triangular, obtindrem ,
IAT1+(-A). IMgg | +(-A). IM13 1 +A2.a33+
+(-1). IM121+22.a09+22.a1 1+(-A)3=0
Recordem que, per exemple, IMa3z| és el determinant menor
principal que esta format per la 2a i 3a fila i la 2a i 3a columna.
~Ordenant i traient factors comuns,
-A3+(ajj+ago+ass) A2-(IMgl+I1 M3l +1Mo31)A+1AI=0 (1)
Ara bé, el 2n coeficient és la traca (de primer ordre) de la
matriu A, ja que és la suma dels termes de la diagonal principal,
T(A)=a11+az2+a33
~També, el 3r coeficient és la traca de segon ordre, formada per
la suma dels determinants menors principals de 2n ordre,
MA)=I1M2l+ M3+ Mao3l

Substituint en (1) i canviant tots els signes, tindrem l'equaci6
caracteristica,

[x3-1(a) A2+M(A) A- 1 A1 =0)

Apliquem-ho seguidament a la matriu A segiient,
618 )

753

294

La traca és T(A)—6+5+4 15 i la traca de segon ordre,

M(A)= | 3I= +8-7=
a) 75+ 94 23+87‘24
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El determinant de la matriu és

618
7 5 3| =(120+504+6)-(80162+28)=630-270=360
294

l1Al=

Substituint aquests valors, obtindrem l'equacié caracteristica,
[A3-15.22+24.1-360=0]

Podem fer la comprovacié, trobant [A-A.11=0,

6-» 1 8
.7 5-A 3 |=0
2 9 4-

Desenvolupant per la regla de Sarrus,
[(6-1).(5-1).(4-1)+7.9.8+1.3.2] - [2.(5-1).8+9.3.(6-1)+1.7.(4-2)]=0

(6-1).(20-9.4412)+504+6-16.(5-1)-27.(6-1)-7.(4-1)=0
120-54.1+6.12-20.1+9.12-13+510-80+16.1-162+27 .A-28+7.2=0

Traient factors comuns i ordenant,
-A3+(6+9).22+4(-54-20+16+27+7).A+(120+510-80-162-28)=0

-A3+15.12-24.3+360=0 , 23-15.12+24.1-360=0
que dona el mateix resultat que abans.

43. Comprova que el vector U=(1,3,-1) és un vector propi de valor
propi A=2 corresponent a la matriu A de files f;=(2 0 0), f2=(3 1 0) i
f3=(-1 O 1). Estudia després si el vector U també és un vector propi
de valor propi A2 de la matriu A2. Sabries generalitzar-ho?

Soluci6. De 1'endomorfisme f: R3—5R3 tenim la matriu associada,
200
A=131 0)
-101
Que U=(1,3,-1) sigui un vector propi de valor propi A=2 respecte
-a l'endomorfisme anterior, vol dir que f(U)=A.U, i com és una
aplicacié lineal, flU)=Ae°D. Aixi doncs es complira AsU=)eD,

200)\/1 2+0+0 2 1
Aw={31043]|=| 3+3+0 |=|6|=2{3|=2rv
-10 1/\-1 -14+0-1 ) \-2 -1

Per tant, queda comprovat que U és un vector propi amb A=2.

Ara hem de veure si A2 és un valor propi de la matriu A2 que,
naturalment, sera associada a l'endomorfisme f2=fof. Trobem A2,

9 200\)(200 400
A'=A*A=1310(1310|=|910

-101/\-101 -301
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Com que A2=22=4, mirem si es compleix A2eU=A2.U0 on U és el
vector propi associat al valor propi A,

400\(1 4+0+0 4 1 9
9103]|=| 9+3+0 |=| 12 |=4|3|=\"V
-30 1/\-1 -3+0-1 -4 -1

D'aquesta expressi6 es podra fer la seva generalitzaci6 facilment,
. Provem-ho pel métode d'induccié completa, amb els

dos passos segiients:

(1) Es verifica per n=1, ja que Aleu=A1.U i AeU=A.U és la definici6
de valor i vector propi. .

(2) Suposem que per un cert m es verifica AMey=A".U. Provem
que també ho fara per m+1,

Am+lep=(AmeAl)ey=Ame(Alepy)=Ame(Al y)=Am, (\1.U)=Am+1 U
Aixi, Am+lep=m+1 i també es verifica per m+1.

AZep=

44. Donada la matriu A de termes aj1=1, ajz=-1, ag1=-2 i ag2=0,
calcula els seus valors i vectors propis. Troba ara la seva matriu
inversa A-l. Quins seran els valors i vectors propis de A-1? Quina
relacié hi ha amb els de la matriu A? '

Solucié. Partirem de la matriu donada que‘ és
(3
-20
El polinomi caracteristic P(\) d'aquesta matriu és expressat pel
determinant 1A-A.Il,

PA)=1A-AII= 1_'2* '_% =(1-0).(-1)-(-2). (- )=A%A-2

L'equaci6 caracteristica es trobara anul-lant 'expressié anterior,
- A2-A-2=0 '
Trobem els valors propis, resolent l'equaci6 caracteristica,
_1#1-4(-2) _1£/9 _ 143
2 2 2

Ara ens proposem determinar els vectors propis. Per definicié,
f(v)=A.0 0 també AsU=A.U. Passant al primer costat ens quedara el
sistema homogeni Aeli-A.U=8, . Apliquem aquesta
equaci6 a cadascun dels valors propis: '
PRIMER CAS: A1=2.

wamoss . (12 G K3)-(8) - Gak3)-(8)

A = [M=2] A o=-1]
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El sistema resultant és -x-y=0 i -2.x-2.y=0, que es redueixen a
x+y=0, d'on y=-x. Els vectors propis seran de la forma U=(x,-x).
El subespai vectorial corresponent al valor propi A1=2 sera

s@)=((x.x) / xeR}|

Observem que una base pot ser la formada pel vector (1,-1) 1 que
la dimensié sera dim[S(2)]=1.

SEGON CAS: Ag=-1.

A= (11 NE)2(9) (2 21%) ()
(A-C1.) -2 0+1\y o/ 211y} \0
El sistema resultant és 2.x-y=0 i -2.x+y=0 que sén iguals. Veiem

que y=2.x, i que els vectors propis seran de la forma vU=(x,2.x).
El subespai vectorial per a aquest valor propi, A2=-1, sera

ISt-1)=((x,2.x) / xeR}|

Una base pot ser la formada per lnic vector (1,2). També en
aquest cas dim[S(-1)]=1.

Trobem ara la matriu inversa A-! de la matriu donada A. Fem-ho
per adjunts, calculant primer el determinant,

: ~|1-1 _ =0-9=-
|A|_|_2 ol = 1.0-(-1).(-2)=0-2=-2
Calculem els adjunts de cada element,
[A111=40=0, 1Aj21=-(-2)=2, lAgil=-(-1)=1, 1Aggl=+1=1
La matriu adjunta i la seva transposada seran,

SRR

11 21
Recordem que la matriu inversa és expressada per A-1=A'/[Al:
Als L{O 1) ’ A-l___(o -1/2
-212 1 -1 -1/2

Calculem el polinomi caracteristic d'aquesta matriu inversa,

WAL= 0 <172 | Zim 161 /91l 1) (-
Pw=atasi=| O A =0 (01/2)0-60.61/2)

Desenvolupant,
P'(A)=(1/2) A+22-(1/2)=A2+(1/2).A-(1/2)
L'equaci6 caracteristica ens quedarj,
A2+(1/2).A-(1/2)=0 , 2.42+a-1=0
Les seves arrels, o valors propis, seran
o t1VT-42CD) _-1#/9 _ -143
2.2 : 4 4
Observem que els valors propis de A-1 sén els inversos dels de A,

IVi=1/a] 1 [Aa=1/a9]

= [i=1/2] A [ro=-1]




DIAGONALITZACIO 101

Trobem els vectors propis corresponents a aquests valors propis
A1=1/2 i Ao=-1.

PRIMER CAS: M'1=1/2
Farem servir I'equaci6 matricial, (A-1-(1/2).1)°v=0,
- (o0-(1/2) - -1/2 ( ) (1/2 1/2) ) ( )
-1 (-1/2)-(1/2) ) (
Multiplicant ens queda, (- 1/2) x-(1/2).y=0 i -x-y=0, és a dir,
x+y=0, d'on y=-x. Els vectors propis seran de la forma v=(x,-x). I el
subespai vectorial propi format per tots ells és

[s'1/2)=((x.-x) / xeR}| Notem que [§'(1/2)=S(2)

SEGON CAS: A'g=-1
En aquest cas l'equacié matricial sera (A-1-(-1).1)sv=0,
0+1 -1/2 )‘(x)=(0) (1 -1/2 ,(x)=(o)
-1 (-1/2)+1/\y 0 -1 1/2 Ny 0
Les equacions resultants son x-(1/2).y=0 i l'altra igual. Per tant,

2.x-y=0 , y=2.x. Els vectors propis seran del tipus U-(x 2x)1iel
seu subespai propi sera

[s'-1=(x.2.%) /xeR}| Veiem que [S'-1)=S(-1)

En resum, donada una matriu A, els valors propis de la matriu
inversa A-l, si existeix, s6n els seus inversos, mentre que els
subespais sén iguals. Aquesta conclusié es pot provar facilment,

AeU=A.U , A-le(AsU)=A-le(A.U) , (A-leA)eu=2.(A-1eD)
Isu=A.(A"1ev) , U=)r.(Alev) , A-leu=(1/2).U

Observem que si A és un valor propi de A i hem deduit que (1/3)
és un valor propi de A-l.'A més, com que el U és igual que abans,
vol dir que tindran el mateix subespai propi.

45. Sigui A la matriu que té per columnes €Cj=(a b c)’, €o=(1 2 -1)' i
c3=(@' b' c)'. Si sabem que els vectors U1=(1,1,0), Ug=(-1,0,2) i
U3=(0,1,-1) sén vectors propis de la matriu donada A, busca la seva
equacid caracteristica.

Solucié. La matriu de la qual hem de partir és
ala
b2 b‘)
c-1c¢' .
Sabem que U;=(1,1,0) és un-vector propi d'aquesta matriu.

LLavors tindrem AeU;=i1.U}, on Aj és el valor propi que també
desconeixem. Substituint, -
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alalf1} (1 a+l=r (1)
b2b[{1]=M]1| = {b+2=A1 (2)
c-1c'/\0 0 c-1=0 (3)
Igualment ens passara per als altres dos vectors propis,
ala'l/f-1 -1 -at2.a'=-A2  (4)
b2bMqo|=2{0] = {-b+2.b'=0 (5)
c-lc'/\2 2 -c+2.¢c'=2.02 (6)
alalfol (oY f 1-a'=0 (7)
b2b'[{1]|=23{1| = |2-b'=r3 (8)
c-lc'/\-1 -1/ \-l-c'=-7»3 )

Aillant a, b i c en el sistema {(1),(2),(3)} i aillant també a', b'i ¢'
en el sistema {(7).(8),(9)} obtindrem

a=r-1 a'=1
b=p1-2 b'=2-Ag

c=1 c'=-14A3
Substituint en el sistema {(4),(5),(6)} ens quedara
{ -(M-1)42.1=-22 {-M+lz =3 (1)
-(A1-2)+2.(2-A3)=0 = A1 22=-6 (2"
-142.(-1+A3)=2.A2 -2.2242.23= 3 (3)

‘Sumant les dues tltimes eliminarem A3, -A1-2.A2=-3, o també
canviant signes, A1+2.19=3

Sumant aquesta ultima amb la (1Y), ens queda 3.x2=0, A2=0.
Substituint en (1'), -A;=-3 , A1=3. Substituint en (3'), 2.A3=3,
A3=3/2. Per tant, els valors propis s6n,

[A1=3 , a9=0 , 23=3/2] .

L'equacié caracteristica és (3-1).(0-1).(3/2 -A)=0, ja que les tres
arrels d'aquesta equacid s6n precisament els tres valors propis.
Operant,

(3-1).(-1).(3-2.0)/2=0 , A.(3-1).(3-2.A)=0 , 1.(9-6.1-3.1+2.22)=0
1.(9-9.24+2.2)=0 , [2.13-9.12+0.A=0

No cal haver trobat la matriu A, perd si ho has fet t'ha de donar
la matriu segiient; ’
21 1
121/2

1-11/2

Com a exercici, i amb l'anul-lacié6 del determinant [A-A.Il, es
poden trobar els tres valors propis. Logicament han de donar els ja
coneguts: 3, 01 1'5.

També pots comprovar que la traca de la matriu, 2+2+0'5=4'5,
coincideix amb la suma dels tres valors propis. A més, el
determinant 1Al ha de coincidir amb el producte dels tres valors
propis, que és O, perqué la tercera columna és igual a la meitat de
la primera.

A=
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46. Per mitja del teorema de Cayley-Hamilton troba la matriu
inversa A-l de la matriu A que té per files T1=(2 1 0), f2=(0 1 -1) i
f3=(0 2 4). Quins sén els valors propis? I la seva multiplicitat?

Soluci6. Escrivim en primer lloc la matriu donada
210
A=101 -1)
024

Trobem el seu polinomi caracteristic P(A) per mitja del
determinant |A-A.Il, on I és la matriu unitat,

2.~ 1 0

Pw=|0 1 -1|=EnL -L]|=@n.10n.6n-2c
0O 2 4-

Operant,

P()=(2-1). (4-A-4.1+12+2)=(2-1).(A2-5.1+6)=
=2.12-10.1+12-13+5.12-6.

Simplificant, el polinomi caracteristic sera igual a

P(A)=-A3+7.22-16.A+12

Igualant a O obtindrem l'equacié caracteristica
23+7.22-16.A+12=0 , [23-7.32+16.1-12=0]

A continuacié podrem aplicar el teorema de Cayley-Hamilton que
ens diu que «a matriu A associada a l'endomorfisme verifica la seva
equaci6 caracteristica». Es a dir, es complira P(A)=0, ,

- AS-7.A2+16.A-12.1=0 (1)

Notem que hi hem posat la matriu unitat I perqué tots els
termes siguin matrius. (La matriu O és la matriu nul-la).

A partir de (1) hem de deduir la matriu inversa A-l, Seguim els
passos seguents,

A3-7.A2+16.A=12.1 , A¢(A2-7.A+16.1)=12.]
A-leAe(A2-7 A+16.1)=A"10(12.]) , I+(A2-7.A+16.1)=12.(A"1°])

A2-7.A+16.1=12.A°1 , [A1=(A2-7.A+16.)/12

Trobem primer A2,

9 210\(210 4 3 -1
A=A*A={0 1-1401-1|=(0 -1 -5
024/\024 0 10 14

Ara ja podem calcular la matriu inversa,

1 4 3 -1 210\ 100
A=1—20-1 -5 |-7{01-1]+16{010
0 10 14 024 001

16 O

Lo1(e 3 -1 -14 -7 0 0
Al=754l0 -1 -5 |+#{ 0 -7 7 || 0 16 0
0 10 14 0 -14 -28 0 0 16
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Sumant obtindrem

L1 6-4-1 . 1/2-1/3 -1/12
A= D) 082} = (A= 0 2/3 1/6
0-42 0 -1/3 1/6
'Ens demanen ara els valors propis de la matriu Com que no és

clar si és la matriu donada A o la seva inversa A-1, primer trobarem
els primers perqué ja sabem la seva equaci6 caracteristica,

A8-7.22+416.1-12=0
Per Ruffini, provarem que una arrel és el valor propi A=2,
1 -7 16 -12
2 { 2 -10 12
1 -5 6 (0

Ens queda l'equacié de segon grau, A2-5.A+6=0. La resolem
directament, veient que hem d'endevinar dos niimeros que sumats
donin 5 i multiplicats 6. Evidentment, A=2 i A=3.

Aixi, els valors propis de la matriu donada A i els seus indexs de
multiplicitat (o nombre de vegades que estan repetits) sén

[x1=2 amb a1=2| i ng=3 amb ot2=1|

" En canvi, si els que ens demanessin fossin els valors propis de la
matriu inversa A-1, ja hem vist en un altre problema que eren els
seus inversos. Per tant, tindriem:

Ix'i:l/z amb a'1=2| i [x‘1=1/3 amb a'2=1J

47. Sigui f I'endomorfisme de Pa que és definit per f(1)=2+x2,
f(x)=2.x+2.x2 i flx2)=2.x2. Calcula la matriu associada A d'aquest
endomorfisme en la base candnica. Troba també el polinomi
caracteristic i els valors i vectors propls Comprova finalment el
teorema de Cayley-Hamilton.

Solucib. Sabem que la base canonica dels polinomis de grau igual
o inferior a 2 és la B=(1, x, x2}. Com que ja ens donen les imatges
dels vectors de la base candnica, només caldra posar-los ordenats,
de manera que també quedin en funci6 de 1, x i x2,

- f(1) =2.1 +0.x +1.x2
fx) =0.1 +2.x +2.x2
f(x2)=0.1 +0.x +2.x2

Posant aquests coeficients en columna, tindrem la matriu A
associada a I'endomorfisme f, en la base canoénica,

200
A=1020
122
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Trobem ara el polinomi- caracteristic P(\)=1A-A.Il a partir de la
matriu associada anterior,

2+ 0 0
PM=| 0 22 0
1 2 24

. Observem que és el determinant d'una matriu triangular i, per
tant, sera igual al producte dels termes de la diagonal principal,

P()=(2-1)3]

No cal desenvolupar-ho, perd si ho fem ens donara
P(2)=-23+6.12-12.2+8
Quant als valors propis els trobarem directament, igualant el

polinomi caracteristic a zero (és a dir, a partir de la seva equacio
caracteristica),

P(\)=(2-1)3=(2-1).(2-1).(2-))=0 = [A=2 amb =3

Aixi doncs, ens queda el valor propi 2 amb index de multiplicitat _
3, ja que esta comptat tres vegades. : '

Trobem a continuaci6 els vectors propis corresponents a aquest
valor propi A=2. Partirem de l'equacié (A-A.I)»U=8, on trobarem

primer A-2.1, ,
200 100 000
020/-2/l010|=|000
122 001 120

Per tant, els vectors propis de la forma U=(a, bc), o bé
U=a+b.x+c.x2, seran ‘

000\fa 0 0=0
000Mb|={0| = {0=0 :
120/\c 10 a+2.b=0

Es a dir, els vectors propis U=a+b.x+c.x2 han de complir la
condicié a=-2.b, mentre que ¢ podra ser qualsevol. Aixi, seran de la

forma v=(-2.b, b, ¢)=-2.b+b.x+c.x2.
El subéspai propi engendrat per ells sera expressat per
|S(2)=(-2.b+b.x+c.x2 / b,ceRl|
Com que v=(-2.b, b, ¢)=(-2.b,b,0)+(0,0,c)=b.(-2,1,0)+¢.(0,0,1),
veiem que una base pot estar formada pels vectors (-2,1,0) i

(0,0,1). En altres paraules, B={-2+x, x2} i aixi la dimensi6é d'aquest
subespai propi sera dim([S(2)]=2. ' ,

A-2.I=.

Finalment, hem de comprovar el teorema de Cayley-Hamilton.
Naturalment, considerarem com a equacié caracteristica la que
esta sense desenvolupar, és a dir (2-1)3=0.

D'aquesta manera, el teorema ens dira que la matriu associada A
compleix l'equacioé caracteristica. Per tant, si I és la matriu unitat i

O la matriu nul-la, s’haura de verificar que |(2.1-A)3=0|.
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Comprovem-ho, trobant primer 2.I-A,

100 200 000
2.I-A= 2-(0 1 o)-(o 2 0)= 000
001 122 -1-20
Calculem ara el seu quadrat,

2 000\fOO0O 000
(2I-A)={oo0000|={000
-1-20/\-1-20 000

No cal continuar, perqué també (2.1-A)3=(2.1-A)2.(2.1-A)=0,
perqué ja (2.I-A)2=0.

2.1 DIAGONALITZACIO DE MATRIUS

Calcul de matrius diagonals

48. Sigui I'endomorfisme f de RS, flx,y,2)=(x-2z, y-4z, -z). Prova que
f és un endomorfisme diagonalitzable. Comprova després que la
matriu diagonal D és igual a P-1¢AeP, on P és la matriu de pasi A la
matriu de l'endomorfisme.

Solucié. En primer lloc trobarem la matriu A associada a
I'endomorfisme donat, escrivint les imatges dels vectors de la base
canonica i posant-les en funcié dels vectors d'aquesta mateixa base,

fle1)=f(1,0,0)=(1-2.0, 0-4.0, -0)=(1,0,0)= - 1l.e;+0.eq+0.e3
f(e2)=f(0,1,0)=(0-2.0, 1-4.0, -0)=(0,1,0)= 0.e;j+l.eq+0.€3
f(e3)=f(0,0,1)=(0-2.1, 0-4.1, -1)=(-2,-4,-1)=-2.e; -4.e, -l.e3

Posant els coeficients en columna, :

: 10-2
A=|0 1--4)
00-1
A partir d'aqui determinarem el polinomi caracteristic,
: : 1-A 0 -2
PA)=1A-AIl=| 0 1A -4
0O 0 -1

Com que és el determinant d'una matriu triangular, el seu valor
sera igual al producte dels termes de la diagonal principal,

P()=(1-3).(1-1).(-1-0) , [P(W)=(1-M)2.(-1-2)]

Igualant a zero ens quedara l'equacié caracteristica,
(1-0)2.(-1-1)=0
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Directament veiem que els seus valors propis, juntament amb la
multiplicitat, sén

A1=1 amb a1—2| i |x2=-1 amb oc2=1|

A continuacid, determinarem els vectors propis, corresponents
als valors propis anteriors, fent servir 'equacié (A-A.I)eu=8,

PRIMER VALOR PROPI: A1=1

10-2\ (100) (00-2
A-1I={01-4]-|010]=[{00-4
00-1/ \oo1/ \oo-2

00-2\(X 0 -2.z=0
00-414Y|={0] = {-4.z=0
00-2/\2 0 -2.z=0

Per tant, z=0, mentre que x i y poden ser qualssevol. El subespai
propi sera el conjunt de vectors propis segiients,

[s()=((x.y.0) / x.yeR}|

Com que (x,y,0)=(x,0,0)+(0,y,0)=x.(1,0,0)+y.(0,1,0), és clar que
una base del subespai propi sera

[Bs(1)=((1,0,0), (0,1,0)]]

I 1a seva dimensi6 sera |dim[S(1)]=2

SEGON VALOR PROPI: A9=-1

: 10-2 100 2 0-2
A-(-1)I=|01-4]+|010 02-4
00-1 001 000

2 0-2\(X 0 2.x-2.2=0
02-44Y|={0]| = {2y-4.z=0

000/\2 0 0=0

Simplificant, x-z=0 i y-2.z=0, deduim que x=z i que y=2.z. Per
tant, el subespai propi corresponent estara format pels vectors
|SC-1)=(z, 2.2, 2) / zeR}|

Aixi, un valor propi sera U=z.(1,2,1). En conseqiiéncia, una base
d'aquest subespai pot ser la formada per 1'unic vector

[Bsi-n=((1,2,1)}]

D'aquesta manera, la dimensi6 sera {dim[S(-1)]=1

Veiem que l'endomorfisme f és diagonalitzable, ja que es
compleixen les dues condicions exigides;

Vi = ([:xeR A (ID) dim[S(A)]=0
En altres paraules,
(I) Els valors propis son nombres reals, xl 11iag=-1.
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(I1) La dimensié de cada subespai propi coincideix amb la
multiplicitat del valor propi corresponent.
dim[S(A))]=01=2 i - dim[S(Ag)]=0g=1

Per calcular la matriu de pas P, ens fixarem en les dues bases
dels subespais propis, Bg(1)={(1,0,0), (0,1,0)} i Bg(-1)={(1,2,1)}.
" Posant aquests vectors en columna ens quedara la matriu de pas,

que sera expressada per .
101
P={012

001

Finalment, hem de calcular el producte P-1eA¢P i veurem que ens
déna una matriu diagonal D. Amb aquesta finalitat, determinarem
primer la inversa P-1 de la matriu de pas.

El métode de reduccié de Gauss-Jordan és el més adient per a

trobar-la: _
101|]100]H 100{1 0-1]fi-fa
012(010|f2={010[|01-2{f-2103
-Loo1loo1lfs Lloo1l0o01.fs

La matriu inversa sera :

1 10-1

P=101-2

001

U

Com que hem de calcular D=P-1eAsP, trobarem primer AP,

10-2\{101 10-1
A'P=(0 1-4){0 1 2)=(0 1-2)
' 00-1/\001 00-1
* Multiplicant a l'esquerra per P-1,

o 10-1\({10-1 100
D=PleAsP={0 1:2{01-2| = |[D={010
001/100-1 00-1

Naturalment, ens ha quedat una matriu diagonal formada pels
valors propis, ja que djj=1, dgg=1 i d3z=-1.

49. Diagonalitza si és possible la matriu A, que té per columnes
€1=(0 -2 -2)', €2=(-1 1 2)'i c3=(-1 -1 2), trobant l'eq. caracteristica,
els valors propis, les seves multiplicitats i els subespais propis.

Solucié. La matriu que es pretén diagonalitzar és
0-1-1
A=1-21-1
22 2
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Per calcular la seva equacié caracteristica podriem partir de
l'equacié 1A-1.11=0, perd ho farem recordant que també és
A3-1(A).A2+M(A).A- 1A1=0 (1)

La traca és T(A)=0+1+2=3 i la traca de segon ordre, que esta
formada per la suma dels tres determinants menors principals, és

=]0-1 Io-l |1-1I_ 9)+4=

A)= = (-2)+(-2)+4=0

M) |-21 tlaal*la gl = (22

El determinant és
0-1-1
-2 1-1
: -22 2
Substituint en (1), -
23-3.22+0.1-(-4)=0 , |[23-3.12+4=0
Comprovem per Ruffini que una arrel és A=-1,
1 -3 0 4
o SRV | 4 -4
1 -4 4 (0
L'equaci6 de segon grau resultant és A2-4.A+4=0 , (-2)2=0, és a
dir, A=2, solucié doble.
Els valors propis, juntament amb les seves multiplicitats, son

|7»71=-1 amb oc1=1j i ﬁ2=2 amb. og=2

IAl=

= (0+4-2)-(2+0+4)=2-6=-4

Obtindrem ara els vectors propis, corresponents als valors
propis anteriors, amb l'equacié (A-A.I)*U=0,

PRIMER VALOR PROPIL: A1=-1 ,
0-1-1 , 100 {1-1-1
A-MmI=|-21-1]-(1{0o10|=|-22-1}
-22 2 001 -22 3
1-1-1\[X 0 x -y -z=0 (1)
-22-14Y|=|0] = -2.x+2y -z=0 (2)
-22 3/\2 0 -2.x+2.y+3.2=0 (8)
Si restem (3)-(2) ens queda 4.z=0 , z=0. Substituint en (1) i en
(2), x-y=0i -2.x+2.y=0, que sén iguals. Per tant, x-y=0, y=x.
Els vectors propis seran de la forma U=(x,x,0) i el conjunt de
tots ells, o subespai propi, és
S(1)=((x.x,0) / xR}

Veiem que la base esta formada per un vector, Bg(1)={(1.1,0)}, de

manera que la dimensié és [dim[S(r1)]=1].

Per ara sembla que la matriu sera diagonalitzable, ja que la
dimensié coincideix amb la multiplicitat, dim[S(A;)]=a1=1. Per6
continuem...
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SEGON VALOR PROPI: Ag=2

0-1-1 100 -2-1-1
Axl={-21-1/-2/010])=|-2-1-1
001

-222 220
-2-1-1\(X 0 -2.x-y-z=0 (1)
-2-1-14Y|={0 = -2.x-y-z=0 (2)
-220/\2 0 -2.x+2.y=0 (3)

Com que (1)=(2), en deixem una. Tindrem 2.x+y+z=0. De (3)
veiem que y=x. Per tant, 2.x+x+z=0 , 3.x+z=0 , z=-3.x. Els vectors
propis seran de la forma U=(x,x,-3.x) i el subespai propi sera

' Sbo)=ltx,x,-3.%) / xR}

Una base pot estar formada per l'unic vector (1,1,-3) i, aixi, la
dimensi6 és |dim[S(r9)]=1

Recordem que la multiplicitat de A9=2 és ag=2, diferent de la
dimensié del subespai propi. Per tant, com que dim[S(Ag)l=cg,
deduim que Eendomorﬁsme f no és diagonalitzable|.

50. Donades les matrius A i B, comprova numéricament que si Ai B
son diagonalitzables i el producte és commutatiu, llavors la matriu
suma A+B també és diagonalitzable. Les dues matrius sén:

20 1 10-2
A=-40 10 i Bg01-4
00 3 00-1

Soluci6. Es pot demostrar que si A i B sén diagonalitzables i
Ae*B=BeA, llavors existeix una matriu quadrada P d'ordre n (la
matriu de pas) tal que P-1eAsP=Dj i P-1eBeP=Dg i també que

P-1e(A+B)sP=(P-1eAsP)+(P-1sBeP)=Dp+Dp=Da,p .

No ho provarem formalment, siné que ho comprovarem amb les

matrius donades.
Comprovem que A és diagonalitzable.
Calculem en primer lloc el polinomi caracteristic,

24 0 1
P(x):lA-l.II:l 4 04 10 -=(3-x).| 2:1“;
0 0 34 4 -

Tindrem P(A)=(3-).(2-1).(-A) i de la seva equaci6é caracteristica,
(3-A).(2-2).(-A)=0, podem deduir directament els valors propis:

[M=0 , %=2 i 2g=3]

Com que els tres valors pfopis son reals i diferents, ja podem
assegurar que la matriu A és diagonalitzable.
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Comprovem que B és diagonalitzable.
El polinomi caracteristic €s

1A 0 -2
PMN=IB-AIlS 0 1-4 -4 | =(1-M2.(-1-3)
0 0 -1-

Els valors propis, que sén les arrels de l'equacié caracteristica,
(1-2)2.(-1-2)=0, juntament amb les seves multiplicitats, sén

m=1 amb 01=2] 1 [rg=-1 amb ap=1]

Encara no podem dir que B és diagonalitzable, perqué, encara
que els valors propis sén reals, n'hi ha de repetits. Haurem de
trobar els subespais propis corresponents...

a) PRIMER VALOR PROPI: A=1. Comencem escrivint la matriu B-1;.1,

' 10-2 100 00-2
521328207
00-1 001 00-2
. Trobarem els vectors propis amb el sistema (B-A;1.])ev=0,

00-2\(X 0 -2.z=0
00-41Y|={0] = | -4.z=0
00-2/\2 0 -2.2=0

Per tant, tenim z=0, mentre que la x i la y podran ser nombres
reals qualssevol. El subespai propi sera S(1)={(x,y,0)}, on una base

podra ser B;={(1,0,0),(0,1,0)} i aixi |dim[S(r1)]=2].

b) SEGON VALOR PROPI: A=-1. Calculem la matriu B-A2.1,

10-2 100 2 0-2
BAI={0 1-4|-(1)J010|={02-4
00-1 001 000

Els vectors caracteristics, que compleixen (B-A2.I)ev=0, seran
2 0-2\[X 0 2.x-2.2z=0
02-44Y|={0| = | 2y-4.z=0
000/\2Z 0 0=0

Simplificant, x-z=0 i y-2.z, 0 també x=z i y=2.z. Per tant, el
subespai propi corresponent a ig=-1 és S(rg)=((z.2.2,2) / zeR}. Una

base és Bo={(1,2,1)} i la dimensié, |dim[S(r9)]=1

Observem que les dimensions dels subespais propis sén iguals a
les multiplicitats dels seus valors propis corresponents,

dim[S(\1)]=01=2 i dim[S(A9)]=00=1
En conseqiiéncia, la matriu B és també diagonalitzable.
Ens falta comprovar que les dues matrius A i B sén commutables

i que la seva matriu suma A+B és també diagonalitzable i, encara
més, que les matrius diagonals compleixen Da+Dp=Da.B.
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Provem que A i B s6n matrius commutables és a dir,
comprovem que es verifica AeB=BeA:

20 1 10-2 20-5
-40 10)‘(0 1-4 =(-40-2)
00 3 00-1 00-3
10-2Y{20 1 2 0-5
0 1-4){-40 10») (40 2)
00-1/\00 '3 00-3
Estud1em si la matriu suma A+B és d1agona11tzable

AeB=

BeA=

' 20 1 10-2 30-1
A+B=|-40 10 )+(O 1 -4)=(—4 1 6)
00 3 00-1 002
El seu polinomi caracteristic és
32 0 -1
P()=1(A+B)-A.Il= 3:4 1+ 6 =(2‘-x).| 3;’* 101
o o0 2 A

Es a dir, P(\)=(2-1).(3-1).(1-1) i els valors propxs, tots de
multiplicitat 1, sén

l?q:l , Ag=2 i A3=3|

Com que tots els valors propis son reals i diferents, la matriu
A+B és diagonalitzable.

Comprovem finalment que Da+Dp=Da+B, on aquestes matrius
son les matrius diagonals que tenen per termes els valors propis,

ja calculats: ‘
v 00O 100 100
Da+Dp={0 2 O)+(O 1 O)=(O 3 0)=DA+B
003 00-1 002

51. Estudia pels diferents valors de a i b la diagonalitzacié de la
matriu A que té per files f1=(5 0 0}, f9=(0 -1 b) i f3=(3 0 a).

Solucié. Apuntem aquesta matriu amb els parametres ai b

500
0-1b
30a
El seu polinomi caracteristic és
' 5 0 O ' :
PM=IAAII=| 0 -1 b =(5-x).|'1"" b |
3 0 ah 0 a

Per tant, P(3)=(5-1).(-1-1).(a-1). Si la igualem a zZero obtindrem
‘l'equacié caracteristica, (5-1).(-1-1).(a-A)=0, que té els segiients
valors propis. reals

M=5 , %=1 i As=a|
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Com que hi ha un valor propi que depén del parametre a,
haurem d'estudiar els tres casos segiients:

(1) PRIMER CAS:

En aquest cas els valors propis 21=5, A2=-1 1 A3=a seran reals i
diferents, de manera que la matriu A sera diagonalitzable.

(2) SEGON CaS:
Els valors propis seran A1=5, Ag=-1i13=5, és a dir
A1=5 amb ;=2 1 Ag=-1 amb agz=1
Per saber si la matriu A sera o no diagonalitzable, haurem de
trobar els seus subespais propis corresponents.
Per al primer valor propi A41=5 farem el sistema (A-r1.1)ev=0,
500 100 000
AMI={0-1b)-5{010(=|0-6Db
305 001 300

Els vectors caracteristics, que compleixen (A-A).I)ev=8, seran
definits pel producte matricial:

000\(X\ [O 0=0
o-6b[dyl={0]| = {-6y+tb.z=0
3oo/\lz/ \o 3.x=0

Deduim que x=0 i que y=b.z/6. Per tant, el subespai propi sera
‘ S(r1)={(0, b.z/6, 7} /zeR}
Una base de S(r1) pot ser B1={(0, b/6, 1)} i tant si b=0 com no
estara formada per un tnic vector, de manera que dim[S@1)]=1.
No cal trobar el subespai S(i2) perqué, pel fet que dim[S(r1)l=a,
ja que o era 2, resulta que [la matriu no és diagonalitzable|

(3) TERCER CAS:
Els valors propis seran A1=5, Ag=-1 i Ag=a=-1. Es a dir,
A1=5 amb aj=1 i Ag=-1 amb ap=2

També, per saber si A sera diagonalitzable, haurem de trobar els
subespais propis corresponents.

PRIMER VALOR PROPI. A1=5. Farem (A-11.])ev=0, on ara a=-1,

500 100 000
A-MI=|l0-1b{-5{010|=|0-6Db
30-1 001 30-6

Els vectors caracteristics, trobats de (A-A1.I)eU=0, seran

000\(X\ (O 0=0
0-6b{y|=[0] = {-6y+bz=0
30-6/\z] \o 3.x-6.2=0

Ara y=b.z/6 i x=2.z, de manera que S(A1)={(2.z, b.z/6, z) / zeR}.
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Una base serd B1={(2, b/6, 1)} i, independent de b, la dimensi6

sera dim[S(r;)]=1. Com que coincideix amb o;=1, per ara
funciona...

SEGON VALOR PROPI. Ag9=-1. (amb cp=2) Farem (A-A2.1)°U=0,
500 100 600
A-M.I=(o-1b)- (-1).(0 1 o)=(o 0 b)
30-1 001 300
Els vectors propis, trobats de (A-A2.I)eU=0, seran

600\(Xx 0 6.x=0
OO0Ob[{Y|=[0] = {b.z=0
300/\2 0 3.x=0

Es clar que x=0 i que y pot ser qualsevol, perqué no apareix en
les equacions anteriors. De b.z=0, tot dependra de si b és 0 no
zero. Es presentaran, doncs, dos subcasos:

(3.1) Primer subcas.

Si b=0, de b.z=0 es desprén que z pot ser qualsevol. Per tant, el
subespai propi sera S(x2)={(0,y,z) / y.zeR} i una base podra ser
B2={(0,1,0), (0,0,1)}, que com que esta formada per dos vectors és
dim[S(A2)]=2 i com que 02=2, |la matriu és diagonalitzable]

(3.2) Segon subcas.

Ara, de b.z=0 i com que b#0, tindrem z=0. El subespai propi sera
S(A2)={(0,0,2) / ze R}, on una base és la formada per un unic vector,
B2={(0,0.1)}. Obtenim dim[S(A2)]=1 i com que ag=2, pel fet que
son diferents, |la matriu no sera diagonalitzable].

Resumint, sera diagonalitzable quan a=5 i a#-1, i quan a=-1 i b=0.

52. Donat I'endomorfisme f(x,y,z)=(2x+a.y+a.z, -y, 3y+b.z) de R3,
estudia per a quins valors de a i b I'endomorfisme és diagonalitzable.
Per al cas particular a=0 i b=2, busca la seva matriu de pas i també la
matriu diagonal.

Soluci6. En primer lloc haurem de trobar la matriu associada a
aquest endomorfisme. Ho podriem fer directament a partir de la
definici6 de f (posant els coeficients com a files de la matriu), perd
ho farem com sempre, encara que sigui més llarg.

Trobem les imatges dels vectors de la base canénica i els posem
en funcié d'aquesta mateixa base,

fle;)=f(1,0,0)=(2.1+a.0+a.0,-0,3.0+b.0)=(2,0,0)=2.e 1+0.820+0.e3
fle2)=f(0,1,0)=(2.0+a.1+a.0,-1,3.1+b.0)=(2,0,0)= a.e;-1.ea+3.e3
fle3)=f(0,0,1)=(2.0+a.0+a.1,-0,3.0+b.1)=(2,0,0)= a.e;+0.eo+b.e3
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Posant els coeficients en columna, ens quedard la matriu
associada a l'endomorfisme f,

2 aa
A= ( 0-10
03b
Calculem el seu polinomi caracteristic P(d),
2-A a a
PM)=1AA1l=| 0 -1-4 O =(2-x).|"1"‘ Ox
0 3 b 8 b-

Ens queda P(\)=(2-1).(-1-1).(b-A). L'equacié caracteristica sera
(2-2).(-1-1).(b-A)=0; que tindra per valors propis,
=1 , =2 i Ag=b|

Per saber si I'endomorfisme f (i en conseqiiéncia la matriu A) és
o no diagonalitzable, haurem d'estudiar els tres casos segiients:

(1) PRIMER CAS. |b#-1 i b#2
Els tres valors propis A1=-1, A2=2 i Ag=b seran reals i diferents i
en consegiiéncia [I'endomorfisme sera diagonalitzable|.

(2) SEGON cas. |b=-1
Ara tindrem els valors propis A1=-1, A2=2 i A3=b=-1; és a dir
A1=-1 amb a1=2 i A2=2 amb oag=l
Haurem d'estudiar la diagonalitzacié a partir dels subespais
propis corresponents a aquests valors propis.

PRIMER VALOR PROPI: A1=-1. (01=2). Farem (A-A1.1)ev=8, on b=-1,

2 aa 100 3 aa
A-?~1-I=(o-1 o)- (—1).(0 1 o)=(o 0 o)
03-1 001 030
Els vectors propis, trobats de (A-21.1)ev=0@, seran

3aal(¥ 0 3.x+a.y+a.z=0
0O0O0ONY|=|0] = {0=0
030/\z 0 3.y=0

De la tercera, y=0. Substituint en la primera, 3.x+a.z=0, x=-a.z/3.
Per tant, el subespai propi és S(A1)={(-a.z/3, 0, 2) / zeR}, en el qual
una base pot ser B1={(-a/3,0,1)}.

Independentment del valor del parametre a, la dimensié sera
dim[S(r1)]=1.

'Com que és o1=2, [I'endomorfisme no és diagonalitzable|, perqué
la dimensi6 i la multiplicitat sén diferents.

(3) TERCER CAS: |b=2
Els valors propis seran 11=-1, Ag=2 i A3=b=2. Ens quedara
A1=-1 amb oaj=1 i 29=2 amb oag=2
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Estudiem els subespais propis corresponents.

PRIMER VALOR PROPIL: A1=-1. (at1=1). Per a aquest valor propi no es
presentara cap complicacié, perqué és de multiplicitat 1, i la
dimensi6 del subespai també sera 1, ja que sempre di<o;. No
obstant aixd, 1 com a exercici, ho comprovarem.

Posem (A-2;.I)*U=0, i recordem que ara b=2,
2 aa 100 3 aa
A-MI={0-10|-(CD{0o10|=[000
032 001 033
Calculem el subespai propi .

3 aal(Xx 0 3.x+a.y+a.z=0

B HEH
033/\z 0] 3.y+3.2=0

Obtenim 3.x+a.(y+2)=0 i y+z=0, d'on, substituint, 3.x+a.0=0, x=0.

A més de y+z=0, y=-z. El subespai propi sera S(A;)={(0,-z,z) / zeR},
on una base és B1={(0,-1,1)} i sera dim[S(r;)]=1.

SEGON VALOR PROPI: A3=2. (0i2=2). Apuntem (A-Ag.])ev=0,
2aa 100 Oaa
A-l2I=10-10)-2{010|=|0-30
032 001 030
Els vectors propis, trobats de (A-A2.I)eU=8, seran

0 aallX 0 a.y+a.z=0
0-304Y|= =
030/\2

0 -3.y=0
0 3.y=0
Veiem que la x pot ser qualsevol i que y=0. Substituint en la
primera déna a.z=0. Tot dependra del valor de a. Estudiem els dos
subcasos resultants:

(3.1) PRIMER SUBCAS:

Si a=0, de a.z=0 veiem que z podra qualsevol. Per tant, el
subespai propi sera S(Ag)={(x,0,z) / x,zeR}. Una base podra ser la
B2={(1,0,0),(0,0,1)} i aixi tindrem dim[S(A9)]=2. :

Com que la dimensié del subespai propi coincideix amb la
multiplicitat del seu valor propi corresponent, podem assegurar
que [I'endomorfisme és diagonalitzabla

(3.2) SEGON SUBCAS: [b=2 i a=0|

Ara de a.z=0 haura de ser z=0 i, d'aquesta manera el subespai
propi sera S(r9)={(x,0,0) / xeR}. Com que una base és By={(1,0,0)},
la dimensié és dim[S(rg)]=1.

Com que la dimensi6 no coincideix amb la multiplicitat, resulta
que [l'endomorfisme no és diagonalitzable|.
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En resum, l'endomorfisme f sera diagonalitzable Vsi b#-11ib#2, i
també si b=2 i a=0. No sera diagonalitzable en els altres casos.

Per acabar el problema, agafarem el cas particular a=0 i b=2,
que, com acabem de dir, és diagonalitzable. Notem que es tracta
- del cas (3.1) i recordem que les bases dels subespais propis s6n

B;={(0,-1,1)} i Bs={(1,0,0), (0,0,1)}
Escrivint aquests vectors en columna tindrem la matriu de pas
010
=[S 00]
101
Quant a la matriu diagonal, ja sabem que és la que estara formada
pels valors propis A;=-1, A2=2 i A3=2. Comprovem-ho per6 fent el
producte D=P-1¢AsP, on sera necessari calcular abans la inversa de
la matriu de pas.
Ho farem per sistema d'equacions, recordant que PeP-1=], i on
tenim P-1=(H#; X2 X3)' i I=(e; eq e3)',
(0 1 0){“1) (el) IH2=el
-10 0 [{X2|=|e2| = | -Ki1=€2
101/\Hs/ \e3 \Hl+“3=93
Directament, X1=-82 i Hg=€]. Substituint en la tercera equacio6
podrem trobar K3z=e3-K=€3+€3. Per tant, obtindrem:
H1=(0-10) , He=(100) i H3=(0 1 1)
La matriu inversa P-1 sera la que té aquestes files,
0-10
Pl= ( 10 o)
, 011
Com que la matriu diagonal és D=P-leAeP, trobarem abans el

producte
200\/O010 020
0-1 O){-I'O O)=(1 0 O)
. 032/\101 -10 2
Multiplicant ara a l'esquerra per P-1,

0-10)({020 -100
1004100]=1020
011/\-102 002

Finalment, la matriu de diagonal és
-100 )

AeP=

D=P leAsP=

D={020

002

I, efectivament, aquesta matriu diagonal té per termes ajj=-1,
ago=2 i ag3=2, precisament els valors propis que ja hem deduit
anteriorment.
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53. Donada la matriu A de columnes €1=(1 0 2)', €C2=(0 1 0)' i €3=(2
0 1), calcula la seva poténcia enésima. Comprova-ho per al cas
particular n=4.

Soluci6é. Haurem de trobar els valors propis, la matriu de pas,
etc., perdé abans apuntem la matriu donada A,

10 2)
A=|1010
201
Calculem a continuacié el polinomi caracteristic P(A)=1A-A.11,
1I-A 0 2
PM=| 0 14 0 | =[(1-1)+0+0]-[4.(1-1)+0+0]
2 0 1-a

Operant, P(a)=(1-13)-4.(1-2)=(1-1).[(1-A)2-4], i com que la
diferéncia de quadrats és igual a la suma per la diferéncia,

P(A)=(1-2).[(1-2+2).(1-2-2)]=(1-2).(3-2).(-1-A)
L'equacié caracteristica, (1-1).(3-1).(-1-A)=0, té de valors propis
[Mm=1 , a9=3 i ag=-1]
Com que tots tres sén diferents i reals, deduim que la matriu A

sera diagonalitzable. Per trobar la matriu de pas P determinarem
els subespais propis corresponents a cada valor propi. Farem servir

I'equacié matricial (A-A.I)eu=0,

PRIMER VALOR PROPI: A1=1

1-1 0 2 \[X)\ (0O 2.2=0
o0 1-1 0 Myl={o] = {o0=0
2 o0 1-1/\z/ \o 2.x=0

Deduim que x=0 i z=0, mentre que y pot ser un nombre real
qualsevol. El subespai propi sera S(x1)={(0,y,0)} i la base pot ser la
B1={(0,1,0)}.

SEGON VALOR PROPI: A9=3
1-3 0 2 X 0 -2.x+2.2=0
0 1-3 0 Yi={o] = {-2y=0
2 0 1-3/\2 0 2.x-2.z=0
Tenim y=0 i z=x. El subespai propi és S(A2)={(x,0,x) / xeR} i una
base pot ser la Bg={(1,0,1)}. ‘

TERCER VALOR PROPI: A3=-1
2.y=0

1-(-1) 0 2 x\ (0
0 1-(-1) © yl|=|o
2 o 1-(-1)/\z/ \o 2.x+2.2=0

De manera similar a I'anterior, obtindrem y=0 i z=-x. Substituint,
el subespai propi és S(A3)={(x,0,-x) / xeR} i una base pot ser per
exemple B3={(1,0,-1)}.

2.x4+2.2=0
=
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Si agafem els vectors de cada base U1=(0,1,0), Uve=(1,0,1) i
U3=(1,0,-1) i els posem en columna, obtindrem la matriu de pas P,

‘que permet trobar la matriu diagonal D (que té en la diagonal
principal els valors propis, 1, 31 -1).

Aquestes matrius son,
011 100
P=(1 OO) i D= 030)
01-1 00-1

La matriu P ens servira per a relacionar-la amb la seva matriu

diagonal D. Recordem que es verifica D=P-1+AsP.
" Com que ens proposem trobar la poténcia enésima de A, An,
aillem aquesta matriu en l'equacié anterior, A=PeDeP-1, i observem

que es complira
A2=AeA=(PeDsP-1)¢(PeDeP-1)=PeDe(P-1oP)eDepP-1=

=PeDeleDeP-1=PsDeDesP-1=PeD2¢P-1

Continuant aixi, ens quedara |An=PeDnepn-1

Per aplicar aquesta relaci6, trobarem en primer lloc la MATRIU DE
PAS INVERSA, P-1. Ho farem per sistema d'equacions, PeP-1=],

011)\(% e HatHa=€; (1)
100 [{Ha]=|€2] = { Hi=€2 2)
01-1/\%3 €3 Ho -Ha=e3 (3)

Tenim H;=€2=(0 1 0). Sumant (1)+(3), 2.Ha=€1+€3, 2.Ry=(1 0 1),
Ho=(1/2 0 1/2). Restant (1)-(3), 2.H3=€1-83, Ra=(1/2 O -1/2).

La matriu inversa, P-1=(X; Hq H3)', sera
(0 2 0)

L[o 1oy
Pl={1/201/2|=5{1 01

1/2 0-1/2 10-1
D'altra banda, com que D és una matriu diagonal, tindrem que la
seva poténcia enésima és igual a les poténcies enésimes dels
termes de la diagonal principal,
17 0 0
D'=| 0 3" 0O
o o0 (-n*
Ara ja podrem trobar la poténcia enésima de A, AD=PeDnepP-1,
perqué ja tenim totes les matrius que ens fan falta. Calculem

primer el producte DnepP-1,
1" 0 0 020 0O 2 0
p%pl=f 0 3 o kli1o1|=7{ 3 o 3"
o o (-n° 10-1 (-n* o -(-y*
Si multipliquem a l'esquerra per la matriu P, obtindrem
1 011 0O 2 O 3% (-1)™ 0 3°-(-1)"
a=lt100f 3 o 3 |=|H 0 2 0
o1l-1/\ (1™ o -(-1" 3"-(-1)" 0 37+(-1)"
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Ens queda per fer la comprovacié de AR per n=4. Substituint
directament en l'expressié anterior,

! 3% (-1)* 0 3%(-1)* 82 0 80 41 0 40
A4=— = 010

5 0 2 0 =% 0 2 0
34.(-1)* 0 3%(-1)* 80 0 82

D'altra banda, calculem A4, fent primer A2,

102\/102 504\ -
A%=Aa=lo010M010]={010
405
4

40 0 41

201/\201
’ 504\/504 41 0 40
A4=A2°A2=(01o)<(01o)=( 01 )
405/1405 40 0 41
Per tant, ha quedat comprovada la férmula de An,

54. Donada la matriu simétrica A de files f1=(0 1 1), fo=(1 1 0)i

f3=(1 0 1), busca una base ortonormal en la qual la matriu sigui

diagonalitzable. Quina és la matriu de pas? Quina és la matriu
diagonal? Comprova que D=P'sAsP.

Soluci6. Apuntem la matriu A i el determinant que ens servira
per a trobar el polinomi caracteristic,

011 O+ 1 1
A=1110 , PM=]1 12 0
101 1 0 1

Desenvolupant per Sarrus el determinant,
P(3)=[-1.(1-1)2+0+0]-[(1-1)+0+(1-A)]=-1.(1-2)2-2.(1-2) =

=(1-1).[-A.(1-1)-2]=(1-0).(-A+22-2) = (1-1).(A2-1-2)

L'equaci6 caracteristica, (1-1).(A2-1-2)=0, té de valors propis
A=l i A2-2-2=0 = Ag9=2 1 ag=-1
Observem que la matriu A és diagonalitzable ja que els valors
propis son reals i diferents. Per calcular la matriu de pas P, sera -
necessari coneéixer els subespais propis corresponents a cada valor
propi. Trobem-los a partir del sistema matricial (A-A.I}eu=0.

PRIMER VALOR PROPI: 11=1

0-1 1 1 X 0 -X+y+z=0
1 1-1 O Yi={0] = {x=0
1 0 1-1/\2 0] x=0

Substituint x=0 en la la equacié ens queda y+z=0, d'on y=-z. El

subespai propi sera S(11)={(0,-z,z) / zeR}, en el qual una base
d'aquest subespai és B;={(0,-1,1)}. '
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SEGON VALOR PROPI: Ap=2
0-2 1 1 X 0 -2.x+y+z=0
1 1-2 0 y|={o] = {xy=0
1 0 1-2/\% 0 x-z=0
Tenim x=y i x=z, per tant, S(Ag)={(z,z,2) / ze R} 1 una base pot ser
la Bg={(1,1,1)}.
TERCER VALOR PROPI: A3=-1
0-(-1) 1 1 X 0 x+y+z=0
1 1-(-1) o© y|={lo| = {=x+2.y=0
1 0 1-(-1)/\Z2 0 x+2.2=0

De la 2a i la 3a resulta y=z. Substituint en la la, x+z+z=0, x=-2.z.
Per tant, S(x3)={(—2:z.z,z) / ze R} i una base és B3={(-2,1,1)}..

Per trobar la matriu de pas P ens haurem de fixar en els vectors
de les bases obtingudes, que s6n

U].:(O!-lvl) ’ U2=(1l101) i u3=(-2tlil)
Comprovem que aquests tres vectors formen una base. Com que

son de R3, només caldra comprovar que sén linealment
independents; és a dir, que el seu determinant és diferent de zero,

0-11
111
-21 1

Comprovem que sén ortogonals. Per tant, s'anul-laran els seus
productes escalars,

UjeU2=(0,-1,1)¢(1,1,1)=0.1+(-1).1+1.1=0-1+1=0
U1°U3=(0,-1,1)¢(-2,1,1)=0.-2+(-1).1+1.1=0-1+1=0
UgeU3=(1,1,1)¢(-2,1,1)=1.(-2)+1.14+1.1=-2+1+1=0

No obstant aix6, encara no formen una base ortonormal perqué
no s6n unitaris. Observem les seves normes,

IWil=v0%(-1)%+1%=12 Iwd=112+12+12=13
Iwal=v(-2)%1%+1%=16

Perqué els vectors es transformin en unitaris (és a dir, perqué la
longitud sigui igual a la unitat), sera necessari dividir-los per la
seva norma. Si ho fem, obtindrem els nous vectors,

U= Yy = O -1 Uy =(0, -142, 1432)
Ug= Uy = (1, 1. Vfyg = (143, 143, 1N3)
us= Uy = (-2, 1, 1)/yg =(-2/6, 146, 1N6)
Escrivint aquests vectors en columna resultara la matriu de pas,
0 1/13 2/16
P=1.1/Y2 1/Y3 1/16
1/Y2 1/Y3 1/Y6

=(0+1+2)-(-2+0-1)=3-(-3)=6=0
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Per construccié, P ha de ser una matriu ortogonal, és a dir, s’ha
de verificar que P-1=P'. Per comprovar-ho, trobarem el producte
PeP', que ens haura de donar I, ja que POP'-—POP'l_I

0o 1/Y3 -2/76 o -1/Y2 1/12
PeP'={_1/Y2 1/Y3 1/V6 |{ 1/Y3 1/Y3 1/13
1/Y2 1/Y3 1/16 I\2/Y6 1/16 1/16

Multiplicant a part es pot comprovar que déna la matriu unitat.
Per exemple, trobem el terme aj;:
=0 Tt ieTe . 3633

La matriu diagonal D sera evidentment la formada pels tres
valors propis, és a dir,

020
00-1

Ho comprovarem amb la formula D=P-l1eAeP, que, com que P és
ortogonal, se simplifica a D=P'eAeP. Per fer els calculs sera millor

posar les matrius P i P' traient factor comi 1/ve,

100)

0 Y2 -2 0 -3 V3
Persl-B 12 1| 1 P=e| 3 12 12
3 V2 1 -2 1 1
Trobem primer AeP,
011 0o V2 -2 0 272 2
o= 1 = —=— -
AP }(l)(l))vgﬁﬁl rv—zv— 1
13 V2 1 13 242 -1

Multiplicant a l'esquerra per P' ens donara la matriu D,

0 -Y3 13 0 242 2

D=-L e 1| - -
e 2 12 V2 6 3212 -1
-2 1 1 13 242 -1
Operant ens gqueda,
6 0 O 100
012 0 020
0 0 -6 00-1

Notem que la matriu de pas P no és tinica, perqué podria ser que
en comptes de posar els valors propis, A1=1, Ag9=2 1 A3=-1,
obtinguessis A1=-1, Ag=1 i A3=2, que sén els mateixos, perd canviats
d'ordre. La matriu de pas P sortiria diferent, ja que les seves
columnes quedarien en diferent ordre, per6 en la matriu diagonal
D també s'obtindrien els mateixos valors propis.
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55. Sigui la base B={UV;,U2,U3} de RS, on V1=(0'36, 0'48, 0'8),
U9=(0'48, 0'64, -0'6) i V3=(-0'8, 0'6, 0). Comprova en primer lloc que
és una base ortonormal. Sigui f I'endomorfisme de R3, que té de
vectors propis els vectors anteriors i de valors propis respectius

A1=1, Ao=2 i A3=3.
Busca també la matriu A de l'endomorfisme f associat a les bases
canodniques i comprova que la traga és un invariant.

Solucié. Primerament comprovarem que B={U1,U9,U3} és una
base, encara que no fa falta, perqué ens diuen que ja ho és. Només
caldra veure que els tres vectors s6n linealment independents, ja
que s6n tres vectors de RS,

0'36 0'48 0'8
0'48 0'64 -0'6
-0'8 06 O

Provem ara que sOn ortogonals dos a dos, de manera que
s'anul-laran els seus productes escalars,

U1°U9=(0'36, 0'48, 0'8)¢(0'48, 0'64, -0'6)=0'1728+0'3072-0'48=0
U1°U3=(0'36, 0'48, 0'8)+(-0'8, 0'6, 0)=-0'288+0'288+0=0
U2°U3=(0'48, 0'64, -0'6)*(-0'8, 0'6, 0)=-0'384+0'384+0=0

Provem que també sdn unitaris, és a dir, que les seves normes
s6n iguals a la unitat,

Iv1=Y0'362+0'482+0'82=Y0'1296+0'2304+0'64=Y1=1
IUo)=v0'48%+0'642+(-0'6)2=10'2304+0'4096+0'36=11=1
Ival=+(-0'8)%+0'6%+0%=Y0'64+0'36=Y1=1

=(0'2304+0'2304)-(-0'4096-0'1296)=1+0

Queda comprovat que {B={U1,U2,Ug} és una base ortonormall. Ara,
com que per hipdtesi aquests vectors son els vectors propis d'un
cert endomorfisme f, ja podem apuntar la matriu de pas P.

Només haurem de col-locar els vectors en columna. També, com
que coneixem els valors propis A1=1, A9=2 i A3=3, podem saber la
matriu diagonal D:

0'36 048 -0'8 100
=10'48 064 06 i D={020
08 -06 O 003

Ara bé, la matriu que hem de trobar és la matriu associada A a
I'endomorfisme f.

La relacié que hi ha entre aquestes tres matrius és D=P-1eAeP,
per tant, aillant A ,multiplicant a l'esquerra per la matriu Piala
dreta per P-1, tindrem A=PeDeP-1,

Com que la base és ortonormal, resultard que P sera una matriu
ortogonal. Complira, doncs, P-1=P', i la formula anterior quedara

simplificada a .




124 ALGEBRA VECTORIAL

Trobem primer el producte PeD,

0'36 048 -0'8)1{1 00 0'36 096 -2'4
PeD=10'48 064 0'6 ‘(O 2 0]=|0'48 128 1'8
0'8 -06 O 003 0'8 -1'2 O
Multipliquem ara a la dreta per P' i obtindrem la matriu A

0'36 0'96 -2'4){0'36 0'48 0'8)

A=(P*D)*P'=(0'48 1'28 1'8 [{0'48 0'64 -0'6
08 -12. 0 -0'8 06 O
Operant, obtindrem '

2'56104 -0'6528 -0'288
A=| -0'6528 2'1296 -0'384
-0'288 2'1296 1'36

_ Finalment, hem de comprovar que la traca T(A) és un invariant.
Es a dir, que la traga no varia en fer un canvi de base. Es verifica,

per tant, que |T(A)=T(D)|. Comprovem-ho:

T(A)=2'5104+2.1296+1'36=6 , 1(D)=1+2+3=6

Recordem que també el determinant 1Al és un invariant. Com a
exercici es pot calcular el determinant de la matriu A. Haura de
donar |Al=6, ja que també ID1=1.2.3=6.
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f) PROBLEMES PROPOSATS
2.1 VALORS I VECTORS PROPIS

Cilcul dels valors i vectors propis

~ B6. Calcula els valors i els vectors propis de la matriu quadrada A
de segon ordre que té per files f;=(3 1) i fa=(-7 -5). Digues també
els seus espais propis corresponents, donant una base i la seva
dimensié.

Sol. A1=2 , Ag=-4 , S(2)={a.(1,-1)} . S(-4)=({B.(1,-7)}

57. Els vectors U1=(1,1,0), U2=(0,-1,0) i U3=(1,0,1) s6n vectors
propis d'un endomorfisme f de R3. Sabent que f(1,2,3)=(4,-6,6),
calcula els valors propis corresponents.

Sol. {U1,V2,U9}=B , (1,2,3)=(-2,-4,3) , Apl. def. vect. propi.
A1=1, Ag=-1, A3=2.

58. Determina els valors i els vectors propis de la matriu A de files
f1=(3 -1 1), fo=(0 2 0) i f3g=(1 -1 3) i també els de la seva
transposada A'. Hi ha alguna relaci6é entre ells?

Sol. A1=4 , A2=2 (02=2) , S4)=((x,0,x)} , S(2)={x, y, -x+y)}
A1=4, M'e=2 (0'2=2) , S'(4)={x,x,x)} , S'(2)={x, y, -x)}
A1=A'1, Ao=MA'2 , S(A1)#S(A"1) . S(A2)=S(A'9).

59. Per a les dues matrius A i B, troba els productes matricials A*B
i BeA i calcula els seus polinomis caracteristics. Hi ha alguna relacié
entre ells? Les matrius donades sén:

102 -76-1
A50 31 i Bg10-1

4 20 1-21
-5 2 1 -11 16 -8
SolL.AB= 4 -2 -2 |,BAq -3 -2 2
-26 24 -6 5 -4 0

Pa.sM)=-22-132%118.1-104 Pg.p(A)=Pa.p(A)
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60. Per a la matriu A de files f1=(2 2 1), fo=(1 3 1) i f3=(1 2 2),
troba l'equaci6 caracteristica. Quins son els seus valors propis? I la
seva multiplicitat? Comprova també el teorema de Cayley-Hamilton.

Sol. A3-7.A2411.A-5=0 , A1=5 o)=1, Ao=1 op=2.

61. Prova que una matriu quadrada A idempotent només pot tenir
com a valors propis els valors nul i unitat. Després, donada la matriu

A de columnes €1=(2 -1 1), ¢9=(-3 4 -3)'i ¢c3=(-5 5 -4)', comprova
que és idempotent, troba l'equacié caracteristica i els valors propis.

Sol. A2=A , AeU=A.U ..., A3-2.A24A=0, A1=1 (01=2) , A2=0 (02=1)

2.2 DIAGONALITZACIO DE MATRIUS

Calcul de matrius diagonals

62. Donada la matriu A que té per files f1=(-7 -5 -5), fo=(-5 2 -4) i
f3=(-5 -4 2), estudia si és possible diagonalitzar-la. En cas afirmatiu,
troba una matriu de pas P i la matriu diagonal D.

2322200 1. 102 30 0
o PM=2"-32%902-216 ,si,P=(-1-1 1),1):(0 02 )
Ai=3 , Ao=6 , Az=-12 -111 00-12

63. Estudia la diagonalitzacié d'un eridomorfisme f de R3 que té
per matriu associada la matriu A de files f1=(1 -1 -1), fo=(1 -1 0) i
f3=(1 0 -1). En cas afirmatiu, troba la matriu diagonal.

Sol. A3+A24A+1=0 , A1=-1, Ag=i , Ag=-i , no diagonalitzable en R.

64. Donat l'endomorfisme f de R3 definit per f(e;)=(-1,0,1),
f(e9)=(0,2,4) i fle3)=(1,0,-1), demostra que f és diagonalitzable i
troba la base de R3 en qué la seva matriu associada és diagonal.

Sol. A1=0, A2=2 , A3=-2 , B={(1,0,1), (1,2,3), (1,0,-1)}.
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65. Sigui A la matriu de quart ordre formada per uns. Estudia si és
diagonalitzable, i calcula, si és possible, una base de vectors propis.
Sol. A=(aij) , aij=1 Vi,Vj . P(l)=l4-4.7k3 , A,1=0 (a1=3)
A2=4 (a2=1) , S(0)={(x,y,z,-x-y-2)} , S(4)={(x,x.x,x)}

dim(S(0))=a1 , dim(S(4))=0g2 , diagonalitzable
B={(1,0,0,-1), (0,1,0,-1), (0,0,1,-1), (1,1,1,1)}

66. Sigui la matriu A que té per columnes Ci=(a b a)’, €2=(0 3 0)' i
c3=(0 O 1)'. Estudia la seva diagonalitzacié per als diferents valors
dels parametres a i b.

Sol. A1=a, A9=3, A3=1, (1): a#3 A a#l diagonalitz.
(2) a=1 no diagonal. , (3) a=3 A b=0 diagonalitz.
(4) a=3 A b#0 no diagonalitz.

67. Per mitja de la diagonalitzaci6 de matrius, calcula la poténcia
enésima AD de la matriu A que té per files f1=(1 2) i fo=(0 2).
Comprova-ho per n=8.

n+l
SLP=(1 2)'D=(10)'An=(12 -2
°= o1 02 o on

68. Sigui A la matriu de termes ajj=1, ajg=4, ag1=2 i agg=3. Troba
els valors propis i els subespais propis corresponents. Calcula una
matriu P tal que D=P-1eA¢P sigui una matriu diagonal. Troba finalment
la matriu M=A%-3.A3-7.A2+6.A-15.1 a partir de la matriu diagonal.

Sol. A=5, -1, S(5)={c.(1,1)} , S(-1)={B.(2,-1)}

P={ ) M=Pe(D%3.D3-7.0%6.D-15.1)sP"! , M=( 14 76
38 52

69. Donat l'endomorfisme f(x,y,z)=(7x-2y+z, -2x+10y-2z, x-2y+72)
busca una base ortonormal formada per vectors propis i comprova
que la matriu de pas P és ortogonal.

Sol. A=6 (doble) , A=12 , S(6)={(x, y, -x+2y)} v1=(1,0,-1)
V9eS(6) / U1lbg , Uo=(1,1,1), S(12)={(x,-2x,x)}, U3=(1,-2,1)
1/Y2 1/Y3 1/16

P o0 1/Y3 -2/16 |.P'=P' = PeP'=L
-1/Y2 1/Y3 1/76
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70. En R? definim f(x,y,z,t)=(4x+4z+6t, -y, 4x+2t, 6x+2z+5t). Prova
que és un endomorfisme i calcula la seva matriu A en la base
candnica. Troba també una base ortonormal B. Comprova que la
matriu de pas P és ortogonal. Escriu també la matriu diagonal.

4046 10-22 000 O
SoLad0-100| p_1/0300| plo-10 0
42002 3l2021/'P700-3 o

6025 2012 000 12
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

3.1 FORMES BILINEALS.

1)

2)

3)

Formes lineals. Aplicaci6 lineal i forma lineal (f(v)).
L'espai dual de les formes lineals (V*).

Aplicacions i formes bilineals. Aplicaci6 bilineal i forma
bilineal (flu,w)). Tipus de formes bilineals: no negativa,
simétrica i alternada. _

Matriu associada a una forma bilineal. Equaci6 de la
forma bilineal, matrius components (X, Y), matriu
associada a una forma bilineal (A). Canvi de base:
matriu inicial (Aj), matriu de pas (P), matriu final (Ag.

3.2 PRODUCTE ESCALAR GENERALITZAT.

1)

2)

3)

Matriu métrica. Producte escalar euclidia (vew),
producte escalar generalitzat (<vlw>), condicions.
Matriu métrica (A). Expressions matricial i analitica del
producte escalar generalitzat. Canvi de base.

Norma generalitzada. Norma euclidiana i norma
generalitzada d'un vector (||lv]]), vector unitari (u).
Propietats: no negativitat, escalaritat, desigualtat de
Cauchy-Schwarz, desigualtat triangular.

Vectors ortogonals. Angle entre vectors generalitzats
(o), vectors ortogonals (vlw) i ortonormals. Base orto-
normal, métode d'ortogonalitzacié de Gramm-Schmidt.

3.3 FORMES QUADRATIQUES

1)

2)

3)

Equacions d'una forma quadratica. Forma quadratica
(g). Equacions matricial i polinémica, matriu simétrica
associada. Termes mixtos, equaci6 canonica.

Obtencié d'una equacié canénica. Métode dels valors
propis: termes quadratics. Métode de Jacobi: menors
principals (Aj), coeficients de l'equacié canénica de
Jacobi (3;). Rang (p(q)) i signatura (cs(q)), conjunt de
coeficients positius (D+). Teorema de Sylvester.

Classificacié de les formes quadratiques. Definides
positiva i negativa, semidefinides positiva i negativa,
indefinides. Métodes de classificacié: per als valors
propis, per als menors principals i per als invariants.
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¢) CONCEPTES I EXEMPLES

3.1 FORMES BILINEALS

3.1.1 FORMES LINEALS. Donats dos espais vectorials reals Vi W,
sabem que una aplicaci6 lineal f: VoW entre aquests dos espais és una
aplicaci6 que compleix la propietat de linealitat: «la imatge d'una
combinaci6 lineal és igual a la combinacié lineal de les imatgess.

En el cas particular que l'espai vectorial final sigui el cos dels
nombres reals, W=R, direm que f és una forma lineal, f: V-R.

i

u/ — \\\ f(V)

Designem per L(V, R) el conjunt de totes les formes lineals de V
en R, i si el dotem de les operacions de suma de funcions f+g i
producte d'un escalar per una funcié6 A-f, definides per

(f+g)(v)=f)+gwv) i (-HD)=A.f(V)

es prova sense dificultat que la terna (L(V, R), +, - ) té l'estructura
d'espai vectorial real, que s'anomena espai dual de l'espai V, i que
podem simbolitzar per V*.

Exemple 30. Sigui V=R2 els vectors del pla i sigui f: VoR la forma

lineal definida per f(x, y)=2.x+3.y, on a cada vector U=(x, y) se li
associa el nombre real 2.x+3.y.

Comprovem que, efectivament, és lineal, a partir de dos vectors
U1=(x1. y1) i Vo=(xa, y2) i de dos escalars A} i Ag.

Primer costat: -

fA1.01+22.U09)=fA1.(x], y1)+A2.(x2, y2)l= fl(A1.X]+Ag.Xg, A1.y1+A2.y2)l=
=2.(A1 . x14A2.x9)43.(A1.y1+A2.y2)= 2.11 .X1+2.A2.X2+3.A1.y1+3.22.y2

Segon costat:

A1 fp1)+A2.flug)= Ay .flx1, y1)+As.flxa, yo2)=
=A1.(2.x1+3.y1)+22.(2.x2+3.y3)= 2.11 X1 +3.A1.y1+2.A2.X0+3.A2.y2.

Com que ens queda el mateix, podem assegurar que es tracta d'una
forma bilineal, ja que és una aplicaci6 lineal de Ven R.

3.1.2 APLICACIONS I FORMES BILINEALS, Partim ara de tres espais
vectorials reals V, W 1 U i formem el conjunt producte dels dos
primers, VxW, que com sabem és el conjunt de tots els parells
ordenats de vectors, on el primer vector és de Vi el segon de W, i
també té estructura d'espai vectorial. Simbolicament:

VxW={(U, W) / UeV A WeW]}
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Definim una aplicacié bilineal, f: VxW-U, com una aplicacié de
l'espai vectorial producte VxW a l'espai vectorial U tal que és lineal
per cada vector component de l'espai producte.

Sera, per tant, lineal respecte a la primera component.
flu1+U2, W) = flu;, W)+(V2, W)  fla-v, W) = 1.flV, W)
I també respecte a la segona component:
flu, Wi+Wo) = flu, W1)+f(V, Wo)  flv, A-w) = A.flU, W)
- Resumim les condicions anteriors en les condicions dobles:
fir1.01+22.U2, W) = 111U, W)+ro.flUg, W)
flu, A1.W1+A2.W2) = A1.flU; W1)+re.flU, W2)

En les aplicacions bilineals f: VxW—U designarem les components
dels vectors de V i W per U=(x], X2, ..., Xn) 1 W=(y1, y2, .... Ym).
Exemple 31. Suposem que tenim tres espais vectorials V, Wi U, tots
de dimensi6 2. Suposem també els vectors V1=(1, 2) i Up=(3, 4) de V, els
vectors Wi=(5, 6) i Wa=(7, 8) de W, I'escalar A=9 de R i, finalment,
I'aplicaci6 f: VxW—R definida per fl(x1, x2), (y1. y2)l= x1.y2. x2.y1).

Comprovem que és lineal respecte a la primera component de
l'espai producte. Primer veiem la linealitat per a la suma:

flu+vg, W)=A(1,2)+(3,4), (5,6)1=f1(4.6), (5.6)]=(4.6, 6.5)=(24, 30)
flu1, W)+, w)=f(1,2), (5,6)1+(3,4), (5.6)]=
=(1.6, 2.5)+(3.6, 4.5)=(6,10)+(18,20)=(24,30)
Ara comprovem la linealitat del producte:
fiL.u, w)=f19.(1,2), (5.6)}=f1(9,18), (5.6)]=(9.6,18.5)=(54,90)
Aflu, w)=9.11(1,2), (5,6)]=9.(1.6,2.5)=9.(6,10)=(54,90).

Per tant, es verifica la linealitat respecte a la primera component.
Com a exercici pots comprovar que f també és lineal respecte a la
segona component.

Un esquema ens ajudara a comprendre el concepte d'aplicacié
bilineal entre un espai producte VxW i un espai vectorial U:

V[ [© M 3

‘f(jf(u,w) f 4 flu.w)
Ue—H Ue

o ™ So M

2 2
Aplicaci6é bilineal Forma bilineal

~ Quan els dos primers espais vectorials sén iguals, V=W, i I'altim és
el dels reals, U=R, obtenim una aplicacié bilineal f: VxV-R que
anomenem forma bilineal.

Exemple 32. Si considerem V=RZ, llavors una forma bilineal
derivada de l'exemple anterior pot ser fl(x1,x2), (y1.y2)l=X1.y2+X2.y1.
Com a cas particular tindriem f[(1,2), (5,6)]=1.6+2.5=16.
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Es poden presentar diferents tipus de formes bilineals:

Forma bilineal no negativa. Es aquella en la qual la imatge del
mateix parell de vectors mai no és negativa. La imatge sera
nul-la sempre que el parell de vectors estigui format pels
vectors nuls. Matematicaments es verificara que

Per a tot eV, flv, V)20 i flu, U)=0 sii sols si U=0

Exemple 33. Per a la forma bilineal fi(x1,x2), (y1.y2)l=x1.y1+2.X2.y2.
tenim pel mateix vector U=(x;, xo): _ ’
Mllx1.x2), (x1,x2)l=x1.%1+2.x2.x2=(x1)2+2.(x2)2

_Veiem que sempre serd positiva, menys quan el vector sigui nul, que
valdra zero.

Forma bilineal simétrica. Canviant d'ordre el parell de vectors, la
seva forma bilineal és la mateixa.

Per a tot U,WeV, fU, W)=f(W, V)

Exemple 34. Per a la forma bilineal fl{x1.x2), (y1.y2)]=5.x1.y1-3.X2.y2
velem que és simeétrica, ja que si trobem

flly1.y2), (x1.x2)]=5.y1.x1-3.y2.x2
obtenim el mateix valor.

Forma bilineal alternada. Es similar a l'anterior peré ara, canviant
d'ordre el parell de vectors, el resultat queda amb signe oposat

Per a tot v,WeV, f{(U, W)= - flw, V)
Exemple 35. St fl(x1.x2), (y1.y2)l=4.(x1.y2 - X2.y1) i permutem els
vectors, tindrem

fly1.y2), x1.x2)=4.(y1.x2 - y2.x1)= -4.(x1.y2 - X2.y1)

Com que han quedat amb signe oposat, resultara ser una forma
bilineal alternada.

3.1.3 MATRIU ASSOCIADA A UNA FORMA BILINEAL. Sigui V un espai
vectorial real n-dimensional i sigui f: VxV=R una forma bilineal
definida en aquest espai. Per motius de claredat suposarem que n=2,
d'on la dimensi6é de VxV sera 22=4.

Si B={U;, U2} és una base de V, podem obtenir les quatre imatges

segiients, que seran nombres reals:
fluy, vi)=an . vy, vo)=a12 , flUg, Uy)=az; i flUg, U)=azs
Per a dos vectors qualssevol U=(x), x2)p i W=(y], y2)p tindrem
‘U=x1.Uij+x2.02 i W=y1.U1+y2.Ug

Calculem ara la imatge del parell (U, W) per mitja de l'aplicacié
bilineal {, on emprarem el fet que és lineal per a cada component:

flu, W)=flx1.U1+x2.U3 , y1.U1+y2.U2)= ...= X1.y1.flU], V1) +

+Xx1.y2.fV1, V2) + x2.y1.flU2, U1) + x2.y2.flU2, U2)
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Substituint les imatges de parells de vectors de la base, fluy, Vy)=ay
ens quedara l'equaci6 de la forma bilineal:
flv, W)= X1.y1.a11 + X1.y2.212 + X2.y1.221 + X2.y2.422
Traient factor comu x; en els dos primers i x2 en els dos ultims,
flu, W)= x;.(y1.a11 + y2.a12)+ X2.(y1.a21 + y2.a22)
Observem que es pot escriure en forma matricial

_ ajiyitaisy2
flu, w)= (X1X2)‘( ag1.y1+a22.y2 )

Novament, la 2a matriu es pot posar com a producte de dues meés

fu, w)= (xixf 3 312 ) )

La primera i altima matriu sén les matrius de les components dels
vectors, que, recordem-ho, sempre hem escrit com a columnes

T~ [X1 _ (V1
X= (Xz) bo¥= (Y2)
La matriu central (ay) és la matriu associada a forma bilineal i 1a

designem per A. Es la que té per termes les imatges dels parells dels
vectors de la base.

A=( ail a2 ) ___(f(Ul, vy) flvy, v
ag; age flug, Uy flUg, UY

En l'esquema segiient es pot veure l'origen de la matriu associada A
a una forma bilineal, i segons una base B. Per a una altra base,
evidentment, la matriu associada seria en general diferent.

V] 1|[ awsflv,.Vs) [R]
U, e

17 A
U2\‘v
U3= ¢

¢ o » [V

" Uy Ug U3 2

En conseqiiéncia, donats dos vectors U i W, la seva imatge sera
expressada per l'equacié matricial

Exemple 36. Tenim l'espai vectorial V=R2 i també la base canénica
B={U1. Ug}, on sabem que U1=(1, 0) 1 U2=(0, 1). Si 1a forma bilineal és
definida per fl(x1.x2), (y1.y2)l=x1.y2 + X2.y1. llavors la matriu
associada sera de termes:

a11=flvy, v1)=f(1,0), (1,0)}=1.0+0.1=0
ajo=flv], U2)=f[(1,0), (0,1)]=1.140.0=1
ag=flUg, U1)=f1(0.1), (1,0)]=0.0+1.1=1
ago=flUg, U9)=f1(0,1), (0,1)}=0.1+1.0=0
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En conseqiiéncia, la matriu associada sera
A= ( 01
10
Donats ara els vectors U=(2, 4) 1 wW=(3, 5), I'equacié matricial de la
forma bilineal sera
U, W=X+AsY= -(0 1 3): -(5)=22
flu, W=X"AsY=(2 4) 1oM5)7(2 413

Comprovem-ho directament flu, w)=f](2,4), (3,5)]= 2.5+4.3=22.

Efectuem un canvi de base en l'espai vectorial real V de dimensi6
-n, on teniem definida la forma bilineal f: VxV-R, i on les bases inicial
i final s6n
Bi={U1, Ug, ..., Un} i Bp={v';, U'g, ..., U'n}
~ Si la matriu associada a la forma bilineal segons la base inicial B; és
Aj, com ho farem per calcular la matriu associada Ar a la base final Bf?
Diem en primer lloc que, si coneixem les dues bases, podrem trobar
la matriu de pas P que té com a columnes les components dels
vectors de Br expressats en funcié dels de B;.

A la base inicial B; simbolitzem els vectors U i W per les matrius de
components, X;iYj, respectivament, i que, com sabem, sén matrius
columna. De la mateixa manera, en la base final Br les seves matrius
de components seran Xri Yf,

Les relacions entre aquestes matrius de components X; i Xs i també
Yj i Yr, s'obtenen per mitja de la matriu de pas P:

Xi=PeXsf 1 Y;=PeYr
A-mes, com hem acabat de veure, les equacions matricials de la
forma bilineal f en les dues bases inicial i final seran:
flv, W)=X';PA1eY; 1 flu, W)=X'pApYy

Igualant les dues expressions anteriors, X'peApeY=X'i*Aj*Yj. Per tant,
si substituim per les formules del canvi de base, tindrem
XA Y=(PeXy)'eAje(PYp
Com que la transposada del producte és igual -al producte de les
transposades canviades d'ordre,
X' AP Y=(X'roP) e Aje(PeYy)
Per associativitat del producte de matrius,
X AP Y=Xe(P'eAoP)e Yt
Identificant, deduim que la matriu final del canvi de base és

Exemple- 37. De l'exemple anterior tenim l'espai V=R2 { la forma
bilineal definida per fl(x1,x2), (y1.y2)l=x1.y2 + X3.y], on els vectors

estan referits a la base canénica Bi=(U1, Us) on U1=(1,0) 1 U2=(0,1).
Hem vist que la matriu associada A; és la de files f1=(0 1) i f2=(1 0).
Suposem que fem un canvi de base, on la base final és Be={U'], U'g),

-on els vectors U'1=(3,2) 1 U'2=(-4,1) estan referits a la base canénica (la
inicial).
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Podem escriure les relacions vectorials 1 la matriu de pas P:
U1=3.U1+2.U2 )= 34
U'2=-4.U1+1.12 21

La matriu associada a la forma bilineal segons la base final sera

AmPoAsp=(3 2 01N3-4) (3242 1) (125
41/l1o/l21/ 41134/ 5 8

Com a comprovacié tenim els vectors U=(4, 3)gri W=(5, 6)gf
expressats segons la base final. La seva imatge sera

flu, W=(4 3) 1; :g)-(g)=(4 3)'( 5;% )=12&219=-99

Si, per mitja de les relacions del canvi de base, posem aquests
vectors en funcié de la base inicial, tindrem -

U=(4, 3)pr=4.U'1+3.U'2= 4.(3,2)+3.(-4, 1)= (12,8)+(-12,3)= (0,11)
W=(5, 6)p=5.U"1+6.U'o= 5.(3,2)+6.(-4, 1)= (15,10)+(-24,6)= (-9,16)

Comprovem que la imatge d'aquest parell de vectors, emprant ara
la matriu associada A; segons la base inicial, ens donara el mateix
valor numeéric que el trobat anteriorment :

fv,w=(o0 11) ?(1))*( i% )=(o 11 )'( }g )=099=-99-

3.2 PRODUCTE ESCALAR GENERALITZAT

3.2.1 MATRIU METRICA. Recordem que l'expressié UeW designava el
producte escalar de dos vectors del pla o de l'espai. Tot seguit
generalitzarem aquest concepte, ja que els vectors que ens trobarem
ja no son les classiques “fletxes”, siné que podran ser matrius,
polinomis, successions, etc.

Anomenem producte escalar generalitzat la imatge d'una forma
bilineal no negativa i simétrica, f: VxV-R, definida en un espai
vectorial real V. El simbolitzarem per <I|>, de manera que el
producte escalar generalitzat de dos vectors de V sera

' <U | w>=f(u, W) _

Naturalment, no tota forma bilineal f produira un producte escalar
generalitzat, ja que s'hauran de complir les condicions: '

(C1) Linealitat respecte a la primera component

<A1-U1+Ag-Ug lW>=Ay-<U | W>+Ag <V | >

(Co) Linealitat respecte a la segona component

<U A1 W +Ag: Wo>=A1-<U | W 1>+Ag-<U | Wo>
(C3) No negativitat: YUeV, <vlU>20 A <UIU>=0 & U=0
(C4) Simetria: VU,WWeV , <vlWw>=<wlu>

Fixem-nos que si, perqué una forma bilineal sigui un producte
escalar generalitzat, exigim les condicions (C)) i (C4), llavors la (Cg)
serd innecessaria ja que es dedueix d'aquestes.
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Exemple 38. Sigui fl(x}1.x2), (¥1.¥2)]=3.X1.y1+2.X].y2+2.X2.y1+4.X2.y2
una forma bilineal f: VxV—R on V=R2. Comprovem que defineix un
producte escalar generalitzat:

Es pot provar com a exercici que és lineal per a cada component, és
a dir, que és bilineal. Demostrem també que és no negativa:

flv,v)=f1(x1.x2), (x1.X0}]= 3.x].X]+2.X] X +2.X0.X]+4.X0.Xg =

= 3.(x1)2+4.x1.x9+4.(x2)2

Ha de passar que sempre sigui 3.(x1)2+4.x].x2+4.(x2)2 20. St ho
dividim tot per (x2)2 tindrem 3(x /x2)%+4.(x]/x2)+4>0. Amomenant
m el quocient x;/xg , ens quedara la inequacié 3.m2+4.m+420

Si volem trobar els punts frontera haurem de resodre I'equaci6
3.m2+4.m+4=0 de discriminant A=42-4.3.4=16-64=-48<0, que donara
solucions imaginaries. Per tant, no hi haura punts frontera i la

inequacié sempre tindra el mateix signe, que, evidentment, és
positiu (ja que ho és per m>0).

Ens falta comprovar que és simétrica, f(U, W)=f(w, v). En efecte, si
que ho és perqué coincideixen, ja que
flw, v)=flly1.y2), (x1,x2)]=3.y1x1+2.y1.X2+2.y2.x]1+4.y2.x2 = f(U,
w).
En conseqiiéncia, f definird un producte escalar generalitzat, 1
podem escriure:
<V Iw>=<(x1,x9) | (y1 lyo)>= 3.x1.y1+2.X1.y2+2.X2.y1+4.X2.y2

Com que el producte escalar generalitzat és un cas particular de
forma bilineal, també tindra una matriu associada per a cadascuna de
les bases de l'espai vectorial. Aquesta matriu, simbolitzada per A,
anomenarem matriu métrica del producte escalar en una certa base.

Siguin, com a cas particular, la base B={U1, U3} de V=R? i un
producte escalar definit per <v | W>=f(V, W). Sabem que e¢ls termes
ay de la matriu métrica, igual que el de la matriu associada en les
formes bilineals, seran expressats pels productes escalars
generalitzats dels vectors de la base:

- ( aj; ais )= (<UllU1> <U;lbUo> )
ag] Qg2 <UglU> <UglUs>

Donats dos vectors U=(x], X9)B i W=(y1, y2)B on les components
estan referides a la base donada, emprarem les matrius components,
que s6n matrius columna, X=(x; xg)'i Y=({y1 y2)', per determinar el
seu producte escalar generalitzat

_ _ a;; aiz |y
<UD W>=X'eAeY= (X1X2)< ag1 Ao ){Yz)

Observem que la matriu métrica A ha de ser una matriu simétrica,
ja que prové d'una forma bilineal simétrica:

ajo=<UilU9o>= flUu, Ug)= f(Ug, Vi)= <Ug|U1>=a21

A més, veiem que si la matriu meétrica A és la matriu unitat I,
llavors el producte escalar generalitzat coincidira amb el producte
escalar ordinari, estudiat en el calcul vectorial:

i - e
<vIiw> (X1X2 o 1 N\y2 (X1X2) Vo X1.y1+Xa.y2 = Uell
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Si desenvolupem <U | W>=X'*AsY obtindrem l'expressié analitica del
producte escalar

<UlW>= a11.X1.y] +a12.X1.y2 +a21.X2.Y1 +222.X2.y2

Exemple 3 9. Siguli
<(x1,x2) 1(y1.y2)>=3.x1.y1+2.X]1.y2+2.X2.y1+4.X2.y2 €l mateix
producte escalar que el de l'exemple anterior, perd ara expressat
analiticament.

Trobarem a continuaci6 la matriu meétrica associada a la base
candnica U1=(1,0) i U2=(0,1), calculant tots els seus quatre termes:

aj1=<V; lU1>=<(1,0)1(1,0)>=3.1.1+2.1.0+2.0.1+4.0.0=3
-+ apg=<U] lU9>=<(1,0)1(0,1)>=3.1.0+2.1.1+2.0.0+4.0.1=2
ag1=<UgD1>=<(0,1)1(1,0)>=3.0.1+2.0.0+2.1.1+4.1.0=2
agg=<U2 |U2>=<(0,1)1(0,1)>=3.0.0+2.0.1+2.1.0+4.1.1=4
Ja veiem clarament que aquests valors sén els coeficients dels
monomis en l'expressid analitica. Aixi ajj €s el coeficient de xj.y1,
a)2 el de x1.y2. etc.

D'aquesta manera, la matriu métrica del producte escalar
generalitzat i la seva expressié matricial seran:

~(33)  oremta{3 I

Partim del producte escalar generalitzat <U | W>=f(V, W) de matriu
métrica A; en una certa base Bj. Si a continuacié fem un canvi de
base, By, la matriu métrica sera diferent, As. Per deduir-la, haurem de
conéixer la matriu de pas P del canvi de base, i a continuacié aplicar
el fet que el producte escalar generalitzat és també una forma
bilineal, on el canvi de base és expressat per

- Exemple 40. En el producte escalar de l'exemple anterior ja hem
calculat la matriu métrica Aj que esta associada a la base canodnica

Bi={U], Ug}, on U;=(1,0) i U2=(0,1).

Canviem ara la nova base Bg={U'y, U'9}, on U'1=(3,2) i U'2=(-4,1),
referits ambdoés a la base canénica.i que, com sabem, la matriu de pas -
P tindra per columnes aquests vectors. La matriu métrica segons la
base final sera:

A=PeAsp=(3 2){3 2 ) 3 -4)=( 32 H 13 -10 )=( 67 -38
-41/\24/\21 -4 1 14 -4 -38 36
Comprovem que ens ha de donar el mateix producte escalar tant si
emprem una matriu métrica com una altra. Siguin els vectors U=(2,5)

i Ww=(9,-5), referits a la base candnica. El producte escalar
‘generalitzat sera

ootz {3 TH3)-c2 5){ 2

Emprant la matriu de pas P, pots trobarl es components dels
vectors donats segonsla base final. Donen U=(2,1)pf i W=(-1,-3)Bf. El
producte escalar és ara '

<V b= X¢eAnY=( 2 1)*(_%78 ‘§'§ )‘(:é)=(2 1"( 473) =2

1 efectivament, ens ha resultat el mateix valor.
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3.2.2 NORMA GENERALITZADA. En l'estudi dels vectors del pla i de
I'espai el producte ve expressat per

U1eU2=[U1].lU2]l.cos(o)

En aquesta definici6, el simbol ||U|| és la norma euclidiana, que
representa geomeétricament la longitud del vector. Si els dos vectors
s6n iguals, obtindrem

veu=||U|l.||l]l.cos(0°)= (V]2 d'on |Ljl=+\UeV

Sigui ara un producte escalar generalitzat <U | W>=f(U, W) que, com
sabem, prové d'una forma bilineal no negativa i simétrica. De manera
similar a la norma euclidiana, definirem la norma generalitzada d'un
vector com l'arrel quadrada positiva del producte escalar generalitzat
del vector per ell mateix. Si fem servir el mateix simbol, tindrem

||U||=+\l <vlivu>

Amb aquesta definicié, anomenarem vector unitari aquell vector
que té la seva norma generalitzada igual a la unitat.

Exemple 41. En el producte escalar generalitzat definit per la forma
bilineal f((x1.x2), (y1,y2))= 3.X1.y1+2.X].y2+2.X2.y1+X2.y2 calculem
la norma del vector U=(-2/3, 1/2), trobant primer
<UIU>=3.(x1)2+2.x] X2+2.%2.X1 +4.(x2)2=3.(-2/3)2+4.(-2/3).(1/2)+
+4.(1/2)2= 3.(4/9)+4.(-2/6)+4.(1/4)=(4/3)+(-4/3)+1=1
També ho podiem haver trobat matricialment

wiv=ars 12 {3 2 28)-Cars 1) 5 )
La norma generalitzada de U és

W=+ <v 1 v>=+y1=1

En consequéncia, es tracta d'un vector unitari.

Comentem a continuacid les propietats de la norma generalitzada
que s6n les segiients:

(1) No-negativitat. La norma d'un vector és sempre no negativa, i
és igual a zero en el cas que es tracti del vector nul:

wizo i (Iv]=0 < v=0)

(2) Escalaritat. La norma del producte d'un escalar per un vector
és igual al valor absolut de l'escalar, multiplicat per la norma
del vector:

iAuli=1a L[Vl

(3) Desigualtat de Cauchy-Schwarz. El producte escalar de dos
vectors és més petit o igual que el producte de les seves
normes:

<vU 1w> < [Juj.Jwi
(4) Desigualtat triangular. La norma de la suma de dos vectors és
més petita o igual que la suma de les seves normes: .
llu+w]| < [Jui+iw(
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Exemple 42 . Siguin els vectors U=(4, -3), -2.U=(-8, 6), W=(2, 1) i també
U+Ww=(6, -2). Trobem les normes generalitzades segons el producte
escalar definit a I'exemple anterior:

wi=(4 393 2{4)=(4-31{5)=36 M-+
<-2.01-2.06= (-8 6)-( 2 §)~('§)=...= 144 2u=+Y144 =12
aiws=(2 1){3 2{2)=(2 1{8)=2¢  mup=+27 ~a80
<srw|mws= (g o){ 3 2)-( 2) =76 W= +Y76 =871

El producte escalar generalitzat <U | W> és

(a3 2o 3)-

Comprovem amb aquests resultats que es verifiquen les
propietats de la norma generalitzada:

(1) No-negativitat. Per definicié ||U|20, perd si fos el vector nul
8=(0,0), comprova que ||8]=0.

(2) Escalaritat. ||A.U]|=||-2.U}|=12 i AL JU|I=1-21.6=2.6=12. Ens ha
quedat igual.

(3) Desigualtat de Cauchy-Schwarz. Comparem els valors <U | W>=8
i [[V]l.]lw||~6.4'89=29'34. Observem que 8<29'34.

(4) Desigualtat triangular. |[U+W|=8'71 i ||U[l+||W]|=6+4'89=10" 89
Veiem que 8'71<10'89.

3.2.3 VECTORS ORTOGONALS. En l'estudi dels vectors del pla i de
I'espai vam definir l'angle entre dos vectors a partir del seu producte
escalar. Recordem que es verifica

Uews= V|l Iw].cos(e) = a=arc cos [(Vew)/ (V]I IwD]
De manera analoga, definim l'angle entre dos vectors generalitzats
a partir del producte escalar generalitzat:
<U lw>= |u].[lwl.cos(e) = a=arc cos [<vU | wWw>/(||V]].[lw)]

_Si l'angle a obtingut, on 0°<a<180°, és igual a 90°, diem que U i W
sén dos vectors ortogonals o perpendiculars (1). Es clar que en
aquest cas s'ha d'anul-lar el producte escalar:

viw & <ulw>=0

Exemple 43. Per als vectors.U=(4, -3) { W=(2, 1) ja sabem de 'exemple
anterior les normes i el producte escalar. Podem calcular, doncs,
I'angle que formen

a=arc cos [ (<v!ww)/ (. jw)] = arc cos [8/(6.4'89)] = 74°

Veiem que els vectors anteriors no sén ortogonals, pero, en aquest

producte escalar generalitzat, si que ho sé6n el U=(2, 3) i el U=(4, -3).
Comprovem-ho trobant el producte escalar:

o= 513 232 530

Com que el producte escalar és nul vol dir que ulp.
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Direm que els vectors generalitzats U; i U2 sén dos vectors
ortonormals si sén a la vegada ortogonals i unitaris. Es complira que

<uplug>=0 , [uyfl=1 i [lugll=1

En un espai vectorial (V,+,:), que suposem per facilitat de dimensi6
3, on s'ha definit un producte escalar generalitzat, anomenarem base
ortonormal aquella base formada per tres vectors ortonormals, és a
dir, per vectors unitaris que sén ortogonals dos a dos. Per deduir, a
partir duna base qualsevol, una base que sigui ortonormal emprarem
el metode d'ortogonalitzacié de Gramm-Schmidt.

Aquest métode consisteix a partir d'una base inicial qualsevol B;,
transformar-la en una base ortogonal B i, després, en una base ﬁnal
ortonormal, Bf, que tenen respectivament per vectors

Bi={U, U2, V3} , B={w;, wo, w3} i Br=(uy, Uz, Ug}

El procediment per calcular els vectors ortonormals és el segiient:

PRIMER VECTOR. Comencem pel vector U; i posem W)=U;. Després

el normalitzem, U;=W/[Iw]l.

SEGON VECTOR. Agafem ara el segon vector, U2, trobem el producte
escalar amb el vector unitari anterior, <UglU;>, i calculem un
vector d'aquesta “longitud” i de direccié la del vector unitari,
<UglU;>.U;. Del vector Ug restem l'iltim, Wo=Uo-<UglU;>.U],
trobem la seva norma ||Wslf i el vector unitari U=l /{iV9]|.

TERCER VECTOR. Amb el vector Ug, calculem els productes escalars
amb els dos vectors unitaris anteriors <U3lU;> i <UglUg> i
determinem dos vectors amb aquestes longituds i de direccions
els vectors unitaris, <Ugluj>.U; i <U3lU9>.Ug. Restem-los del
vector donat, W3=U3-<Uzlui>.Uy-<U3lU;>.Uj, trobem la seva
norma [|W3]| i determinem el vector unitari, Uz=W3z/|[W3]l.

Si hi hagués més vectors, el procediment continuaria els mateixos
passos anteriors, i finalitzaria amb l'obtencié d'una base de vectors
que es pot provar que sén ortonormals.

Exemple 44 . En Vo partim de la base inicial Bi={U}, U2}, on U1=(4, -3)
i Ug=(2, 1) sén vectors ja tractats en exemples anteriors, i on el
producte escalar generalitzat és definit per la matriu métrica A de
termes aj1=3, ajp=ag1=2 i agg=4. De Bj, calculem-ne una base
ortonormal.

PRIMER VECTOR. Sigui W=U]=(4, -3) on la norma ja la tenim
calculada, |jw]|=6. Per tant, el primer vector de la base ortonormal és
u;=w;/|wij=4, -3)/6.

SEGON VECTOR. Prenem ara Uo=(2, 1), i trobem el producte escalar
amb el vector unitari anterior:

ootz 13 3H4(4)-402 1{)-E-4

. El vector amb aquesta longitud i amb direccié de u; és
<Uglup>.u;=(4/3).(4, -3)/6= (2/9).(4, -3).
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Per tant, el nou vector és
Wo=Ua-<Ug lU;>.Uy, (2, 1)-(2/9).(4, -3)=(10, 15)/9

Calculem la seva norma per mitja del producte escalar:
IWy>= 32)5(2)-25, 12 1-25 79-200
<thaittz> 3(23)'(2 4)9(3) 81(23)'( 16 /781" %9

Com que la norma és ||w2||=+W =10.Y/2/3 tindrem el vector
_wy _5.42,3/9 _ 2,3
lwall 104273 642
Com a exerclci.' es pot comprovar que la base Br={uj, Uy} és
ortonormal, verificant que <Uj |Ug>=0, <Uj 1U;>=1 i <Ug|Ug>=1.

3.3 FORMES QUADRATIQUES

3.3.1 EQUACIONS D'UNA FORMA QUADRATICA. En l'espai vectorial
V, que per facilitat suposem per exemple de dimensi6 2, partim

d'una forma bilineal f: VxV-R que en una certa base, B={U;, U2}, té

per expressié matricial f(U, W)=X'*AeY, on A és la matriu associada i
X=(x; x9)'i Y=(y1 y2)' son les matrius de les components dels

vectors U i W, respectivament. En el cas particular que es tracti del
mateix vector, la forma bilineal es diu forma quadratica i se
simbolitza per q.
Si escrivim q(U)=f(U, V), veurem que g: V-R, com esquematitzem
en la figura segiient: ,
/\q

V] R
1 ¢ q(v)
vl flv,v)

< 1‘2’_

D'aquesta manera, q(v)=X'eAeX és l'equacié matricial de la forma
quadratica, ja que els dos vectors sén iguals. En el nostre cas tenim:

s {31 32 )

Desenvolupant tenim l'equacié polindmica de la forma quadratica
q)= a11.(x1)2 + a12.x1 X2 + az1.X1.X2 + ag2.(x)?
O també, q(V)= a1;.(x1)2 + (a12+az1).X]1.x2 + ag2.(x2)?
A vegades, i per simplificar, canviarem de notacié escrivint xi y en
comptes de x; i xo (i també z en comptes de x3). L'equacié
polindmica quedara aixi, q(U)= a;1.x2 + (aj2+a21).x.y + aga.y2.
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Observant l'equacié anterior, podem deduir que una mateixa forma
quadratica pot derivar d'infinites formes bilineals, ja que hi ha
infinites maneres de trobar els termes aj2 i ag) que sumats ens donin
el valor ajg+ag]. A aquella matriu que tingui igual els termes aja i ag)
(i en general, aquella matriu que sigui simétrica) l'anomenarem
matriu simeétrica associada.

Exemple 45. Sigui la forma bilineal f: VoxVo—R que és definida per
flu, w)=fl(x1.x2). (y1.y2)l=2.x1.y1+1.X1.y2+3.X2.y1-1.X2.y2. La forma
quadréatica associada és:
q(U)=flU, W)=2.x1.x1+1.x].X2+3.x2.x1-1.x9.x2 = 2.(x1)2 +4.X].Xg
-1.(x9)2
Canviant de notacié, q(U)= 2.x2+4.x.y-1.y2.

Velem que aquesta forma quadratica pot venir associada a moltes
matrius, com per exemple
{21 ) ( 22 ) ( 2 4
A= . A= .
il Y Kl Y R al P
La primera, Aj, és la matriu associada a la forma bilineal donada,

mentre que la segona, Ag, és la matriu simétrica associada a la
forma quadratica.

En el cas particular que en l'equacid polinomica no hi hagi els
termes mixtos formats pels productes de dues components
diferents, direm que es tracta de l'equacié candnica de la forma
quadrat:ca. Es de la forma:

q)= d;.(x1)2 + d2.(x2)2

Amb l'altra notacié, tenim q(U)=d;.x2+dg.y2. Per tant, com que no
hi.-ha els termes mixtos, la matriu associada haura de ser diagonal.

Exemple 46. Per a la forma quadratica de l'exemple anterior, q(U)=
2.x2+4.x.y-1.y2, haurem d'eliminar el terme mixte 4.x.y. Ho podriem
fer per completaaé de quadrats,
qv)= 2.(2+2.x.y)-1.y2=2.(x2+2 .X.y+y2-y2)-y2=2.(x+y)2-3.y2
Fent un canvi de variables, x+y—x i y—-y ens pot quedar I'equaci6
candnica q(U)=2.x2-3.y2. _
Observem que aquesta equacié candnica, ja que tot depén del

canvi de variables, en general es traduira en un canvi de base. Aixi,
per exemple, veurem en el proper apartat que una altra equacié

candnica pot ser q(U)=3.x2-2.y2.

3.3.2 OBTENCIO D'UNA EQUACIO CANONICA. Si q(u)=f(v, V) és
I'equacié polindmica d'una forma quadratica, podem trobar la matriu
simétrica associada A=(sy), prenent com a termes de la diagonal els
termes d'index igual, sjj=ajj, i com a termes mixtos, la semisuma dels
termes simétrics de la diagonal principal, sy=sji=(ay+ay)/2.

 Aixi, per exemple, en una forma quadritica definida en Vg, tenim
s11=a11, Sgg=agy i s12=s21=(a12+a21)/2.
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Estudiem a continuacié dos métodes diferents que permeten
obtenir d'una manera prictica una equaci6é candnica a partir d'una
forma quadratica: '

Metode dels valors propis. Consisteix a trobar els valors propis de
la matriu associada. Aquests valors propis sén precisament els
coeficients dels termes quadratics de l'equaci6é canodnica: _

q(U)=21.(x1)2+A2.(x2)2+...+An. (xn)2

Observem que, com que els valors propis es poden ordenar de
Pp=n! maneres, que soén les permutacions de n elements, també hi-
podra haver n! maneres diferents d'expressar l'equacié canonica.

Exemple 47. Sigui q(U)= 2.x2+4.x.y-1.y2 la forma quadratica dels
exemples anteriors. Apuntem la matriu simétrica associada, on
aj1=2, agg=-11 ajg=ag]=4/2=2, i també I'equacié caracteristica

A= ( 2 9 l 2-2 2
. 2 -1 2 -1-A
Desenvolupant el determinant (2-A)(-1-A)-4=0 i operant -2-
2.0+A+A2-4=0, A2-A-6=0. Els valors propis s6n A1=3 i A2=-2. Per tant,
I'equaci6 candnica pot ser exprressada per q(v)=3.x2-2.y2, » :
Si haguéssim posat els valors propis en diferent ordre, A1=-2 i
Ag=3, l'equacié candnica ens hauria donat q(U)=-2.x2+3.y2, que
equival a permutar les variables x—y 1 y-x.

=0

Metode de Jacobi. Aquest nou métode d'obtencié d'una equacio
canodnica consisteix a trobar tots els menors principals, que sén els
determinants

' a;; a
A=IM;li=ay;, A2=|M12|=| 11 12I, Az=1Mjasl=
: az] agz ;

aijl a2 as
ag) agz a3
‘ 431 ag2. ass

Es a dir, A;j=IM;| esta format pels termes que pertanyen a la
primera fila i a la primera columna, Ag=1M)2| pels termes que sén a
la primera i segona fila i a la primera i segona columna, etc.

Els coeficients de l'equacié candnica de Jacobi es formen a partir
d'aquests menors principals (que suposem tots els n-1 primers
diferents de zero) i s6n definits per

81=A1, 82=A2/A;, 83=A3/A3 ... 8n=An/An-1
D'aquesta manera, l'equacié candnica de Jacobi és:
q(V)=81.(x1)2+82.(x2)2+...4+8n.(xn)2

Exemple 48. En la forma quadratica q(U)= 2.x2+4.x.y-1.y2, apuntem
la matriu simétrica i trobem els dos menors principals

w(33) w2 wf22-ams

Els coeficients de Jacobi sén 8§)=A1=2, §3=A2/A1=-6/2=-3. En
conseqiéncia, I'equacié canodnica de Jacobi és qv)=2.x2-3.y2.
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S'anomena rang d'una forma quadratica, i es simbolitza per p(q), el
rang r de la matriu simétrica associada A. Ja hem vist en 'estudi de la
diagonalitzacié que el rang roman invariant en fer un canvi de base.

D'altra banda, anomenem signatura d'una forma quadratica, o(qg), el
nombre total de coeficients positius d'una equacié canénica. Aixi, si
D+={d; / d;>0} és el conjunt de coeficients positius d'una de les
equacions canoniques, q(U)=d;.(x1)2+d;.(x1)2+...+d1.(x])2, tindrem
que la signatura és o(g)=card(D+). ‘

Una propietat important de la signatura és que ens déna el
teorema de Sylvester, on es demostra que «la signatura roman
invariant en realitzar un canvi de base en una forma quadratican.

Exemple 49 . En la forma quadratica q(U)= 2.x2+4.x.y-1.y2, com que
el determinant dels termes de la matriu associada és |Al=Ag=-6%0, ja
podem dir que el rang de la forma quadratica és plg)=2.
Recordem que hem obtingut tres expressions diferents de 1'equacié
candnica, on es pot passar d'unes a les altres fent un canvi de base:
q)=3.x2-2.y2 , q)=-2.x2+3.y2 1 qV)=2.x2-3.y2
En totes el rang és p(q)=2 1 la signatura o(q)=1, ja que en les tres

equacions candniques hi ha dos termes, peré nomeés un coeficient és
positiu. Observem que es verifica el teorema de Sylvester.

3.3.3 CLASSIFICACIO DE LES FORMES QUADRATIQUES. En l'estudi
de l'optimitzacié de funcions de diverses variables, ens trobarem amb
unes formes quadratiques que es classifiquen en:

1) FORMES QUADRATIQUES DEFINIDES:

Una forma quadratica és definida positiva si sempre q(U)>0. Es a
dir, si es manté sempre positiva indiferentment del vector.

Una forma quadratica és definida negativa si sempre q(U)<0. Per
tant, es conservara negativa sigui quin sigui el vector.

Exemple 50. Si q(U)=3.x245.y2 veiem que sempre és positiva,
independentment del vector U=(x, y) que s'agafi. Es, per tant, una
forma quadratica definida positiva.

En canvi, per a la nova forma quadratica q(U)=-2.x2-4.y2, sempre
es conserva negativa. En conseqiiéncia, és una forma quadratica
definida negativa.

2) FORMES QUADRATIQUES SEMIDEFINIDES:

Una forma quadratica és semidefinida positiva si sempre q(U)20.
Per tant, per a qualsevol vector mai no sera negativa.

Una forma quadratica és semidefinida negativa si q(V)<0 per a
tot vector. Consegiientment, mai no sera positiva.

Exemple 51. La forma quadratica donada per q(U)=2.x2-4.x.y+2.y2 és
semidefinida positiva. Ho podem veure posant-la a la forma

q(v)=2.(x-y)2 1 observant que sera positiva si xzy {1 nul-la si x=y.
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Si ara q(U)=-3.x2-6.x.y-3.y2, si la posem en la forma g(v)=-
3.(x+y)2, ens adonarem que és una forma quadratica semidefinida
negativa, ja que st x#-y és negativa i si x=-y és nulla.

3) FORMES QUADRATIQUES INDEFINIDES:

Una forma quadratica és indefinida si sempre q(U)20 per a
alguns vectors i q(U)<0 per a alguns altres. En general, no sera
indefinida si no és cap de les quatre formes quadratiques

_ definides anteriorment.

Exemple 52. La forma quadratica q(U)=x2+2.x.y-3.y2 és indefinida
perqué, per exemple, tenim q(1,01=1242.1.0-3.02=1>0, mentre que
q(0,1)=02+2.0.1-3.12=-3<0.

Estudiem, finalment, tres métodes que ens permetin classificar
una forma quadratica q(V)=X'*AeX a partir anicament de la matriu
simétrica associada A. v
1) METODE DELS VALORS PROPIS: A1, A2, ... An

Definida positiva. Tots els valors propis son positius.
Definida negativa. Tots els valors propis son negatius
Semidefinida positiva. Els valors propis son positius o nuls.
Semidefinida negativa. Els valors propis son negatius o nuls.
Indefinida. Alguns valors propis sén positius i altres negatius.

Exemple 53. Si q(U)=-2.x2+4.x.y-2.y2-3.z2 és una forma quadratica
definida en V3, apuntem la matriu associada i l'eq.caracteristica:

bao0\ |22 O
Aa=|220 2 -24 0 |=0
00-3 0 o0 -3l

St desenvolupem el determinant tindrem (-2-1)2.(-3-A)-4.(-3-A)=0,
[(-2-A)2-4].(-3-A)=0. Obtenim directament la soluci6 A1=-3 1 també les
(-2-A)2=4, -2-A=£2, A=-242, és a dir, Ap=01A3=-4.

L'espectre, o conjunt de valors propis, €s E(A)={-4, -3, 0}, i com que
hi ha valors negatius i nuls, és semidefinida negativa.

2) METODE DELS MENORS PRINCIPALS: A1, Ag, ..., An ,v
Definida positiva. Tots els menors principals son positius.

Definida negativa. Els menors principals es van alternant de
signe, comengcant pel signe negatiu.

Semidefinida positiva. Els menors principals comencen essent
positius, perd s'anullen a partir del determinant que té per
ordre el rang de la matriu, és a dir, el Ap.

Semidefinida negativa. Igual que l'anterior, pero els primers
menors principals s'alternen de signe, comencant per negatiu.

Indefinida. Quan no es compleix cap de les anteriors.
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Exemple 54 . De la forma quadratica anterior trobem els tres menors
principals:

Ai=an=2 , A2=l'22 22[=4—4=o i A=

220
2-20
00-3

Com que A)<0, A2=01A3=0, en comengar per negatiu i anul-lar-se
a partir del rang (que és 2); veiem que es tracta d'una forma
quadratica semidefinida negativa.

=(-12)-(-12)=0

3) METODE DELS INVARIANTS: p(q) i 6(q)

Definida positiva. p(qQ)=n i o(g)=p(q). Es a dir, el rang és igual a la
dimensi0, i la signatura és igual al rang.

Definida negativa. p(g)=n i 6(g)=0. El rang ha de ser igual a la
dimensi6 i la signatura ha de ser nul-la.

Semidefinida positiva. p(q)<n i 6(q)=p(q). El rang ha de ser més
petit que la dimensi6 i la signatura ha de ser igual al rang.

Semidefinida negativa. p(g)<n i c(q@)=0. El rang ha de ser més
petit que la dimensi6 i la signatura ha de ser nul-la.

Indefinida. o(q)#p(q) i o(q)=0. La signatura no ha de ser igual al
rang i tampoc no ha de ser nul-la. '

Exemple 55. Seguint els exemples anteriors, trobem el rang i la
signatura de la matriu associada a la forma quadratica:
En I'exemple 53 hem calculat 1'espectre. dels valors propis E(A)=(-

3, -4, 0. Com que no n'hi ha cap de positiu, tenim que la signatura és
6(q)=0. Trobem ara el rang de la matriu per la regla del pivot

220 220\ (220

A=(2 -2 O)E(O 0o O)E(O 0 6)

00-3 006 000
. Com que dues files sén diferents de la fila nul-la, deduim que
p(@)=p(A)=2. Ja que la dimensié és n=3, resulta p(q)<n i com que

també o(q)=0, veiem que es tracta d'una forma quadritica
semidefinida negativa. '
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D) FORMULACIO MATEMATICA

Formes lineals

Espais vectorials: V, W Cos dels reals: R
Aplicacio lineal:
£V->W apl. lineal & VA, l2€eR A VU;,UeV
f(_7~1-U1+7~2'-U2)=7~1~f(u1)+7»2-f(|-'2)

Forma lineal: £V—R aplic. lineal (W=R)

| Conjunt de les formes lineals: L(V,R)

Espai vectorial de les formes lineals: espai dual, V*
V*=(L(V,R), +, .) espai vectorial

Aplicacions i formes bilineals

Espais vectorials: V, W, U . Conjunt producte: VXxW
Aplicaci6 bilineal: f: VXW—U '
Condicié quadrupla:
YU,U;,U0eV, VIU, W, WeeW A VAeR es verifica:
(A) Lineal respecte a la primera component:
A;: flu+V,, W) = f{U,, W) + f(U,, W)
Ag: fA.U, W) = Af(V, W)
(B) Lineal respecte a la segona component:
- By flv, wy+wy) = flv, W) + flv, Wy)
By: f(v, A.W) = Af(V, W)
Condicio doble:
VU,U1,U2eV, VU, W, WeeW A VA, 22eR es verifica:
(A) Lineal respecte a la primera component:
Ci: f(\.D14+2.02, W) = A1.f(U;, W) + A2.f(U2, WD)

(B) Lineal respecte a la segona component:
C2: f(uo 7\.1.“.’1*‘7\.2.".’2,) = )vl.f(u. wl) + }\Qf(uo u-'Z)

Forma bilineal: f: VXV—R apl. bilineal W=V A U=R)
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Tipus de formes bilineals

Forma bilineal no negativa: :
P;: VUeVv, fiu,U)>0 A fu,V)=0 « V=8

Forma bilineal simétrica:

Py: VD, WV, flU, W) = f{w, V)
Forma bilineal alternada:

P3: VU,WeV, flv, W) = - f{w, v)

Matriu associada a una forma bilineal

Espai vectorial: V Dimensio: dim(V)=n
Forma bilineal: f: VXV—R Base de V: B={U;,Us,...,Un}
Imatges de parelles dels vectors de la base:

flvi, U)=ajij , Vij=1,2...n
Vectors: U:(xl.xz, woXn)B , W=(y1,¥2, ..., Yn)B
Equaci6 de la forma bilineal:

flu,Ib)=a;;.X;.y1+212.X1 ya+t.. .+ann.xn.yn

n
Notacid simplificada: f(v,w)= Z 4j.X;.Yj

i,j= 1

Imatges d'una parella de vectors:
a;1 a2 --- A Y1
flL,W)=(x) x5 ... xp)e| 32! a22 v 8an Y2
anl an2 e ann Yn

Matriu associada a la forma bilineal: A

.an; ay --- am
A=| 821 82 - &m
Qnl @np2 -+ &npn

Matrius components: X=(x; X3 ... Xn)' , Y=(y1y2 ... yn)'

Equaci6 matricial: flU,W)=X'eA¢Y
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Matriu del canvi de base

Espai vectorial: V Dimensi6: dim(V)=n
Bases de V: Bij={U1,U2,...,Un} , Be={U'1,V',...,U'n}

Matriu de pas de Bi=»Bf: P

Matrius de les formes bilineals: A , Af

Matriu final del canvi de base: Af=P'*Aj*P

-----------------------------------------------------

~ Producte escalar generalitzat

Forma bilineal: f: VXV—-R Vectors de V: U,V
Producte escalar generalitzat:
<vIw> = flu,w) forma bilineal, no negativa i simeétrica
Explicitament:
. Cy: <MDz .Uz WS> = A1.<U; | W> + Ag.<V2 | W>

Co: <U IA1.U1+A2.U2> = A1.<U [ W2> + Ag.<U | W2>

Cs WDEV, <B,U> 20 A  <U,U>=0 < D=0

C4: VD,WeV, <U, > =<, U>

Observacio: C4 = Ci=C2

Matriu meétrica

Espai vectorial: V Dimensi6: dim(V)=n

Producte escalar: <U | w>=f(v,W)

Base de V: B={V;,U2,...,Un}

Prod. escalar de parelles de vectors de la base:
<VjlUp=aj; , Vij=1,2,...n

Vectors: U=(x1,X2, ...Xn)B , W=(y1,y2, e, ¥Y)B

Matrius components: X=(X; X2 ... Xn)' , Y=(y1 ¥2 ... ¥n)'
(S6n matrius columnes)

Expressio matricial: <U|W>=X'eAeY
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Matriu métrica (cont.)
Matriu métrica: A (matriu associada a un producte escalar)
a; ap :-- 8
A=| 821 a2 --- 8
Qpl @n2 --- ann

Propietat: A=A' (A matriu simétrica)

Cas particular: A=I = <UIW>=UsW (prod. escalar ordinari)

Expressio analitica del producte escalar:
<U|W>=a,;.x1.y1+212.X1.Y2+...+8nn.Xn.Yn

n .
Notaci6 simplificada: <v | W>= Z ay.x1.y; (ay=az)
ij=1

Canvi de base en un producte escalar: Bj—Bf
Matriu de pas: P
Matriu métrica en la base inicial: Aj
Matriu métrica final del canvi de base: Af=P'A;*P

Norma generalitzada d'un vector

Norma generalitzada: |]U||=+\/ <vip>
Vector unitari: ||U||=1
Propietats de la norma: :
(1) No-negativitat: ||| >0 A V=0 < v=8
(2) Escalaritat:  [A.Uj=IA1. ||V
(3) Desigualtat de Cauchy-Schwarz: <U > < U [jw)

(4) Desigualtat triangular: |v+W| < V]| + |[W]|

Vectors ortogonals

Angle entre dos vectors: a= arc cos (ﬂ!&

' (0°< o <1809
I]Ull.llll.lll) ‘
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Vectors ortogonals (cont.)

Vectors ortogonals: V1W & <0IW>=0 (a=90°)
Vectors ortonormals: ortogonals + unitaris

METODE D'ORTOGONALITZACIO DE GRAMM-SCHMIDT:
Bases de I'espai vectorial:

Base inicial: Bj={V;,V3,...,Un}

Base ortogonal: B={lJ,,W3,...,Wn}

Base final ortonormal: Bg={U;,Us2,...,Un}

Vectors finals: :

Vector 1r: W=D, ' U =10 /||, ||

Vector 2n: Wa=Us-<Uz 1 U;>.U; U=, /||y

Vector 3r: UJ3=U3-<U3'| u;>.U; -<Ugluz>.Uz Us=W3/||W3]
n-1

Vector enésim: wn="n'z <Upl lii>.u1 W= /)

- i=1 :

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Formes quadratiques |

Forma bilineal: f: VXV—>R _
Forma quadratica associada: @ VoR / VDeV q(v)=flv,1)
Expressio matricial: q(D)=X'eAeX

Imatge d'un vector:

: aj) a)p --- & |[X1

a. 1 a e a X
qV)=(x; X3 ... Xp)* :21 ?2 o ?n :2
anl an2 [P ann Xn

Equaci6 polindmica de la forma quadratica:

q(v)=a;;.(x1)2+a;2.X1.X2+...+8nn.(Xn)2
: n

Notaci6 simplificada: q(u):E ayj.X.Xj
1j=1

Equaci6 candnica de la forma quadratica:
q(D)=d;.(x;1)2+d3.(x2)2+...+dn.(xn)2




154 ALGEBRA VECTORIAL

Métodes d'obtencié de l'equacié candnica

Forma quadratica: q(U)=X'eAeX Mat. simét. associada: A
METODE DELS VALORS PROPIS:

Valors propis de la matriu A: A4, A2, «cey An

Equaci6é canodnica: q(U)=A;.(x1)2+A2.(X2)2+...+An.(Xn)2

‘| METODE DE JACOBI:

Menors principals: Ay, Ag, ..., An  (tots #0 menys Ap)

a a
Ai=IMjl=a;;, Ag=IMplg 511 21 A =IMjy al=IAl
a1 aga

Coeficients de l'equacid canodnica: _
O1=A1, O2=A2/A1, ..., n=An/An-1
Equaci6 canonica: q(U)=0;.(x1)2+02.(x2)2+...4+0n.(Xn)2

Rang i signatura d'una forma quadritica

Forma quadratica: q(U)=X'sAeX Matriu simétrica: A
Rang: p(q)=p(A)=r (invariant en un canvi de base)

Equaci6 candnica: q(V)=d;.(x1)2+d2.(x2)2+...4+dn.(xn)2
Conjunt de coeficients positius: D+={d; / d1>0}
Signatura: c(q)-card(D+) ,

Teorema de Sylvester: canvi de base = o(q) invariant

Classificaci6 de les formes quadratiques

Forma quadratica: g(v)=X'eAeX

F. quadratiques definides:
Definida positiva: VeV (v£8) q(U)>0
'Definida negativa: VUeV (0=8) q(v)<0

F. quadratiques semidefinides:
Semidefinida positiva: YoeV (U28) q(U)=>0
Semidefinida negativa: VDeV . (U=8) q(V)<0

F. quadratiques indefinides: cap de les anteriors
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Métodes de classificacié de formes quadritiques

METODES DE CLASSIFICACIO

VAL. PROPIS M. PRINCIPALS | INVARIANTS
Dlp , -
Elo|l 21>0 Vi - | A4>0 Vi pl@=n
r Tls | (@)= plQ)
R N | .
N A =n
nﬁ II) E Ai<0 Vi 1<0 A2>0 P(q)
A|G As<0 c(q)=0
8ls
Y1E] S| ais0 vi 43>0  (i<x) plg)n
p|Y|s o A4=0 @20 | o@=p(@
R
A IE); N A1<O A2>0 p(q)<n
TIF|E] Ai<0 Vi A3 <0 ... (i<x) (©=0
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e) PROBLEMES RESOLTS

‘3.1 FORMES BILINEALS

71. Donada l'aplicacié f: R2xR2-R definida per fl(x1,x2),(y1,y2))=
=2.X1.y1+3.X9.y1+X9.y2, demostra que és una forma bilineal i troba la
matriu A associada a la base canénica de R2.

Soluci6é. Recordem en primer lloc el concepte d'aplicacié
bilineal. Partim de tres espais vectorials V, W i U, sis vectors

U,U1,U0eVi W, Wi, WeeW, i dos escalars A i Ag, tots ells qualssevol,
llavors l'aplicacié f: VXW—U es dira bilineal si es compleixen les
dues condicions segiients:

(Cj) Linealitat respecte a la primera component,

f(A1.U14+02.Ug, W)=21.f(U 1, W)+ro.flUg, W)

(C9) Linealitat respecte a la segona component,

flu, A1.W 1 +A2.Wo)=A) f(U, W1)+re f(U, Wo)

L'aplicaci6 bilineal es dira forma bilineal en el cas particular que
W=V i U=R. ‘

En el problema que hem de fer tenim f: R2xR2—-5R2. Per tant,
podem agafar els vectors U=(x],x2), U1=(x'1,x'2) i Ua=(x"1,x"2) i
també i W=(y,.y2), Wi=(y'1.y'2) i Wo=(y"1.y"2). Comprovarem que la
forma f definida per flU,W)=2.x;.y1+3.x2.y1+x2.y2 és bilineal, veient

que es compleixen les dues COl’ldlClOI’lS anteriors, on trobarem
cada costat per separat.

(C1) PRIMERA CONDICIO: f(A1.U1+A2.U2, W)=A1.f(U], W)+re.flUg, W)
f(r1.U1+29.Ug, W)=fIr;.(x'1,X'9)+A9.(X"1,X"2), (y1,¥2)]=
=f[(A1.x'14+22.X"1, M. X'2+h2.X"2), (V1.y2)l= fl(x1.x2), (y1.y2)]=
=2.x1§y1+3.X2.y1+x2.y2= 2.((A.x"1+02.X"1).y1+
+3.(A1.X'24+A9.X"9).y 1 +(A1 .X'9+A2.X"9) .yo=
=201 X'1.y1+2.22.X"1.y1+3.A1 . X'2.y1+3.02.X"2.y1+A1.X'2.y2+A2.X"2.y2

A1fU), W) f2, W)=2; fl(x'1.x'2), (V1.y2)l+h2 fl(x"1.x"2), (¥1.y2)]=
=21.(2.x'1.y1+3.X'2.y14X'2.y2) +22.(2.x"1.y1+3.X"2.y1+X"2.y2)=
=2.21.X'1.y1+3.A1.X'2.y1+A1 .X'2.y2+2.09.X"1 .y1+3.02.X"2.y1+A2.X"2.y2

Observem que ha quedat igual, per tant es verifica (Cj)

(C2) SEGONA CONDICIO: f(UJ, A1.101+A2.W092)=A1.flU, W1)+rg.flU, Wo)

flu, A1.Wi+ko.Wo)=fl(x1,x2), A1.(y'1.y'2)+A2.(y"1.y"2)]=
=fl(x1.x2), (R1.¥'14A2.¥"1. A1.y'2+22.y"2)]= fl(x1.%2), W1,¥2)1=
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=2.X1.y1+3.X2.y1+X2.y2= 2.X1.(A1.y' 1+A2.¥" 1)+
+3.x2.(A\1.y' 1422y " 1)+X2.(A1.y'2+02.y "2)=
=2.01.X1.Y'1+42.A2.X1.y" 1+3.11 .X2.y'1+3.A2.X2.y" 1 +A]1 .X2.y'2+A2.X2.Y "2

ALV, Wi)+rg f(U, Wo)=A1.fI(x1.x2), (¥'1.y'2)]+22.fl(x1.%2), (¥"1.y"2)]=
=21.(2:X1.y'1+3.X2.¥' 1+X2.y'2)+A2.(2.X1.y"1+3.Xx2.¥"1+X2.y"2)=
=2.A1.X1.y'1+3.01.X2.y' 1401 X2 Y'242.22.X1.y" 143.02.x2.y " 1+A2.X2.Y"'2

Veiem que també ha quedat igual, i aixi es verifica (C2). En

resum, l'aplicaci6 f: R2xR2—R?2 és una |forma bilineal

Calculem ara la matriu associada a la base candnica de R2. Per
aixd agafarem la base candnica de R, B={ej, €3} on ;=(1,0) i
€2=(0,1) i calcularem les seves imatges per la forma bilineal f, que
és definida per f((x1,x2),(y1,y2))=2.x1.y1+3.X2.y1+X2.y2,

fle,,e1)=f](1,0),(1,0)]=2.1.1+3.0.1+0.0=2+0+0=2
fle;,e2)=f[(1,0),(0,1)]=2.1.0+3.0.0+0.1=0+0+0=0
fles,e1)=f1(0,1),(1,0)]=2.0.1+3.1.1+1.0=0+3+0=3
f(eq,89)=1f](0,1),(0,1)]=2.0.0+3.1.0+1.1=0+0+1=1
La matriu A associada a la forma bilineal sera
_|[ fle,,e) flee) _[{20

_ A= fles,) flegey | A_(S 1

Aquesta matriu serveix per a expressar f en la forma matricial
donada per f(U,W0)=XeAeY'. Comprovem-ho,

fu, W) =(x, X2)'(§ ? Hﬁ) =(x1 XZ)‘(S.?f?-:-l}'z)

Acabant de multiplicar, obtindrem la definici6 de f,
flu,W)=x1.(2.y1)+x2.(3.y1+y2)=2.x1 .y1+3.Xx2.y 1+X2.y2.

72. Considerem en R2 la base candnica B1={e1; €2}, la nova base
Bo={VU1, U2} formada pels vectors U;=€1+€9 i Ug=€2 i també la forma
bilineal definida per f(ey,e;)=1, flej,eq)=2, fleg,e;)=1 i fleg,e9)=1.
Busca les matrius Aj i Ag de f associades a les bases Bj i By,
respectivament. Comprova-ho fent un canvi de base.

Soluci6. La matriu associada a la base candnica B ja es pot trobar
directament, perqué ja ens donen les seves imatges per f,

_|[ fle;,e;) f(e;,ed (12
A=\ flege) fleges | = A“(l 1)

Sigui ara l'altra base Bg={U1,U2}. Calculem les imatges per f de les
parelles d'aquests vectors, perqué f és una forma bilineal.
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Com es pot veure, aplicarem les definicions de U; i U2 i també
les condicions de bilinealitat,

flv.v))=f(e;+eq, e;+e9)=f(e1+e9, €;1)+f(€1+82, €2)=
=f(e;, ej)+f(eq, e1)+f(e;, es)+f(eq, €9)=1+1+2+1=5
flv,,vg)=f(e,+eq, €2)=f(e;, ez)+f(eg, €2)=2+1=3
flug,v))=fles , e;+e3)=f(ey, e;)+f(eg, €2)=1+1=2
flug,v0)=f(es , e2)=1 , '
Per tant, la matriu associada en la nova base sera

_[ flvnuy) {09 _ (53
fUov) favd | = A=(5 3

A continuacié comprovarem aquesta matriu fent un canvi de
base. Recordem les relacions entre els vectors de les dues bases:

Ui=ei1+82 i Ug=€2 otambé U;=l.e1j+l.€2 i Usg=0.8;+1.89
Com que ens donen la base final en funcié de la inicial (la

canodnica), els coeficients anteriors seran les columnes de la
segtient matriu de pas,
p= ( 10

11

Ara bé, com que la relacié que lliga les matrius associades en un
canvi de base és Ap=P'*A;°P, on P' és la matriu transposada de P, si
substituim, tindrem

2= (o M TN D)=(5 TR 90051

I ens ha quedat la mateixa matriu que abans.

- 3.2 PRODUCTE ESCALAR GENERALITZAT

73. De les segiients aplicacions, analitza quines defineixen un
producte escalar generalitzat, on U=(x1,x2) i W=(y1,y2),
a) f1(U,W)=x1.y1+2.x2.y2 b) fo(V,W)=x].y2+X2.y1
c) fa3(U,w)=x1.(y1+y2)-x2.(y1-y2) d) f4(v,W)=x;.y1+2.y2

Solucié. Perqué l'aplicacié f: VxV—»R defineixi un producte
escalar generalitzat <vU | Ww>=f(U,W) on U,WeV, és necessari que f
sigui una forma bilineal, no negativa i simétrica.

En altres paraules, I'aplicaci6é f ha de complir les condicions de
Jforma bilineal:

Linealitat respecte a la 1a component:
(C1) fr1.01422.Ug, W)=A1 f(U], W)+Ag.flUa, W)
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Linealitat respecte a la segona component:

(Co) f(U, A1.W1+A2.W9)=A1.flU, W1)+r2.f(V, W2)
Forma no negativa:

(P1) VeV , flu,U)20 A flU,V)=0 & vU=0

Forma simétrica:
(P2) Vv,weV , flu,w)=f(w,v)

Per éomprovar si les aplicacions donades defineixen o no un
producte escalar, estudiarem les condicions (C1), (P1) i (P2), ja que
no caldra provar la (Cg) perqué es pot deduir de les anteriors.

a) PRIMERA APLICACIO: [f(U,w)=x1.y1+2.x2.y2)|

(C1) Linealitat respecte a la primera component. Utilitzem els

vectors Ui=(x'1,x'9), Vo=(x"1,x"2) i W=(y1,y2),

f1(A1.014+22.U2, W)=f1[A).(x"1,x'2)+r2.(x"1.X"2), (y1.y2)]=
=f1[(A1.x"1+22.X"1, A1.X'2+42.X"2), (y1.y2)l= f1l(x1,%2), (y1.y2)l=
=X1.y1+2.X2.y2= (A1.X'1+02.X"1).y1 +2.(A] X'2+A2.X"2) . y2=
=A1.X'1.y1 +A2.X"1.y1 4241 .X'2.y2 +2.02.X"1.y2

A1f1(V, W)+rg.f1(U2, W)=A1.1[X'1.X'9), (y1.y2)]+r2.f1[(x"1,x"2), (y1.y2)]=
=A1.(X'1.y1+2.X'2.y2)+22. (X"1.y142.X"2.y2)=
=01.X'1.y1 +2.A1.X'2.y2 +A2.X"1.y1 +2.02.X"2.y2
Hem obtingut el mateix resultat, per tant és verifica (C1).

(P3) Forma no negativa. .
f1w,v)=f1[(x1,%2), (x1,%2)]=x].X1+2.X2.x2=(x1)2+2.(x2)2

Notem que sempre f1(U,U)20 i només f}(V,U)= si x1=0 i x9=0.
Per tant, es compleix (P;).

(P2) Forma simétrica.
fi1(v,Ww)=f1[(x1,x2), (y1.y2)l=x1.y1 +2.X2.y2
1w, v)=f1l{y1.y2), (x1.x2)]=y1.X1 +2.y2.X2

Com que el producte de nombres reals és commutatiu, les dues
expressions anteriors sén iguals, i es verifica (Pg).

Com hem dit, també es verificara la condicié (Cg). Comprova-ho,
aplicant només (P2), (C1) i una altra vegada (P2). Per tant,

concloem que (f; defineix un producte escalar generalitzat |.

b) SEGONA APLICACIO: |fo(U,WW)=x1.y2 +X2.y1]

(C1) Linealitat respecte a la primera component. Emprem com
sempre els vectors U1=(x'1,X'9), Uo=(x"1,x"9) i W=(y1.,y2):
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fo(A1.U1+22.02, W)=f2[A).(x'1.x'2)+22.(x"1,X"2), (y1.y2)]=
=fo[(A1.X'14+A2.X"1, A1.X'2402.X"2), (y1.y2)l= fal(x1,x2), (y1.y2)l=
=X]1.y9+x9.y1= (A1.X'1+42.X"1).y2 +(A] . X'2+22.x"2).y1=
=11.X'1.y2 +A2.X"1.y2 +A1.X'2.y1 +A2.X"1.Y1

A1fo(Ug, W)+re.fa(Ug, W)=A1.fol(x'1,x'2).(y1.y2) 422 fal(x"1,x"2). (y1.y2)]=
=A1.(x'1.y2+X'2.y1)+A2.(X"1.y2 +xX"2.y1)=
=A1.X'1.y2 +A1.X'2.y1 ¥A2.X"1.y2 +A2.X"2.y1
Com que ens ha donat igual es verifica (C1).

(P1) Forma no négativa.

fo(U,V)=fa[(x),%0), (x1,X2)]=X] .Xo+X2.X1=2.X].X2

Veiem que pot ser fa(U,0)<0 com per exemple x1<0 i x9>0. De -
manera que no es compleix (P;). Per tant,

[L'aplicacié f2 no defineix cap producte escalar generalitzat |

¢) TERCERA APLICACIO: [f3(u,w)=x1.(y1+y2)-X2.{y1-y2)|

(C1) Linealitat respecte a la primera component. Observem que
el segon costat es pot posar en forma de determinant

f5(U, W)= X1 Y1-¥Y2
= X2 Y1+y2

Ho podem fer servir per estudiar si es compleix (Cj). Partint
d'un costat arribarem a l'altre,

f3(A1.U1+22.U02, W)=f3[r;.(x'1.X'2)+A2.(x"1,x"2), (y1.y2)]=
=f3[(A1.x"1+22.X"1, A1.X'24+A2.X"2), (y1.¥2)]= f3l(x1.%9). (y1.y2)]=
=|X1 yrye '=|’~1~X'1+7~2-X"1 yi-ye I=‘ AMX'T YirYe || 22X Yiye |=

X2 Y1ty2 M.X'o+A2. X"y Yi+Y2 MX'2 yityz | | Aex"s yi+ye
=) XL YOY2 gl Xt VIV | g W) ha Sl )
X2 Yyitys X'2 yitys

Es compleix, per tant, la primera condici6.

(P3) Forma no negativa.
f3(v,U)=fa[(x1,x2), (x1,x2)l=x1.(x14+x2)-X2. (Xl-X2)
Desenvolupant,
f3(0,1)=(x1)2+x] .X9-X3.X1 +(x2)2=(x1)2+(x2)2 20

Aquesta expressi6, com que és suma de quadrats, sempre sera
positiva i només s'anul-lara quan x;=0i x2—0 Aixi es complira la
condicié de no-negativitat.

(P2) Forma simétrica:

f3(u,w)=f3[(x1.x2), (y1.y2)l=x1.(y1+y2)-Xx2.(y1-y2)=
=X]1.y1+X]1.y2-X2.Y1+X2.y2
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f3(w,u)=f3[(y1.y2), &1.x2)l=y1.(x1+x2)-y2.(x1-X2)=
=Y1.X1+Y1.X2-Y2.X1+y2.X2
Els resultats sén diferents i aixi no es compleix (P2). Deduim
que [l'aplicaci() f3 no defineix cap producte escalar generalitzﬂ

d) QUARTA APLICACIO: [f4(U,Ww)=x1.y1+2.y2|

(Cy) Linealitat respecte a la primera component. Estudiem cada
costat per separat,
f4(01.U1402.0g, W)=f4[r1.(x'1,X'2)+22.(x"1.X"2), (Y1.y2)l=
=f4[(0) X' 1+h2.X"1, M X'2+h2.X"2), Y1.y2)]= fal(x1.%2). (y1.y2)l=
=X1.y1+2.y2=(1.X'1+A2.X"1).y1+2.y2=A1 X1 Yithe X"1.y142.y2

A.fa(U1, W)+re.fo(U2, W)=21.f4[(x'1.x'2).(y1.y2)+r2.fol(x"1,x"2).(y1.y2)]=

=201 (X'1.y1+2.y2)Hhe. (x"1.y1+2.y2)=A1 X1 Y1+2.A1 Yo +A2.X"1.y142.A2.y2
Obviament, els resultats sén diferents i la forma f4 no sera una
forma bilineal.

Deduim que m no defineix cap prod. escalar generalitzat|.

74. Sigui el producte escalar definit en R3 per <V | W>=2.x1.y1+

+X0.y1+X3.yo+X1.y2+X2.y2+X2.y3+3.X3.y3, on U=(x1,x2,x3) i W=(y1,y2.y3)-
Es demana:

a) Matriu métrica A; en les bases canoéniques.

b) Els vectors de la base candnica so6n ortogonals dos a dos?

¢) S6n unitaris?

d) Demostra que el conjunt de vectors ortogonals al vector
u=(1,1,0) forma un subespai vectorial S de R3.

e) Calcula una base i la dimensi6 d'aquest subespai S.

f) Matriu métrica Ag en la base U1=€)-€2, Ug=€]1+€3 i U3=€2-€3.

Solucié: a) La matriu metrica A; del producte escalar associada a
la base canonica Bi={e},e2,e3} és expressada per
<e;lep> <e;lex> <e;les>
Al=| <esle> <eqgles> <eqlex>
<eglep> <egle> <eslesx>
Podriem trobar cadascun d'aquests vectors aplicant la definicid,
com, per exemple, el primer terme aj;:
<e;le;>=<(1,0,0)1(1,0,0)>=2.1.1+0.1+0.0+1.0+0.0+0.0+3.0.0=2

Ara bé, és molt més senzill fixar-nos en els coeficients de la
definici6 del producte escalar:
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< W>=2.X1.y] +X2.y1 +X3.y2 +X1.y2 +X2.y2 +X2.y3 +3.X3.y3
i posar-los cadascun en la seva fila i columna corresponents, com
per exemple el terme x2.y; que té de coeficient 1. Aixo vol dir que
el terme ag) sera igual a 1. La matriu quedara

210
A=l111

013

b) Estudiem si els vectors €], €5 i 83 de la base candnica sén
ortogonals dos a dos. Per saber si dos vectors U)=(x1,y1,2z1) i
U2=(x2,y2,z2) s6n ortogonals, hauri de donar zero el seu producte

escalar, que és:
210\ (X2
<WUlU>=(x1y12191 1 1 [{¥2

013/\z2

Com que en el nostre cas els vectors sén els de la base canénica,
no caldra trobar aquests productes matricials, ja que els seus
productes escalars ja son els termes de la matriu A;. Aixi:

<ejleg>=ajp=1 , <ejles>=aj3=0 i <egles>=ags=l
Només n'hi ha un que déna zero, és a dir, tenim |e;les

c) Per saber si s6n unitaris, també ens fixarem en els seus
productes escalars per ells mateixos. De la matriu A; tenim:

<epler>=a;1=2 , <egleg>=age=1 i <ezles>=a3z3=3
Com que la norma és definida per |U]=\V <V | U>, ens quedara

lell=v2 , leal=V1=1 i [esl=\3

Només hi ha un vector unitari , perqué la norma d'un vector
unitari ha de ser igual a la unitat.

d) Hem de demostrar que el conjunt de vectors ortogonals al
u=(1,1,0) forma un subespai vectorial S de R3. Evidentment, el
conjunt S dels vectors que son ortogonals al vector donat és:

S=({(x.y.z)eR3 / <(x,y,2)1(1,1,0)>=0}

Aquest producte escalar generalitzat és

210\/1 3
<wiu>=(xyz11101]|=xyzd2|=3x+2y+z
013/\0 1

Per tant, el conjunt S sera
S=((x,y,z2)eR® / 3.x+2.y+z=0}
Per provar que S és un subespai de R3, agafarem dos vectors
U1,U2€S i provarem que Vi),A9eR també A;1.U14+A9.U2e S.
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Com que U},UgeS seran de la forma v1=(x1.y1,21) i Uo=(x2.y2.22) 1
compliran les relacions
3.x142.y1+21=0 i 3.x9+2.yg+z9=0
Sigui ara la combinaci6 lineal
A1.U1+A2.U=A1.(X1,Y1,21)+22.(X2,y2,22)=
=(A1.X1+32.X2, A1.Y1+A2.¥2, A1.Z1+A2.29)=(X.y,2)
Mirem si també 3.x+2.y+z=0. .
3.x+2.y+2z=3.(A1.X1+A2.X2)+2. (1.y1+22.y2)+(A1.21+)2.22)=
=3.01.X1+3.22.X2+2.11.Y1+2.A2.y2+A1.Z1+A2.22=
=M.(3.x1+2.y1+zl)+X2(3.x2+2.y2+zz)=k1.0+X2.0=0 .
Com que ha donat 0 vol dir que també A1.U1+A2.U2eS i per tant
podem dir que [&s un subespai vectorial de Rﬂ

e) Per calcular una base del subespai S, podem aillar la z en la
seva equaci6, 3.x+2.y+z=0, de manera que ens quedi

S={(x,y,z2)eR3 / z=-3x-2.y} obé S={x,y, -3.x-2.y)}
Els vectors de S seran de la forma _
v=(x, y, -3.x-2.y)=(x,0,-3.x)+(0,y,-2.y)=x.(1,0.-3)+y.(0,1.-2)
Per tant, Iuna base és Bs={(1,0,-3), (0,1,-2)}| i com que consta de

dos vectors,

f) Trobarem ara la matriu métrica Az en la base Ba={U1,U2,U3}, on
es tenen les relacions Uj=€1-€9, Ug=€1+€3 i U3=€2-€3.
Observem que ja tenim la matriu de pas P, perqué sabem els
vectors nous en funcié dels antics
vi=1.e;-1.e,+0.e3 110
vo=1.;40.80+1.83 = P={-101
\U3=O.El+1.82-1.93 01-1
La nova matriu métrica Ag ens podra resultar d'un canvi de base

1-10\/210\(/110
As=PeAi*P=|101411108-101

01-1/\013/\01-1
Multiplicant en primer lloc P'*A; i després amb 11ltima, la P,

10-1\{110 101
2231-101 ) A=105-1
10-2/101-1 1-12

Un altre procediment per trobar Ag hauria pogut ser trobar tots
els productes escalars. Aixi,per exemple,

<U lUg>=<(e1-89) | (81+€9)>=<e] | e>+<e] | eg>-<e|e1>-

-<@gleg>=2+1-1-1=1
Si ho fem amb tots els productes ens donara la matriu As.

Ag=
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75. Tenim en R3 el producte escalar ordinari <U)lUg>=U]eU9.
Expressa el vector U=(7,0,5) com a suma de dos vectors W i Wa: el
primer que pertanyi al subespai engendrat pels vectors U1=(1,2,1) i
U2=(0,1,1) i el segon que sigui ortogonal a U i a Ug. Fes després el
mateix estudi per al producte escalar definit per la matriu métrica A
de files f1=(1 -1 0), fa=(-1 2 0) i f3=(0 0,3).

Solucié. a) Considerem en primer lloc el producte escalar
ordinari. Donats dos vectors a=(a},az,a3) i b=(b;,b2,b3) sabem que
aquest és expressat per

aeb=a;.bj+as.bot+az.bs (1)

També es podria considerar un cas particular del producte

escalar generalitzat, agafant com a matriu métrica la matriu unitat,

100)\(b;

asb=<alb>=a*A;°b= (ajazazd 0 1 0 |{ by|=a1.b+as.botas.bs
00 1/\bs

No obstant aix6, ho farem directament, emprant la férmula (1).

El vector U=(7,0,5) I'hem d'expressar com la suma U=l +Ws, on
el vector w; ha de pertanyer al subespai engendrat per U;=(1,2,1)
i U2=(0,1,1). Aix6 vol dir que existiran dos reals 4; i Ag tals que

Wi=A1.U1+A2.09 , W;i;=21.(1,2,1)+22.(0,1,1) (2)

L'altre vector, Ws, ha de ser ortogonal (perpendicular) tant a v;
com a Ug; simbdlicament, WolV i WelUg. Shauran d'anul-lar, per
tant, els seus productes escalars. Posant We=(x,y,z) tindrem

Woev;=(x,y,z)*(1,2,1)=1.x+2.y+1.z , x+2.y+z=0
WaeUa=(xy,z)*(0,1,1)=0.x+1.y+1.z , y+z=0

De I'adltima equacid, y=-z, que substituida en la primera ens
donara x+2.(-z)+z=0 , x-z=0 , x=z. En conseqiiéncia, el vector que
cerquem serd de la forma Wo=(x,y,z)=(z,-2,2)=z.(1,-1,1), és a dir,
tindra la mateixa direccié que el (1,-1,1). Podem escriure també

Wa=23.(1,-1,1) (3)

De les equacions (2) i (3), i com que V=W +W3 on U=(7,0,5)
tindrem
(7,0,5)=11.(1,2,1)+22.(0,1,1)4A3.(1,-1,1)
Multiplicant, sumant i igualant components tindrem el sistema
d'equacions lineals:
I N =7 1)
2. A1+A2 -A3=0 2)
Ar+A2+A3=5 3)
Restant, (3)-(1) queda A=5-7=-2. Substituint en (2) ens donara
2.21-2-23=0 , 2.A1-A3=2. Sumant amb la (1), 3.A1=9 , 1;=3.
Substituint en la (1), 3+r3=7 , A3=4.
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Ens ha quedat A1=3, A2=-2 i A3=4. Substituint en (2),
w;=3.(1,2,1)-2.(0,1,1)=(3,6,3)+(0,-2,-2) , |w;=(3.4,1)
Substituint en (3),

Wo=i3.(1,-1,1)=4.(1,-1,1) ,

Sigui ara el producte escalar generalitzat que és definit per la
matriu meétrica segiient: .
1-10
-12 0

003
També el vector U= +Ws9 on W) pertany el subespai engendrat
per V1=(1,2,1) i U2=(0,1,1). Tindrem la mateixa equaci6é que abans
Wi=A1.Uj+ho.Ug , Wi=31.(1,2,1)+22.(0,1,1) (2)
Igualment s'haura de verificar l'ortogonalitat entre Wg i els
vectors Uy i Ug,... perd ara el producte escalar ja no és l'ordinari

1-10\(1 -1
<Wslup>=(xy z){-l 20 ){ 2 ) = (xyz){ 3 ) = -x+3.y+3.2

Ag=

003 1 3

1-10\/0 -1
<WolU»=(xy2z-12 041 |=xyzq2|==x+2.y+3.2z

003/\1 3

Com que els vectors sén orotgonals, s'hauran d'anul-lar els
productes escalars i aixi el vector Wa=(x,y,z) haura de complir

x+3.y+3.2=0 i -x+2.y+3.z=0

Restant, ens queda y=0. Substituint, -x+3.z=0 , x=3.z. Per tant,
el vector Wo sera de la forma Wo=(3.2,0,2)=z.(3,0,1). Posant A3 en
comptes de z obtindrem '

’ wo=33.(3,0,1) (4) :

De (2) i (4), i com que U=(7,0,5) és la suma de W) i Wy,
resultara

(7,0,5)=r1.(1,2,1)+19.(0,1,1)+13.(3,0,1)

Multiplicant, sumant i igualant components resultara el sistema

M +32=7
2. M+A2 £
Mo Ha=5

Canviant de signes la segona i sumant-les totes tres, 4.A3=12,
a3=3. Substituint en la primera, 11+3.3=7, A1=-2. Substituint en la
segona donara 2.(-2)+A2=0, A2=4.

En resum, A1=-2, Ag=4 i A3=3. Si substituim en (2) i (4)
obtindrem els dos vectors demanats,

Ww1=-2.(1,2,1)+4.00,1,1)=(-2,-4,-2)+(0,4.4) ,

Wy=13.3.0,1=3.3.0,1) , [w2=(9,0.3)].
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76. Considerem en R3 la matriu métrica A associada a la base
candnica que té per files f1=(1 0 -1), f2=(0 1 0) i f3=(-1 0 2) i els
vectors U;3=(1,1,1) i U3=(2,1,0). Calcula la norma de cada un i el seu

producte escalar generalitzat. S6n ortogonals? En cas contrari, troba
I'angle que formen. Busca també una base ortonormal.

Solucié. Per comencar apuntarem la matriu métrica

10-1
010
-10 2

Com ja sabem, la norma d'un vector ens és expressada per l'arrel
quadrada (positiva) del producte escalar (generalitzat) d'aquest

vector per ell mateix,
Ill=Y<U T U>=4/XeAsX

Trobem en primer lloc els productes escalars generalitzats,

10-1\/1 0
<hlup>=(1114010M1|=(111M71]| =0+1+41=2
-102/1\1 1

A=

10-1\/2 2
<UalU>=(210401011]=(210)0 1| =4+1+0=5
-102/\0 -2

Les seves normes seran iguals a les arrels quadrades d'aquests
productes escalars. Per tant,

Ens demanen també si els vectors anteriors sén ortogonals. Per
saber-ho trobarem el seu producte escalar generalitzat,

10-1\/2 2
<Ulvp>=(1119401041|=(1 114 1]|=2+1-2=1
-102/\0 -2

Com que el producte escalar no ens ha donat zero, aixé vol di
que els vectors [no sén ortogonals|. '

L'angle (generalitzat), el determinarem per la férmula

<U1|U2>= 1 -1 - 0'3162
ludvg 245 Y10

Per mitja d'una calculadora obtindrem |a=71°33'54"|.

Finalment, buscarem una base ortonormal per a la matriu
meétrica donada A. Podem partir de la base candnica B;={e;,e3,e3},
ja que la matriu A esta associada a aquesta base.

Observem que, si el producte escalar fos l'ordinari, la base

canonica seria ortonormal, peré ara es tracta d'un producte escalar
generalitzat i ja no sera el mateix.

cos(o)=
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Trobem per exemple el producte escalar fent el calcul pel
producte matricial, encara que no sigui necessari, ja que els
productes que calcularem seran els termes aj2 1213 de la matriu
meétrica A,

10-1\(0 0
<ejlex>=(1004 0104 1]|=(100)}1|=0+0+0=0
-102/\0 0

En aquest cas si que €1@3. Perd no sempre ha de ser aixi...

' 10-1\(0 -1
<e,lex>=(1009010[40]|=(100}0|=-1+0+0=-1
-102/\1 ' 2

Com que ens ha donat diferent de zero, vol dir que €; i €3 no
s6n ortogonals. Per tant, haurem de calcular un vector v=(xy.z), de
manera que la nova base Bo=(e1,e2,U} si que sigui ortonormal.

Trobem els productes escalars de U amb ej i €z,

10-1\/1 1
<vlep=(xyz{o10[40|=xyzq{o0
-102/\0 -1

10-1\(0 0
<vlep>=(xyzdo1041|=xyzq1|=y
-102/\0 0

Com que els vectors han de ser ortogonals, s'anul-laran els
productes escalars. Aixi, x-z=0, d'on x=z, i y=0. El vector U sera de
la forma U=(z,0,z), on z és un nombre real que encara no sabem.

=X-z

Per trobar z imposarem la condicié que ha de ser unitari (eleyi
el @2 ja ho sén perqué en la matriu metrica, aj 1=1 i agg=1).
Trobem, doncs, la seva norma, a partir del producte escalar,

10-1\/z 0
<UlU>= (zOz){o 1 o){o):(zOz){o):z2
-102/\z z

En conseqiéncia, wi=v<v | v>=\z2=z, i com que el vector ha de
ser unitari, sera z=1. Per tant,
v=(1,0,1)=(1,0,0)+(0,0,1)=€1+€3

La base ortonormal demanada sera rB2={el, eo, el“ﬂl

Una altra manera de trobar aquesta base seria emprar el métode
d'ortogonalitzaci6 de Gramm-Schmidt. Partim de la base canédnica

B)={e1,e2,e3}, agafem el primer vector i fem
wi=e; , (wl=\<e;le;>=\1=1, u1=w1/||w1||=

Ara trobem el segon vector de la nova base. Fem
Wo=egy -<Bg lU1>.U =9 -<€z | €]1>.81=€2 -0.e1=C2

Iwall=y<egleg>=V1=1 , Ug=Wa/lwli<[e].
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Finalment trobarem el tercer vector de la base Bg,
W3=e3 -<ezlu;>.U; -<e3lUz>.Uy=e3 -<@3]€>.€] -<e3|89>.8o=
=e3 -(-1).e] -0.eq=e+€3
Per trobar la seva norma, i si no volem fer els productes

matricials de sempre, també ens podem aprofitar dels termes de
la matriu A, com es mostra a continuaci6

<wglwgz>=<(e;+eg)l(e+e3)>=<e;le;>+<e;les>+<ezle;>+
+<ezlez>=1+(-1)+(-1)+2=1

Per tant, [Wsli=V1=1 1 Ug=Ws/lWsli=(e1+es)/1=[e +es]

La base ortonormal sera la mateixa que abans
Ba={e1, ez, e;+eg).

3.3 FORMES QUADRATIQUES

77. Sigui A la matriu d'una forma quadratica de files f1=(1 1 0),
fo=(110)i f3=(0 O -1). Es demana:

a) L'equaci6 de la forma bilineal associada a la forma quadratica.

b) L'equacié de la forma quadratica.

c) Classifica-la pel métode dels valors propis.

d) Expressa la forma quadratica en forma canénica.

Solucié. Escrivim la matriu quadrada de tercer ordre que té per
files les donades
110
11 O)

00-1

A=

a) L'equaci6 de la forma bilineal associada, f(U,W)=veAel' sera
expressada pel producte matricial,

110\(Nn Yityz

flv,w) ={x; xo Xa){ 110 ){Yz) = (x1 X2 Xa){ Yi+y2
00-1/\¥3 L

Multiplicant i operant, flU,Ww)=x).(y;1+y2)+x2.(y14+y2)+x3.(-y3),

I flu,W)=x.y14X1.y2+X2.y1+X2.y2-X3 .y3| .

b) La forma quadratica q(U)=f(u,v) sera el cas particular en qué
els dos vectors son iguals U= . Haurem de substituir en la forma
bilineal yj, y2 i y3 per x1, X2 i x3, respectivament:
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q(U)=x].X]+X].X2+X92.X]+X2.X2-X3.X3=(x1)2+2.x].X2+(x2)2-(x3)2

Ara bé, com que es tracta de vectors de R3, farem servir una
notacié més senzilla: x3=x, x9=y i x3=z. Obtindrem

[q(U)=x2+2.x.y+y2-z2|

Recordem que l'equacié de la forma quadratica es pot trobar
directament a partir de la matriu A, ja que el terme aj;=1 és el
coeficient de x2, aga=1 el de y2 i az3=-1 el de z2. A més, ajo=1 és la
meitat del coeficient de x.y, a;j3=0 la meitat del de x.z i ag3=0 la
meitat del de y.z.

¢) Per poderclassificar aquesta forma quadratica pel métode dels
valors propis, primer haurem de trobar el polinomi caracteristic,

1-A 1 0
PW=| 1 14 o [=C10|1} L=y
0 O -1-

Operant ens quedara, P()=(-1-1).(1-2.A432-1)=(-1-2).A.(-242).

L'equacié caracteristica (ordenant i canviant signes) tindra com
a valors propis,

A.(A+1).(A-2)=0 = A1=0 , Ag9=-1 i A3=2

Recordem la classificacié d'una forma quadratica atenent els
signes de tots els seus valors propis,

Definida positiva: Definida negativa: B
Semidefinida positva: Semidefinida negativa:

Indefinida:

En el nostre cas, com que hi ha valors propis de signe diferent,
deduim que [la forma quadratica és indefinidal|.

d) La forma quadratica es pot expressar facilment en forma
candnica, ja que només cal posar els valors propis trobats com a
coeficients de x2, y2 i z2,

q(U)=0.x2+(-1).y2+2.22 , q(ll)=-y2+2.z2

Notem que aquesta forma candnica no és unica, perqué si
haguéssim posat els valors propis en diferent ordre, per exemple
A1=-1, A2=2 i A3=0, llavors hauria quedat

q(V)=-1.x2+2.y240.22 , q(U)=-x2+2.y2

Naturalment, fent un canvi de variable, x-y, y-z i z-x, es podria
obtenir la forma candnica anterior.
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78. Si q(x.y.2)=7.x2+5.y2+5.22-2 x.y-2.x.2+2.y.z és l'equaci6 d'una
forma quadratica de RS, troba la seva forma canénica associada pel
métode dels valors propis, indicant la matriu P de pas. Comprova-ho.
Classifica aquesta forma quadratica.

Solucié. Calculem els termes de la matriu A associada a aquesta
forma quadratica. Veiem que aj}=7, age=5 i azgz=5. En els termes
compostos agafarem la meitat del coeficient (ja que la matriu ha de
ser simétrica): ajg=-2/2=-1, a13=-2/2=-1 i ag3=2/2=1. Per tant,

7-1-1
A=|-15 1)
-115
El polinomi caracteristic P(A)=1A-A.Il és
7-» -1 -1 5-A 5-A 5-A 1 1 1
PM=]-1 5o 1 |=[-1 52 1 |=(6-M] -1 5-» 1
-1 1 5-A -1 1 5-A -1 1 5-A

Diem que hem sumat a la la fila les altres dues i després hem
tret factor comua. Continuem sumant la 1a fila a la 2a i 3a, i després
desenvolupant per adjunts en la 1a columna,

11 1
06-A 2
0 2 6-A
Com que l'altim factor és una diferéncia de quadrats,
P(A)=(5-1).(6-2+2).(6-1-2) , PQ)=(5-1).(8-1).(4-1)

Facilment veiem que els valors propis, o arrels de l'equaci6
caracteristica, (5-1).(8-1).(4-2)=0, sén
A1=4 , A2=b i A3=8

P(A)= (5-1). - (5-x).| 62 2 | _ (5.).[(6-1)%4]

2 6-2

Per tant,|la forma quadratica és definida positiva|, ja que tots ells
soén positius.

Una seva forma canonica és |q(x.y,z)=4.x2+5.y2+8.22|

Per determinar la matriu de pas P caldra calcular primer una
base de vectors propis ortonormals, de manera que per a cada A

trobarem el seu subespai propi associat, expressat per (A-A.1)ev=0.

PRIMER VALOR PROPI: 11=4
7-4 -1 -1 \(X 0 3.x-y-z=0
-1 5-4 1 yi=l0] = { -x+y+z=0
-1 1 5-4/\2 0 -x+y+z=0
Sumant (1a)+(2a), 2.x=0 , x=0. Substituint en (2a), y+2=0, z=-y.
Els vectors propis seran de la forma U=(0,y,-y) i el subespai propi
sera S(A1)={(0,y,-y)} on una base és B;={(0,1,-1)}
Com que el vector vV;=(0,1,-1) té de norma |V 1||=\/§.
considerarem el vector unitari U;=(0, 1 /\/_2—, -1 /\/5).,
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SEGON VALOR PROPI: A9=b
7-5 -1 -1 \(X 0 2.x-y-z=0
-1 5-5 1 Yi=10] = -x+z=0
-1 1 5-5 0 -x+y=0

De les dues ultimes x=y=z. Substituint en la primera, 2.x-x-x=0,

0=0. Els vectors propis seran U=(x,x,x) i aixi el subespai propi sera
S(r2)={(x.x,x)}, on una base és Ba={(1,1,1)}

Veiem que el vector Ug=(1,1,1) té per norma |[U2]l= \/ 3. Ens
quedarem amb el vector unitari up=(1/V3, 1/V3, 1/V3).

TERCER VALOR PROPIL: A3=8
7-8 -1 -1 \(X 0 ;-x-y-z=o
-1 5-8 1 yi=|l0o]| = | x-3.y+z=0
-1 1 5-8 0 \-x+y-3.z=o

Restant la 3a i la 2a, 4.y-4.z=0, y=z. Substituint en la 1a, -x-2.z=0,
x=-2.z Els vectors propis seran U=(-2.z,z,z), mentre que el subespai

propi serd S(A3)={(-2.z,z.2)}, on una base és B3={(-2,1,1)}.
Observem que el vector U3=(-2,1,1) té per norma ||U3||=\f§. Per
tant, un vector unitari sera U3=(-2/\/_é, 1 /\/E, 1/\/6).
En resum, la matriu de pas P és una matriu ortogonal ja que,

com que els valors propis son diferents, llavors els vectors propis
corresponents sén perpendiculars. Aquesta matriu és

o 1/3 -2/16 o 12 -2
P=|{ 1/Y2 1/Y3 1/{6 | otambe P=-v% 3 12 1
-1/Y2 1/Y3 1/16 -3 Y2 1

Calculem a continuaci6 la matriu diagonal, encara que ja sabem
quina és, perqué esta formada pels valors propis, D=P'¢A¢P. En
primer lloc trobarem el producte AsP,

7 1-1 0 V2 -2 0 54%2-16
L
A’P=(-15 1)‘{_1: {3_ ﬁ 1 =v— 4.{:_3— 5.ﬁ 8
-115/16 6
-3 12 1 -4.Y3 5.Y2 8
Multipliquem per l'esquerra per la matriu transposada, P'
0 3 -V3 0 512-16
D=P's(AsP)= -L
6 2 V2 V2 6 4./3 52 8
2 1 1 -4V3 572 8

Fent aquesta operaci6 et donara,

24 0 0
D=é(0300).
0 0 48

00
50
08

OO
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79. Classifica pels menors principals, segons els valors del
parametre a, la forma quadratica definida per la matriu que té per

files f1=(a 1 0), To=(1 a 0) i T3=(0 O a).

Soluci6. La matriu A que defineix la forma quadratica és

alo
A=( 1a O)
00a
Calculem els seus tres determinants menors principals
e _Jan aiz2|_jalj_,2
Ar=ar=a A2_'|~'c121 a22|'_’1 al ™ !
alo
As=lAl=|1 a 0| =(a3+0+0)-(0+0+a)=a3-a
00 a

Com que haurem d'analitzar els signes de Aj, Az i A3 pels
diferents valors del parametre a, mirarem per a quins valors
s'anul-len els menors principals,

A1=0 = a=0 , Ag=a2-1=0 = a=1ia=-1
Az=ad-a = a=0, a=1ia=-1
Observem que per a aquests tres tiltims valors Ag=1A1=0, la qual
cosa vol dir que per a=0, a=1 i a=-1 el rang de la matriu, o millor el

rang de la forma quadratica p(q), serd r=2. En els altres casos el
rang sera r=3.

Amb els tres valors frontera [a1=-1, ag=0 i a3=1| i segons els
signes dels menors principals Aj=a, Ag=a2-1 i Ag=a3-a, es
presenten els casos segiients:

PRIMER CAS. Si a<-1 tenim Aj<0 , A2>0 i A3<0.

Com que el primer és negatiu i s'alternen els signes, sense
haver-n'hi cap de nul, resultara que la forma quadratica sera

|definida negativa).

SEGON CAS. Si a=-1 tenim A;j<O0 , A2=0 i A3=0.

En aquest cas el rang és r=2, aixi la forma quedratica és
[semideﬁnidanegativa] perqué A; €s negatiu i s'anul-len els menors
principals a partir del segon.

TERCER CAS. Si -1<a<0 tenim Aj<0 , A9<0 i A3>0.
No segueix cap regla, perqué no s'alternen els signes ni sén tots

positius, per tant la forma quadratica és |indefinida).
QUART CAS. Si a=0 tenim Aj=0 , A2<0 i A3=0.

Queda clar que la forma quadratica també és |indefinidal, ja que
el primer menor principal és nul.
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CINQUE cAS. Si O<a<l tenim A;>0 , A3<0 i A3z<O.
Tampoc. no segueix cap regla, en conseqiiéncia la forma

quadratica és també |indefinidal.

SISE cas. Si a=1 tenim A1>0 , Ap=0 i Az=O0.

Per a=1 el rang és r=2, els menors principals s'anul-len a partir
del segon i el primer és positiu. No hi ha dubte, la forma

quadratica és |semidefinida positiva].

SETE caS. Si a>1 tenim A1>0 , A2>0 i A3>0.
Com que tots tres sén positius, resulta finalment que la forma
quadratica és |definida positiva).

COMPROVACIONS:

Es pot comprovar aquesta classificacié trobant els valors propis
de la matriu A. Els resultats sén Aj=a, Ag=a+l i A3=a-1 i la
classificacié segons els signes d'aquests valors propis és:

1) Si a<-1 , 11<0, A2<01i23<0 , definida negativa.

2) Sia=-1 , 11<0, 22=01 A3<0 , semidefinida negativa.
3) Si -1<a<0 , A1<0, 22>01iA3<0 , indefinida.

4) Si a=0 , A1=0, A2>01i A3<0 , indefinida.

5) Si O<a<l , A1>0, 29>01i A3<0 , indefinida.

6) Sia=1 , A1>0, 29>0113=0 , semidefinida positiva.
7) Sia>1 , A1>0, 22>0143>0 , definida positiva.

Fem també la comprovacié d'aquesta classificacié pel métode
dels invariants, que son el rang i la signatura, que és el nombre de

coeficients positius de l'equaci6 canénica, q(U)=d;.x2+dg.y2+d3.22,
on aquests coeficients sén precisament els valors propis:
1) Sia<-1 , p(g)=3, o(g)=0, n=3 , definida negativa.
2) Sia=-1 , plg)=2, ol(q)=0, n=3 , semidefinida negativa.
3) Si -1<a<0 , p(q)=3, olg)=1, n=3 , indefinida.
4) Si a=0 , pl(g)=2, ol(g)=1, n=3 , indefinida.
5) Si O<a<l , pl(g)=8, o(g)=2, n=3 , indefinida.
6) Si a=1 , p(q)=2, o(g)=2, n=3 , semidefinida positiva.
3) Sia>1 , p(g)=3, o(q)=3, n=3 , definida positiva.
Finalment, pel métode dels invariants la forma quadratica és:
Definida positiva: p(g)=n i c(q)=n
Definida negativa: p(q)=n i o(q)=0
Semidefinida. positiva: p(q)=r on r<n i o(g)=r
Semidefinida negativa: p(g)=r on r<n i 6(q)=0
Indefinida: p(q)=c(q) i c(q)=O0.
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80. Utilitzant el métode dels menors principals, classifica la forma
quadratica la de matriu A que té de files f1=(-3 1 -1 1), f2=(1 -4 1 0),
f3=(-11-3 1)i fg=(1 O 1 -4). Fes-ho també pel métode dels valors
propis. Escriu les dues formes canéniques.

Solucié. Apuntem la matriu associada a la forma quadratica,
-31-11
1-410
A=
-11-31
101-4

Trobem tots els determinants menors principals A1, A2, A3 i Aq
que comencen en aj] i acaben en aji, a2, a3z i az4, respect.

=- —-31 =]12-1=
A=-3 , A2_|1_4| 12-1=11
31-1
As=|1-41| =(-36-1-1)-(-4-3-3)=-38-(-10)=-28
11-3
31-11] |2020| [2000] | ,.,
A|l-410[_[1-a10|_[1-420|_5[T%]
11317 F11-31]7}11-41 5
101-4 l101-4 l102-4

Notem que en el primer pas hem fet f;-f3 i en el segon, C3+Cj.
Després hem desenvolupat per adjunts de la la fila.
Continuem desenvolupant per Sarrus,
Agq=-2.[(-64+0+0)-(0-8-8)]=-2.(-64+16)=-2.(-48)=96

En resum, els menors principals sén

[A1=-3] , [A2=11] , [As=-28] i [A4=96]

Si observem els signes veurem que A1<0, A2>0, A3<0 i A4>0.
Com que es van alternant els signes, comencant pel negatiu,
resulta que la forma quadratica és |definida negativa|

Els coeficients de la forma canodnica associada a aquests menors
principals s6n
81=A1=-3 89=Ao/A1=11/(-3)=-11/3
83=A3/A2=-28/11 83=A4/A3=96/(-28)=-24/7
La forma candnica, anomenada de Jacobi, sera, doncs,
[qlx,y.2,0)=-3.x2-(11/3).y2-(28/11).22-(24/7).t2|

Observem que la signatura val o(q)=0, perqué no hi ha cap
coeficient positiu.

Si volem fer el mateix estudi per als valors propis haurem de
trobar en primer lloc el polinomi caracteristic P(A)=1A-1.Al i
després l'equaci6 caracteristica.
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El polinomi caracteristic és
-3-» 1 -1 1
|1 -4-2 1 0
PRSI 1 1 321
1 0 1 -4-A
Fent els mateixos passos que abans, f;-f3 i C3+Cj, tindrem
2-A 0 242 O 20 0 O
P(\)= 1 -42x 1 O =] U -4-» 2 0
-1 1 341 -1 1 -4-4 1
1 0 1 -4-& 1 0 2 -4-2
Desenvolupant per adjunts de la primera fila,

-4 2 0 4+2 -2 O
PM=(-2-0)] 1 -4-2 1 |=2+7N)] -1 4+r -1
0 2 -4-A 0 -2 4+4A

Observem que hem multiplicat tots les tres files per -1 i també
el coeficient: en total 4 vegades per -1, de manera que el signe
queda igual. Desenvolupem ara per Sarrus,

P(\)=(2+1).[(4+1)3-2.(4+1)-2.(4+10)]=(2+1).(4+1).[(4+1)2-4]
Com que l'altim factor és una diferéncia de quadrats,
P(A)=(2+1).(4+1).(4+2+2).(4+A-2)=(2+41).(441).(6+1).(2+1)

L'equacié caracteristica, (2+1)2.(4+1).(6+1)=0, tindra de valors
propis i multiplicitat:

A1=-2 Oc1=2l , |X2=-4 0(2=1l ‘i |X3=-6 (13=1|

Com que els quatre valors propis s6n negatius, aix6é ens indicara
que la forma quadratica és [deﬁnida negativa/.

D'altra banda, si posem aquests valors propis com a coeficients
obtindrem la seva forma candnica associada:

|x,y,2,t)=-2.x2-2.y2-4.22-6.t2]

Notem que la signatura també és c(q)=0, perqué tots els
coeficients s6n negatius (no n'hi ha cap de positiu). Hem
comprovat de passada el teorema de Sylvester, que ens diu que la
signatura és un invariant.
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f) PROBLEMES PROPOSATS

3.1 FORMES BILINEALS

81. Sigui f(U,W)=3.x1.y1-X2.y3+2.X1.y2+5.X3.y3-X3.y2+2.X2.y1 una
aplicaci6 de R3xR3—-R on U=(x),x2,x3) i W=(y],y2,y3). Demostra que f
és bilineal. Es simétrica? Calcula la matriu de f associada a la base
canédnica. De quin tipus és?

320
Sol Simétrica , A= 2 0-1], A simétrica.

0-15

82. Donada l'aplicaci6 f: R2xR2—R definida per f(U,Ww)=IMI, on

U=(x1,x3), W=(y1,y2) i M és la matriu de files f1=(x; x9) i To=(y1 y2).
comprova que és una forma bilineal i antisimétrica. Quina és la matriu
associada A respecte a la base candnica? De quin tipus és aquesta
matriu? ' ’

Sol. flu,w)=-f(v,w) , A=(O1 (1)) , A antisimétrica.

3.2 PRODUCTE ESCALAR GENERALITZAT
83. En l'espai vectorial R2 considerem els productes escalars on
les matrius métriques associades a la base canénica sén
{21 {3 2
A= 1 3 i Ag ( 2 2).
Calcula pels vectors U=(1,-2) i W=(2,-1) el prod. escalar <U{wW>,
les normes JU|| i |[W]], respecte de cadascun d'ells. S6n ortogonals?

Sol. a) <U | W>=5, ||V]I=V 10, [|W|I=V7 , VLW
b) <v IW>=0, [V]I=V3 . Iw|=\6 , Ulw.

84. En R3 considerem una base B={Uj,U2,03} verificant que
<U1lv>=1, <UglUg>=1, <U3lU3>=2, <U;|lU2>=0, <2.U3-U3iU1>=0 i
<2.U2-U313>=0. Calcula la matrin métrica segons la base B i troba
una base ortonormal de R3.

100
Sol A 011
012

Gramm-Schmidt B'={U;, Ug, Us-Ug}.
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85. Demostra que les propietats segiients s6n valides per a
qualsevol producte escalar:

a) (U,1U9=0 & [U+Vall=llU1-Val
b) W11U=0 o [IU+al’=l v’
o) (U14V5|U-U9=0 & |IV4l=lvd

Si després suposes que Uj i U2 sén dos vectors del pla, interpreta
geométricament les tres propietats anteriors.
Sol. a) Rectangle: costats perpendiculars equival a diagonals
iguals. b) Teorema de Pitagores. c) Rombe: diagonals
perpendiculars equival a costats iguals.

3.3 FORMES QUADRATIQUES

86. Donada la forma bilineal f(U,W)=x1.y1+3.X2.y2 €n R2, calcula la
seva f. quadratica associada. Al reveés, donada la forma quadratica
q(u)=2.(x.1)2-6.x1.xz+5.(xz)2. troba la forma bilineal simétrica i dues
formes bilineals més associades.

Sol. qU)=(x1)2+3.(x2)? , f1(U,W)=2.x1.y1-3.X1.y2-3.X2.y1+5.X2.y2
S, fz(u,w)=2.x1.y1-8.x1.y2+2.x2.y1+5.x2.y2
f3(U,UJ)=2.X1.y1—4.X1.y2—2.X2.y1+5.X2.y2.

87. Donada la forma quadratica qlx.y.2)=x2+y2+2.y.z+22, calcula la
matriu associada i busca la base ortonormal en la qual la forma
quadratica queda expressada en forma canonica. Comprova-ho.

Sol. A:(}) (1) (1)) 2=1,0,2 , B={(0,‘._1'_ ;1_), (1,0,0), (o,

11\
ol 2 V2 %75

88. Classifica la forma quadratica q(x.y,z2)=x2+a.y2+z2+2.a.x.z segons
els valors del parametre a, pel métode dels valors propis.

Sol. A=a, 1-a, 14a, O<a<l = Def. posit.
a=0, a=1 = Semid. posit. , a<0 o a>1 = Indef.

89. Per a la forma quadratica q(x,y,z)=3.x2+3.22+4.x.y+8.x.z+4.y Z,
expressa-la en forma canodnica emprant dos métodes: el dels valors
propis i, després, el métode de Jacobi.
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Observa que sén diferents, peré que tenen la mateixa signatura.
Classifica-la pel métode dels invariants.

Sol. a) q(x,y,z)=-x2-y2+8.22 , b) q(x.y,z)=3.x2-(4/3).y2-2.22
p(@)=3 . o(q)=1 , Indef.

90. Classifica les tres formes quadratiques segiients pel métode
dels menors principals: :

a) qlx,y)=-x2-y2+2.x.y b) qlx,y,z)=2.x2-2.x.y+z2
¢) gx y z )=2.x2-2.x.y+y2+2.2242 x.z+t2 :
Comproveu-les també pel métode dels invariants.

Sol. a) Aj=-1<0, A3=0 , semid. negativa.
b) A1=25>0 , Ag=-1<0 , A3=-1<0 , indef.
€) A1=2>0 , A2=1>0, A3=1>0, A4=1>0, def. positiva.
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PROVA D'AUTOAVALUACIO

PROBLEMES PARAMETRITZATS

Presentem a continuacié una série de dotze problemes que, com
és logic, no abasten la totalitat de 1'amplia gamma d'exercicis que es
podrien proposar. Tots aquests problemes de matrius depenen d'un
parametre “a”, que pot valer 1, 2, 3 o 4. Per a cadascun d'aquests
valors s'obté una resposta diferent entre les vuit possibles donades.

En els segiients problemes parametritzats substitueix en primer
lloc el parametre a pel valor que vulguis entre 1, 2, 3 0 4, resol el
problema, escull l'opcié correcta i després fes una creu al quadre de
respostes:

Aplicacions lineals

1. Sigui l'aplicaci6 lineal f: P1—»R3, on P; és el conjunt dels polinomis
p(x) de grau <1, definida per f(p)=(p(2-a), p(3.a), p(4+a)). Troba la
matriu A de f, associada a les bases canoniques dels dos espais. Si
calcules la suma de tots els termes d'aquesta matriu, obtindras:

A) 18 B) 24 C)21 D)15 E)12 F6 G) 9 H) 3

2. Donada la forma bilineal f: R3xR3 —» R3 definida per l'expressio
flxy.2), y.2)= @-1).xx +2.xy +4.X.z +2.y.y +8.y.z' +a.z.z, calcula
la matriu A de la forma quadratica simétrica corresponent a aquesta
forma bilineal. El seu determinant sera

A) 1A1=-20 B) |Al=-15 C) 1A1=-23 D) 1Al=11

E) |Al=-6 F) |A[=28 G) IAl=19 H) |AI=7

8. Partim de la base canodnica de R4, Bc={e], ez, €3, €4} i d'un
endomorfisme f: R4>R4 en el qual es coneixen les imatges dels
vectors U;=€], Ug=B]-89, U3=€1+€2+€3 i U4=€3-B4, ON resulta que
flu,)=(-2a, 4a-3, 7, a+l1), flug)=(-3a, 4a-8, a+3, 3a), flvg)=(2a-2, 6a+2,
11, 5-a) i flv4)=(3a-6, a+1, 3a-6, a+3). Emprant el fet que f és una
aplicacié lineal, troba la matriu A de f en la base canonica. La seva
traca T=a)]+ago+az3+aq4 sera

A) 1=-2 B) 1=3 C) 1=4 D) 1=-1

E) 1=-4 F) 1=1 G) 1=2 H) 1=-3
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4. En els espais vectorials V i W considerem les bases inicials
respectives Bj={U), Ug}i Ci={W ), W2} i una aplicacié lineal f: V-»W
determinada per les imatges f(U))=3.W+(a-1).Wq i f(U9)=2.W 1+a.Wag.
Quina és la matriu A de f?

Es fa ara un canvi de base en V de base final Bf={U';, U5} i on se sap
que V'1=(3-a).U;+2.U2 i V'9=3.U1+(2-a).V2. També es fa un canvi de
base en W on la base final és Cf=(W';, W's) i on W' =(a+1).W+a.Wwo i
W'o=a.wji+(a-1).ws. '

Quines sén les matrius de pas respectives P i Q que relacionen les
bases inicials amb les finals? Si calcules la matriu Af de l'aplicacié
lineal respecte a les bases finals, veuras que el terme aj; valdra:

A) a;1=2 B) a;;=8 C) a;1=17 D) a;1=3

E) aj1=10 F) a;1=5 G) a;1=15 H) a;1=12

5. Donada l'aplicaci6 lineal f: R35R3 que té per matriu, associada a les
bases candniques, la matriu A de files fi=(a 1 2), fo=(1 O 4-a)i
f3=(2a-1 2 a), calcula el nucli N(f) i la imatge I(f). Veuras que les
seves bases sén B[N(f)l={v1} i BlI(f}]={w1=(1,0,2), ws}, on:

A) v1=(-3,1,1), wo=(0,1,-1) B) v1=(-2,2,1), w2=(0,1,-2)

C) v1=(-1,1,1), wg=(0,1,-1) D) v;=(0,-2,1), wo=(0,1,-1)

E) v1=(-2,2,1), wo=(0,1,-1) F) v1=(0,-2,1), wo=(0,1,-2)

G) v1=(-3,1,1), w9=(0,1,-2) H) v;=(-1,1,1), wo=(0,1,-2)
Diagonalitzaci6

6. Donada la matriu A que té per files f1=(9-a 0 2.a+1), fo=(0 9-a 0)
if3=(2.a+1 0 9-a), troba l'equacié caracteristica i determina els seus
valors propis. La seva suma és

A) S=24 . B) S=21 C) S=27 D) S=12

E) S=15 F) S=18 G) S=6 H) S=9

7. Una matriu A té de valors propis Aj=-a i A9g=2a, amb indexs de
multiplicitat a;=2 i ag=1, respectivament. Escriu la matriu diagonal i
troba l'equacié caracteristica. Si a partir d'a%ui calcules la matriu
inversa A-l, veuras que sera de la forma A-1=(A2-m.)/n, on m i n sén,
respectivament:

A)9i12 B) 27 i 54 C) 481128 D)641 144

E) 36 i 48 F) 21 i 32 G)3i2 H) 121 16
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8. Donada la matriu A de files f1=(3 -4) i f2=(1 -2), comprova que una
matriu diagonal D és la de termes d;;=2 i dgo=-1. Calcula els vectors
propis, la matriu de pas P que la diagonalitza i la poténcia emésima,
Am, on els seus termes ay son funcions de m.

Finalment, si tens el parametre a=1, digues només el terme ajj, si
tens a=2 el ajo, si a=3 el ag] i si a=4 el az2. Obtindras la segiient
expressié en funcié de l'exponent m:

A) [4.27 - (-)m]/3 B) 4.[-1)™ - 271/3

C) [4.2m + (-1)m+1]/3 D) - [2m + (-1)m+1]/5
E) [20 + (-1)™+1]/5 F) [4.-1)® - 2m]/3

G) [2m - (-1)m]/3 © H) -4[2m + (1)m+1]/5

9. Per a la matriu A de files fj=(a m n), fo=(m a p) i f3=(n p a), on
m+n+p=1, se sap que els seus vectors propis sén vi=(1,-1,1),
v9=(1,1,0) i v3=(0,1,1). Si per mitja de la definici6 de vector propi
trobes els seus valors propis corresponents, veurds que son de
multiplicitats 1 i 2, i obtindras:

A) 2,55 B) 1,4 4 C)-1,0,0 D) 1,5,5

E)1, 3,3 F) O, 3 3 G)-1,2,2 H)-2,1,1

Formes quadratiques

10. Tenim f[v, w]=(5-a).x1.y1+(a+2).x1.y2+(a—2).xz.y1+(a+1).x§.y2, on
U=(x], X9) i W=(y], y2) és una forma bilineal f: VxV-R que defineix el

producte escalar generalitzat <U|W >=f[v, w]. Escriu la matriu
métrica A de manera que sigui una matriu simétrica.

Si els vectors sén U=(1, -1) i wW=(2, m), quin ha de ser el valor de
m perqué siguin ortogonals els dos vectors en aquest producte
escalar generalitzat?

A) m=4 By m=6  C) m=-8 D) m=-6
E) m=2 F) m=-4 G) m=-2 H) m=8

11. Un producte escalar generalitzat €s definit per la matriu meétrica
A que té per files f1=(4 2 1), fo=(2 5 0)if3=(1 O 3). Donats els
vectors U=(6-a, 5-a, 4-a) i wW=(3-a, 2-a, 1-a), calcula el producte
escalar i les seves normes. Si ara trobes I'angle que formen, obtindras
aproximadament:

A) 0=12° B) a=72° C) a=52° D) a=32°
E) a=82° F) a=22° G) a=62° H) 0=42°
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12. Siguin les cinc formes quadratiques q(x,y,z) definides per

q1=-%2-y2-z2+2xy qo=-2x2-2y2-22+2xy+2yz
q3=3x2+5y2+322-2xy+2x2-2yz
q4=3x%2+2xy+2x2+4yz Q5=2x2+y2+22-2xy-2x2z

Apunta en primer lloc la matriu simétrica associada i estudia la seva
classificacié pel métode dels menors principals, dient si és definida
negativa (DN), semidefinida negativa (SN), indefinida (I), semidef.
positiva (SP) o bé def. positiva (DP). Segons el valor del teu
parametre, fes unicament les formes quadratiques Qqa i Qa41.
Obtindras respectivament les classificacions:

A) DP, SP B) I, SN C) DN, I D)DP, I
E) I, SP F) DN, DP G) SP, SN H) SN, DN
QUADRE DE RESPOSTES:

AEE [EAEE [EEE
EOE | BOE | EOME
HeE | HEE | BEE

_ Izetsprei:s de gi:soldre
ots els problemes,
I_R—I O EI fes unaIzzreu ales

El EI @ respostes que

consideris correctes.

=1E]1[]
21 O[=]
ElE]le]

Bl ]
O

=]
]1O[]
1k]le]

Si creus que la resposta
no figura entre les vuit
donades, posa la creu
al cercle central.

[a][5][¢]
[p] O [e]
el lal [x]

[a][E][d] | [a][E][c]
IO | RIOIz]
[rllcl[x] | [#][cl[a]
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Puntuacié6:
Respostes encertades: [ | Punts positius (x4): [ ]
equivocades: [ | negatius (x(-1): [ ]

Puntuacidtotal: [ ]

Respostes correctes en funci6 del parametre:
(a=1, 2, 31 4, respectivament)
P;: E-D-A-C Py: H-E-B-A P3: B-F-D-H P4: A-D-E-C
P5: A-E-C-D Pes: A-B-F-E P7: G-H-B-C Pg: A-B-G-F
Pg: G-F-B-A Pjo: B-E-G-D P11: C-G-E-H Pjo: H-F-D-E

Qualificaci6:

Per obtenir la nota N farem servir la “Part entera”, on prendrem
I'enter inferior a la puntuacié donada. Aixi, E(5'3)=5. Pel que fa a la
qualificacid, ens basarem en ¢l barem segiient:

Susp.(N<5) Apr.(55N<7) Not.(7<N<9) Exc.(N29)

Nota [N=E(P+3)/5]: [ | Qualificacié: | |

Si la puntuacié no ha estat prou alta, es pot tornar a resoldre la
prova, repassant abans els conceptes i exemples, per6 ara emprant
un valor diferent per al parametre “a”, que ha de ser 1, 2, 3 o 4.
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GLOSSARI DE CONCEPTES

Exposem a continuacié un recull dels termes matematics emprats,
seguits de la pagina en qué es poden trobar. Els niimeros en negreta
indiquen que la paraula és a la part de “Formulacié matematica”. En
cas contrari, soén a la part de “Conceptes i exemples”:

- A -

Abelia, grup 21 34
Algebraica, estructura 15 31
Alternada, for. bilineal 134 150
Anell no commutatiu 24 36
Angle entre vectors 141 152
Aplic. lineals, compos. 23 35
conjunt 21 34
matrius, isomorfisme 23
Aplicaci6 bijectiva 14 30
bilineal 133 149
composta 23 35
exhaustiva 14 30
idéntica 24 36
injectiva 14 30
inversa 24 36
lineal 16 31 132 149
Aplicaci6 lineal, equac. 20 33
imatge 28 37
nucli 27 36
rang 19 33
Aplicacio prod. escalar 22 35
suma 21 34
Aplicacid, definicié 14 30
Associada, matriu 19 33 135
150
Associada, matriu simétrica
144 154
Automorfisme 16 32

QQ

Bilineal, aplicacié 133 149
forma 133 149

- @ -

Base ortonormal 142 153

Base, canvi de 26 36 86 92 136
139 151 152

Bases, diagrama de 25 36
matrius 18 32

Bijectiva, aplicaci6é 14 30

Canoénica, equaci6é 144 154
Canvi de base 26 36 86 92 136
151 152 139
Canvi de base, invarianc. 86 93
Caracteristic, polinomi 84 92
Caracteristica, equaci6é 84 92
Cauchy-Schwarz, desigualtat
140 152
Cayley-Hamilton, teor. 87 93
Coeficients de Jacobi 145 154
Coeficients positius 146 154
Components, diagrama 26 36
matrius 18 32
matrius 135 150
Composicié aplicacions lineals
23 35
Composta, aplicaci6é 23 35
Condicions linealitat 16 31
Condicié doble 16 31
unica 16 31
Conjunt aplic. lineals 21 34
coefic. positius 146 154
final 14 30
formes lineals 132 149
imatge 14 30
inicial 14 30
producte 14
Correspondéncia 14 30

oD =

Definida negativa 146 154
positiva 146 154
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Desigualtat triangular 140 152
Cauchy-Schwarz 140 152

Diagonal, matriu 88 93

Diagonalitzable, endom. 89 94
matriu 89 93

Diagrama de bases 25 36
components 26 36

Dimensié subespai propi 85 92
Dimensié, teorema 29 37
Doble, condici6é 16 31

Dual, espai 132 149

-8 -

o @ =

Generalitzada, norma 140 152

Generalitzat, producte escalar
137 151

Grafo 14
Gramm-Schmidt 142 153
Grup abelia 21 34

- -

Endomorfisme 16 32
diagonalitzable 89 94

Epimorfisme 16 32

Equacions aplic. lineal 20 33

Equacié canédnica 144 154
caracteristica 84 92
forma bilineal 135 150

Escalaritat, propietat 140 152
Espai dual 132 149

Espai vect. apl. lineals 22 35
Espectre d'una matriu 85 92
Estables, subespais 83 91
Estructura algebraica 15 31
Euclidiana, norma 140
Euclidia, producte escalar 137
Exhaustiva, aplicaci6é 14 30

- -

Homomorfisme 15 31

=1 -

Idéntica, aplicaci6 24 836
Imatge aplicaci6 lineal 28 37

Imatge, conjunt 14 30
matriu 18 32

Indefinida, f. quad. 147 154
Independents, subespais 83 91

Inicial, conjunt 14 30
matriu 136 151

Injectiva, aplicacié 14 30
Invariancies 86 93
Invariants, métode 148 155
Inversa, aplicaci6é 24 36

Isomorfisme 16 32
aplicacions-matrius 23

o o

Final, conjunt 14 30
matriu 136 151
Forma bilineal 133 149
alternada 134 150
no negativa 134 150
simétrica 134 150
Forma bilineal, equac. 135 150
Forma lineal 132 149
Forma quadratica 143 153

Forma quadrat., rang 146 154
signatura 146 154

Formes lineals, conjunt 132
149 .

Funci6, definicio 15

Jacobi, coeficients 145 154
métode 145 154

oL -

Lineal, aplicaci6 16 31 132 149
Lineal, forma 132 149
Linealitat, condicions 16 31

- M -

Matriu assoc. 19 33 135 150
de pas 136 151
diagonal 88 93
diagonalitzable 89 93
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final 136 151

imatge 18 32

inicial 136 151

métrica 138 152

ortogonal 90 94

simétrica 90 94

simét. associada 144 154
Matriu, espectre d'una 85 92

poténcies d'una 89 94
Matrius bases 18 32

components 18 32 135 150

de pas 25 36

-aplicacions, isomorf. 23
Menors principals 145 154
Menors prin., métode 147 155
Meétode d'ortogonalitz. 142 153

de Jacobi 145 154

dels invariants 148 155

menors principals 147 155

vaps 145 147 154 155
Meétrica, matriu 138 152
Mixtos, termes 144
Monomorfisme 16 32
Multiplicitat valor propi 85 92

N

Polinomi caracteristic 84 92
Positius, conj. coefic. 146 154
Positiva, definida 146 154
semidefinida 146 154
Poténcies d'una matriu 89 94
Principals, menors 145 154

Producte escalar euclidia 137
generalitzat 137 151
per escalar, aplicacié 22 35
Producte, conjunt 14
Propi, subespai 82 91
valor 82 91
vector 82 91

< =
=

Quadratica, forma 143 1563
Quadriatics, termes 145

R =

Rang aplicaci6 lineal 19 33
forma quadratica 146 154

-8 -

Negativa, definida 146 154
semidefinida 146 154

No commutatiu, anell 24 36

No negativa, for. bilin. 134 150

No-negativitat, prop. 140 152

Norma euclidiana 140
generalitzada 140 152

Nucli aplicaci6 lineal 27 36

- @ -

Ordre matriu associada 19 33
Ortogonal, matriu 90 94
Ortogonalitzaci6, mét. 142 153
Ortogonals, vectors 141 153
Ortonormal, base 142 153
Ortonormals, vectors 142 153

o P o

Semidefinida negativa 146 154
positiva 146 154
Signatura for. quadr. 146 154

Simétrica, for. bilineal 134 150
matriu 90 94
matriu associada 144 154

Subespai propi 82 91

Subespai propi, dim. 85 92

Subespais estables 83 91
independents 83 91

Suma, aplicaci6 21 34

= =

Pas, matriu de 25 36 136 151

Teorema de la dimensi6 29 37
Cayley-Hamilton 87 93

Termes mixtos 144
quadratics 145

Traca 86 93
Triangular, desigualtat 140 152
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- -

Unica, condicié 16 31
Unitari, vector 140 152

-V =

Valor propi 82 91
Valor propi, multiplicitat 85 92

Valors propis, métode 145 147
154 155

Vaps i veps 84 92
Vector propi 82 91
unitari 140 152
Vectorial, espai apl. lin. 22 35

Vectors ortogonals 141 153
ortonormals 142 153

Vectors, angle entre 141 152
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