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PROLEG

Oferim als estudiants universitaris i als lectors interessats aquesta
guia didactica de la matematica universitaria com a fruit dels nostres
anys de docéncia de les matematiques a la Universitat. El resultat
final ha esdevingut una col.leccié de setze petits volums agrupats en
els dos méduls d'Algebra Lineal i de Calecul Infinitesimal.

Per raons de contingut el mddul d'Algebra Lineal s'ha subdividit en
les tres parts corresponents d'Algebra Moderna (dos volums:
Conjunts i Estructures), Algebra Matricial (tres volums: Matrius,
Determinants i Sistemes d'equacions) i Algebra Vectorial (tres
volums: Vectors, Endomorfismes i Geometria Analitica)l, mentre que
el modul de Calcul Infinitesimal agrupa les tres parts corresponents a
Calcul Funcional (dos volums: Funcions i Continuitat), Calcul
Diferencial {quatre volums: Derivades, Corbes, Derivades parcials i
Optimitzacid) i Calcul Integral (dos volums: Integrals i Equacions
Diferencials).

El primer volum de la colleccid, «Algebra Moderna: Conjunts,
Relacions i Aplicacions», s'inicia amb les nocions primaries de
conjunt, element i pertinenga que constituixen el pilar basic del
llenguatge matematic. Tot seguit tractem el tema de les relacions
biniries entre els elements d'un conjunt, destacant-hi entre elles les
relacions d'equivaléncia que, com veurem en €l proper volum,
permetran la fonamentacié de les diferents classes de nombres.
Finalment, es tracten les aplicacions entre conjunts, un concepte que
es desenvolupara plenament en l'estudi del Calcul Funcional.

Creiem que, en l'estudi de la Matematica, l'alumne universitari
podra servir-se d'aquesta guia didactica tant per a la confeccid dels
seus propis apunts com en l'estudi dels diferents temes que
conformen les assignatures corresponents a les matéries tractades.
Per aguest motiu es presenta una breu Bibliografia escollida
classificada en basica i addicional, segons el grau de dificultat que
presenta.

Exposem €l Programa i la Simbologia, on indiquem els conceptes
que l'integren, conjuntament amb el simbolisme que farem servir al
llarg de l'obra. Hem procurat fer un programa racional en qué els
conceptes es van deduint els uns dels altres de manera logica.

En cada volum es destaca especialment el contingut en Conceptes i
Exemples, de gran importancia per a la comprensié de les matéries
tractades, en les quals, sovint, es prescindeix de demostracions
formalistes d'acord amb l'esperit de l'obra, que, com el seu titol
indica, pretén ser una guia didactica.



A continuacid presentem una Formulacié matematica, expressada
en simbols formals dels conceptes estudiats, que ajudaran, sens
dubte, a la rigorositat en la reschucié de giiestions 1 problemes.

Seguim el desenvolupament amb la part dedicada a l'estudi de
Problemes resolts. Es important que I'estudiant comprengui fins a
I'Gltim detall aquests problemes, que, en realitat, sén una continuitat
en grau de dificultat dels exemples senzills estudiats anteriorment.

Presentem després una col.leccié de Problemes proposats amb la
intencié que el lector els resolgui de manera natural mitjangant els
coneixements adquirits als apartats anteriors.

A T'apéndix s'inclou una Prova d'autoavaluacié que consta d'una
sériec de “problemes parametritzats”; és a dir, problemes que
depenen d'un parametre (a=1,2,3,4). Per a cada valor del parametre
la solucié sera diferent i estari inclosa entre alguna de les vuit
possibles. Aquest tipus de problemes es podra resoldre quatre
vegades amb niimeros diferents.

Finalment, a més de la Bibliografia escollida, un Glossari de tots els
conceptes matematics exposats al llarg de 1'obra en facilita la rapida
localitzacid.

Girona, octubre de 1995

Els autors
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

1.1 CONJUNTS I ELEMENTS.

1)

2)

3)

Nocions primaries. Conjunts (A,B,C,...), elements
(a,b,c,...}), pertinenga (e), no pertinenca (¢), diagrames
de Venn. '

Determinacié d'un conjunt. Determinacid per extensio i
per comprensio.

Cardinal d'un conjunt. Cardinal (n(A)). Conjunts
referencial, universal (U), buit (&) i unitari.
Quantificadors universal (V), existencial (J) i existencial
unic (3). Conjunts finits, infinits nurmerables i infinits
no numerables. :Conjunts numérics (N, No, Z, Q, RiC).

1.2 SUBCONJUNTS D'UN CONJUNT.

1)

2)

3.)

Simbols lagics. Conjuncions disjuntiva (V) i copulativa
(A}, implicacions (= i <), equivaléncia ().
Subconjunts. Definicid, inclusié amplia (ASB) i estricta
(A<=B). Conjunts comparables (A=B). Subconjunts
impropis i propis. Propietats de la inclusié de conjunts.
Conjunt de les parts. Definicid (g (A)), cardinal del
conjunt de les parts (o[ g2(4)]).

1.3 OPERACIONS CONJUNTISTES.

1)

2)
3)

4)

Operacions basiques. Complementacid (A'), interseccio
{AnB]} i unié (AuB): definicions, propietats, cardinal de
la unié (n(AuUB)).

Propietats operacionals. Lleis de Morgan, regla de la
dualitat.

Partici6é d'un conjunt. Conjunts disjunts i disjunts dos
a dos, conjunts recobridors, particid.

Diferéncia de conjunts. Diferéncia (A-B) i diferéncia
simétrica (AAB), propietats.
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c) CONCEPTES 1 EXEMPLES
1.1 CONJUNTS 1 ELEMENTS

1.1.1 NOCIONS PRIMARIES. Un conjunt és una colleccié ben
determinada d'objectes, anomenats elements, que direm gque
pertanyen al conjunt.

Designarem els conjunts amb lletres majiiscules AB,C,... i els
elements amb minnscules i, per expressar que un element forma
part d'un conjunt, emprarem el simbol de pertinenca (e). Si no hi
pertany, emprarem el de no pertinenga (¢).

Per refor¢ar la nostra imaginacid, ens servirem de Diagrames de
Venn, on els conjunts venen esquematitzats per rectangles o
circumferéncies i els elements, per punts.

Exemple 1. Les vocals de l'alfabet formen M
un conjunt A que consta de cinc elements: *a

a &Lou e ?i
Com a és una vocal, escriurem aA. .
En canvi, com b no ho és, posarem b A 0 U

1.1.2 DETERMINACIO D'UN CONJUNT. Un conjunt queda ben
determinat si s'expressa per extensis, enumerant tots i cadascun
dels seus elements i situant-los entre claus ({}).

També es pot determinar per comprensio, indicant una propietat
que serveixi per determinar tots els elements del conjunt. En aquest
cas farem servir el simbol “tal que” (/). '

Exemple 2. El conjunt C de les provincies de Catalunya el podem
escriure per extensio:
. C={Barcelona, Tarragona, Lleida, Girona}

Per escriure’l per comprensi6, emprarem la indeterminada x, que
podra ser gualsevol provincia:
C=[x / x és una provincia de Catalunya}.

1.1.3 CARDINAL D'UN CONJUNT. S'anomena cardinal dun conjunt A,
i el simbolitzem per n(A}, el nombre d'elements que té el conjunt.

El conjunt que es pren com a base és el conjunt referencial. Si un
conjunt d‘aquest referencial consta de tots els elements possibles,
s'anomena corjunt universal, i es simbolitza per (U). En canvi, si no

té cap element, s'anomena conjunt buif, i es designa per ().

Un corjunt unitari és l'integrat per un sol element, un conjunt
binari tindria dos elements, etc.
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Exemple 3. Si suposem com a referencial el conjunt de nombres
imparells positius, 1={1,3,5.,...}), i considerem el conjunt
A={Imparells divisibles per 1} veurem que A=U=l,

En canvi, si el conjunt fos :
B={Imparells divisibles per 2} tindrem que B=

Fianlment, si els conjunts sén ara

C={Imparells inferiors a 3} 1 D={Imparells inferiors a 5}-
veurem que C és un conjunt unitari i D un de binari, perqué estan
constituits per un i dos elements, respectivament.

Per expressar correctament el fet que tots els elements pertanyin
a un determinat conjunt, s’ha de fer servir I'anomenat quantificador

universal, simbolitzat per (V¥), i que es llegeix “per a tot element”.

En el cas que sabem que almenys un element pertany al conjunt,
utilitzarem el guantificador existencial (3), que es llegeix “existeix
almenys un element”.

En el cas que no hi hagi cap element que hi pertany, podrem
escriure (@), que es llegeix “no existeix cap element”.

Si sabem que sols hi ha un element, llavors emprarem el

quantificador existencial tnic, (§] {o també 3*) i que es llegeix
“existeix un sol element”.

Exemple 4. De l'exemple anterior, veiem que VxeA es verifica que x
és un imparell divisible per 1.

Del conjunt B podem escriure, Axel / xeB, és a dir, tal que x sigui un
imparell divisible per 2.

Pel conjunt C tenim que 3*xel / xe C, o sigui, existeix un sol imparell
que pertany a C.

Finalment, del conjunt D deduim, Jxe! / xeD. Expressat en paraules,
direm que existeix almenys un element de I que perfany a D.

Atenent al nombre d'elements, un conjunt pot ser finit, infinit
numerable (si es poden comptar ordenadament tots els seus
elements sense que ens en deixem cap} o infinit no numerable.

Entre els conjunts numérics que emprarem, a més dels parells,
imparells i el del nombres primers, destaquem els conjunts de
nombres naturals (MN={1,2,3,...}), els naturals ampliats
(Np={0.1,2,3,...}0, els enters (Z={...,-2,-1,0,1,2,...}), i també els
racionals (Q), els reals (R) i els complexos (C).

Exemple 5. El conjunt A={lletres del Quixot), encara que sigui molt
gran és un conjunt finit. Per contra, tots els conjunts numeérics
anteriors son infinits.

Els quatre primers, N, Np, Z i Q s6n infinits numerables, perd els
dos dltims, R i C, son infinits no numerables (més endavant
estudiarem que no es poden comptar).
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1.2 SUBCONJUNTS D'UN CONJUNT. .

1.2.1 SIMBOLS LOGICS. Siguin P i Py dues propietats que ens poden
«servir per a determinar conjunts per comprensié. Per a designar-que
un element compleix almenys una d'aquestes dues propietats,
utilitzarem la conjuncid disjuntiva (v) que es llegeix “o”. Es a dir, que
es verifica P;, o bé Py, podent-se verificar a la vegada les dues
propietats.
Si s'han de complir a la vegada les dues propietats, emprarem la

conjuncid copulativa (A), que es llegeix “i".

Exemple 6. Del referencial dels nombres naturals N, siguin les

propietats Pi=eser parells 1 Po=«ser imparells. Definim els conjunts

A=[xeN /Py v Pz} i B=[xeN / Pj A P2}
Es evident que obtindrem A=U (=N} i B=&.

Si de la propietat P; es dedueix légicament Pg, el simbol que
adoptarem sera el de la implicacié logica (=) que es llegeix “si P
llavors Pg”.

A la inversa, si per complir-se Pg fa falta P;, ens servirem del
simbol d'tmplicacid logica (<) que es llegeix com “Pg sols si P;”.

En el cas que de P) es dedueixi Pa, i viceversa, emprarem el
simbol d'equivaléncia logica (<), que es pot llegir com “P; equivalent
a P2”, 0 també com “P; si i sols si Po”.

Exemple 7. En N siguin les propietats P1.=¢ser imparells i Po=«ser
miltiple de 2 menys 1. Observem que

Pi=Pz i Pi<=Pa Pertant. P1 =P
O sigui, les dues propietats sén equivalenits.

1.2.2 SUBCONJUNTS. Direm que A és un subconjunt del conjunt B, i
escriurem AcB, si cada element de A és també un element de B.
Aquest simbol de contingut s'anomena d'inclusié amplia perqué pot
donar-se el cas de A=B.

També es pot fer servir el simbol d'inclusié estricta, AcB,
remarcant ara que A=B.

Exemple 8 Durant el mes de juny i en I'examen de Matematiques
(Algebra i Calcul), siguin ¢l referencial U=[alumnes matriculats) 1 els
conjunts A={aprovats d'Algebral, B=laprovats de Matematiques} i

C={aprovats de Calcul]. Es clar que BCA i també que B<C,

Y ¢

- EO
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Direm que A i B sén dos conjunts comparables, i ho podem
simbolitzar per A=B, si i sols si A és un subconjunt de B o bé B és un
subconjunt de A. Es a dir, si un és a dins de l'altre.

Exemple 9. De l'exemple anterior veiem que A i C no sén

comparables, perqué ni ACC nitampoc CCA, sempre i quen els dos
examens parcials siguin independents.

Els conjunts buit @ i universal U sempre sén subconjunts de
l'universal U; per aquest motiu s'anomenen subcorjunts impropis.
Evidentment, els altres subconjunts de U seran els subcornjunts

propis.

1.2.3 CONJUNT DE LES PARTS. Donat un conjunt A, anomenem

corjunt de les parts de A, i el simbolitzem per P (A), aquell conjunt
que té per elements tots els subconjunts de A. Per trobar tots aquests
subconjunts d'una manera ordenada podem fer servir un diagrama en
arbre.

El cardinal del conjunt de les parts, n{P(A)], és el nombre total de
subconjunts de A i, degut a que cadascun dels n elements de A pot

pertanyer o no al subconjunt, tindrem que nfP(A)]=27.

Exemple 10. Prenem el conjunt de vocals fortes, A={a, o, ul. En total
hi haura 23=8 subconj. que els trobem amb un diagrama en arbre:

{uj
{o}
fo.u}
{a}
{a,u}
(a,0}
A

1.3 OPERACIONS CONJUNTISTES

1.3.1 COMPLEMENTACIO, INTERSECCIO I UNIO. Sigui un conjunt A
del referencial U. El conjunt complementari del conjunt A,
simbolitzat per A', és el format per tots els elements del referencial
U que no pertanyen a A.

El conjunt interseccié de dos conjunts A i B, denotat per AnB és
el conjunt de tots els elements del referencial U que pertanyen a la
vegadaa AiaB.
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De manera similar, el conjunt unid, simbolitzat per AUB, sera el
conjunt de tots els elements de U que pertanyen a A o a B.
Esquemiaticament, els diagrames de Venn sén:

AnB= AUB=[FH

Per a trobar el cardinal de la uni6, o nombre d'elements de AUB,
tindrem en compte que primer haurem de sumar els cardinals de A i
B, perd després haurem de restar-li el de la interseccid, perqué
aquest s'haura comptat dues vegades.

Exemple 11. En el referencial de les lletres de PITAGORES, siguin els
conjunts A={i, t, a, g o] i B={g, o, r. e}]. Els dos conjunts
complementaris sént A'={p, r, e, s}i B'=[p. 1. t, a. s].
El conjunt intersecci6 és ANB=[g, o} i el c. uni6 AuB={i, t, a, g, o, 1, €}.
Per altra banda, el cardinal de la unié, n(AuB), que és 7, el podem
trobar amb la {érmula:

n(AUB) = n(A)+n(B)-n(ANB) = 5+4-2 = 7,

1.3.2 PROPIETATS OPERACIONALS. Entre les propietats de les
operacions conjuntistes, sén importants les dues leis de Morgan:

M;) “El complementari de la interseccié és igual a la unié
dels complementaris”.

M3] “El complementari de la unié és igual a la intersecci6
dels complementaris”.

Exemple 12. En el referencial de les lletres de PITAGORES de
l'exemple anterior, on A=(i, t, a, g, o} 1 B={g, o, r, ¢}, tenim que

{AnB)=(AJUB) =[p. i, t, a, 1, e, s} itambé (AUB)={A)N(B) =[p, s}.

També podem observar que es compleix la regla de la dualitat:

“Donada una certa propietat, si es permuten les
operacions d'interseccié i d'unié, i també el buit i
l'universal, en resulta una altra propietat que s'anomena
propietat dual de l'anterior”.

Exemple 13. En la operacid d'interseccié tenim la propietat
d'absorcid, An@=2, on & és un element abserbent, ja que es “menja”
qualsevol conjunt,

Canviant ~ per U i també & per U, tindrem la propietat dual: AuU=U.
Es a dir, l'universal sera un element absorbent per la unié. Igualment
es poden comprovar totes les altres propietats duals,
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1.3.3 PARTICIO D'UN CONJUNT. Direm que A i B son dos corjunts
disjunts si no tenen cap element en comi; és a dir, si la seva
interseccid és el conjunt buit. Més endavant estudairem un concepte
similar d'intersecci6 de més de dos conjunts i en direm conjunts
disjunts dos a dos.

De manera similar, direm que A i B sén dos corjunts recobridors si
la seva unid és igual al conjunt que ens serveix de referencial. Per an
conjunts, la definicié és igual: els conjunts donats han “d'emplenar”
tot el conjunt referencial.

Si els conjunts Aj, As,..., An, s6n a la vegada disjunts dos a dos i

recobridors, direm que formen una particié del referencial.

Exemple 14. Amb el referencial U=ip. 1, t, a, g, o, 1, e, s}, formem els
conjunts de sil.labes: Aj=(p, 1}, Ag=lt, a}, Aa=[g,0} i Ag={r, e, s}. Esven

que aquests guaire conjunts formen una particié de U, perqué

AlNfo= , AlnAz=0 , AlNA=0 , AgnAz=d .efc
ATUAsVAZUAL=U o .

D'aquesta manera, ¢l conjunt U ha quedat "partit”™ en quatre
subconjunts, de manera similar als rajols que formen el terra d'una
habitacio.

1.3.4 DIFERENCIA DE CONJUNTS. Donats dos conjunts A'i B,
definim el seu conjunt diferéncia, i €l denotem per A-B, com el
conjunt: de fots els elements que sén de A, perd que no sén de B.

Es evident que la diferéncia de conjunts no té ni la propietat
commutativa ni l'associativa. Per solventar aquesta dificultat, definim
la diferéncia simétrica de conjunts.

D'aguesta manera, el conjunt diferéncia simétrica, simbolitzat per
AAB, és el conjunt dels elements que pertanyen a la unid, peré no a la,
interseccid. Es pot veure que el conjunt AAB és la unit dels conjunts
A-B i B-A. Aquesta nova operacié disposa ja de les propietats
associativa i commutativa.

Exemple 15. Comtinuant amb I'exemple on U=(p, i, t, a, g o, I, &, 8},
A={i, t, a, g o} iB=lg, o, 1, e}, tenim que A-B=li, t, a} i B-A=[r.e}.

La diferéncia simétrica serd AAB=(AUB)-(AnB) i com que ja sabem
que AUB=i, t, a, g, o, T, e} 1 AnB=(g, o}, tindrem AAB={i, t, a. r. €}
Observem que, efectivament. AAB=(A-BJuU(B-A).



18 ALGEBRA MODERNA

d) FORMULACIO MATEMATICA

Conjunts especials

Conj. Universal: U={x / x=x} Conj. Buit: @={x / x#x]

Subconjunt d'un conjunt

Definicié: AcB < | VxeA = xcB ]
Conjunts comparables: A=B < [ACB v BcA|

Propietats de la inclusid:
Reflexiva: ACA . Antisimétrica: AcB A BCA = A=-B
Transitiva: ACB ABcC = AcC Acotacid: OACU

Conjunt de les parts: @(A)={X / XA} Cardinal: n[ g (A)]=22®)

Complementaci6

Conjunt complementari: A'={xeU / x¢ A}

Propietats de la complementacio:
Involucid: (A")'=A Comp. del buit: &'=U
Inclusid: ACB < B'cA Compl. de l'universal: U'=0

Interseccié de conjunts

Definicié: A~B=(z / xcA A xeB}
Conjunts disjunts: AnB=

Propietats de la interseccio:
Commutativa: AnB=BnA Associativa: (AnNB})NC=AN(BNC)
Incll;;siva: XA A XcB & XcAB
Conformitat: AcB < A~B=A Idempoténcia: AnA=A
Absorcit: AnZ=@ El. neutre: AnU=A
Complementarietat: ANA'=C




TEORIA DE CONJUNTS 19

Unié de conjunts

Unid de Conjunts: AUB={x / xeA v xeB}

Cardinal de la uni6: n(AUB)}=n{A)+n(B)-n(AnB) n(AUBUC)=
=n(A)+n(B)+n(C)-n(A~B)-n(ANC)}-n(BNC)+n(ANBNC)

Conjunts recobridors de A: A;UAsu...Ag=A

Propietats de la uni6:
Commutativa: AuB=BuUA Associativa: {AUB)UC=AU(BUC)
Inclusiva: AcX A BCX & AUBSX
Conformitat;: AcB < AuB=B Idempoténcia: AUA=A
Absorcio: AUU=U El. neutre: AUZ=A
Complementarietat: AUA'=U

Particié d'un conjunt

Definicid:  AMA=D Vij=1,2,..n i A UpAi=A

Altres propietats duals
Distrib.: AN(BUC)=(ANB)UANC) AUBAC)=(AUB)N(AUC)

Simplificacié (o absorcio):An(AUB)=A AU(ANB)=A
Lleis de Morgan: (AnB)'=A'UB’ (AUB)'=A'NB'

Diferéncia de conjunts

Definicions: A-B={x / xeA A 2¢B}] A-B=ANB'

Propietats de la diferéncia: (En general)
No commutativa: A-Bz2B-A No associativa: {A-B)-CzA-(B-C)

Diferéncia simétrica

Definicions: AAB={x / xcALB A xzANB}

AAB=[AUB)-(ANB) AAB=(A-B)u(B-A)
Propietats de la diferéncia simeétrica:
Commutativa: AAB=BAA  Associativa: (AAB)JAC=AA(BAC)




20 ' ALGEBRA MODERNA

e) PROBLEMES RESOLTS
1.1 CONJUNTS I ELEMENTS

Determinacid per extensié i comprensid

1. Determina per extensio els segiients conjunts numérics, donats
per comprensié: A={x / x és un nombre natural divisor de 36}, B={x /
x és un nombre primer inferior a 20}, C={x / x2-7x+10=0} i D={x /

xeZ i |x|<3). Quin és el cardinal de cadascun d'aquests conjunts?

Solucid. ‘
A) Descomponent en factors primers obtenim 36=22.32
Els seus divisors naturals sén: 1 2 4
3 6 12
9 18 36

Per tant, A={1,2,3,4,6,9,12,18,36}|
El cardinal o nombre d'elements del conjunt serd

B) Fem lataulade nombresnaturals 1 2 3 4 5 6 7

primers fins a 20 i subratllem els 8 9 10 11 12 ‘13 14

multples de 2, 3, 5,.... Obtenim: 15 16 17 18 19 .20 ...
O sigui, els nombres primers, que quedaran sense subratllar

seran: [B={1,2,3,5,7,11,13,17,19}] amb cardinal [n(B)=9

C) Resolem l'equacié de 20 grau x2-7x+10=0 i obtindrem:
e btfb?dac -(-7)(7P-42.1.10 _7+{49-40 _7+V9 _ 7+3

. 2a 2.1 2 2 2
que déna per solucions x1=5 i x9=2.

Aixi, que té per cardinal

D) La desigualtat Ix|<3 equival a -3<x<3, és a dir, a les dues
desigualtats conjuntes x>-3 i x<3. Co a eine pedagdgica de Ix|<3
podem posar #(x)<3 i considerar primer el signe més +x<3 i després
el signe menys -x<3 que, multiplicant per -1 déna, x>-3.

Com que els nombres han de ser enters (xeZ) deduim que el
conjunt demanat és |D={-2,-1,0,1,2}| de cardinal [n{D)=5].

2. Digues si els quatre conjunts segiients son finits, infinit
numerables ¢ infinit no numerables: A={x / x és un estel de
1'Univers}, B=f{x / -x és un nombre real}, C={x / cos(x)=0} i D=fx / x és
un nombre racional}.
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Solucid. A) Si suposem que sén certes les teories actuals de la
Cosmologia que consideren 1'Univers finit perd il.limitat, serad

dones

B) El conjunt dels reals R és evidentment infinit i, com
veurem més endavant, no ¢és possible comptar els seus elements:
Per qualsevol llista que féssim sempre ens en deixariem.

=infinit no numerable)|

C) Recordem la grafica de la funcid «cosinus» ja estudiada en
cursos anteriors:

AN\ WANA
AVAVIAVAVA

Observemn que aquesta corba tallara l'eix X en infinits punts x;=r/2,
Xo=-n/2, X3=3n/2, x4=-37/2, x5=5n/2, .... 1 que es podran comptar.
D'aquesta manera |n{C)=infinit numerable|

. D) El conjunt Q de nombres racionals o fraccionaris és infinit i
trobarem en el prob: 272 un métode per a comptar-los, sense

deixar-nos-en cap. Per tant, [n(D)=infinit numerable

3. Dins el conjunt dels naturals, s'anomenen nombres triangulars
aquells que es poden disposar geométricament en forma de triangle.
Ailxi, per exemple, el 6 és un nombre triangular de base 3, primer
pis 2 i segon pis 1.

Determina per extensié el conjunt A dels 10 primers nombres
triangulars. Després troba una llei de formacié i escrin el conjunt A
per comprensid. Quina serd la base del nombre triangular 6667

Soluci¢. Podem realitzar els diferents triangles i obtindrem

Continuant, obtmdnem el de base 4 on el nombre de boles seria
54=4+3+42+1=10, el de base 5 on Sg=5+4+3+2+1=15, fins arribar
al de base 10 on Slo=10+9+8+...+3+2+1=55.

Es podrien fer servir progressions aritmétiques on la suma dels
primers terimes és Sp=(a1+ap).n/2. Aixi S10=(10+1).10/2=55.

Per tant, [A={1,3,6,10,15,21,28,36,45,...}]]. Quant a la llei de
formaci6, veiem que sempre aj=n i agp=1. O sigui Sp=n+1).n/2 i el
conjunt dels nombres triangulars sera |A={x / x=n+1).n/ 2}|
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Finalment, trobarem la base del nombre apocaliptic x=666.
Substituim en Ia llei de formacié 666=(n+1).n/2 , 1332=n2+n ,
n24n-1332=0 de solucions x=(-1+73)/2. Com que el nombre ha de

ser natural, agafarem el de valor positiu: .

Tipus de conjunts

4. Troba els conjunts unitaris i binaris entre els segiients conjunts
A={a,a,a}, B={xeR / x2=09}, C={xe N / x és un nombre primer entre 90
i 100} i D={x / x és una muntanya de la ciutat comtal).

Solucit. El conjunt A és unitari, perqué consta d'un sol terme:
T'element a.

Resolent l'equacié x2=9, tindrem dues solucions x1=3 i x9=-3,
per la qual cosa B={-3,3) 1 com que n(B)=2, serd un conjunt binari.

Analitzarem els nombres entre 90 i 100 i veurem gque £1=7.13,
92=2.46, 93=3.31, 94=2.47, 95=5.19, 96=2.48, 97=7, 98=2.49 i
99=3.33. L'anic nombre primer és 97 i el conjunt serd C={97].
Com n(C)=1, C serd unitari.

Com sabem, la ciutat de Barcelona té dues muntanyes
importants: Montjuic i Tibidabo. Com que n(D)=2, el conjunt D
sera binari.

En resum, [Conjunts unitaris: A i D| [C. binaris: Bi CJ.

5. Donats els quatre conjunts: A={x / xeN, 3<x<9}, B=(-2,0,2},
C={x / x8-4%=0} 1 D=fx / xeN i |x-61<2}, digues els que s6n iguals.

Solucid. El conjunt A dels nembres naturals compresos entre
319 és clarament A={4,5,6,7,8].

Posem el conjunt C per extensid: x3-4x=0 , x.(x2-4)=0 d'on
x1=0 0 bé x2-4=0 que déna x2=2 i x3=-2. Aixi C={-2,0,2}.

Trobem també els elements del conjunt D: [x-61<2. Podem
posar directament -2<(x-6)<2 i considerar les dues desigualtats

1) -2<x-6, d'on 6-2<x, o sigui 4<x.

2) x-65£2, d'on immediatament x<8.

El conjunt D serd D=(x / xeN i 4<x<8} que, expressat per
extensid, ens queda D=(4,5,6,7,8}.

Finalment concloem que [A=D i B=C|.
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6. Siguin els dos conjunts A={Triangles equilaters rectangles},
B={x / xe N, x3+6x2+11x+6=0}. S6n iguals? Explica-ho.

Solucis. Sigui un triangle equilater de costats AB=AC=BC=x. Si
volem que també sigui rectangle, haura de complir el Teorema
de Pitagores: AB2+BC2=AC2, o sigui x2+x2=x2 , 2x?=x2 icom
que x#0 simplificarem, 2=1, cosa que &s un absurd. Aix6 significa

que no existeix cap triangle equilater rectangle, és a dir

Trobem ara els elements del conjunt B resolent l'equacié
ciibica x3+6x2+11x+6=0: 1 6 11 6
' -1l -1 -5 -8
1 5 6 0
Una arrel és x1=-1 i les altres dues seran les solucions de
I'equacié x2+5x+6=0 d'on s'obté xg=-2 i x3=-3. Com que no hi ha

cap armrel natural, concloem que

D'aquesta manera, i prescindint de possibles implicacions
filosofiques, ens resulta matematicament que .

1.2 SUBCONJUNTS D'UN CONJUNT

Subconjunts

7. En el referencial U de les figures geométriques tenim els
subconjunts A={Quadrilaters}, B={Quadrats}, C={Rombes} i
D={Rectangles}. Estudia la relacié d'inclusié que hi ha entre ells i
dibuixa un diagrama de Venn. Quins no sdn comparables?

Soluci6. Observem les relacions segiients: a) «Els quadrats,
rombes i rectangles sén quadrilaters perqué tots tenen quatre
costats». b) «Els quadrats s6n rombes que tenen tots els angles
rectes» i ¢} «Els quadrats sén rectangles que tenen tots els

" costats igualss.

Resulten dones les relacions d'inclusié segiients:
a)BcA ., CcA , DcA UAQ
b) BCC , ¢ BCD "
També CeD A DgC

Quant als conjunts C={Rombes} i D={Rectangles} notem que hi
ha rombes que no sén rectangles i viceversa. Per tant, podem

afirmar que [C i D ne sén comparables|.
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8. Demostra per doble inclusié que el conjunt dels nombres
naturals imparells és igual al conjunt dels nombres naturals de
quadrat imparell.

Solucis. Partim dels dos conjunts de l'enunciat;

A={x [/ %x=2n-1, neN} i B=[x /x2=2m-1, meN}

Demostrarem que A=B per doble inclusié, és a dir provant que

1)AcB A  2)BcA

1) Si xeA = x=2n-1 onneN , x2=(2n-1)2 , x2=4n2-4n+1 ,
x2=(4n2-4n+2)-1 , x2=2(2n2-2n+1)-1. Anomenant m=2n2-2n+1
tindrem x2=2m-1 i aixi xeB.

2) Si ara xe B haurem de provar que xeA. Ho podem fer-ho pel
contrareciproc, €s a dir, suposarem que x¢A i provarem que x¢B.
Aixé €s facil perqué si x¢ A voldra dir que x=2.n i, elevant al
quadrat, x2=4.1n2, la qual cosa ens indica que x¢ B.

Conjunt de les Parts

9. El cardinal de les parts d'un conjunt A és igual a 128. Quin és el
cardinal de A? Pot ser que n[ (A)] sigui imparell? Per qué?

Solucid. Sigui n el cardinal del conjunt A, cosa que vol dir que
A tindra n elements: A={a),as,as,...ap}. Si volem formar un
subconjunt B de A veiem que per a 'element a; hi haura dues
possibilitats: ajeB i ajeB. El mateix podem dir dels n elements
de A. Per tant, el nombre de subconjunts de A sera: n[p (A)]=20.

Com que per hipotesi n{@ (A)]=128, tenim 2n=128. Si es
descompon en factors tindrem 128=27. O sigui 20=27 i per tant,
|n(a)=7 elements] o

Facilment es veu que si A= el valor n[g (A)] no pot ser
imparell, ja que aquest cardinal de les parts d'un conjunt A val

21, que &s parell si n<1. Es a dir, |n[ (A)l#lmparell/.

10. Donat el conjunt A={a,b} determina els cardinals dels conjunts
de les parts @ (4), i el de @{p(A)] que és el conjunt de les parts de
#(A). Escriu tots els seus elements mifjancant un diagrama en arbre.
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Solucié. Formarem un diagrama en arbre pel conjunt @(A) i
un altre per @ (» (A), on indiquem per “0" si l'element no
pertany al conjunt i per “1” si hi pertany.

M N

Conjunt de les parts:

{N,P.Q}
{M]}

{M.Q}
{M,P}
{M.P.Q}
{M,N}
{M.N,Q)
{M,N.F]

1 {M.N,P,Q}

Conjunt de les parts de les parts: 1

Com podem veure en els diagrames anteriors, el conjunt de les
parts de A={a,b} sera | p (A)=(2, (a}, (b}, 4]
Si per facilitat anomenem P=@, M={a}, N=({b} i P=A, el conjunt
de les parts de @ (A) sera:
[l @1=12, (Q), P}, P.Q), IN)..... (MNP}, pa)}
Quant al cardinal (0 nombre d'elements) d'aquests conjunts
resulta: n[p(A)=4] 1 |nlplp®)]=16.

1.3 OPERACIONS CONJUNTISTES

Complementacio

11. Determina per comprensié els complementaris dels segiients
conjunts en el referencial del conjunt dels nombres naturals:
A=(1,2,4,5,7,.8,10,11,13,...), B=(1,3,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,17,...}).

Solucid : Com N=({1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...} és el conjunt dels
naturals, el conjunt complementari de A, simbolitzat per A’ estara
format per tots els elements de N que no son de A; és a dir, el
conjunt A'={3,6,9,12,...}.

El més logic és que es tracti dels naturals muitiples de 3.

Escriurem el conjunt A' per comprensi6: |[A'={x / x=3n , nelﬂl
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Formem ara el complementari de B, B'={2,4,8,16,...}. Per tant
suposem que ¢l conjunt B' demanat és el conjunt dels naturals de

les poténcies de dos. Per comprensio: |B‘=[x / x=20 neN}|.

12, En el referencial N dels nombres naturals, siguin A i B els
conjunts dels nuiltiples de 6 i de 3, respectivament. Expressa'ls per
extensié i estudia les relacions d'inclusié que hi ha entre A i B i
també entre els seus complementaris A' i B'. Determina per
comprensié aquests conjunts.

Solucié. Els conjunts dels naturals mailtiples de 6 i de 3 sén
respectivament A=A={6,12,18,24,...]) i B={3,6,9,12,15,...} o bhé
definits per comprensio: :

lA:{x [ x=6n, neN}l i IB=[x / x=3m, meN}I
Els seus conjunts complementaris seran per, tant:

IA':{x / x#6n , ne N}’ i |[B'=[x /x#3m , me N}I

Per extensié tindrem A'={1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,13,14,...} i
B'=({1,2,4,5,7,8,10,11,13,...}.

Si els representem per diagrames de Venn:

N N
17 .. 4 10... 17 .. 4 10...
B!

28 ... 5 11... 2 8 .. 5 11...
B Al

Observem que es verificaran les relacions d'inclusié segiients :
ACB i B'cA’

Interseccid de conjunts

13. Siguin els conjunts A={a,b} i B=(b,c,d}. Forma els conjunts de

les parts @{ANB), p(A)i p(B) i comprova la relacié que hi ha entre
ells.

Solucid. Formem primer la interseccié AnB={x / xcA i xe B} que
ens déna AnB={bl. El sen conjunt de les parts tindra en total

20=21=2 subconjunts i sera Igo (AnB)=(2, {bﬂ
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Per altra banda els cardinals de les parts de A i B seran 22=4 i
23=8 i tindran per elements respectius | g (A)={&, {a}, {b}, A}| i
LSO (B)={d, {b), {c}. {d}, {b,c}. {b.d}, {c.d}.-B}

Si fem la interseccié d'aguests conjunts trobats ens quedara
# (A p (B)={D, (bl

Deduim finalment la relacio: I pAnB)=p(A)ngp {B)].

Unié de conjunts

14. Si A=(1,3,5,7}, B={2,3.4,5} i C=[4,5,6,7}, comprova que es
compleix la propietat associativa de la unid. Dibuixa-ho en un
diagrama de Venn en el referencial U=(0,1,2,3,4,5,6,7}.

Solucié. La propietat associativa per a la unidé ve donada per
(AUB)UC=AU(BUC). Trobem primer AUB i BUC

AUB=(x / %€ A o xeB}={1,3,5,7}v{2,3,6,7}={1,2,3,5,6,7}
Analogament, BuC=(2,3,6,7}u(4,5,6,7}={2,3.4,5.6,7} '

B Fem les dues unions demanades:
c —
0 212 ]% (AUBMC={1,2,3,4,5,6,7}
AU[BLC)={1,2,3,4,5,6,7}
1 13517
A] Per tant, {{AUB)UC=AU{BULC)

15. Per a la familia de conjunts Aj=[x / Ix-2il<l, xeN} on
i=1,2,3,4, estudia si és una familia de recobridors del conjunt A={x /

0<x<10 , xeN}. Comprova-ho en un diagrama de Venn.

Solucié. Recordem que la desigualtat en valor absolut [x-2il<1
equival a +(x-2i)<I, que es descompon en +(x-2i)<1 i -(x-2i)<1. De
la primera deduim x-2i<1 , x<2i+1 i de la segona x-2i=-1 , x=2i-1.
En resum, es verificara 2i- 1sx<2i+1.

Per i=1,2,3.4 s'obtindran els conjunts respectius de naturals
Ai=lx / 1=x<3}, Ag=[x / 3=x<5}, Ag={x [/ B<x<7} i Ag=Ix / 7<x<9})
que, expressats per extensid, quedaran A;={1,2,3], A2={3,4,5},
A3=[5,6,7} i A4={7,8,9).
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Formant la seva unidé AjAsUA3UAL=(1,2,3,4,5,6,7,8,9}; és a dir,
|A1UA2UA3UA4=A] i aixi els conjunts donats sén recobridors del
conjunt A, com també podem veure graficament:

. . 5% [ T T ViV
0102030405050108631-\

F—— Y &l A3

Notem que Aj, Ag, Az i A4 no formen cap particié de A perqué hi
ha interseccions diferents del conjunt buit:

A1nAg=(3} , AonA3=(5} , AznAs=(7}.

Cardinal de Ia unié

16. Un professor imparteix les assignatures d‘Algebra, Biologia i
Calcul a un curs d'Universitat. Després de fer un examen de cada
matéria, ha comprovat que només 7 alumnes han aprovat les tres
assignatures i que 35 les han suspés totes tres. També ha trobat que
45 alumnes han aprovat almenys 1'Algebra, 53 almenys la Biologia i
52 almenys el Calcul. D' aquests alumnes 17 sols han aprovat
'Algebra, 28 sols la Biologia i 22 sols el Calcul.

Dibuixa un diagrama de Venn i determina els alumnes que nomeés
han aprovat dues assignatures. A quants alumnes ha examinat el
professor?

Solucis. Representem per A, B i C els alumnes que han aprovat
almenys 1'Algebra, almenys la Biologia o almenys el Calcul,
respectivament. Els seus conjunts complementaris A, B'i C' seran
els dels alumnes suspesos en cadascuna d'aquestes assignatures.

Per hipoétesi tenim els cardinals n(AnBNC)=7 i n(A'NB'nC")=35. A
més podem dibuixar un diagrama de Venn i plantejar un sistema

d'equacions, on x=n(AnBnNC", o sigui, els alumnes que sols han
aprovat l'Algebra i la Biologia, i el mateix per y=n(A'"BNC) i
z=n(AnB'NC):

U
A @‘%ﬁ B { 174x+7+42=45  [x +z=21

x+28+y+7=53 < (x+y =18
7+y+22+2=52 y+z=23

Resolent el sistema donara x=8, y=10 i z=13, Per tant, el nombre
d'alumnes que haura examinat el professor serd el nombre total

d'elements: n(U)=7+35+(17+28+22)+(8+10+13)= 140 alumnes
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17. En el conjunt dels nombres naturals inferiors o iguals a 1.000,
quants n'hi ha que sén miiltiples de 2, de 3 o de 57. Quants que no
seran multiples ni de 2, ni de 3, ni de 57

Solucib. Siguin el referencial U={1,2,3...,1.000} i els conjunts
dels maltiples de 2, 3 i 5 inferiors o iguals a 1.000, simbolitzats
per A={2,4.6,...,1000}, B=[3,6,9,...,999} i C={5,10.15,...,1000} resp.

Si observem que A=[2.1,2.2,2.3,...,2.500}, B={3.1,3.2,3.3,...,3.333}
i C={5.1,5.2,5.3,...,5.200} veurem que els cardinals d'aquests

conjunts sén: [n(A)=500| , [n(B)=333] i [n(C)=200]

D'aquesta manera, també podrem trobar els cardinals dels
conjunts M=AnB, N=ANC i P=BNC que seran els dels mltiples de
6, 10 i 15, resp. ja que per exemple, AnB={mnltiples de 2 i 3.

Formem ara aquests conjunts M=({6,12,...,996}={6.1,6.2,...,6.166},
N={10,20,...,1000}={10.1,10.2,...10.100} i P={15,30,...,990}={15.1,
15.2,...15.66}. Els cardinals seran:

In(M)=166] . [n(N)=100} i [n(P)=686|

Igualment podem formar el conjunt Q=ANBnC={mult. 2, 3 i 5}=
{mualt. 30}={30,60,...,990}=(30.1,30.2,...,30.83) que tindra per

cardinal

Formem un diagrama de Venn i fem una particié dels diferents
conjunts que hi intervenen

t=n(ANBNC) u=n(AnB~C')
v=n(AnB'NC} w=n(A'NBNC)
x=n({ANB'NC") y=n{A'"BNC")
z=n(A'mB'MC) m=n{A'nB'NC’")

Tenim t=n(AnBNC}=n(Q)=33. De la grafica i del que hem trobat
abans es pot deduir que t+u=166, t+v=100 i t+w=66. O sigui u=133,
v=67 i w=33. De la mateixa manera és t+u+v+x=500, t+u+w+y=333
i t+v+w+z=200, d'on resulta x=267, y=134 i z=67.

Trobem el cardinal dels miltiples de 2,3 o 5 que sera la suma
U+ v WX+ y+z=33+(133+67+33)+(267+134+67)=734. Per tant,

n(AuBLC)=734

Finalment el cardinal del conjunt de nombres que no s6n
muiltiples ni de 2, ni de 3 ni de 5 sera el valor del cardinal de U
menys el cardinal anterior. Per tant, m=1000-734=2686.

Escriurem:

n(A'NB'NC)=2686|.
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Partici6é d'un conjunt

18. Forma per comprensio els conjunts A, B i C determinats pels
nombres naturals ampliats Np, que dividits per 3 donen de residu 0,
1 i 2, respectivament. Demostra que formen una particié de Ng i,
finalment, comprova-ho en un diagrama de Venn, escrivint els
conjunts per extensio.

Solucié. Els conjunts donats, expressats per comprensid, son
A=[x / x=3k+0}, B={x / x=3k+1} i C=[x / x=3k+2}, onn la x és un
nombre del conjunt Ng={0,1,2,3,4,...}.

Els conjunts anteriors, expressats per extensid, vindran donats
per A={0,3,6,9,12,...}, B={1,4,7,10,13.,...} i C={2,5,8,11,14,...}. Fem
una grafica:

%Lﬁ—ez—fﬁ-“o ok T B[
- 4 ‘ ...g 03 14 25

i

Es veu clarament que els conjunts A, B i C formen una particid de
Ng perqué es verifiquen les dues condicions segiients:

|AnB=A~C=BC=@| 1 [AuBLC=Np

Es a dir, s6n disjunts dos a dos i formen un recobriment dels
naturals ampliats.

Propietats duals

19. Siguin els conjunts A=fx / Ix-41<2} i B={x / |x-61<3} del
referencial U={x / x és una xifra del sistema decimal}. Determina els
conjunts segiients: ANB, A'nNB, AnB', A'nB', (AnB)'. Troba també els
conjunts duals respecte a la unid, canviant les operacions i simbols
pertinents.

Solucid, El referencial és evidentment U=(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9] i
els conjunts donats seran els nombres naturals compresos en .
linterval tancat de centre 4 i radi 2 per A, i linterval obert de
centre 6 i radi 3 per B. Es a dir, A={2,3,4,5,6} i B={4,5,6,7,8}.
Observem que en IMiltim conjunt el 3 i el 9 no hi pertanyeran
dones l'interval és obert.

Els seus complementaris seran A'={0,1,7.8,9) i B'={0,1,2,3,9}.
Formant les interseccions demanades:

A'nB'={0,1,9)] [(anB)'=(0.1,2.3,7.8.9}]
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Podem veure en un diagrama de Venn totes les interseccions
anteriors:

Ul &
o ol |92 o3l o1 o5 o6l o7 o8l o°
[B

Per a les propietats duals canviem el simbol n pel u. Els nous
conjunits son

|auB=(2,3,4,5,6.7.8| |A'UB={0.1,4,5,6,7.8,9)|
|AUB'=(0,1,2,3,4,5,6.9}| |a'uB'=(0,1,2,3,7.8,9]]

liauB)'=(0,1,9}|.

20. Prova que la interseccié de dos conjunts és igual a la seva unid

si i sols si els dos conjunts sén iguals, és a dir prova que es verifica
ANB=A_B < A=B.

Soluci6é. Per a demostrar l'equivaléncia tindrem que provar les
dues implicacions: '

1)AnB=AUB = A=B i 2)A=B = AnB=AUB

1) Partim de AnB=AuUB i demosfrarem que A=B. Ho farem per
doble inclusié:

a) . SixeA = xeAUB, i com AUB=ANB = xcAnB = x¢B

b) |BgA. SixeB = xeAUB , i com AUB=ANB = xcAnB = XA

Com es verifica a la vegada el doble contingut, deduim que A=B.

2) Sigui ara A=B i provarem facilment que ANB=AUB, ja que per
idempoténcia ANB=ANA=A=AUA=AUB

En resum de 1) i 2) resulta |A"B=AUB < A=B|.

21. En virtut de quina lei podem afirmar que els conjuts
| P=AUBIN(BUC)N(CUA) 1 Q=(AnB)U(BNC)U(CA) s6n iguals? Per qué?
Prova-ho emprant les propietats de la unié i de la intersecci6.

Solucié. Observem que Q resulta de P intercanviant entre elles
les operacions d'unié i d'interseccié. Consegiientment, per la dlei
de la dualitat» resultara '
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Comprovem-ho aplicant les propietats de la unié i la interseccid
de conjunts. Partirem de P i arribarem a @:

P={AUB)N(BUCIN(CuA)={AUB)N(BUC)N(AUC)
Traient factor comit P={AUB)N[(BNA)C]
Aplicant Ja propietat distributiva dues vegades seguides
P=[(AUB)(BRA)JU[{AUB)NC]
P={{ABNA)UBNBAANUANC)U(BNC)

Simplificant, P=(AAB)JUANC)U(BNC)  Es a dir, [P=Q].

22. Comprova en un diagrama de Venn la 2a llei de Morgan i
aplica-ho després al cas particular dels conjunts A, B i el referencial
U, formats respectivament per les lletres de les tres paraules
“problemes”, “proposats” i “problematics”.

Solucid. Comprovern-ho per mitja d'un diagrama de Venn:

TTTIT
LT i

uuuuuuuuuuuuu

A=l B=EH Anp=H
Els conjunts donats sén A=(p,r,o0,ble,m,s), B={p,r,o0.s,a,t} del
referencial U={p,r,0,b,l,e,m,a,t.i,c,s}. Formem els conjunts:
AUB={p,r,oblem,s,atl , A'=slatic , B=blem,ic}
(AuB)'=fi.c} ., A'nB'={i,c}

Per tant, queda verificada la 2a llei de Morgan |(AwB)'=A'nB'|.

23. Definim la segtient llei de simplificacié per a conjunts: «Si
ANB=ANC i AUB=AUC es dedueix que B=Cs. Estudia si és certa.

Solucié. Suposem que es verifica AnB=ANC 1 també AUB=AUC i
provarem, per doble contingut, que B=C.

XeA = xeAnB = xeANC = xeC
1) SixeB= < = xeC
XA = X AUB =2 xesAUC =2 xcC

2) SixeC = IxeA::» xeANC = xeAnB = xcB — xcB
\XEA = xc AUC = xcAUB = 3B
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Diferéncia de conjunts

24, Aplicant la definicié de diferéncia de dos comjunts, troba els
segiients casos particulars: A-A , A-J, J-A, A-U i U-A.

Soluci6. Recordem que la definicié de diferéncia conjuntista és
A-B=AnB'. Apliquem-ho a aquests casos indicats:
A-a=Ana=[g] A-D=AF=ANU=[E]  B-A=Pna={g]

AU=ANU=AND 7] U-A=UnA'=[A].

25, Per a tres conjunts qualssevol A, B i C prova que la interseccid
és distributiva respecte a la diferéncia de conjunts, justificant totes
les propietats que utilitzis. Fes un diagrama de Venn.

Solucié. Es tracta de demostrar que An(B-C)=(ANB}-(ANC). Fem
la comprovacio en un diagrama de Venn:

1 v .
e =e 5 B
I |
<] . [c]
An(B-C)=TFH (ArB)-{A )=

Anomenem M al segon membre, M=(ANB}-{AnC), fem operacions
i arribem al primer membre. Apliquem en primer lloc la definici6
de diferéncia i tot seguit la 1a llei de Morgan:

M=(ANB)A(AAC)'=(ANB)N(A'LC)

Per distributivitat i pel fet de’/s/ser A i A’ complementaris:
M=(ANBNATUANBNC)=BGUANBNC)=ANBNC’

Aplicant l'associativitat i la definici6 de diferéncia:
M=AN{BNC']=AN(B-C)

En resum, |AN(B-C)=(AnB)-(AnC)].

26. Comprova per diagrames de Venn que la diferéncia de conjunts
és distributiva a la dreta respecte a la interseccid i també respecte a
la uni6é. Demostra aquestes propietats aplicant la definicio de
diferéncia i les propietats de les operacions conjuntistes.
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Solucis, Sha de demostrar que (AnB)-C=(A-C)n\(B-C) i també que
(AUB)-C=(A-C)u(B-C). Vegem-ho abans per diagrames de Venn:
B - [

el e

(ANB)-C=(A-C)n (B-C)= (AVB}-C=(A-Cju (B-C)=FE]
Demostrem-ho ara fent servir les propietats conjuntistes i
provant que el primer costat és ignal que el segon:

1) [(AB)-CJ=(ANBINC'=ANBAC'=(ANCINBAC=(A-CNB-C)
2) [(AUB)-C|=(AUB)NC'=(ANCTUBNC)=| (A-C)u(B-C)|.

Diferéncia simétrica de conjunts

27. En el referencial N dels nombres naturals siguin els conjunts
A={x [/ x=2n} i B={x / x=3n). Determina els conjunts P={AAB)' i
Q=(ANB)JUA'NB"). Qué observes? Demostra-ho.

Solucis. Els conjunts donats sén els dels naturals maltiples de 2
i de 3, respectivament. Si els escrivim per extensi6 tindrem:

A=(2,4,6,8,10,12,14,16,18,...) i B=(3,6,9,12,15,18,...}

El conjunt interseccié sera evidentment els dels mnltiples de 6,
i la diferéncia simétrica sera el conjunt dels multiples de 2 o de 3,
perd no de 6:

AAB=(AUB)-(AnB)=(2,3,4,8,9,10,14,15,16,...}
Per tant, P=(AAB)'={1,5,6,7,11,12,13,17,18,...}

Calculem ara el conjunt Q=(ANB)U(A'NB') format pels miiltiples
de 6 i pels que no s6n ni muiltiples de 2 ni de 3:

Q=(6,12,18,...)0(1,5,7,11,13,17,...}=(1,5,6,7.11,12,13,17,18, ...}
Observem que P=Q), o sigui I(AAB]‘:(AmB]u(A‘nB’ﬂ
Demostrem-ho. P=(AAB)'=[(AUB)-(ANB)]'={(AUB)A(ANB)
Aplicant les lleis de Morgan, P=(AUB)'U(ANB)=(A'NBhJ{ANB)
Per commutativitat, P=(ANB)U(A'NB")
Que és precisament Q. Llavors, P=Q.
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28. Donats tres conjunts qualssevol A, B i C, demostra que Ia
diferéncia simétrica de conjunts verifica la propietat associativa.

- Solucib. Provem que (AAB)AC=AA(BAC) i ho farem arreglant cada
costat de manera que quedi com una unié d'interseccions, i veient
que ddna el mateix canjunt.

PRIMER MEMBRE:
(AABJAC=[(A-B)U(B-A)JAC=([(A-B)U(B-A)l-ClU{C-[(A-B)u(B-A)])
Ens quedara de la manera (AAB)JAC=MUN on
M=[(A-B)u(B-A)]-C=[(AnB"YU(BNA)INC'=(ANB'NCIU(BNA'NCY)
N=C-[{A-B}u{B-A)]=CU[(ANB"YU{BMA)]'=CA[(ANB)'n(BNAY)]=
=Cn[(A'UB)NB'VA)I=Cn[{A'nB")UA'NAXU(BABIU(BNA) =
=Cn{(A'"BluBudu(BNA)=Cn(A'nBuU(BNA)]=
={CHA'NB)U[CNIBNAY={A'NB'NC)UANBAC)
| (AAB)AC=(ANB'"C)UA'NBACIUANB'ACIUANBAC)|
En el diagrama de Venn es veu que aquests quatre conjunts son
els tramats de la segiient figura de la dreta:

] v
Al

Per tant,

AAB=(A-B) U{B-A)= {AAB)A C=AA({BAC)=

SEGON MEMBRE:
AA(BAC)=AA[(B-C)u(C-B)]={A-[(B-C)u(C-B)Ju{[(B-C)u(C-B)]-A}
Ens quedara també de la manera AA{BAC)=PUQ on
P=A-[(B-C)u(C-B)|=An[(BNCIU({CBII'=AN[(BNC)N(CNBY) =
=AN[(B'UCIN(C'UB)]=AN[(B'NCU(B'NB)U{CNCHU(CNB) 1=
=AN[(B'NCYUBUBU(CNB)1=AN[(B'NC)U(CNB)]=
=[AN(B'NCYUAN(CAB)]s(ANB'NC)UANBNC)
Q=[(B-C)u(C-B})I-A={(BNC'}U(CAB)NA"=(BNC'NA)U(CB'NA)
Per tant, substituint tindrem
|AABAC)=(8AB'"CJUANBACI A NBACIUA'NB'AC)|

Notem que es verifica l'associativitat [(AAB)AC=AA(BAC)]
A més, fem notar que el calcul de AABAC) és analeg al calcul de
(AABJAC, canviant A—B, B=C i CoA.



36 ALGEBRA MODERNA

29. Expressa com a unié d'interseccions, els segiients conjunts
M=AU(BAC) , N=(ANnC')JA(BNC) . P=A-(BAC) , Q=(AAB)-C
R=(ANBNC)u(A'UBUC)' i S=(AuBUC)-(A'nBNC). Indica els conjunts
que son iguals.

Solucio. Fent els diagrames de Venn podem saber les parelles
de conjunts que son iguals. Demostrem-ho, perd, fent servir les
propietats de les operacions entre conjunts:

M=Au[BAC]=Au[[B-C)u(C-B]]=Au[[BnC'}u[CnB'}]=[Au[BnC']u(B'nC) |

N=(ANCABNC)=(AAB)NC's[(A-B){B-A)|NC'=[{AnBIV(BMA)NC'=
=(AnB'nC']u(BmA'r'\C‘)=I (AnB'nC'}u[A'anCﬂ

P=A-(BAC)=A-[(B-C)u(C-B)]=An[[BNC)U(CNB|'=

=AN[(BACY'A(CHBY)1=AN{(B'UC)N(C'UB)}=
=AN[(B'NCIU(B'ABIUCACIACHB)|=AN[{B'NCYuduBUu(CnBJl=

=ANI(B'ACIUBAC)=| (ANB'NCIUANBAC)]
&

M:S:
Q=(AAB)-C=[(A-B}U(B-A)-C=[(ANB)U(BAA)IAC'=
=(ANB'NCIUBNANC)=| (ANB'NC)UANBAC)]

R=(AnBNC)UA'UBUC)'=| (ANBAC)UANB'AC)!

S=(AUBUC)-(A'NBNC)=(AUBUC)INA' ABAC) =(AUBUCINAUB'UC)=
=AU[(BUC)N(B'UC)=AU[(BNB)U(BACIUCABIUCACY)]=
=AU[DU(BNCI(CAB)UE=AU{BACIU(CHB)]=
= Au[BhC']u(B'na]

Son iguals, doncs, els conjunts |[M=8| , [P=R| i [N=Q|.

30. Si A i B s6n dos conjunts gualssevol, demostira que les
operacions d'interseccié i de diferéncia siméirica formen una
particié de la unié. Troba una altra partici6 diferent de la unié.
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Solucid. Siguin els conjunts interseccid, M=AnB, i diferéncia
simétrica, N=AAB. Per provar que formen una particié del conjunt

unié AuB, veurem que es compleix: 1) MnNN=@ i 2} MUN=AUB:
1) MAN=(ANB)(AAB)=(AnB)N[(AUB)-(ANB)]=
=(AnB)N[(AUB)(ANB) [=(AnB)N(AUB)N(ANB)'=
=[(ANB)ANB) IN(AUB)=Bn(AUB)=| 2|

2) MUN=(ANB)U(AAB)=(ANB)U[(A-B)U(B-A)]= |
=(AnB)U[(ANB)UBAAY=[(ANB)UANB)U(A'NB)=
=[ANBUB)U(A'NB)=[ANUJU(A'B)=AU(A'NB)=
=(AUAINAUB)=Un(AUB)=|au]

Observem-ho en uns diagrames de Venn:

U]

AAB . AUB

Un altra particid del conjunt unié AUB pot ser la formada pels
conjunts M=A-B, N=AnB i P=B-A, que compliran les condicions:
1) MnN=MnP=NnP=Z i 2) MUNUP=AUB

Visualitzem-ho amb diagrames de Venn similars als anteriors:
]

T [—L O

| E 48| fe=

A- ANB B-A AUB

En realitat, aquesta particié és equivalent a l'anterior perqué la
diferéncia simétrica AAB és igual a la unid dels conjunts A-B i B-A.
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f) PROBLEMES PROPOSATS

1.1 CONJUNTS I ELEMENTS
Determinacid per extensio i comprensio

31. En els segiients conjunts determinats per extensi6:
A={n,o,m,b,r.e,s}, B=(-3,2,7), C={1,4,9,16,25,...] i D={Vermell,
Taronja, Groc, Verd, Blau, Lila i Violeta}, indica una llei de formacié i
determina'ls per comprensi6.

Sol. A=[x / x és una lletra de la paraula "nombres"}, B={x /
(c+3)(x-2)(x-7)=0}, C={x / x=n2, neN} i D={x / x és un color
de I'Arc de Sant Marti).

32. Sigui A el conjunt de tots els nombres compresos entre 40 i
50, ambdés inclosos, que es poden descompondre com a suma de
guadrats de dos nombres naturals.

Escrin el conjunt A per comprensié i, després per extensi6. Quin
dels nombres d'aquest.conjunt es pot descompondre de dues
maneres diferents?

Sol, A={x / x=a2+b?, a.be N, 40sx<50}, A={40,41,45,50}, el 50
perqué 50=12+72=524+52,

Tipus de conjunts

33. Indica quins dels segiients conjunts A=fx / x és un nombre real
de quadrat positiu}, B={x / x és un home de menys de 100 anys},
C={x / x és un peix que viu al mar} i D=lx / x-3)2=x2-6x+9} s6n el
conjunt Universal.

Sol AiD.

34. Estudia quins d'aquests conjunts sén buits: A={x / x és una
recta real perpendicular a ella mateixa}, B={x / xeR, x2=0}, C=x / x
€s un solter casat] i D={x / x2-5x+6=0, xe€ Q).

Sol. A=C=@, B={0}, D={2,3].
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35. Apunta el cardinal de cadascun dels conjunts A={x / x.0=0},
B={x / x és una lletra de la paraula “matematiques™}, C=@@ i D={d}, i
digues si son buits o unitaris.

Sol. n(A)=e , n(B)=8, n(C}=0 buit, n(D)=1 unitari.

36. En un poble molt petit hi vivia un barber que afaitava tots els
homes del poble, menys els que s‘afaitaven sols. Sigui A el conjunt
dels homes que s'afaiten sols i B el dels que afaita €l barber. Es
pregunta: qui afaita al barber?

Sol. SixeA = xeB. 8ixeB = xeA. En cap. El barber no podiat
ser afaitat ni deixar de ser afaitat. Ni pot portar barba, ni
deixar de portar-ne. {Paradoxa de Russell}.

1.2. SUBCONJUNTS D'UN CONJUNT
Subconjunts

37. Estudia si sén comparables els conjunis A={x / xt+36=13x21 {
B={x / |x-11<5}, on el referencial U és el conjunt dels enters.

Sol A={-3,-2,2,3}, B={-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}. 8i, BoA.

Conjunt de les Parts

38. Donat el conjunt A=fa,b,c} determina el cardinal del conjunt de
" les parts g@(A) i escriu tots els seus elements utilitzant un diagrama

en arbre. Quantes relacions d'inclusié estricta poden formar-se amb
aquests subconjunts?

Sol. n[ g (A)l=8, p(A)={D, {a}, {bl, {c}. {a.b]. {a.c}, {b.c}, Al, 12
relacions d'inclusio.

39. Amb la paraula “economista” determina els conjunts A={vocals)

i B={consonants}. Troba els conjunts de les parts @ (A) i @ (B),
escrivint -els seus elements per mitjd de dos diagrames en arbre.
Quants subconjunts propis tenen?
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Sol. A=le,0,i.a}, n[@(A)]=16, Subc. propis=14.
B={c,n,m,s,t], n[#(B)]=32, Subc.propis=30.

40. Se sap que un conjunt A estd format per 62 subconjunts propis.
De quants elements consta el conjunt A? Representa aquesis
elements per les tultimes lletres de 1'alfabet i digues quants
subconjunts constaran tnicament de la meitat dels seus elements.
Apunta'ls tots.

Sol. nl[p(A)]=64, n(A)=6, A={u,v,w.x,y,2}, n=20, A;={u,v,w},
Ag={u,v.x},..., Agp={x.y.z}.

1.3. OPERACIONS CONJUNTISTES
Complementacid

41. Donada la paraula “complementacié” i la propietat p="ser
vocal”, troba els conjunts U={x / x és una lletra de la paraula donada},
A={x / p(x)} i B={x / p'®)}], on p' és la propietat contraria de p. Quina
relacié hi ha entre A i B? I entre els seus cardinals? I entre els
cardinals dels conjunts de les parts?

Sol. B=A' n{A)Jn(B)=n(U) {4+6=10) ni{g (A)).n(p (B))=n(g U)).

Intersecci6 de conjunts

42. Els conjunts A=(1,3,5,7,9,11,13,15}, B=(2,3,6,7,10,11,14,15},
C={4,5,6,7,12,13,14,15} i D={8,9,10,11,12,13,14,15} estan formats
per nombres naturals i tenen elements comuns. Troba les onze
interseccions possibles que es poden formar entre aquests conjunts
donats. ‘

Sol. AnB=(3,7,11,15}, AnC={5,7,13,15}, AnD=(9,11,13,15},
BnC={6,7,14,15}, BND={10,11,14,15}, CnD={12,13,14,15},
ANBNC={7,15}, AnNBND={11,15}, AnCND={13,15},
BNCND={14,15], ANBNCND={15}.
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43. En el referencial Z dels nombres enters, sigui A el conjunt dels
nombres enters primers i B el conjunt dels nombres enters parells.

Expressa per comprensio el conjunt interseccié ANB.

Sol. A={1,+2 +3 45,47 ,+11,...}, B={0.£2,£4,46,48,...), ANB=[-2,+2},
AnB=[x [/ x2=4].

Unid de conjunts

44. Donats els conjunts A={m.n.p} i B={p,q} troba AUB i els
conjunts de les parts @ (A), @(B) i p(AuB). Estudia la relacié
d'inclusidé que hi ha entre p{AjJup(B) i @lAUB).

Sol. AUB={m,n.p.q} @(AlupB)cplAUB)

Cardinal de la unié

45. En un congrés espanyol d'economistes shan reunit en total
160 persones i s'ha decidit que les llenglies oficials siguin I'andalds,
el basc i el catala. Se sap que el 32'5% parla andalds, el 37'5% basc i
el 42'5% catala; el 10% parla andalas i basc, €l 12'5% andalis i
catali i el 15% basc i catala; per dltim el 3'75% parla andalas, basc i
catala.

Quantes persones hi ha que no parlen cap de les tres Hengiies?

Sol. n(A)=52, n(B)=60, n{C)=68, n(AnB)=16, n(AnC)=20,
n{BNC)=24, n{ANBNC)=6, n(AuBuUC)=126, N=34 persones.

46. En una ciutat s'ha comprovat que el 42% dels seus habitants
fumen, el 64% beuen alcohol i el 39% juguen al Bingo. A més a més
se sap que almenys el 27% fumen i beuen, almenys el 17% fumen i
juguen i almenys el 19% beuen i juguen. Finalment, resulta que
només el 7% tenen tots tres vicis. Es pregunta:

Quin és el percentatge d'habitants que no té cap d'aquests tres
vicis? Quin percentatge només en té un? Quin tant per cent en té
tnicament dos d'aquests tres vicis?

Sol. N=100, n(F)=42, n(B)=64, n(J)=39, n(FNB}=27 ...

N(FUBULJ)=89, N;=11%, N2=40%, N3=42%.
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Particié d'un conjunt

47. Si el referencial és U={a,b,c,d.e} troba totes les 15 particions
possibles que es poden formar amb dos conjunts A i A"

Sol. P1={{a}.{b,c,d,e}} Simpl.notacié: Py=a/bede, Pa=b/acde,
‘Pa=c¢/abde, P4=d/abce, Ps=e/abed, Pg=ab/cde, Pr=ac/bde,
Pg=ad/bce, Pg=ae/bed, Pip=be/ade, Pj1=bd/ace, P1a=be/acd,
Pia=cd/abe, P14=ce/abd, P15=de/abc.

48. Donat el conjunt dels nombres enters Z i els quatre conjunts
A={x [/ x=4k}, B={x / x=4k+1}, C=lx / x=4k+2} i D={x / x=4k+3}, on

ke Z, expressells per extensié i comprova que formen una particié
del conjunt d'enters doant Z. Fes un esquema.
Sol. A={..,-8,-4,0,4,8,..}, B=(..,-7,-3,1,5,9,..}, C={..,-6,-2,2,6,10,..},
D={..,-5,-1,3,7,11, ..}, AnB=@, AnC=@,..., AUBUCUD=Z.

Propietats duals

49. Mitjancant diagrames de Venn comprova la la llei de Morgan.
Després, en el referencial N, i amb els conjunts A={x / x=2n} i B=[x /
x=3n}, troba el complementari de la intersecci6 i també la unié dels
complementaris, comprovant que sén iguals.

Sol. AnB={x / x=6n}, (AnB)'=A'UB'={x / x=6n).

50. Amb un diagrama de Venn troba el valor de la segiient
expressio conjuntista M=(A'NB)U(ANB")U(ANB)U(A'WBY). Demostra-la
també aplicant les praopietats estudiades.

Sol. M=U, M=(A'nB)U(ANB)UANB)UA'NB') =

=[(A'UA)NBIU[{AUA)NB'1=(UNnB)U(U~B")=BUB'=U.

51. Prova, emprant diagrames de Venn, que la unié és distributiva
respecte a la interseccié. Aplica-ho als conjunts A={a,b,ef},
B={b.c,d.e} i C={d.e.f.g} del referencial U={a,b,c,d,e.f,g,h}.

Sol. Au(BNC)=(AuUB)N(AUC) ={a,b.d.e f.
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B2. Aplicant les propietats de la uni6 i de la interseccié, demostra
que (AUBINA'UB')=(AnB)U{A'nB). Sabries trobar I'equacié dual de
I'anterior? -

Sol. M=(AUB)N(A'UB"=... distrib. i complementarietat.

Propietat dual:(AnB)U{A'NB)=(AUB)N(A'UB).

53. Simplifica 1'expressié conjuntista M=(AUB]}N(A'UB)N(AUB').
Comprova la simplificacié obtinguda emprant diagrames de Venn.

Sol. Assoc. i fact. comia B. M=AnB.

Diferéncia de conjunts

54. Donais els conjunts A={b,c.d,e.f], B={d,e,g,h.i} i C={e,fi,jk} del
referencial U={a,b,c,d,e,f.g,h,i,j,k,1} comprova que no es verifica
l'associativitat de la diferéncia de conjunts. Fes un diagrama de Venn.
Quina relacié d'inclusié dedueixes?

Sol. (A-B)-C={b,c} , A-(B-C)={b,c,e.f} , (A-B)-CcA-(B-C).

55. Tenint en compte les propietats de les operacions conjuntistes
i donats els quaire conjunts M=A-(BuC), N=(A-B}uU(A-C), P=A-(BNC) i
Q=(A-B)n{A-C), simplifica'ls i troba la relacié que hi ha entre ells.

Aplica-ho després als conjunts dels maultiples de 2, 31 5, en el
referencial dels naturals compresos entre 1 i 30, ambdos inclosos.

Sol. A={x / x=2n}, B={x / x=3n} i C={x / x=bn}
U=lx / 1=x£30, xeN}. M=Q=AnB'nC'={2,4,8,14,16,22,26,28}
N=P=An(BnC)'={2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28}.

56. De dos corijunts donat A i B se sap que A-(A-B)=( i també que
Au(B-A)=U. Qué podem deduir de A i B? Demostra-ho. aplicant la
definicié de diferéncia.

Sol. A-(A-B)=AnB , AU(B-A)=AUB , Particid, A=B'
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Diferéncia simétrica de conjunts
B7. A partir de la definicié de la diferéncia simétrica com la unié

dels conjunts menys la seva interseccid, troba els conjunts segiients:
AAA | AAD |, AAU i AAA.

Sol. AAA=C , AAD=A , AAU=A", AAA'=U.

58. Prova que la interseccid €s distributiva respecte a la diferéncia
simétrica. Aplica-ho als conjunts A={m,q,r,u,x,z}, B=[m,q,s,v,x,2} i
C=lp.r,s,w,x,z} del referencial U={m,n,0,p,q,r,s.t,u,v.x,y,z}. Fes la
comprovacio per diagrames de Ven.

Sol. AN(BAC)=(ANB)JAANC) =(ANBNCIUANB'NC) =m,q,r}.

59. Donat el referencial Usfx / xeN , x<16} i els conjunts
A={2,6,7,8,12,13,14,16} , B={3,6,9,10,12,13,15,18} , C={4,7,9.11,
12,14,15,16} i D=(5,8,10,11,13,14,15,16}, troba M=A-[Bu(CAD]] ,
N=(AnB)A(CND) , P=[AU(BNC)IAD i @Q=An[(BAC)-D].

Sol. M={2,14} , N={6,11,12,13,14,15} , P={2,5,6,7,9,10,11,12} i

Q={6,7L

60. Es defineix “I'anell de conjunts” com una classe de conjunts A
tals que si Ai B sén dos conjunts de -4, també ANB i AAB pertanyen a
A. Prova que la unié AUB també pertanyera a A.

Sol. Provem que AUB=(ANB)A(AAB). Fem M=(AnBJA{AAB)=...=AURB,
aplicant la def. dif. sim., Morgan, distrib, assoc, etc.
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

2.1 GRAFOS I CORRESPONDENCIES

1)

2)

3)

Producte cartesida. Parell ordenat ((a,b)), 1r i 2n
elements. Producte cartesia de conjunts (AxB), conjunt
producte, diagrama cartesid, cardinal del conjunt
producte (n(AxB)).

Grafo d'un producte cartesiia. Concepte de grafo (F, G,
H,...). Operacions amb grafos, grafo compost (GeF),
reciproc (F-1) i diagonal (D).

Correspondéncies i funcions. Correspondéncia (£, g,
h,...). Conjunts inicial (A) i final (B). Elements original (a)
i imatge (f(a)). Domini (D(f)) i Recorregut (R(f)).
Funcions, grafica i taula de valors.

2.2 RELACIONS BINARIES
1) Definicié i propietats. Relacié binaria (R), diagrames

2)

sagital i de circulacid. Propietats reflexiva, simétrica,
antisimétrica, transitiva i circular.

Relacions d'equivaléncia. Relacié d'equivaléncia (=),
conjunts equivalents. Classes d'equivaléncia (C(a)),
representant de la classe (a). Propietats, classes
disjuntes i recobridores. Conjunt quocient (A/—-)
Congruéncies o classes residuals modul n.

3) Relacions d'ordre. Relacié d'ordre (). Conjunt totalment

ordenat, ordre total: conjunt parcialment ordenat,
ordre parcial. Conjunt lineal, intervals, extrems de
l'interval. Conjunt acotat, intervals finits i infinits.
Classes d'intervals. Elements notables d'un conjunt:
Cotes superior (c. s.) i inferior (c. i.). Elements suprem
(sup) i infim {inf). Elements maxim (méax.) i minim
(min.), conjunt ben ordenat. Diagrames de Hasse per
l'ordre parcial, elements maximal i minimal.
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c) CONCEPTES I EXEMPLES

2.1 GRAFOS I CORRESPONDENCIES

2.1.1 PRODUCTE CARTESIA. Donat el copnjunt {a,b} es defineix el
concepte de parell ordenat, simbolitzat per (a.b), com el conjunt de
parts {{al, {a,b]} que, evidentment, estan “ordenats” per inclusié ja
que {a} és un subconjunt de {a,b). L'element a és el primer element i
el b el segon element. Observem que (a,b)z(b,a).

Tenim ara dos conjunts qualssevol A i B. El producte cartesida
d'aquests dos conjunts, anomenat també conjunt producte, i
simbolitzat per AxB, és el conjunt de tots els parells ordenats que es

poden formar agafant el primer element del conjunt A i el segon del
conjunt B. Si els dos conjunts sén iguals, l'anomenarem AZ2.

Per representar el conjunt producte farem servir un diagrama
cartesid, €s a dir un sistema de coordenades cartesianes, on l'eix
horitzontal és el primer conjunt i el vertical, el segon. A la seva
grafica es veu directament que el cardinal del conjunt producte és

igual al producte dels cardinals dels conjunts, n(AxB)=n(A).n(B).

Exemple 16. Siguin els conjunts A={a,b,c} { B={m,n}. El conjunt
producte és AxBs=[{a,m], (a,n), (b,m), {(b,n), {¢,m), (c.n)} de cardinal
n{AxB)=3.2=6. També podriem trobar BxA={(m,a}, (m,b), (m.c), (n,a),
(n,b), {n.c)}, format també per 6 parelles d'elements. Es clar que es
verifica AxB#BxA. tal com es pot veure fent els diagrames cartesians

correspenents:
B A
n AxB c
m ;) BxA
A B
a b ¢ m n

2.1.2 GRAFO D'UN PRODUCTE CARTESIA. Donats dos conjunts AiB,

definirem el grafo com un subconjunt del conjunt producte AxB.
Simbolitzarem els grafos per F, G, H, etc. Com que els grafos sén
subconjunts podrem efectuar amb ells qualsevol operacié conjuntista.

Exemple 17. Tenim els conjunts A={a,b,c) i B=[m,n) que formen el
conjunt producie AxB=l{a,m), (a.n), (b,m), (b.n), (c,m), (c.n)}. Dos
grafos poden ser F=((a,m), (a.n), (b,n)} 1 G={{b.n), [c.m}, {¢,n)}:

B N B G

n - AxB n g -—-? AXB

3] 2 m
A 2\
a p ¢ a b c
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Una altra operacié que es pot efectuar és la de composicité de
grafos. Siguin els conjunts A, B i C i els grafos F i G dels conjunts
productes AxB i BxC, respectivament. El grafo compost de F i G,
simbolitzat per G*F (observeu-ne l'ordrel), és el conjunt de tots els
parells (a,cle AxC que es poden formar sempre que hi hagi un
?ler;'lent beB que “els serveixi de pont”, és a dir, que (a,b)eF i
b,cleG.

Exemple 18. Partim dels conjunts A={m.n,p.q}, B={u,v} i C=[x.y.z} i
dels grafos F={(m,u), (n,v], {p,v)] d'AxB i G={{u,x), vy}, (u.z)} de BxC.
Formem el grafo compost GeF veient que a F hi ha el parell (mu) ia G,
el parell {u,x}, “simplificant™ les us, en resulta el parell (m,x), que
serd del conjunt producte AxC. '
Procedint d'aquesta manera podrem obtenir el grafo compost
G*F={(m,x), (m,z), (n,y), {p.y)l. Presentem-ho esquematicament:

També ho podiem haver fet en I'espal. La figura hauria quedat una
mica més complicada: .

Sigui F un grafo d'AxB. S'anomena grafo reciproc de F, i es coneix
com a F-1, aquell grafo de BxA format permutant les coordenades del
primer. Si composem un grafo amb el seu reciproc ens ha de quedar
un grafo contingut en el grafo diagonal, D, d'AxA, que és el format per
totes les parelles de coordenades iguals.

Exemple 19. Siguin els conjunts A={m.n.p.q}l, B={u,v] i el grafo
F={(m,u), (n.v). (p.v)] de AxB de l'exemple anterior. El grafo reciproc és
F-l={{u,m), (v,n), (v.p)l, que és un subconjunt de BxA.

El grafo compost és FeF l=[(m.m), (n.n), (p.p)}l. que &s un
subconjunt del grafo diagonal D=((m.m), (n,n). (p.p). {g.q}

2.1.3 CORRESPONDENCIES I FUNCIONS. Partim dels conjunts AiB i
d'un grafo F d'AxB. Anomenarem correspondeéncia la terna ordenada
formada per aquests tres elements. Les correspondéncies es
simbolitzen per f, g, h... Aixi, {=(A,B,F).
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El conjunt A es diu conjunt inicial i el B, conjunt final. A més, si el
parell (a,b)eF ho indicarem amb la notacié fla)=b, on a es diu element
original i b, element imatge. Perqué la comprensié sigui més senzilla
emprarem un diagrama sagital. o

Exemple 20. Tenim el conjunt inicial A={a,b,c,d}, el conjunt final
B={x.y.z} i el grafo F=l{a,x), (b.x), {b.y), (d,y)} d'AxB. Com que (a.x)eF
podem escriure f(a)=x { dir que I'element original a té per element
imatge 1" x. Fem els diagrames cartesii 1 sagital:

A} f (8]
at—i |
b =

Ce :"y
d «~ -z

. Donada una correspondéncia f=(A,B,F) anomenem domini, D(f), el
subconjunt d'A format per tots els elements originals; és a dir, el
conjunt de tots els elements “d'on surten fletxes”.

Per altra banda, el recorregut, R{f), és el subconjunt de B format
per tots els elements imatge; és a dir, el conjunt de tots els elements
“on arriben fletxes”. Per aquest motiu també se li sol dir «conjunt
imatges. .

Exemple 21. Seguint l'exemple anterior veiem que ¢l domini és el
conjunt D(f)={a,b,d}, ja que del ¢ no en surt cap fletxa; mentre que el
recorregut €s Ril={x,y}. Observem que Il'element z no hi pertany
perqué no hi arriba cap fletxa.

Anomenarem funci6 tota correspondéncia entre conjunts de
nombres reals, f=(R,R,Fl. El seu grafo F es dira ara grafica de la
Juncié i pot ser qualsevol corba del pla. El sen diagrama sagital,
particularitzat per a uns certs valors, no seri res més que la
corresponent taula de valors.

Exemple 22. Suposem que tenim el conjunt A=(0,1,2,3.4} i 1a
correspondéncia f=(A.A.F) de grafo F={{0,2}, (1,1). (1,3), (4,0), (4,48}
que, amb un diagrama cartesii, es veu que esta format per punts
aillats.

Una generalitzacié d'aguesta correspondéncia és la funcié
g=R.R,G), on G={ix,y) / y=2+x}. Com que, fent la taula de valors
resulta que els elements originals poden tenir diverses imatges,
direm que es tracta d'una funcié multiforme. (Alguns autors no
consideren funcions aquests tipus de corbes). La grafica d'aquesta
funcié és una parabola horitzontal. .

4 R|Y

3 4 G
2 3

1} 2 ¢

0 1

0l 12 3 4 X
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2.2 RELACIONS BINARIES

2.2.1 DEFINICIO I PROPIETATS. Sigui A un conjunt, F, un grafo del
conjunt producte A2 i la seva correspondéncia associada, f=(AA,F).
Direm que existeix una relacié binaria entre dos elements de A, ai b,
ho simbolitzarem per aRb i ho llegirem com “a esta relacionat amb
b” si es verifica que f(a)=b. :

Per ser una relacié binaria una correspondéncia entre elements
del mateix conjunt, podrem esquematitzar-la amb un diagrama sagital
similar a un diagrama de circulacié, que uneix diferents pobles.

Exemple 23. Tenim la correspondéncia f=(A,AF) on el conjunt és
A=la,b.c} i el grafo, F={(a.a), (b,a), (b.c), (c,b)). Fem els diagrames:

A f

Cbservemn que com que (a,a)eF, sera {{(a)=a, o millor aRa, que en el
diagrama de circulacid, que constara de ires pobles, representard una
“carretera de circumval-lacié”. De la mateixa manera, (b,a)eF sera

bRa i aixi la carretera que uneix ai b és de “un sol sentit™, el de b a a.
Finalment, com que bRc i cRb, la carretera de b a ¢ té “doble sentit”.

Exposem i comentem, amb les propietats que poden tenir, les
relacions bindries definides enire els elements d'un conjunt A: (pel
seu simbolisme matemitic consulteu la part de Formulacié):

1) REFLEXIVA. Tots els pobles han de tenir carreteres de
circumval-lacid,

2) SIMETRICA. Tota carretera que uneixi dos pobles ha de
ser de doble sentit.

3) ANTISIMETRICA: Tota carretera que uneixi dos pobles ha
de ser de sentit 1inic.

4) TRANSITIVA. Si es pot anar d'un poble a un altre i d'aquest
a un tercer, també ha-de ser possible anar del primer a
I"altim, sense passar pel del mig.

5) CIRCULAR. Si es pot anar d'un poble a un altre i d'aquest a
un tercer, s’ha de poder tornar directament d'aguest
1ultim al primer.

2.2.2 RELACIONS D'EQUIVALENCIA. Donada una relacid binaria R, es
dird que és una relacié d'equivaléncia si és a la vegada reflexiva,
simétrica i transitiva. Expressarem l'equivaléncia amb (=).
Exemple 24. En el conjunt d'alumnes de la nostra classe, la relacié
binaria R="Tenir la mateixa edat” és una relacié d'equivaléncia.
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Anomenem conjunts equivalents, A=B, dos conjunts on tot element
d'un és equivalent a qualsevol element de l'altre.

Exemple 25. Sigui la mateixa relacié de 'exemple anterior i suposem
els conjunts A="nois de 18 anys” i B="noles de 18 anys". Es evident -
que seran equivalents perqué cada persona del primer tindra la
mateixa edat que qualsevol persona del segorn.

Una relacié d'equivaléncia R definida en un conjunt A subdivideix
-aquest conjunt en altres subconjunts dits classes d'equivaléncia, que
estaran formats per tots els elements equivalents a un element
determinat, el representant de la classe. Si aquest ultim el
simbolitzem per a, [a classe d'equivaléncia vindra designada per Cla}.

Exemple 26. Anomenem A el conjunt dels alumnes de la nostra

classe de primer curs, 1 R és la relacié d'equivaléncia “tenir la
mateixa edat”. Siles edats dels alumnes oscil-len entre 17 { 20 anys,
obtindrem 4 classes d'equivaléncia, Cla), Clag), Clag) i Clag).

Aixi, Claj)={alumnes de 17 anys}, on a) serd el representant
d'aquest subconjunt, és a dir qualsevol persona de 17 anys. Podem fer

un diagrama de Venn:
ICil. 17][] ia
PRIMER l ] ! ‘a2

CURS [B5] .., 10 |c4| g 20

Comentem les propietats que tenen les classes d'equivaléncia:

{l EQUIVALENCIA DELS ELEMENTS. Tots els elements duna
mateixa classe son equivalents entre ells.

(Il) INDEPENDENCIA DEL REPRESENTANT. Es pot agafar com a
representant de la classe qualsevol dels seus elements.

(Il) CLASSES DISJUNTES. No hi pot haver cap element que
pertanyi a la vegada a dues classes diferents.

(IV) CLASSES RECOBRIDORES, Qualsevol element del conjunt ha
de pertanyer a una de les classes.

Donat un conjunt A i una relacié d'equivaléncia R., es defineix el
conjunt quocient, simbolitzat per A/R, com aquell conjunt que té per
elements les classes d'equivaléncia. :

Exemple 27. Continuant amb l'exemple de I'edat, sabem que hem
obtingut Ci="alumnes de 17 anys”, Cg="alumnes de 18 anys",
Ca="alumnes de 19 anys” i C4="alumnes de 20 anys". El conjunt

quocient constara dones dels subconjunts, A/R=(C], Ca, Ca, C4l.

Un exemple molt tipic és el de les congruéncies modul n. Aquesta
relacié d'equivaléncia ens ve definida en el conjunt dels enters per:

«Dos enters s6n congruents modul n si i solament si la seva
diferéncia és multiple de n» .
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Les seves classes d'equivaléncia s'anomenen classes residuals
modul n, ja que estan formades per niimeros que dividits per n
donen el mateix residu.

Exemple 28. Siguin les congruéncies mddul 5, Per formar les classes
d'equivaléncia, dividirem un enter qualsevol per 5 1 ens fixarem en €l
residu, Com que aquest només podra ser 0, 1, 2, 3 i 4, obtindrem els
conjunts C{0)=(..., 0, 5, 10, 15,...}, C(1)=....1, 6, 11, 18,...}, C(2)=(....2, 7,
12,17, ..}, C3)<....3. 8,13, 18, ..}i Cl4)=.... 4. 9. 14, 19, .. ).

També es simbolitzen per 0.1.2.3 14, Si fem un diagrama de
Venn, podrem comprovar les propietats de les classes d'equivaléncia;

25-5 E-s 21-7 EI-B EI'S

0 10[[*1 e11|[*2 o][*3 -13[[+¢ -14

2.2.3 RELACIONS D'ORDRE. Es diu que una relacid binaria R definida
en un conjunt A és una relacid d'ordre si és a la vegada reflexiva,
antisiméirica i transitiva. Ho designem pel simbol (), i d' a<h, diem
en general que a és “més petit o igual que” b. La relacid associada
seria (2}, que es llegiria “més gran o igual que”.

Exemple 29. En el conjunt dels alumnes de la nostra classe la relacié
binaria R "ser més baix o igual que” és una relaci6 d'ordre.

Un confunt totalment ordenat és un conjunt on qualsevol parella
d'elements en té un més petit o igual que l'altre; és a dir, tots ells
s6n comparables i diem que es tracta d'un ordre fotal. En cas
contrari és un conjunt parcialment ordenat, i amb un ordre parcial

Exemple 30. La relacié “ser més baix o igual que™ és clarament
d'ordre total perqué per a dos alumnes qualssevol sempre podrem dir
que un d'ells és més baix o igual que l'altre: sols ens caldrd agafar la
cinta métrica i veure les seves algades.

Agafem ara 1a llista de la classe, on cada alumne (é un namero
determinat, i suposem la relacié “ser multiple de ", Aquesta relacid
també és d'ordre, perd es tracta d'un ordre parcial, ja que la majoria
d'alumnes no seran comparables, per exemple el 2 1 el 3,

Considerem la relacié d'ordre total () definida en el conjunt dels
nombres reals. Per simbolitzar que a<b i que a#b farem servir ¢l nou
simbol (<), que es dird “més petit que”.

En R, la utilitzacié d'aquests simbols origina uns conjunts lineals
de la recta que s'anomenen intervals i es simbolitzen per [ab], (a,b),
etc., on a i b son els extrems de linterval. Si els dos extrems sén
finits, es tractarda d'un conjunt acotat i es dird interval finit. En cas
contrari es dird interval infinit. Els intervals poden ser dels seglients
tipus: Tancat, obert, semitancat, semiobert, tancat-infinit, etc.

Exemple 31. Anomenarem semitancat l'interval [-1,3) perqué és

primer tancat, i estara format per tots ¢ls nombres reals que estan
compresos entre el -1 1 el 3, el primer inclés.



54 _ ALGEBRA MODERNA

Tenim que X és un subconjunt del conjunt A on s'ha definit una
relacié d'ordre total (<). Anomenarem cota superior del subconjunt X
tot element d'A que sigul més gran o igual que qualsevol element del
subconjunt X, De la mateixa manera, una cota inferior del subconjunt
X serd un element d'A que sigul més petit o igual que qualsevol
element d'X. -

Exemple 32. Sigui X=[3,7) 1 A=[1,10). Les cotes superors poden ser 9,
8, 86, 7, 7'2, 96, etc. ja que observemn que totes sén més grans o iguals
que els numeros del subconjunt X, Les cotes inferiors poden ser 2, 1,
1'5, 3, 2'6, etc . perqué tots aquests niimeros s6n més petits o iguals
que qualsevol element del subconjunt X. Graficament:

2 4 5 6 8 9
s Pene—— ettt

1 A 3 X 7 10

Anomenarem suprem la més petita de les cotes superiors. En
canvi, l'infim sera la més gran de les cotes inferiors,

Exemple 33. De l'exemple anterior velem que el suprem és 7, mentre
que l'infim és 3.

Mirem ara només els elements del subconjunt X. Direm que un
element d'X és el maxim si €s més gran o igual que tots els elements
d'X. Per altra banda, un element sera el minim si és més petit o igual
que qualsevol element d'X.

. Diem que un conjunt A és un conjunt ben ordenat si qualsevol dels
seus subconjunts X, diferent del buit, té minim.

Exemple 34. El conjunt dels nombres naturals amb la relacid d'ordre
usual, €, és un conjunt ben ordenat, ja que qualsevol dels seus
subconjunts té un minirn,

En canvi no ho és el conjunt dels reals amb la mateixa relacié
d'ordre. Per exemple, el subconjunt (3, 5] no té€ minim.

Considerem ara una relacié d'ordre parcial en un conjunt X. Podem
dibuixar aquesta relacié. d'ordre mitjancant un esquema de fletxes
anomenat diagrama de Hasse. Direm que un element del subconjunt
‘X és maximal si no hi cap altre element que sigui més gran que ell.
De la mateixa manera, un element serd minimal si no hi ha cap altre
element que sigui més petit que ell.

Exemple 35. Constderem el conjunt X={2,4,6,8,12,18,36} 1 la relacié
d'ordre parcial “ser divisor de”. Com que per exemple 2 és divisor de
4, simbolitzat per 2\4, dibuixarem una fleixa que vagi del 2 al 4.
Procedint aixi ens quedara el diagrama de Hasse:

36 Observem que hi ha dos elements
maximals: el 8iel 36, 56n com les
8 estacions finals del metro.
18 Només hi ha un element minimal:
el 2, que representaria una estacié de
6 comencament.
' Veiem que aquest conjunt té minim
2 (€l 2), perd no té maxim.
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Producte cartesia

Parell ordenat: (a,b)=({a}, {a,b}} (a,b)z(b,a)
Prod. cartesia: AxB={(a,b) / acA A beB) AZ=AxA

Propietats:
Cardinal: n(AxB)=n(A).n(B)
No commut.: AxB#BxA Associativa: (AxB)xC=Ax(BxC)
Inclusié: XcA A YCB = XXYcAXB

Distributivitat:
Ax(BNC)=(AxB)(AxC) Ax(BUC)=(AxB)U(AXC)
Ax(B-C)=(AxB)-(AxC) Ax(BAC)=(AxB)A(AxC)

Grafo d'un producte cartesia

Grafo: FcAxB Grafo diagonal: D={(a, a)eA? / acA}

Operacions amb els grafos F,GCcAxB

"~ F'={(a,b)cAxB / (a,b)eF}
FG={(a,b)eAxB / {a,b)ecF A (a,b}eG}
FUG={(a,b)eAxB / (a,b)eF v {ab)eG}
F-G={(a,b}cAxB / (a,b)eF A (a,b)eG}
FAG={(a,b)cAxB / (a,b)eFUG A (a,b)eFNG}

Composicio d' FEAXB amb GEBxC:
Ge*F=((a,c)cAxC / JbeB, (a.b)eF A (b,c)eG}

Grafo reciproc: F!={(b,a)eBxA / (a,b)eF}

Correspondéncies i funcions

Definicié de correspondéncia: f=(A, B, F) fla)=b
(A=C. Inicial, B=C. Final, F=Grafo, a=el. original, b=el. imatge)

Domini: D(f)={acA / 3beB , b=f(a)}
Recorregut: Rf)={beB / JacA , b=fla)} Funci6: =R, R, F)




56 ALGEBRA MODERNA

Relacions biniries

Correspondéncia: f=(A, A, F}) Relaci6 binaria: aRb < f(a)=b
Propietats que poden tenir: '
Reflexiva: VacA — aRa
Simétrica: Va,beA , aRb =bRa
Antisimétrica: VabcA, aRb A bRa = a=b
Transitiva: Vab,ceA, aRb A bRc = aRe
Circular: Va,b,ccA, aRb A bRe = cRa

Relacions d'equivaléncia

Definicid: R=equivaléncial=) & R=Refl.+Simét.+Trans.
Propietats del grafo: FeF=F F=F1

Classes d'equivaléncia

Conjunts equivalents: A=B < VzeA A VyeB = x~y

Classe d'equivaléncia: C{a)={xcA / x=~a)

Propietats:
(I): zeCla) A yeCla) = x~y (Equivaléncia dels elements)
(II): zeCla) = C(x)=C(a) (ndependéncia del representant)
(ImM: xeCfa) A xeCb) = Cla)=C(b) (Classes disjuntes)

IV): \J, ,Cla)J=A (Classes recobridores)

Conjunt quocient: A/R=[C(a), CIb),...}
Congruéncies modul n: Va,beZ , a=b (mod. n) & a-b=n

Relacions d'ordre

Definicid: R=ordre(<) =4 R=Refl.+Antisimét.+Trans.

Propietats del grafo: FeF=F  FF-1=D

Conj. totalment ordenat: VajbcA = a<b v b<a

Conj. parcialment ordenat: Ya,beA = a<b v b<a (Or. no total)
(O també Ja, beA / agb A bga)
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Classes d'intervals

Intervals finits:

Tancat: [a,bl=[zcA / a<z<b}] -Semitancat: [a,b)={xcA / a<z<b}
Obert: (a,b)={xcA / a<x<b} Semiobert: (abl={xcA / a<x<b}
Intervals infinits:

Tancat-Inf.; [a,+9)={xcA [/ a<x] Obert-Inf.: (a,+)={xcA [ a<x}
Inf.-Tancat: (~~,al={zcA / x<a} Inf.-Obert: (-~,a)=[xcA [/ x<a}

Elements notables d'un conjunt ordenat

Elements notables d'un subconjunt: XcA
Cota superior: a=¢.s. < [acA A VzeX = x<a]
Cota inferior: b=c.i. & [bsA A VzeX = b=<x]

Suprem: s=sup. & [s€A A VacA , a=ts. = sza |
(El suprem és la cota superior més petita)

Infim: i=inf © [icA A VbeA , b=eci = b<i]
(L'infim és la cota inferior més gran)

-

Maxim: a-mix. < [acX , VxeX = xa]
(El maxim és l'element més gran del conjunt)

Minim: b=min. < [beX , VzeX = bsx]
{El minim és l'element més petit del conjunt)

Conjunt ben ordenat: VXcA = 3abeX / a=max. A b=min.

Ordre parcial:
Maximal: a=maximal < [VzeX, a<x = x-a|
(No hi ha cap element superior al maximal)

Minimal: b=minimal < [VvzeX, x<b = x=b]
(No hi ha cap element inferior al minimal)
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e¢) PROBLEMES RESOLTS
2.1 GRAFOS I CORRESPONDENCIES

Producte cartesii de conjunts

61. Es coneixen dos parells ordenats (m,n) i (p,q) dels 16 que
constitueixen el conjunt producte A2. Quins sén els 14 que falten?

Solucié. Sigui x el cardinal o nombre d'elements del conjunt A,
és a dir n(A)=x. Com ja sabem n{A2)=16, perd

n(A%)=n(AxA)=n(A).n(A)=x.x=x2 = =x2=16 , x=4 elements
Per tant, és clar que el conjunt sera |A={m,n,p.q}

A% ={{m,m), (m,n), (m,p),(m.q),
(nm), (n.n), (np), 0,q),
(pm), (pn), (p.p). P.q.
(q@.m), (q.n), (g,p). (q.q}}
Com que tenim els dos parells
(m,n) i (p.g), simbolitzats per ® |,
ens faltaran els altres 14 parells,
simbolitzats per O. Es a dir:

C=llm.m)}, {m,p}. (m.q), {n,m), (n,n), (@,p), ,q), (p.m}, (p.0),
(p.p). (q.m), (g.n), (g.p), (q.q)}

H 5w ,o

62. Amb els conjunts A1={x / 1<x<4} i Ag=(x / 2<x<6} de l'eix X i
Bi1=ly / 2<y<4}i Bo=ly / 3<y<5} de l'eix Y, comprova la relacié que hi
ha entre els conjunts M=(A;nA2)x(B 1NB2) i N=(A1xB1)n(A9xBs). Fes
una grafica. Suposa primer que xeN i després, que x<R.

Solucié. Formem en primer lloc els conjunts demanats.
PER A NOMBRES NATURALS:
Conjunts A;={1,2,3,4}, A2=(2,3,4,5.6], B1=(2,3,4} i Bp={3,4,5}.
Interseccions: AjnAg={2,3,4}, BinBs=(3.4}.
C. producte: M={A]NAs)x(B1nBa)
{M=((2.3), (2.4), (3.3), (3,4), (4,3), (4,4)]]
C. productes: A;xB1=((1,2), (1,3), (1,4), (2,2), (2.,3). (3.4}, (3,2),
(3.3). 3.4), (4.2). (4.3), (4,4)}

A2xBo=((2.3), (2,4}, (2,5), (3,3), (3.4), (3.5), {4,3), (4,4),
(4.5). (5.3), (5.4), (5.5), (6.3), (8,4), (6,5)}.
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Interseccié: N=(A1xB)n{AxB2)

[N={(2,3). (2,4), (3,3). (3,4), (4,3), (4,4))]
Observem que M=N.

Dibuixem ara els dos diagrames de Venn: El primer és per a
nombres naturals i el segon, per a reals.

B

AxxBy

Ajll [2 3 4[5 6 |as

PER A NOMBRES REALS:
Conjunts A1=[1,4] , A2=[2,6], B1=[2,4] i Bo=[3,5]
Interseccions; AjnAs=[2,4], B1nBs=[3,4]
C. producte: M=(A1nAg)x(B1nBs)

[M={(x.y) / x<[2.4] A yel3,4ll]
C. productes: A1xB1={(xy) / x[1,4] A ve[2.,4]}
AgxBo=((xy) / xe[2.6] A ye[3,5])

Interseccié: N=(A1xB1){A2xBj)

IM:{(x.y] /xe[2,4] A ye [3.4]}[
Observem que també M=N,

63. Donades les ternes T=(5x+2y-2z-3, 8x+3y-z-1, 3x+9y-5z-13),
To=(x+5y-4z+6, 6x-2y+2z+3, -2x+3y-3z+5) sabem que coincideixen
en un punt de l'espai P(x,y,2). Troba'n les coordenades.

Solucio. Dues ternes Ti=(ai1, b1, ¢1) i Ta=(as, bs, ¢z) sén iguals si
i solament si s6n iguals les seves components, aj=ag, byj=by i c1=cs.
Per tant, haurem de resoldre el sistema:

f 5x+2y-2z-3=x+5y-4z+6 J 4x-3y+2z=9 (1)
8x+3y-z-1=6x-2y+2z+3 & 1 2x+5y-3z=4 @
]3x+9y-52- 13=-2x+3y-3z+5 l5x+6y—2z= 18 (3)

Multiplicant la (1) per 3, la (2) per 2 i sumant tindrem una nova
equacié (1. Sumant (1) i (3) ens quedara l'equacié (2
12x-9y+6z=27 4x-3y+2z= 9
4x+10y-6z= 8 5x+6y-22z=18
16x+y =35 (1) 9x+3y =27 (2)
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Simplificant {2") tindrem el sistema:
16x+y=35 Restant queda: 13x=26

3x+y= 9 O sigui, x=2 i y=3
Substituint en (1); 4.2-3.3+2z=9 , 8-9+2z=9 , 2z=10 , z=5. El.

punt de l'espai demanat sera |P(2,3,5])|.

64. Donats els conjunts A={a,b,c}, B={m,n,p} i C={p.q}, dibuixa els
conjunts producte Ax(BAC) i (AxB)JA(AxC) en dos diagrames
cartesians i comprova que el producte cartesid és distributin
respecte a la diferéncia simeétrica.

Solucio. Tenim BuC={m,n,p,q} i BnC={p}, i aixd la diferéncia
simétrica sera BAC={m,n,p.q)-{pl=(m,n,q}. El producte cartesia
M=Ax(BAC) d'A={a,b,c] per BAC={m,n,q} estard format per:

[M={(a.m), {a,n), (a,q), (b,m}, (b,n), (b.g). [c.m), (c.n). (c.q)}]

C
n
g

BAC- - . A
Per altra banda, si formem en primer lloc els dos productes
cartesians AxB={a,b,clx{m,n,p] i AxC={a,b,clx{p.q}, tindrem:
AxB={{a,m), (a,n), (a,p), (b,m), (b.n), (b,p). (c,m), (¢.n), (¢,p)}
AxC={(a,p}. {(a.q), (b,p), (b,q), (c.p), (c,q)}
La diferéncia simétrica N=(AxB)A(AxC) consistird en la unid
menys la interseccié dels dos conjunts anteriors:
[N={(a,m), (a.n), (a,q), (b,m), (b,n), {b,q), (c.m), (c.n}, (c, q]}l

Grafo d'un producte cartesia

65. Siguin els conjunts A={a.,b,c} i B={m,n,p) que formen ¢l conjunt
producte AxB i siguin els grafos F={{a,n), {b,m), (b,n), (c.p)} i
G={(a,m}, (b,n), (b,p). {e,n), (c,p)}. Troba els grafos complementaris
F'i G, el grafo interseccié FNG i el grafo unié F'uG'. Fes-ne la grafica |
corresponent i comprova la primera llei de Morgan.
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Solucid. Dibuixem els grafos F i G donats conjuntament amb el
grafo interseccié FnG={(b,n), (c,p)l. El seu complementari sera:

[(FAG)'=((a,m), (a,n), (a,p), (b,m), (b,p), (c,m), (c,n}}]

Els grafos 'cdmplementaris F' i G' estaran formats per les
rodones blanques del dibuix anterior, o sigui:

F'={fa,m); (@.p). (b.p), (c.m), (c.n)} G'={@n), (@p) (b,m) (c.m)}
La seva unid sera:

- |Pug'=la.m). (an), (@.p), (bm), (b.p). cm), fe,n)}

Queda comprovada, doncs, la 12 llei de Morgan, (FnG)'=F'UG"; és
a dir, «cl complementari de la interseccié és igual a la.unio dels
seus complementariss».

66. D¢l conjunt A={a,b,c} considerem el conjunt producte A2 i els
grafos F={(a,a), (b,b), (c,a), (c.c)} i G=l(a,a), (b,b), (b.c), (c,b)}. Calcula
els grafos compostos GeF i FsG. Es verifica la commutativitat?
Dibuixa'n els diagrames cartesians.

Solucisé. Calculem el grafo compost GoF com indica la segtient
grafica, on A; és el conjunt inicial, Ao, el mitja i Ag, el final:
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Evidentment, els conjunts Aj, As i Az sén el mateix A={a,b,c},
perd s‘ha indicat aixi per una millor comprensié de la composicié
de grafos. Obtindrem:

[GeF=((a.a), (b,b), (b,c), (c.,a), ['q:b}]|

Determinem ara el grafo compost Fe¢G, on prﬁner aplicarem G i
després F. La figura quedara:

Grafo producte

El grafo Compost F+G vindra donat per
[FeG={a.a). (b.a). (b,b}, (b.c), (c.b}
Observem que en general no es veriﬁq_a la commutativitat de la
composicié de grafos: [GsFRG|. '

67. Amb els conjunts A={a,b.c}, B={m,n,p} i C=[x,y,2} i grafos
F={{a,m), (an), (b,p), (c,n)} i G=((m,2), (n,y), (p,x), {p.2)}, iroba Ge*F i
(G*F)-1.Troba també els dos grafos reciprocs F-! i G-1 i el grafo
compost F-1¢G-1. Quina relaci6 hi ha entre F-1¢G-1 i (GeF)-1?

Soluci6. Trobem primer el grafo GeF: A—>C, composicié dels dos

grafos F: A—B i G: B—C. La segiient figura és un esquema de com
es calcula el grafo compost GeF. Aquest és:

Ge*F={(a.y), (a.z}, (b,x). (b.2), (c.¥)}

Grafo producte

El seu grafo reciproc (G*F)-1 es trobara permutant els elements
de cada parell del grafo G+F. Geométricament representa fer una
simetria respecte a la bisectriu del primer quadrant, y=x:

|(GeF)-1=((y,a), (z,a), x.b), (z.b), (y,0)}]
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De manera analoga podrem determinar els dos grafos reciprocs
F-l: BoA i G-l: C5B que ens donaran:

F-1={tm.a), (n.a), (p.b), (m,¢)) Gl=lz.m), {y.n), x,p), Z.p)}

Calculant per nltim el grafo compost F-1¢G-1: C—A com es mostra
en la figura de sota, ens quedara:

[F-1eG-1={(x.b), (7.). (¥.¢). (z.a). (z.b)}]

Grafo producte

En ser iguals els dos conjunts del requadre podem veure com es
verifica en aquest cas la propietat general: «El grafo reciproc de la
composicié és igual a la composicié dels reciprocs en ordre
inverss.

Expresant-ho matematicament, [(GeF)-I=F-1+G-1|.

Correspondéncies i funcions

68. Donats els conjunts A={a,b.c}, B={m,n,p}, C={x,y.z} i les
carrespondéncies f=(A,B,F), g=(B,C,G) associades als grafos F={(a.m},
(b.p), (e} i G=lm,x), (m,y), (n,y). (p.z)}, respectivament, troba la
correspondéncia composta h=gef associada al grafo compost H=GeF.
Utilitza diagrames sagitals. Apunta finalment les correspondéncies
reciproques 1, g-lih-L

Solucié. Anem a consiruir la correspondéncia composta h=gef
directament, fent servir diagrames sagitals. Aixi, per exemple, com

que (a.m)eF i (m,x)eG, es tindra que {a,x)e G*F. En diagrames de

fletxes sera similar: si a—m i m—x, tindrem a—x. D'aquesta
manera podem formar el seglient esquema:

AT |r[ B [B g g sl 1n| g
ae b=m Me-—P™ex a egPex
bel Lyen| ¥ | ne—hy | = | bl Ty
Ce |- -‘"p Pe . Y C o] ..z

La correspondéhcia h sera h=(A,C,H), on el grafo H=G*F €s
[H={(a,%), @.y). (b.7). (c.7)}]
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Formem a continuacié les correspondéncies reciproques d'f i g.
Seran f-1=(B,A,F-1) i g-1=(C,B,G-1), de grafos:
F-l={fm.a), @.c), (p.b)} i G-l={(x,m), (y.m), (y.n), (z.p)}

Realitzem la composicié f-leg-1 de les dues correspondéncies

anteriors i observem que coincideix amb h-1:
Al (e B Bl ey Ig), [l I} €]
a -4 - T11 med: *x a -4 -3
@ \; s ™
begl | =n n ¥ b-',>_>y
C -“‘><"“tp P — Coddf” [Tmz

En conseqiiéncia la correspondéncia h-l=f-leg-1 ens vindra
donada per la terna h-1=(C,A,H-1) on aquest grafo H-T és:
[H-1=((x.2), (y.a). (y.c), (z.b)]].

69. Pels conjunts A={a,b,c] i B={m,n,p} i els grafos donats per
F={(a,m), (b,m), (b,n), (e,n), (c,p)} i G={(an), (b,m), (b,n), (c,m)}
dibuixa les correspondéncies associades f, g: A—>B i després troba les
seves diferéncies f-g, g-f i fAg per mitja dels grafos F-G, G-F i FAG.

Troba també (fAg)-1.
Solucié. Dibuixem en primer lloc les dues correspondéncies

donades, f=(A.B,F) i g=(A,B,G), per mitja dels seus grafos:
B

Al f .’E ' Al g
d= m a e 2 it
be="Ipw b=,
C o '-p C o *p

Els dos grafos diferéncia seran F-G=FnG'={(a,m), (c,n), (c,p)} i
G-F=GrF'={(a,n), (c,m)). Les correspondéncies associades seran:
[B]

Al f-g (B] Al g-f
A= e a--><,v'm
be be i
Lp* 11 Il
C“‘/ »p C o .p

Ara ja es podra formar el grafo diferéncia simétrica FAG donat
per FAG=(F-G)U(G-F)={(a,m), (a.n), {c.m), (c.n), (c.p)}. Les dues

correspondéncies fAg i {fAg)-1 sén:
Al pe [ 1B Al Jieagr] 1B
> m ="
=

a e
be P 0 be
C -hp C _-p
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70. En els conjunts X=Y=({0,1,2,3,4,5}, tenim que f és la funcié
determinada pel grafo F={(x,y) / xeX, yeY, x2+y2=25}. Escriu per
extensié el grafo i dibuixa’l en un diagrama cartesia. En quin tipus de
corba es troben els punts del grafo? Dibuixa també la funcié f en un
diagrama sagital i determina la funcié reciproca f-1. Qué passaria si
els conjunts fossin els intervals reals X=Y=[-5,5]?

Solucit. La correspondéncia f=(X,Y,F) vindra associada al grafo
F={{0,5), (3,4), (4,3), (5,0)]. Si dibuixem aquest grafo veurem que
els quatre punts estan sobre un arc de circumferéncia de radi 5.

La correspondéncia reciproca (o funcid inversa) es pot trobar
permutant els elements de cada parell d'F, o bé fent una simetria
del grafo respecte a la bisectriu del primer quadrant. Obtindrem

f-1=(Y,X,F-1), on F-1=((5,0), (4,3), (3.4}, (0,5)}
Es clar que [f1=f]. Fem les grafiques demanades:

X| Y]

2 4:%1-

8i X i Y sén els intervals X={xeR / -B<x<Bb} i Y={yeR / -bsy<5},
llavors el nou grafo F={(x,y)e XxXY / x2+y2=25} sera una corba del pla

anomenada ja no grafo sind “grafica”, que en aquest cas es tractara
d'una circumferéncia de radi 5 centrada a l'origen.

2.2 RELACIONS BINARIES

Propietats de les relacions biniries

71. Sigui A el conjunt dels quatre primers nombres naturals i F, el
grafo d'A? definit per F={lx,y) / x+y<5}. Quin és el grafo reciproc de
F? Sabries explicar el resultat? Quin és el grafo complementari F'?
Escriu per comprensio la relacié binaria associada a F'.

Solucis. El conjunt donat és A={1,2,3.4). En el seu conjunt
producte AZ, trobarem el grafo F format per totes les parelles de
suma inferior ¢ igual a 5.
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Aquest grafo sera F={(1,1), (1.2), (1.3), (1.,4), (2.1), (2,2), 2.3),
(3.1), (8,2), (4,1)). Com que aquest grafo és simétric respecte a la
bisectrin del primer quadrant, el seu grafo reciproc F-1, obtingut
en permutar els elements de cada parell, serd el mateix que F.

Podrem escriure .

Quant al grafo complementari F's((x,y)le A2 / (x.y)2 F] sera el
format per les rodones blanques d'F. Per tant,

[F'={(2.4). (3.3), (3.4). (4,2), (4,3), (4,4)}]
Graficament, ens resulta;

A
F A]
4 4 le R’ o
3 3
2 3 2
1 1 4 3

La relacié binaria associada a F', donada per la terna R'=(A.A,FY)
es pot definir per comprensié com el conjunt dels parells d'A de

suma superior a cinc: lF‘={[x,y]eA2 / x+y>5}|.

72. Considerem el conjunt producte A2, on A={m.n,p,q}, i els
grafos definits per F={(m,m), (m,n), {r1,n), -(n.p). (p.p), (q.ql
G={lm,p), (m,q), (n.m), (n,n), (n,p), (n.g). (p.q)} i H={(m,m), (m.q),
(n.m), (n,n), (n.q), (p.p). (q.9)}. En un diagrama sagital estudia si es
verifiquen les propietats reflexiva i transitiva per a les relacions

binidries Rr, Rg i Ry determinades per aquests grafos.

Solucié. Els diagrames sagitals de les relacions bindries RF, Rg i
Ry en A2 associades als grafos F, G i H, respec., son els segiients:

A | A | A
m n m n m n
¥ 2 q D. ;g
Rp Rg Ry

1} RF és reflexiva perqué F conté els parells (m,m), {n.n}, (p,p) i
(9.9). perd no és transitiva ja que mRn i nRp, perd no mRp.

2) Rg no és reflexiva (p. ex. mim), perd si que és transitiva.

3} Ry és reflexiva i també transitiva (nRm i mRp = nRpj.
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73. En el conjunt de les rectes de l'espai R=(a,b,c....], considerem
les tres relacions binaries d'interseccié (anb), parallelisme (a || D) i
perpendicularitat (alb). Analitza les propietats que té cadascuna.

Solucié. Les propietats que estudiarem seran la reflexiva, la
simétrica, l'antisimétrica, la transitiva i la circular. Comencem fent
una grafica que ens podra ajudar:

1) INTERSECCIO. Reflexiva (cada recta es talla amb ella mateixa).
simétrica (si la recta a talla la b, també la b talla la a). No té la
transitiva (pot ser que a talli bi b talli ¢, perd que a i ¢ no es tallin
sind que siguin paral-leles o es creuin en l'espai). Tampoc no té

I'antisimétrica ni la circular. En resum, Rﬁ és reflexiva i simétrica|

2) PARAL LELISME. Comprovem facﬂment mirant la grafica i
recordant que dues rectes son paral-leles si i solament si tenen la

matelxa direccié, que |'Ru és reflexiva, simétrica, transitiva i ClI‘Cul‘c'LI'J

3) PERPENDICULARITAT. No té la reflexiva (una recta no pot ser
perpendicular a ella mateixa). Té la simétrica (si la recta a és
perpendicular a la b també la b és perpendlcular a la a). No té la
transitiva (si a és perpendicular ab i b a ¢, pot ser que a i ¢ siguin
paral-leles). No té tampoce l'antisimétrica ni la circular. Per tant, es

tindra que Ijl 1 €8 simétrica|.

Relacions d'equivaléncia

74. Sigui R la relacié binaria determinada pel grafo F={{a,a), (a.b),
(b,a), (b,b), (c,c), (e.d), (d,c), (d,d)} en el conjunt producte A? on
A=la,b,c,d}. Dibuixa el diagrama cartesia corresponent i estudia si
sera d'equivaléncia. Es verifica que FeF=F i que F=F-1?

Solucié. A la plana seglient hem dibuixat el diagrama cartesia
conjuntament amb el diagrama sagital. Tamhé hi hem explicat les
caracteristiques geométriques de les propietats reflexiva i
simétrica. La propietat tran51t1va es ven millor en el diagrama
sagital.
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Expliquem-ho tot en aquest tipus de diagrama on els punts
poden simbolitzar “pobles” i les fletxes “camins”. -

REFLEXIVA. Tots els pobles tenen un cami de circunvalacié.
SIMETRICA. Tot cami d'anada té un cami de tornada.

TRANSI‘TIVA Si es pot anar a un poble per dos camins consecutius
: també si pot anar directament.

Per tant, al tenir aquestes tres propietats, podem dir que:

R és una relacié d'equix'raléncia|

Reflexiva: A F
La diagonal D ha 0 [al
d'estar completa.
Simétrica;
El grafo ha de ser
simétric respecte
a la diagonal, abcd

Formant la composicié de grafos FeF i determinant el grafo
reciproc F-1, es veu clarament que |FeF=F| i |[F-1=F]

Es a dir, el grafo F d'una relacié d'equivaléncia és 1dempotent i
autoreciproc.

75. De les relacions binaries R ="Paral.lelisme”, Ro="Paternitat”,
Rg="Tenir el mateix pes que”, R4="Nacionalitat”, Rs="Desigualtat”,
Rg="Perpendicularitat”, R7="Tenir la mateixa paritat que”, Rg="Ser
el quadrat de”, Ro="Tenir igual cognom que” i R1p0="Ser germa de”,
justifica les que s6n d'equivaléncia.

Solucié. Estudiemn en cadascuna de les relacions anteriors les
propietats reflexiva (R) , simétrica (S) i transitiva (T):

1) PARAL-LELISME. En un problema anterior ja hem vist que es
tenien les propietats (R), (S) i (T). [Relacié d'equivaléncial.

2) PATERNITAT. No és (R), doncs cap persona és pare d'ell
mateix. Tamnpoc és (S), perqué si a és pare de b, b no pot ser pare
de a. Tampoc sera (T), ja que si a és pare de b i b ho és de ¢,
llavors a sera avide ¢, i no pare.

3) “TENIR EL MATEIX PES QUE". Facilment es veu que es
compleixen les (R), (S) i (T). Per tant, [Relacié d'equivaléncial.

4) NACIONALITAT. Es clar que tothom té la mateixa nacionalitat
que ell mateix, e¢s complira (R). Les altres dues es verifiquen i aixi

sera |Relacié d'equivaléncial.
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5) DESIGUALTAT. No es compleix (R) perqué cap cosa és diferent
d'ella mateixa. Si que es compliria (S), perdé no (T), ja que pot ser
a#b i b#a i podria donar-se el cas que a=a.

6) PERPENDICULARITAT. També s'ha estudiat i s'ha vist que sols es
complia la simetria.

7) “TENIR LA MATEIXA PARITAT QUE". El terme “paritat” significa
ser parell o imparell. Es compleix (R}, (S) i (T}, tal com es veu

~ facilment. Aixi és |Relaci6 d'equivaléncial.

8) “SER EL QUADRAT DE”. No es compleix ni (R), perqué no tots
els naumeros sén el quadrat d'ell mateix (sols el 0 i 1'1), ni (8),
perqué p. ex. 4=22 perd 2#42, ni (T) ja que p. ex. 16=42 i 4=22,
pero 16222,

9) “TENIR IGUAL COGNOM QUE". Es compleix (R) ja que qualsevol
persona té el mateix cognom que ell mateix, i també (S) i (T), tal
com es veu facilment. Per tant sera una |Relacié d'equivaléncial.

10) “SER GERMA DE.” No es compleix (R) perqué considerem que
ningi és germa d'ell mateix (un fill tnic no té cap germa). Si
agafem el concepte de vertader germa i no de “germanastre”, si
que es compleix (S) i (T).

Classes d'equivaléncia. Conjunt quocient

76. En el conjunt dels nombres enters Z es defineix la relacid
binaria aRb si i solament si a.(a+1l}=b.(b+1). Estudia les propietats
reflexiva, simétrica i transitiva. Es d'equivaléncia? Quines sén les
classes d'equivaléncia? Quin és el conjunt quocient?

Solucié. Apuntem en un esquema el procés de deduir si dos
enters sén equivalents, i-també les classes d'equivaléncia i el
contjunt quocient que trobarem tot seguit

Cla)=C(ht) ClOIC) {coicClBicai ..
011 12 §{31]4 [jo
E—O——-C O L 7
O L et
-1 1213 (-4 i-5 |-
a a+l b b+l

Sabem que R serd una relacio d'equivaléncia si es verifiquen les
propietats demanades. Mirem-ho.

Reflexiva: Com que a.(a+1)=a.(a+1) VaeZ, tindrem que aRa.

Simétrica: 5i aRb sera a.(a+1)=b.(b+1) o també b.(b+1)=a.la+1), i
aixd vol dir que bRa.
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Transitiva: Si aRb i bRe¢, sera a.(a+1)=b.(b+1) i b.(b+1)=c.(c+1)
respectivament. Per tant, a.(a+1)=c.(c+1), i aixi, aRc.

Deduim que |R és una relacio d'equivaléncia‘

CLASSES D'EQUIVALENCIA. Sigui a un enter qualsevol. Volem trobar
tots els enters x equivalents a ell, Cx)=C(a).

Es verificara x.(x+1)=a.(a+1) , x2+x=a2+a , x2+1.x+(-a2-a)=0,
que és una equacio de segon grau en xX. .
-1+Y1-4.(-a%-a) _ -14¥4a2+4a+1 -1 (2a+1)2 _ -1+(2a+1)

2 B 2 B 2 - 2

Tindrem dues solucions x=(-1+2a+1)/2=(2a)/2=a, la qual cosa €és
logica ja que a=a, i x=(-1-2a-1}/2=(-2-2a)/2=-1-a. Per tant, la classe
d'equivaléncia d'a sera |Cla)={a,-a-1}|.

Per exemple C(0)={0,-1}, C(1)=(1,-2}, C(2)={2,-3}, etec. El
conjunt guocient estari format per aguestes classes d'equivaléncia,

o sigui | Z/R=(C(0), C(1), C9)....]|.

77. Sigui el conjunt A={1,2,3,4]} i la relacié binaria R=(A,A,F) on
F={(1,1), (1,2), (1,4), (2,1), (2,2), (2,4), (3,3), (4,1), (4,2), (4.4}
Dibuixa un diagrama cartesia i un de sagital. Es d'equivaléncia? Troba
les classes d'equivaléneia i el conjunt quocient.

Solucio. Dibuixem els diagrames cartesians i sagitals. Observem
que el grafo F té les propietats reflexiva (la diagonal pertany al
grafo) i simétrica (el grafo és simétric respecte a la diagonal):

Al

(SET]
le

CEI]

4= *3

També es transitiva, tal com es veu rapidament en el diagrama

sagital. Per tant, |R €s una relacié d'equivaléncia| -

Hi ha dues classes d'equivaléncia: Ia classe formada pels ntimeros
1, 21 41 ia formada sols pel namero 3. Podem apuntar que

[C(1)=(1,2.4} 1 [C(3)=(3]].
El conjunt guocient consistird en els subconjunts, o classes
d'equivaléncia, en qué ha quedat classificat el conjunt donat A; és a

dir, |A/R={c(1). @)Y
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78. A R2 definim la relacié binaria 8§ per (a,b)8(c.d) si i solament si
es verifica que a2+b2=c2+d2. Comprova que és d'equivaléncia i troba
les classes d'equivaléncia i el conjunt quocient. Explica'n el resultat.

Solucid. Anem a comprovar que S és una relacié d'equivaléncia,
demostrant les tres propietats segiients:

Reflexiva: V{a.ble R2 tenim (a,b)S(a,b) ja que a2+b2=a2+b2.
Simétrica: Si (a,b)S{c,d) sera a2+b2=c2+d2 o sigui c2+d?=a2+b2, la
qual cosa significa que (c,d)S(a.b).

Transitiva: Si (a,b)S(c,d) i (c.d)S(e.f) es complira a2+b2=c2+d? i
c2+d2=e2+f2. De les dues igualtats anteriors deduim que
aZ+h2=e2+{2; és a dir, (a,b)S(e.f).

Aixi resulta que |§ és una relacié d'equivaléncia).

El significat geométric d'aquesta relaci6 és que els punis P(a,b) i
Q{c.d) estaran relacionats si i solament si pertanyen a la mateixa

circumferéncia de radi R=VaZ+b2=vc2+d2.

(

Donat un punt qualsevol P(a,b), el conjunt de tots els punts
equivalents a ell, o sigui la classe d'equivaléncia, consistira en tots
els punts Q(x,y) que pertanyen a la mateixa circumferéncia:

[Clab)=lxy)eR® / x2+y2=a2+b2)]

Per exemple, la classe C(1,0)={(x,y)e R? / x2+y2=1} seria una
circumferéncia de radi 1.

El conjunt quocient seri el conjunt format per totes les classes
d'equivaléncia, és a dir el conjunt de totes les circumferéncies del
pla que tenen per centre l'origen de coordenades.

79. Direm que dos nombres enters estan relacionats (a=b) si i
solament si dividits per 3 donen el mateix residu. Comprova que és
d'equivaléncia i que les classes son les mateixes que les congruéncies
modul 3. Quin és el conjunt quocient?
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Solucid. Per la llei de la divisi6 sabem que el dividend (D) és
igual al divisor (d) pel quocient (q), més el residu (r): [D=d.q+1].

Si dos enters, a i b, dividits per 3 tenen el mateix residu r,
existiran dos enters m i n tals que a=3.m+r i b=3.n+r.

Fem la seva diferéncia, a-b=(3m+r)-(3n+1)=3m-3n=3(m-n)=3k,
podrem dir que:

«Els enters a i b estan relacionats, aRb, si i solament si la

seva diferéncia és multiple de 3».

Comprovarem que compleix les propietats (R), (S} i (T) i sera
aixi una relacié d'equivaléncia:

REFLEXIVA. aRa perqué a-a=0 que és muiltiple de 3 (0=3.0).

SIMETRICA. Si aRb sera a-b=3.k. Podem escriure b-a=3.(-k) i, com
que b-a també és muiiltiple de 3, serd bRa.

TRANSITIVA. Si aRb i bRe tindrem a-b=3.k i b-c=3.m. Sumant
tindrem (a-b)+(b-c)=3k+3m, o sigui a-c=3(k+m). Com que a-c és
maltiple de 3, resultara aRe.

Queda provat doncs que la relacié R, simbolitzada també pel
signe (5), és una relacié d'equivaléncia.

Les classes d'equivaléncia estaran formades pels nimeros que
dividits per 3 donen residu 0 (els multiples de 3) que sera la classe

C(0), els que donen residu 1 de classe C(1} i, finalment, els que
donen de residu 2 de classe C(2).

C(0) C(1) Cc{2)
Z|-.6.80.3.6,9,..] ..5.2147.10.. | .. 412,58, 1,... |

El conjunt quocient representa la classificacié a qué ha estat
sotmés el conjunt Z degut a la relacié d'equivaléncia anterior.

Aquest conjunt quocient sera |Z/(=) ={C{0), C(1), C(2]}I.

Relacions d'ordre

80. En el conjunt A={a / a=20 , ne Np} definim la relacié binaria
R="Ser muiltiple de” per aRb si i solament si existeix un k de A tal
que a=b.k. Demostra que R és una relacié d'ordre.

Solucis, Com que Np={0,1,2,3.4,...} és el conjunt dels nombres
naturals ampliats, el conjunt A sera el de les poténcies de 2,
={1,2,4,8,16,32,64,...}. Provem que la relacié "ser multiple de” és

una relacié d'ordre:
REFLEXIVA. aRa perqué existeix k=1=20¢A tal que a=a.1.
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ANTISIMETRICA. Si aRb, existird un ke A tal que a=b.k, on k=20, Si

al mateix temps fos bRa, existiria un peA tal que b=a.p, on p=2m.
En resum, a=b.2n i b=a.2m, Substituint, a=(a.2™).28 , a=a.2m+n

2m+n=]1 , m+n=0. Com que m,ne Ng ha de succeir que m=n=0 i
per tant, a=b.20 | a=h.1 , a=h.

P 9l 22 o3 ot A

e i s @

12 4 8 16

TRANSITIVA. Si aRb i bRe¢, existiran n,meNp tals que compliran
a=b.20 { b=c.2M. Substituint, a=(c.2M}.20 , a=c.2M*+N j com 2T+N
també pertany a A, resultara que aRc.

Queda provat aixi que R és una relacié d'ordre en el conjunt A.

81. De les segiients relacions binaries R1="Pesar igual o menys
que” per a objectes, Rg="Estar contingut” per a conjunts, R3z="Ser
el cub de” per a nombres reals, R4="Ser igual o més llarg que” per a

segments i Rg="Ser descendent de” per a persones, estudia les que
s6n d'ordre i digues si es tracta d'ordre total o parcial.

Solucid. Estudiem en cadascuna de las relacions donades les
propietats reflexiva (R), antisimétrica (A) i transitiva ().

“PESAR IGUAL O MENYS QUE" (R ). Siguin dos objectes a i b. Sera
(R) perqué cada objecte pesa igual que ell mateix, perd no sera (A)
ja que si suposem que p és el pes, en ser a la vegada p(a)sp(b) i .
pb)<pla), es pot deduir que pla)=p(b), perd no que a=b, perqueé eis
objectes poden ser diferents. Observem que si que seria ().

“ESTAR CONTINGUT" (R3). Donats els conjunts A, B i C, sabem pel
primer capitol que és reflexiva, antisimétrica i transitiva, ja que:
laca] . [scB A Bca = A=B| . |acB A BC = AcC
Es tracta d'una relacié6 d’ordre parcial, perqué donats dos

conjunts A i B pot ser molt bé que no siguin comparables, €s a dir,
que ni A esta continguten B ni B en A.

“SER EL CUB DE" (R3). No és (R} ja que sols la verifiquen els
nameros 0, 1 i -1 (aquests nameros s6n iguals que el seu cub).
Tampoc ho és (A) ni (T), i no sera cap relacidé d'ordre.

“SER IGUAL O MES LLARG QUE" (R4). Es (R) perqué cada segment té
la mateixa longitud que ell mateix. Sera (4) i (T) tal com facilment

es veu. Aixi R4 és una relacit d'ordre total, ja que els segments so6n
comparables (sempre es pot dir que un és més llarg que l'altre).




74 ALGEBRA MODERNA

“SER DESCENDENT DE" [R5). Per comengar, no és (R) perqué cap
persona és descendente d'ella mateixa. Com és absurd dir que a és
descendent de b i, al mateix temps, b descendent d'a, és
antisimétrica perqué verifica perfectament la seva definicié. També
és transitiva. )

En resum, Iilg rel. ordre parcial \ IR4 rel. ordre totaI'.

82. Donat el conjunt A={a,b,c}, forma el conjunt de les parts g (A)
i, mitjancant un diagrama de Hasse, ordena els seus elements per
inclusid.

Solucié. Apuntem en primer loc el conjunt de les parts @(4), o
de subconjunts d'A:

# (A)=(D, {a}. (b}, {c}. {a.b}, {a.c], {b.c), A}
Apuntem ara totes les relacions de contingut que trobem:

{b.c}
™ @clal |, Db} |, D)

falc{a.b} , {a)cia,cl

{e 3
.. L ab) {blcfa.b} , {blcib,c}
' {cicla.c) . {ciclb,c}
S {a} {fa,blcA |, faclca |, {bielcA

Aquestes inclusions les podem reflectir en el diagrama de Hasse
adjunt, per mitja de fletxes que indiquen el contingut.

Conjunts lineals

83. Dibuixa l'interval de la recta real i expressa el conjunt solucié
que verifica les seglients inequacions de segon grau pels quatre casos
seghients:

. .
a) (%— +1| < 6x b} x2 >

(x+1).(x+6)
6

c) (i’-x +9

(ix - 9) > 1008

4 d) (2x-92).x < x2 +800

Solucié. Resoldrem cadascuna de les inequacions de segon gran

donades trobant també els dos punts frontera i mostrant
graficament l'interval soluci6.
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2 .
a) (E-t- 1)<6-x , X2 L 0X 1 +1< 6x , X2 3+ 4dx 4+4< 24-4x

x2+8x%-20<0. Els punts frontera sortiran de x2+8x-20=0 d'on

obtenim x1=-10 i x9=2.
Provant per x=0 en la inequacié x2-8x-20<0 sera 02-8.0-20<0 ,

-20<0. Cert. Vol dir que l'interval solucié és |[5=(-10, 2)

La seva grafica sera
O e——)—————
2

-10 -8 -6 -4 2 0

b) x2 > {(x+1).(x+6)
6

Tenim 6.x2>(x+1).(x+6) ., 6.x25x2+7.x+6 , 5.x2-7.x-6>0. Si

trobem els punts frontera obtindrem x;=-0'6 i x0=2.
Provant per x=0 en la inequacié tenim 02>6/6 , 0>1. Fals. Aixd

vol dir que x=0 no pertany a l'interval solucié.

Per tant |Ip=(-e, -0'6)U(2,+o0)].

La seva grafica sera:
- O O = -
- 0'6 G . 1 2 ey

> 1008 , 9%-81 > 1008 , 9x22 17424

c) {ﬁ-x + 9){§x -9

4 4
Els punts frontra seran: 9x2=17424 , x2=1936, d'on x1=-44 i
Xo=44. Provant per x=0 en la inequacid, 9.02217424 , 0217424.

Fals. En conseqiiéncia l'interval solucié sera IIC=(-w,—44lu[44,+oo)| i

la seva grafica és:
h %

O 44 Foa

d) (2x-92).x < x24800 , 2x2-92x < x2+800 , x2-92x-800<0. Els

punts frontera seran la soluci6é de x2-92x-800=0 que ddéna x;=-8 i
02-92.0-800£0. En

x2=100. Provem per x=0 en x2-92x-800<0 ,
ser -800<0 cert, tenim que linterval solucié serd |1g=[-8,100j|.
La grafica d'aquesta inequacid és:

—— e e — ]

Notemm que els punts pintats de negre indiquen que el punt
frontera esta inclos en el conjunt i, en canvi, els blancs significaran

que esta exclds.
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Conjunts acotats

84. Sigui X=[5,9) un subconjunt de la recta real i sigui (<) 1a relacio
d'ordre “inferior o igual®. Estudia les cotes superiors, les inferiors, el
suprem, l'infim, el maxim i el minim.

Solucid. Aplicant la definicié de cota (o fita) superior chservem
que fots els numeros del conjunt S=[9,+) seran cotes superiors

perqué si aeS i xeX es verificard que a>x. El mateix podem dir de
les cotes inferiors que pertanyeran al conjunt I={-e, 5] ja que si
ael, tindrem a<x per a tot xeX.

El suprem és la més petita de les cotes superiors, |sup(X)=9|,

mentre que l'infim és la més gran de les cotes inferiors. Aixi

tindrem

- X R
! 1 ———— )
s 3 4 5 6 7 8 g 10 Il 4o

El maxim és el més gran dels elements del conjunt i, com esta
obert superiorment, no n'hi haura. SI que hi haura minim, que és
el mes pet1t dels elements del conjunt. Aquest vindra donat per

85. En el conjunt N dels nombres naturals i amb la relacié “ser
divisor de” considerem el subconjunt X=(2,3,4,8,12). Estudia les
cotes superiors, les inferiors, el suprem, l'infim, el maxim, el minim
i els elements maximals i minimals. Fes un diagrama de Hasse
explicant els diferents elements. ;

Soluci, Fem en primer lloc un diagrama de Hasse, ajuntént per
mitja de fletxes dos niumeros, el primer dels quals és divisor del
segon. Aixi, la fletxa que va del 2 al 8, passant pel 4, ens indica que
2 és divisor de 8.

= @& |
© @
(3) 12

Les cotes superiors del conjunt X seran naturals multiples a la
vegada de 8 i de 12, o sigui, de 24: [$={24,48,72,...})].

O]

De cota inferior, en canvi, només n'hi ha una que sigui a la
vegada divisor de 2 i de 3, I'L: |I={1}|.
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El suprem, que és la cota superior més petita, és |sup(X)=24| i
l'infim, o cota inferior més alta, és evidentment |inf(X)=1

No hi ha ni maxim ni minim ja que el 8 i el 12 per una banda, i
el 2 i el 3 per l'altra, no sén comparables (ni 8 és divisor de 12, ni

al revés). Aquests dos niimeros més alts i més baixos sén els
maximals i minimals, respectivament:

|maximals(X)=(8,12}] i [minimals(X)={2,3}].
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f) PROBLEMES PROPOSATS

2.1 GRAFOS I CORRESPONDENCIES
Producte cartesia de conjunts

86. Utilitza un diagrama en arbre per trobar tots els elements del
conjunt producte AxBxC, on A={a,b,c}, B={m,n} i C=[xy,z}.

Sol. n(AxBxC)=18 , AxBxC={(a,m,x}, (a.m,y), (a.n.x),..., (c,n,z)}.

87. Partint dels conjunts A=[(1,2}, B={a,b} i C={b,c}, troba els
productes cartesians M=Ax(BnC), N=(AxB)n(AxC), P=Ax(BUC) i
Q=(AxB)u(AxC). Fes també una grafica. Quina relacié hi pots veure?

Sol. M=N ={(1,b), (2,b}}
P=Q={(1,a), (1,b}, (1,¢), (2,a), (2,b), (2,c)}-

88. Siguin els conjunts A={a,b,c.d} de l'eix X i B={m,n,p} i C=(p,q}
de l'eix Y. Comprova graficament que el producte cartesia té la
propietat distributiva respecte a la diferéncia de conjunts.

Sol. Ax(B-C)=(AxB)-{AxC)={(a,m), (a,n), (b,m),..., (d,n)}.

Grafo d'un producte cartesia

89. En el producte cartesida AxB, on A={1,2,3,4} i B={2,4,6,8},
determina els segilents grafos: F={(x,y) / x=y), G={xy) / y=2x} i
H={xy) / x=2n+1}.

Sol. F={(2.2), (4,4)}] ., G=[(1.2). (2,4), (3.6), (4,8)}
H={(1,2), (1,4), (1.6). (1.8), (3.2), (3.4). (3.6), (3.8)}.

90. Amb els mateixos conjunts i grafos del problema 65, troba la
diferéncia de grafos F-G i G-F i també la unié d'aquests dos nltims.
Troba també la diferéncia simétrica FAG. Qué observes?

Sol. F-G={(a,n), (b,m)}, G-F={(a,m], (b.p), (c.n}} ,
FAG={(a,m), (a,n), (b,m), (b,p), (e.n)} ., FAG=(F-GJU(G-F).
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91. Donats els conjunts A={a,b,c}, B={m,n,p} i C={x,y,2) i els grafos
F d"AxB i G de BxC determinats pels parells ordenats F={(a.m), {(a,n),
(b.p), (en)} i G={(m,2), [n y)., (p.x). (p.2)], troba el grafo compost GeF
i el grafo reciproc (GeF)-1.

Sol. GeF={(a.y), (a,2), (b,%), (b,2), (c.y)}
(GeF)-1={(x,b), (y.a), (y.c), (z.a}, (z.b)}.

Correspondéncies i funcions

92. Siguin els conjunts A={a,b,c}, B=im,n,p.q}, i F, el grafo donat
per F={(a.m), (b,p). (b.q)} al qual se li associa la correspondéncia
f=(A,B,F). Dibuixa un diagrama sagital. Quins sén els conjunts inicial i
final? Quins sén el domini i el recorregut de f?

Sol. C. Imicial=A, C. final=B, D(f)=fa.,b}, R{)={m,p.q}.

93. Tenim tres conjunts A={a,b.,c], B={m.n,p} i C={xy.z} i dues
correspondéncies f:A—B i g:B—C determinades pels grafos F={(a,m),
(b.n), (b.p)} i G=f(m,x), (m,y), (p.2)}. Dibuixa el diagrama sagital i
determina desFres la correspondéncia composta gef i la seva
reciproca (gef)-!. Troba també -1, g-1 i f-1leg-1, Demostra finalment
que (g-ﬂ-l:f—l.g-

Sol. Ge+F={la,x), (a.y), (b.2)} (GeF)1=((x,a), (v.a), (z,b)},
F-l={(m,a), (n.b), {p.b)}  G-l={x,m), {y,m}, (z,p)}
F-leG-1=((x,a), (v.a), (z,b)) (gef)-1=f1eg-1,

94. Tenim que F=({a,m), (b.m), (b,p). (c,n)} és un grafo del conjunt
producte AxB, on A={a,b,c} i B={m,n,p]. Dibuixa en un diagrama
sagital la correspondéncia f=(A,B,F). Si definim la correspondéncia
complementaria de f per f=(A,B,F'], on F' és el grafo complementari
de F, troba f, f~1, (f)-1 i (fF1)". Quina conclusié obtens?

Sol F'={la,n), (a,p). (b,n), (¢.m), (c,p)}
F-l={(m,a}, (m,b}, (p,b), (n,c)}
(F)-1={(n.a). (p.a), (n,b), (m,c), (p.c)}
(F)-1=(f-1).
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2.2 RELACIONS BINARIES
Propietats de les relacions biniries

95. Tenim els grafos F={(a,a), (b.b), (b,c), (c,a), [é,c), (d.d)} i
G={(a,a), (a,c), (b,a), (b,b}, (c,a), (c,c), (d.d)} del conjunt producte A2
on A={a,b,c,d}. Dibuixa els seus diagrames cartesians i els de la seva

interseccidé FNG i unidé FUG.
5i R i8 sén les relacions binaries associades als grafos F i G,
respectivament, troba les relacions RnS i RUS i dibuixa-les en un
diagrama sagital.
Sol. —_nS={(a,a}, (b,b), (c,a), (c.q), (d.4}}
RuS={(a.a), (a.c), b,a), (b,b), (b.c), (c.a), (c,c), (d,d}.

96. En ¢l conjunt dels éssers humans, tenim les relacions R1="Ser
germa de”, Ro="Ser pare de” i R3="Ser amic de". Digues quines
propietats reflexiva, simétrica, antisimétrica o transitiva, es
compleixen.

Sol. Ri=sim.+trans. Rg=cap Ra=ref.

97. Al conjunt A%, on A={m,n,p,q}, comprova que les relacions
binaries R, Rs i R3 determinades pels grafos Fi={(m,m), (m.n),
(nm)., (n,p), (p.n). (q.q)}, Fo={(m,m), (m,n), (m.q, @Om}, (@mn),
(p.p), (@m), (q.q} i Fa3={lm,m), {(m,n), (m,q), (nm), (nn), (nq,
(g.m), (q.n), (q.q)}, compleixen les propietats reflexiva, simétrica i
transitiva.

Sol. Ri=sim. Ro=ref+sim. Ra=sim.+trans.

98. Si A és el conjunt de les persones i R, la relacié binaria “ser avi
de”, quina és la relacié contraria R'=(A,A,F)? I la relacid reciproca
donada per R-1=(A,A,F-1)? Prova que en general si R és una relaci
bindria definida en el conjunt producte A2, la relacié RUR-1 és
sempre simétrica.

Sol. R'="No ser avi de"
R-1="Ser nét de”
(ableRUR"l & (baleRuUR-!L,
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Relacions d'equivaléncia

99. A ZxZ*, on Z*=Z-{0} i Z és el conjunt dels enters, direm que el
parell (a,b) estd relacionat amb el (c,d) si es verifica que a.d=b.c.
Esbrina si sera d'equivaléncia i posa alguns exemples numérics.

Sol. Si, R+5+T. (3.4)R(6,8) (-1,5)R({-3,15) etc. Fraccions.

100. Per mitja d'un diagrama cartesia estudia si el grafo F del
conjunt producte A2, on A={a,b,c}, definit per F={(a,a), {a.c), (b,b),
(c,a), (c,c)} compleix que és idempotent i que coincideix amb el seu
reciproc. Dibuixa després en un diagrama sagital la relacié binaria

associada R=(A.A,F) i comprova que és d'equivaléncia.
Sol. Si, FeF=F, F=F-1 R=ref+sim.+trans. R=Equiv.

Classes d'equivaléncia. Conjunt quocient

101. Si P(x1, y1) i Pa(xg, y2) sén dos punts del pla R2, definim el
vector d'origen Pj i extrem Pz com el vector que té per components
vi=(a1, b1), on aj=xg3-x1 i by=y2-y1. Per dos altres punts Qi(x'y, y'1) i
Q2(x'9, y'2) obtindrem el nou vector va=(ag, bs), on les components
sOn ag2=xX'9-X'1 i ba=y'2-y'1. )

A més, dos vectors es diuen equipolents si i solament si tenen les
mateixes components: aj=as i byj=bs. Prova que aquesta relacid és
d'equivaléncia, representa-la per (=) i determina les classes
d'equivaléncia i el conjunt quocient. ‘

Sol. Ref+Sim.+Trans. = Equiv. Siv=(ab) = Clw)=w=kky /
x=a A y=bl, RZ/(=)={C(v1), Clvs), Cvs},...}.

102. Direm que dos nombres naturals estan relacionats, aRb, si i
solament si sdn iguals les paris enteres de les seves arrels

quadrades; és a dir, E[VZ}:E(\E]. Estudia si és una relacid
d'equivaléncia i, en cas afirmatiu, troba les classes d'equivaléncia i el
conjunt guocient.
Sol. Si.  C(1)={1,2,3}, C(4)=(4,5,6,7,8}
C(9)=(9,10,11,12,13, 14,15],...
N/R=[C(1), C(4). C{9}....].
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103. En el conjunt dels nombres reals positius R+ es tenen les
relacions d'equivaléncia R 1=“Tenir el mateix sinus que” i Ro=“Tenir
‘la mateixa tangent que”. Quines s6n les seves classes d'equivaléncia?

Sol. aR1b & sin(a)=sin(b). Cila)=xeR / x=a+2k.x, ke Z}
aRob < tanfa)=tan(). Cola)=xeR / x=a+k.t, ke Z).

Relacions d'ordre

104. Si F={(a,a), {b,b), (c.a), (c,c]} és un grafo definit en el conjunt
producte A2, on A={a,b.c}, estudia si la relacié associada R és d'ordre
i, en cas afirmatiu, comprova que el grafo F verifica les propietats
FeF=F i FNF-1=D, on D és el grafo diagonal. Utilitza diagrames.

Sol. 8i. R=Ref.+Antisim.+Trans.

105. En el conjunt N dels nombres naturals i amb la relacié “ser
divisor de” simbolitzada per (\) i definida per a\b si i solament si
existeix un nombre natural k- tal que b=k.a, comprova que és una
relacié d'ordre. Es total o parcial aquest ordre? Déna un exemple que
expliqui aquest ordre.

Sol. (\)=Ref.+Antisim.+Trans. O. Parcial. Ni 5\13 ni 13\5.

106. Fes servir un diagrama de Hasse per ordenar els elements del
conjunt A=(2,3,4,6,9,12,27} per la relacié d'ordre (\)="Ser divisor
de”. Quins son els elements inferiors, els mitjans i els superiors?

Sol. Inferiors: 2, 3. Mitjans: 4, 6, 9. Superiors: 12, 27.

Conjunts lineals

107. Les segiients inequacions de primer grau tenen per solucié un
interval infinit de la recta real. Dibuixa'l en cadascun dels guatre
casos seguents:

IESTES FE 3% oy (L22060D) ¢ (.3) )
x+3 o x+1 Liy. 5 3y 41,7
c) 7 7§ d]g( 2) %{ 3}+2>0

Sol. Ia=[24,+¢), Ip=(-,8], Ic=(4,4e0), Ig=(-e0,13).
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108. Resoldre un sistema d'inequacions equival a realitzar una
interseccié de conjunts. Troba l'interval solucié dels segiients
sistemes d'inequacions:

3x-2 5 1 ' j2x+10 <4
a) 2%x+ 1} 3x+4 b) Qxil- x+1
~5 g <® ]11 g4
[i%ll -5x> 11
c) 2
2 x2-16<0
1% >4 d) {x2 > 2x
Sol. 15=[2,+oo}N(4,+es}=2(4,+00) Ip=(-s%,1]N(~00,5)=(-o0, 1]
Io=(-00,-2}N[3,+00) = Ig=]-4,4]N{(-=,0) (2, +<)}=
=[-4,0)u(2,4]

Conjunts acotats

109. Si (R,5) és el conjunt dels nombres reals amb la relaci6
d'ordre “inferior o igual” i si considerem el subconjunt X={xeR /
x=1/n , ne N}, estudia el maxim i el minim. Estd ben ordenat? Té&
cotes superiors i inferiors? I suprem i infim?

Sol. Max.: 1 Min.: No en té. No estd ben ordenat.
c.s.:1,1'2,... ¢.i:0,-0,1,-1,-2,... sup:1l inf:0

110. En el conjunt A={2,3,4,6,12,18,36} considerem la relaci6
d'ordre “ser divisor de”. Dibuixa un diagrama de Hasse i determina
el maxim, el minim i els elements maximals i minimals. Prenem ara
el subconjunt X={2.4,6,12} d'A. Estudia les cotes i els extrems
" (suprem i infim) d'aquest subconjunt.

Sol Max.: 36. Min.: No en té. Maximal: 36. Minimals: 2,3.
€. 5.:12,36. c.i:2. sup.: 12, inf:2.
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

3.1 TIPUS D'APLICACIONS

1) Aplicacié. Concepte d'aplicaci6 (£, g,...), funcidé uniforme.
Aplicacions iguals. Restriccid de l'aplicacid a un
subconjunt (fiX)), propietats.

2) Aplicacié exhaustiva. Definicid i conseqiéncies.
Aplicaci6 caracteristica.

3) Aplicacié injectiva. Definici6 i conseqiiéncies. Monotonia
de les aplicacions, aplicacions estrictament creixents,
creixents, estrictament decreixents i decreixents.

4) Aplicacié bijectiva, Definicié i conseqténcies. Aplicacid
idéntica.

3.2 COMPOSICIO D'APLICACIONS
1) Aplicacié reciproca. Definicid (f-1), consegiiéncia.
‘Restricciéo de la imatge reciproca a un subconjunt,
imatge reciproca (f-1(X)).
2) Aplicacié composta. Composicié d'aplicacions, aplicacid
composta (gef), condicid necessaria, propietats.

3.3 COMBINATORIA

1) Variacions. Nombre total d'aplicacions injectives,
variacions simples (Vm n). Nombre total d'aplicacions,:
variacions amb repeticid (VRm n).

2) Permutacions. Nombre total d'aplicacions bijectives,
factorial d'un mamero (m!), permutacions simples (Pm).
Nombre total d'aplicac. condicionades, permutacions
amb repeticié (PRm, r:s:t)-

3) Nameros combinatoris. Nombre total de subconjunts de
n elements, nimero combinatori, casos particulars.
Triangle de Tartaglia, propietats.

4} Combinacions. Nombre total d'apl. estrictament
creixents, combinacions simples (Cm n). Nombre total

d'aplicacions creixents, combinacions amb repeticio
(CRm,n)-



88 ALGEBRA MODERNA

c) CONCEPTES 1 EXEMPLES

3.1 TIPUS D'APLICACIONS

3.1.1 APLICACIO. Una correspondéncia f=(A,B,F) es dira aplicacid si i
sols si tot element del conjunt inicial té una sola imatge. Es
denotaran les aplicacions amb els mateixos simbols f, g, h,.... Si la
correspondencia €s una funcié, en el cas que sigui una aplicacié li
direm funcié¢ uniforme.

El seu diagrama cartesia corresponent es caracteritzara pel fet que
totes les columnes tenen una sola “bola”; en canvi, en el diagrama
sagital, de tots els punts en sortira una sola fletxa.

Es veu que el domini d'una aplicacié és igual al conjunt inicial,
D(f)=A i que, com succeeix en tota correspondéncia, el recorregut és
igual al conjunt imatge, R{f)=f(A).

Exemple 36, Pel conjunt inicial A={a.b.c.d,e, el final B={m,n,p.ql 1

el grafo F={{a,p). (b,n), (e.n). (d.p). (e.c)} ens resulta la correspondéncia
f={A,B.F). Els dos diagrames s6n:

B A ] B
q a\ f em
p b
n Ce T’n_
m de—— p
Ce— *q

. Observem que f sera una aplicacis, perqué es compleixen tots dos
requisits: TOT element del conjunt inicial t& UNA SOLA irnatge. Nolemn
que el domini és D()=A i que el recorregut és Ri=f(A)={n.p,q}.

Siguin f,g: A—B dues aplicacions. Direm que f i g son dues
aplicacions iguals si i sols si s6n iguals les imatges per fi per g de
tots els elements. Per tant, si ens resulta fla)=gla) per a qualsevol
a, deduirem que f=g.

La restriccié de laplicacid a un subconjunt X del conjunt inicial
A ens vindra determinada per la imatge del subcorjunt, (), que
sera el conjunt de totes les imatges dels elements de X. Entre les
propietats destaquem que “la imatge de la interseccié esta inclosa
en el conjunt format per la interseccio de les imatges”.

Exermnple 37. Seguint I'exemple anterior, considerem els subconjunts
X=la.b,c} 1 Y=(b,c.d.e} del conjunt A. Tenim que XnY={b.c] que té per
imatge AX~Y)=({(b}, flc}}={n,n}={n}.

En canvi, fiX)={{{a), f(b), flc)}=lp,n.ni={p.n} i [(Y)=...={n.p.q}. Si fem
la interseccid, {(X){{Y)=(n,p). Resulia, doncs, que f{XNY) és un
subconjunt de {{X)n{(Y).

Pots comprovar, no obstant, que “la imatge de la unié si que és
igual a la uni6 de les imatges.”
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3.1.2 APLICACIO EXHAUSTIVA. Direm que f: A»B és una aplicacio
exhaustiva si i solament si tots els elements del conjunt final son
imatge d'almenys un original.

En un diagrama cartesid, una aplicacidé exhaustiva ha de complir
que totes les files tinguin almenys una “bola”. En el diagrama sagital
tots els punts del conjunt final els ha d'arribar almenys una fletxa.

Com a conseqiéncies d'aquesta definicié podem dir que «a imatge
del conjunt inicial és igual al conjunt finals. O sigui, f(A)=B. També, si
volem que f sigui una aplicacié exhaustiva, serd necessari que «e]
cardinal del conjunt inicial sigui més gran o igual que el del conjunt
final». En simbols, n(Ajzn(B).

Exemple 38. Sigui ara A=fa,b.c} , B=lxy} 1 F={(a,x), (b.y). {cy)} ila
correspondéncia i=(A.B,F} que és una aplicaci6 exhaustiva tal com
indigquen els seus diagrames:

A ]
b
ce

/]
5

Un altre exemple d'aplicacié exhaustiva és l'aplicacic caracteristica
definida en un subconjunt X d'un conjunt A. El conjunt final sempre
és B={1,0). La imatge de qualsevol dels elements d'X sera 1, mentre
que si l'element no pertany a X sera 0.

Exemple 39. Tenim el conjunt A={a.b,c,d.e} i el subconjunt X=(a.b,c}.

L'aplicacid caracteristica d'X tindra per imatges: fla)=1, f{b)=1, fle)=1,
fld}=0 i e)=0.

3.1.3 APLICACIO INJECTIVA. Direm que f: A—»B és una aplicacio
injectiva si i solament si tots els elements del recorregut son imatge
d'un sol original. Dibuixant el diagrama cartesia d'una aplicacio
injectiva observarem que les files que tenen bola, només en tenen
una. Si el diagrama és sagital, llavors als punts del conjunt final els
arriba com a maxim una fletxa.

Com a conseqiléncies podem destacar el fet (important per fer
demostracions), que «imatges iguals exigeixen originals iguals»; és a
dir, si tenim fla)=f(b) i si f és injectiva, llavors es deduird que a=b.
Per a establir una aplicacié injectiva és necessari que «el cardinal del
conjunt inicial sigui més petit o igual que el del final,, n(A)<n(B).

Exemple 40. Tenim A={a,bl, B=[x,y.z} i F={(a.x), (b,y)}. Llavors, la

correspondéncia f=(A,B,F} és una aplicacié injectiva tal com podem
veure fent els diagrames corresponents:

Al || =
& L _abd
b-——,-*:z
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Un exemple de la utilitzacié d'aplicacions injectives el trobem en
l'estudi de la monotonia de les aplicacions (o funcions), on suposem
que A i B sén dos conjunts ordenats amb una relacié d'ordre (<).

Direm que f: A—B és una aplicacié estrictament creixent si i sols si
donats dos originals tals que el primer és més petit que el segon,
llavors la imatge del primer sigui més petita que la imatge del segon;
€s a dir, una aplicaci6 estrictament creixent conserva l'ordre.

Si per comptes de “ser més petit” ho generalitzem en “més petit
0 igual” direm que es tracta d'una aplicacié creixent, que podra no
ser injectiva, ’ ‘

Exemple 41. En els conjunts A=[0,4} i B=[0,2} | donades les funcions

flx)=x/2 { 1a g definida per intervals com glxl=x/2 sl 0<x<3, g(x)=1 si
2<x<3 1 glx)=x-2 s1 32x<4, podem veure fent les seves grafiques que la

funcié f és es

B
2

trictament creixent i la g creixent:

B

A

o
L

1

A

0 1

2

3

4

0

1

2

3

4

En canvi, direm que f és una aplicaci6 estrictament decreixent si i
sols si donats dos originals tals que el primer és més petit que el
segon, llavors la imatge del primer és més gran que la imatge del
segon; é€s a dir, en aquest cas una aplicaci6 estrictament decreixent
permuta l'ordre.

Si ara també ho generalitzem en “més petit o igual” obtindrem una
nova aplicacié que li direm aplicacié -decreixent.

Exemple 42. En els mateixos conjunts A=[0,4] i B=[0,2] i amb les
noves funcions flx)=(4-x}/2 i la g definida g{x)=2-x si 0<x<1, gx)=1 si
1<e< § gx)=[4-x) /2 si 2<x<4, preveiem que la funcié f és estrictament
decreixent i que la g és decreixent:

B
2 2B
1 1
A A
ol 1 2 3 4 0 1 2 3 4

3.1.4 APLICACIQ BIJECTIVA. Una aplicaci6 f: A—B es dira que és una
aplicaci6 bijectiva si i sols si tots els elements del conjunt final sén
imatge d'un sol original. Observant el seu diagrama cartesia veurem
que totes les files tenen una sola bola. Si el diagrama és el sagital,
llavors ens adonarem que tots els elements del conjunt final els hi
arriba una sola fletxa.

Remarquem també dues conseqiéncies. La primera és que la
condicié de ser aplicacié bijectiva equival a ser a la vegada aplicaci6
exhaustiva i aplicacié injectiva.
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També, per construir una aplicacié bijectiva entre dos conjunts és
necessari que aquests siguin equipotents, és a dir, que tinguin el
mateix nombre d'elements, n{A)=n(B).

Exemple 43, Siguin els conjunts A={a,b.c}, B=lx,y.2} i €l grafo F donat

per F={(a.y), (b,z), (c.x}}. Dibuixem els dos diagrames i veurem que es
tracta d'una aplicacié bijectiva:

B . A B
“ _I-;‘Il*--..__f_- |'X
A OIS

Un exemple important d'aplicacié bijectiva és I'aplicacio ideémntica
d'un conjunt A, simbolitzada per i, i definida de tal manera que la
imatge d'un element del conjunt és igual al mateix element, ia(a)=a.

3.2 COMPOSICIO D'APLICACIONS

3.2.1 APLICACIO RECIPROCA. Partirem de I'aplicacié f=(A,B,F} i
formarem la seva correspondéncia reciproca f-1=(B,A,F-1). En el cas
que f-1 sigui aplicacié li direm aplicacié reciproca.

Com que tant f com {1 seran aplicacions, es dedueix la important
conseqiiéncia que sperqué existeixi I'aplicacié reciproca és necessari
que l'aplicacié original sigui bijectivas.

Exemple 44. Tinguem en compte l'exemple anterior i formem el grafo
reciproc F-l={(y.a). (z.b), (x,¢)}. Si dibuixem f-1=(B,4,F 1)y veurem que
€s l'aplicacid reciproca:
B | A
1] —

X\ _,'a
y/S.-vb
AR \C

V" x vy =z

5i comparem els gralos d'F i d'F! veurem que so6n simétrics
respecte al grafo diagonal.

També es pot parlar de la restriccié de la imatge reciproca a un
subconjunt X del conjunt final B: la imatge reciproca f1(X) és el
conjunt de totes les imatges reciproques dels elements del conjunt.
Entre les propietats direm que «la imatge reciproca de la interseccid
(0 unié) de subconjunts de B és igual a la interseccié (o unié) de les
seves imatges reciproquess.

Exemple 45. Si considerem el conjunt X={x,y} del conjunt final B,
tindrem que f-1(X)=({f-1(x). ¥ (y))=(c.al=la,c}. Per altra banda. si
Y=[y.zl, Havors {"l(Y)={a.b). Pots comprovar de seguida les dues
propietats esmentades anteriorment:

FIXAY=ELI0NELY) 1 FHXOYI=ELurLiy)
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3.2.2 APLICACIO COMPOSTA. Siguin tres conjunts A, B i C i dues
aplicacions f: A—»B i g: B»C. Entenem la composicié d'aplicacions com
l'operacid d'efectuar successivament totes dues aplicacions. Si per
exemple apliquem primer f i després g, ens resultari una nova
aplicacié gef: A—»C, anomenada aplicacié composta, tal que verifica
(g*N(x)=glf®)] per a tot x del conjunt inicial A.

] 5w | [
f IR(D] g

x 1?(;:’]—— :’ gl

gt

Fem notar que perqueé existeixi una correspondéncia composta s'ha
de complir la condicié necessaria, la qual exigeix que «el recorregut
de la primera correspondéncia estigui inclés en el domini de la
segonar. En aquest, en ser aplicacions ja es compleix, perqué D(g)=B.

Exemple 46. Suposem els conjunts A={a,b}, B={m,n,p,q} i C=[xy.z} i
les aplicacions FA—B i g=B—C deflinides pels grafos P=((a,p), (b,g)} i
G=[(m,x), (n,y}. (p.x), (q.z]}. Observem que l'aplicacié composta gef
s'obté aplicant successivament I'f{ila g:

il El M £ | %. .A_I gof g

f
as—] 1 x as o X
be -..____\‘R(f] > ] .y
Tieq z e 7

Remarquem que escrivim ge¢f en ordre contrari al natural, ja que
primer s'aplica f i després g. Finalment, és clar que la composmLo
d'aplicacions no és commutativa.

Exemp[e 47. Siguin les funcions de “multiplicar per 2%, f{x)=2.x, i de
*sumar-li 3", glx)=x+3. Es evident que no és el mateix “multiplicar
per2i sumar-li 3", (g=N(x)=2.x+3, que “sumar-li 3 i multiplicar per 2",
(feg)(x)=(x+3).2.

Entre les propietats de la composicié d'aplicacions cal destacar el
fet que eels conceptes d'aplicacié exhaustiva, injectiva i bijectiva es
conserven en la composicio». També diem que «la composicié d'una
aplicacié amb la seva reciproca ens donen l'aplicacid identitat».

Exemple 48. Podem fer la composicié de les aplicacions fi -1
exposades en els exemples 43 1 44, Ens resultara f-1ef<ia;

il EI f-lﬂ il iAﬂ

f
ae— WX _Lw-a a pa
oAy —rSkren | ) b >
c¥ i 7 eC ce —Ppec

Si haguéssim fet f+f"! ens hauria resultat ip. Notem que en el cas
que els conjunts ssin iguals, A=B, es verificaria la commautativitat.
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Per Gltim, entre les propietats de la composicié apuntem gque «la
reciproca de la composicid és igual a la composicid de les seves
reciproques escrites en ordre contraris, (gef)-l=f-leg-1

Exemple 49. Tenim les funcions f(x)={x+1)/2 1 gx)=(x+3)/4. Trobem-
ne les reciproques, aillant la x i canviant variables, {*1(x)=2.x-1 1 g
1{x)=4.x-3. Fem la seva composicié en ordre contrari:
(- Log 1) (x)=f Vg1 (x)=1-1(4.x-3)=2.(4.x-3)-1=8.%-7
Si primer haguéssim fet 1a composicio:
(geflx)=glic+1)/2)=l(x+1}/2 +31/4 = (x+1+6)/8=(x+7)/8
Trobant ara la seva reciproca ens quedara {gef)-1{x}=B.x-7, és a dir,
el mateix resultat que abans.

Ho podem veure també emprant un “diagrama de bloes”, i
particularitzant per un nombre determinat, per exemple x=9:

o of)-1
e N (@D

CAN g S gy e el e Pl

2

3.3 COMBINATORIA

38.3.1 VARIACIONS. Donats els conjunts Ai B, de cardinals nim
respectivament, on m>n, volem trobar el nombre fotal d’aplicacions
" injectives que hi ha entre els dos conjunts. La imatge del 1T element
d'A es pot escollir entre els m elements de B, la del 2™ entre els m-1
restants, la del 3T entre els m-2,... i la de I'enésim entre els m-(n-1)
que queden. Per tant, tindrem que:
n(Ap. Inj)=m.(@m-1).(m-2)....(m-n+1)
Es a dir, multiplicarem m pels seus naturals anteriors fins que en

resultin n factors.

Exemple 50. 5i A=la,b} i B={u,v,x,y] de cardinals n=2 i m=4, el

nombre d'aplicacions injectives d'A a B és n(Ap. Inj.)=4.3.=12.

Una d'aquestes pot ser la {u,v}, amb el significat que fla)=u 1 f{b}=v.
Amb aquesta notacié podem apuntar-les totes:

uy) wx fuy) ) Gx vy k) &V &y a Y

Suposem que ara tenim un sol conjunt A d'm elements i volem
trobar totes les ordenacions d'm elements no repetits que es poden
efectuar entre els m elements donats. Aquest nombre es diu nombre
de variacions simples de m elements agafats de n en n i el
simbolitzem per Vi n.

Es veu facilment que Vmq,n coincideix amb el nombre d'aplicacions
injectives d'un conjunt d'n elements en un d'm elements.

Exemple 51. Amb els 7 colors de Varc de Sant Marti volem dibuixar
banderes tricolors de franges horitzontals d'igual amplitud, amb la
condicié de que en totes hi hagi el groc i en cap, el lila.

Si sempre pintem amb el groc 1 descartem el lila ens quedaran 5
colors per ulilitzar i 2 franges per pintar. Com que l'ordre és
important, es tractari de variacions simples de 5 colors agafats de
dos en dos.
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Comprovem que també son aplicacions injectives del conjunt
indexat I de franges al conjunt A de colors restants:

a) Vermell 1] [A]
b} Taronja f  pra
c) Groc dj Verd 11" »b
¢) Blau |_|w»+d
) Anyil 2 ve
g Lila of

Tenim Vg o=n(Ap.Inj.)=5.4=20. Ara bé, com que el groc es pot
pintar en qualsevol de les tres franges, el nombre de banderes que es
podran pintar serd el triple, o sigul 3.20=60 banderes.

Proposem-nos trobar el nombre total d'aplicacions entre els
conjunts A i B, de cardinals n i m, resp. El 1T element de A el
podrem escollir entre els m de B, el 20 també entre els m, ... i
I'enésim també entre els m. Per tant, només caldrda multiplicar n
vegades la m per si mateixa; és a dir n{Ap}=m®.

Exemple 52. Suposem que A={a.b} { B={u,v.x.y} on n(A)=2 i n(B)=4. El
nombre total d'aplicacions enire A i B sera n(Ap.J=42=16. Apuntem-
les ordenadament: el primer terme €s la imatge d'a i el segoni la de b,
posant de manera simplificada uv per comptes de {u,v):

ug uv uX uy vu W VX VY Xu XV XX Xy YU YV VX V¥

Si tenim un sol conjunt A de cardinal m, el nombre total
d'ordenacions d'n elements, repetits o no, que es poden fer entre
aquests m elements, es diu nombre de variacions amb repeticid de m
elements presos dn en n i es simbolitza per VRm n.

Es prova que VR, coincideix amb el nombre total d'aplicacions
entre un conjunt d'n elements a un d'm; és a dir, VRy n=m2.

Exemple 53. Amb les xiftes 6. 7 i 8 volem saber quants nombres
parells de 5 xifres hi ha. Es clar que s'hauran de repetir les xifres,
perqué en necessitem 5 1 només ens en donen 3. Seran variacions
amb repeticit de 3 xifres preses de 5 en 5: VRg 5=35=243.

No hem tingut en compte que han de ser parells, Com que de les 3
xifres que podran acabar, 6, 7 i 8, n'hi han dues de parelles, €l nombre
demanat serd N=(243),2/3=162.

3.3.2 PERMUTACIONS. Volem trobar el nombre total d'aplicacions
bijectives entre els dos conjunts A i B que, naturalment, tenen el
mateix cardinal m. Aquest problema és un cas particular del de
trobar el nombre d'aplicacions injectives, en el qual ara n=m. Per
tant, tindrem n(Ap.Bij.)=m.(m-1).(m-2)...3.2.1.

Aquesta operacié de multiplicar un nombre natural per tots els
seus anteriors, s'anomena factorial, i se simbolitza per mitja d'un
signe d'admiracié. Tindrem, doncs, n(Ap.Bij.)=m!.

Exemple 54. El nombre total d‘aplicacions bijectives del conjunt
A={a,b,cl al B=lx.y.z} sera n(Ap.Bij.)=3!=3.2.1=6. Aquestes s6n
teya) (xzy) yxzd zd @Zxy (Zyx



APLICACIONS | COMBINATORIA 9b

Sigui un conjunt A d'm elements. El nombre total d'ordenacions
possibles d'aquests m elements, sense que es puguin repetir, es diu
nombre de permutacions simples i es simbolitza per Pm.

Rapidament es veu gue Pm=Vm m=ml, ja que aquest és un cas
particular de les variacions simples en qué n=m.
Exemple 55. Amb les lletres de la paraula GIRONES volem formar

totes les ordenacions possibles sense repetir les lletres de manera
que no hi hagi mai ni dues consonants ni dues vocals juntes.

Comencem per les consonants {G,R,N,S}, que es poden permutar de
P4=41=4.3.2.1=24 maneres. Per les vocals, {I.O.E}], tindrem P3=3!=6
permutacions. Com que s'hauran d'intercalar, el nombre demanat
serd 24,6=144,

Amb els conjunts de sempre A i B de cardinals n i m
respectivament, on ara n2m, i com a cas particular suposant que
m=3, trobem el nombre total d'aplicacions condicionades pel fet que
que el 17 element de B tingui r elements originals, el 27, siel 37, t;
on evidentment r+s+t=n. Aquest nombre ve donat per n!/(rl.s!.t!).

Exemple 56. Tenim els conjunis A={a,b.c,d.e.i} 1 B={x,y.2} i volem
trobar el nombre total d'aplicacions condicionades pel fet que a la x
li arribin tres fletxes, alay. dues i a la z, una. Aquest nombre sera
N=—6 _-654321_
3rzr1r 3.2.1.2.1.1
Una possible aplicacid g seria abe-de-f, on aquesta notacié significa
que gla)=glb)=glc)=x, gld)=gle)=y i gif}==z.

Si partim d'un conjunt A d'm elements podem calcular el nombre
total d'ordenacions possibles, dividides en n subgrups, de manera
que en el primer subgrup n'hi hagi r, en el segon, s i en el tercer, t.
Aquest nombre s'anomena nombre de permutacions amb repeticio i
el podem simbolitzar per PRy r:s:t.

Es pot veure que PRm,rs:t coincideix amb el nombre d'aplicacions
condicionades que en aquest cas és m!/(rl.s!.t!). Naturalment, hem
particularitzat per a 3 subgrups, perd es podrd generalitzar per a
qualsevol nombre, sempre tenint en compte que la suma dels termes
del denominador ha de ser igual al numerador.

Exemple 57. Una urna conté 5 boles: 3 sén blanques i les alires 2,
negres. Es treuen les boles una a una i es posen ordenadament en fila
en un caseller numerat, Ens preguntem quants resultats pessibles hi
pot haver.

Un resuitat possible és el (B,B,B,N,N), esquematitzat per BEBNN,
Observem que s6n permutacions amb repeticié de 5 lletres on la B
estd 3 vegades repetida { la N, 2. Per tant, aquest nombre sera
51/(31.21). que ens ddna 10. Apuntern aquests resultats:

BEBNN BBNBN BNBBN NBBEN BENND
BENBNBE NEENB BNNBE NBNBB NNEEB
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3.3.3 .NOUMEROS COMBINATORIS. Donat un conjunt A de m
elements, ens proposem trobar el nombre total de subconjunts de n
elements que es poden formar amb els m elements del conjunt A,
Per a trobar-lo podem recordar l'aplicacié caracteristica.

Exemple 58. Suposem el cas particular m=5 i n=3. Pel conjunt

A={a,b,c,d.e} hem de trobar el nombre total de subconjunts de 3
elements. Fem l'aplicacié caracteristica:

Veiem que la grifica anterior és una aplicacié condicionada que a
tres termes els correspengui 1'l 1 a2 dos el 0. D'aquesta manera, el
nombre demanat sera 51/(31.21)=10. Aquests subconjunts seran:

fabcl fabd {abel facd facel ade /
{b.c.dl {beel {bdel / fedel

En general, dels m elements del conjunt A a n li correspondri el 1
i a m-n el 0. En consegiiéncia, el nombre total de subconjunts de n
elements vindra donat per m!/[n!.{m-n)!]. Aquest valor rep el nom de
niimero combinatori, simbolitzat per una “fraccié simbdlica” de
numerador m i denominador n i que es llegeix per “m sobre n".
Escriurem:

(I::) = n!.(rr?ll-n]!

Com a casos particulars tenim que:

a) Si el denominador és nul o igual al numerador, llavors el nimero
combinatori €s igual a la unitat, ja que per conveni QOl=1. .

b} Si el denominador és igual a la unitat, illavors el nombre
combinatori és igual al numerador.

Exemple 59, Del conjunt A={a,b.cl, i dels niimeros combinatoris
(5) - &)+ (%)
o/ " \m 1
veiem que el primer €s el nombre de subconjunts de O elements.

Com nomeés hi ha el &, aquest ntimero combinator! valdra 1.

El mateix podem dir del segon, perqué de subconjunts de 3
elements només hi ha el mateix conjunt A,

Quant al tercer, el n® de subconjunts unitaris coincideix amb el n®
m d'ements. En aquest cas serien 3 subconjunis, {a}, (b} i {c}.

Col-locant ordenadament tots els nombres combinatoris, ens queda
un triangle anomenat triangle de Tartaglia (o de Pascal):

O] 1
) e 0 P
2 2 2 1 3 3 1
) ©) . (1) , (2]3 A
G ) G Q) 1 5 10 10 5 1
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Les propietats dels niumeros combinatoris es poden comprovar
facilment, observant les segiients consideracions en el triangle de
Tartaglia:

(I) Els ntmeros combinatoris de les files son capiciia.

{II) Cada numero combinatori és igual a la suma dels dos
nimeros que té a sobre d'ell.

(III) La suma dels numeros combinatoris de cada fila és una
poténcia de 2, amb exponent igual al numerador.
Exemple 60. Si agafem la fila de numerador m=6, veurem que €S cap-

i-cGa, 1-6-15-20-15-6-1, que el 20, per exemple, és igual a la suma dels
que té a sobre, 10+10, i que fent la suma 146+15+20+15+6+1=64 és

igual a 26,

3.3.4 COMBINACIONS. Siguin els conjunts A i B, de cardinals n i m,
respectivament, on m>n i on B se suposa que esta ordenat. Si
calculem el nombre total d'aplicacions estrictament creixents
veurem que coincideix amb el nimero combinatori m sobre n.
Exemple 61. Suposem que A={a.,b} i B={u,v.x,y.2}. Una possible
aplicacié €s la (u,v}, és a dir, fla)=u i {(b)=v. En canvi no ho seria (v,u)
perqué no segueix l'ordre que, en aguest cas, podem considerar
alfabétic. Per tant, és com si haguéssim agafat un subconjunt de dos
elements {u,v}. En total hi haura:
5\__ 5! _54321 _ —_ ; ;
( 2 ) oG 21321 = 10 aplicacions estrictament creixents

Aquestes seran:
v ux @y W2 / v vy va / &ky &2 / .2

Donat un conjunt A d'm elements, anomenarem nombre de
combinacions simples d'aquests m elements agafats d'n en n, i ho
representarem per Cm n. €l nombre d'agrupacions d'n elements que
es poden formar a partir dels m elements d'A. Si parlem
d'agrupacions significa que no s'haurd de tenir en compte l'ordre i
que, per trobar Cny n farem servir el nombre combinatori m sobre n.

Observem que les combinacions Cp n s6n igual al quocient entre
les variacions Vi n 1 les permutacions Pn, com pots provar
senzillament.

Exemple 62. Suposem que tenim 7 begudes alcohdliques i volem
preparar céctels barrejant 3 begudes diferents amb la mateixa
quantitat de licor. Quants céctels podrem preparar?

Com que no depén de l'ordre seran combinacions de 7 begudes
agafades de tres en tres:

(7). 7 _ 7654321 _ a5 o
Cra= = = = 35 coctels
7.3 (3) 3L73! 3214321 °°

També podiem haver trobat les variacions V7 3=7.6.5=210 i les
permutacions P3=3.2.1=6. El quocient és C7,3=V7,3/P5=35.

Formem-los tots suposant que tenim les begudes A={a,b,c.d,e.f.gh
{a,b,c] {a,b,d} {ab.e} {ab.Q) {abgl {a.c.dl {a.c.el {a.c.i) (a.c.gl
{a.d.e} {a.d.f} {a.d.gl {a.e.fl {a.eg {af.g} {b,e.d {b,cel {be.f
{b,c.g} {b,d.e} {(b,d.f {bdg {b.e.f} {begl [bfg {c.del {c.df}
fc.d.gl l(c.edl ‘{ceg fcfg {defl {deg {(dfg lefgl
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Es pot provar que el nombre total d’aplicacions creixents del
conjunt A de cardinal n al B de cardinal m, coincideix amb el nombre
total d'aplicacions estrictament creixents del conjunt A a un nou
conjunt C de cardinal m+n-1, ’

Exemple 63. Si A=la,b,c) 1 B=[w,x,y.z} resulta n=3 { m=4. El nombre
total d'aplicacions creixents sera

(m+n-1 )=( 6 )=—‘5!— =654.32.1 = 90 aplic. cretxents
n 3/ 3L6-3)1 3.2.1.3.21

Aquestes seran:
(www) (wwx wwy) wwaz Wwxx) wxy) wxz wyy)
wyz wzz / kxx) bexy) kxz kyy &y2 kzz) /7
vy vya z2 / zza. :

Donat el conjunt A de cardinal m anomenarem nombre de
combinacions amb repetici6 de m elements presos d'n en n, i ho
simbolitzarem per CRm,n. a les diferents agrupacions de n elements,
repetits 0 no, que es poden prendre entre els m elements del
conjunt A. Trobarem aquest valor a partir de les combinacions
Simples, CRm.n=Cm+n-1.n.

Exemple 64. Suposem que a pattir de 5 begudes diferents es volen fer
coctels de 3 begudes, perd que, a causa del mareig del protagonista, es
poden repetir. Quéntes en repetird com a maxim? Evidentment, 2,
perqué el ceoetel €s de 3 begudes. Aixi donces, és com si tingués 5+2=7
begudes. El nombre de coctels sera:

CR5.3=C5+3-1.3=C7.3=( g ) = 35 coctels

Per a determinar-los, si el conjunt de begudes és A=(a,b,c.d.el
tindrem: :

la.aal {aab) {aacl mad f{aae {abbl {abe {abd {abe
{ac.e lacd (ace {add [ade {(aee / {b,b,b}l {bb,c} {b.b.d}
{b.b.e] {bec [bed (bee (bdd (bde (bee/ [eod leed
fceel {edd lcdel {ceel/ [ddd {(dde {d.eel / leeel
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Aplicaci6

Definicio: f: A-B aplicacié < VacA, GheB / b=fla)
Domini: D{f)=A Recorregut: R(f)=f(A)

Aplicacions iguals:
f g A-B,f=g & [VacA = fla)=g(a)]

Imatge d'un subconjunt X d'A: f{iX)={f{a) / acX}

Propietats: (X.YcA)
Inclusit: XY = fX)AY)  Unid: fiIXUY) = {X)ATY)
Interseccid: fiIXMY) c fIXY)

Aplicacid exhaustiva

Definicio: ffA—->B exhaustiva < VbeB, JacA / b=f{a)

Consequiénciés: f:A —B exhaustiva = flA)=B
f:A—B exhaustiva = n{A}>n(B)

Aplicacid caracteristica d'un subconjunt X:
fA—B,B={1,0] A XcA = fiz3)=1sixeX A fx)=0sixeX

Aplicacio injectiva

Definicié: f:A—B injectiva < Vbefla), JacA / b=f{a)
Conseqlencies:
f:A-B injectiva & VabeA / fla)=flb) = a=b
f:A—B injectiva = n(A)<n(B)

Monotonia de les aplicacions:
Aplicacib estrict. creixent: VabeA / a<b = fla}<f(b)
Aplicaciod creixent: Va,beA / a<d = fla)<flb)
Aplicacid estrict. decreixent: Va,beA / a<bh = fla)>f{b)
Aplicacid decreixent: Va,beA / a<b = fla)>flb)
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Aplicacio bijectiva

Definicié: f:A—B bijectiva < VbeB, JacA / b=fla)

Conseqaéncies: Bijectiva=Exhaustiva+Injectiva
f:A->B bijectiva = n(A)=n{B)

Aplicaci6 idéntica: is:A—A / VacA = izla)=a

Aplicacid reciproca

Definicié: '
f1:BsA ap. recip. £fA-B < f=(ABJF / f=(B,AF) és aplic.

Consequiéncia: f1:B—A ap. recip. = f:A-B. ap. biject.
Subconjunt: XcB Imatge reciproca: f1(X)={acA / fla)eX]

Propietats: (X.YcB)
Inclusié: XY = fI1X)SLSUY)  Unio: £1XUY) = FLUXIUEFLU(Y)
Intersecci6: £1(XANY) = f1(X)~f1(Y)

Composicié d'aplicacions

Definicio:
fA—-B A gB-C = gef:A-C / (ge(x)=glfx)] , VxcA
Condicioé necessaria: 3 gef:A—C = R{fcD(g)

Propietats de la composicio:
(O f g aplic. = gefaplic. () f g exh. = gof exh.

(I £, g inj. = g inj. (IV) £, g bij. = g¢f bij.
(V) £A-B, gB>C, h:C—oD = (heg)ef=he(gei)
(VI} foia=f ipef-f (VID flef=i, fofl=ip

(VI (gef)!=flogl

Variacions

V. simples (Nombre ap. inj.): Vm,n=m.(m-1}.(m-2)...(m-n+1)
V. amb repetici6é (Nombre total aplicacions): VRm n=m=2
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Permutacions

Factorial d'un nimero: m!=m(m-1)(m-2)....2.1
P. simples (Nombre ap. bijectives): Pm=m!
P. amb repeticio (Nombre apl. condicion.): PRm r;s;t=m!/(x!.s!.t!)

Combinacions

N. Combinatoris (Nombre subc. n elem.): (T): — (E.' S

Casos particulars: (1(1)1) =1 (T):m (E} =1

Propietats: (I) (‘::) =(mn-1n (I1) (1:11) =(‘:_'11) +(m1;1}
(I11) (g‘) +(T) it (E) =om

Comb. Simples (Nombre ap. estrict. creixents): Cm,n=(

Propietat: Cm,n= Vmn/Pn
C. amb repeticié (Nombre ap. creixents): CRm,n=Cm+n-1,n

a)

Esquema general de combinatoria

NO »| Variacions

= m! -t
Poden Simples (Vm,n m!/(m n).)
o epetir-se? - _
Variacions ]
NO o/ Hi entren tots) SI amb repeticié
els elements?
Y NO

Permutacions

indil?srent simples o
= i a

si amb repeticio sl

Y

NO mbinacions m
_| Combinacio Cm-I':(nJ

Poden Simples
si Combinacions ( ( m4+n- ID
CRmn=

) S1 amb repeticid n
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e¢) PROBLEMES RESOLTS
3.1 TIPUS D'APLICACIONS

Concepte d'aplicaci6

111. Si A=fa,b,c} és el conj. inicial i B={m,n,p} el final, dibuixa en
un diagrama cartesia les correspondéncies f1, fa, f3 i f4 definides pels
grafos Fi=((a.n), (b,m}, (b.p)}. F2={(a,p), (b,n)}, Fz={{a,m), (b,p).
{c.p)l i Fa={(a.n}, (a,p), (b,p), (c.m)}. Quines seran aplicacions?

Solucid. Dibuixem els diférents grafos donats F1, o, F3 i F4 en un
diagrama cartesia

Per veure si les correspondéncies associades fi=(A,B,Fj), on
i=1,2,3,4, sén aplicacions, ens fixarem en cadascuna de les
diferents columnes dels diagrames anteriors. Recordem que

f: A»B aplicacié6 < VacA, 3beB / b=fla)

Aix4 significa graficament que perqué un grafo F determini una
aplicacié «cada columna haurd de tenir una sola rodona negras.
Deduim, doncs, que només (f3=(A,B.F3) sera aplicaci6|. També
podem fer els diagrames sagitals corresponents:

f f fa fq
Al (Bl 1Al B Al I B [A] B
a e m ae [ em ae— m a ey m
b e n beTpen bel | en b> n
ce [Tp| |co | [®p| |cFp| lc p

En aquest cas perqué f sigui aplicacié, de cada element del
conjunt inicial A n'ha de sortir una sola fletxa. Evidentment, I'nica
correspondéncia que compleix aquesta condici6 és la f3.

112. Troba les antiimatges de la funcié exponencial :R—R,
fx)=3+(1/2)%, si les imatges sén y;=7, yo=4, v3=325, y41=5 i y5=3'5,
Dibuixa'n el grafo. Sera o no una aplicacié? Quin és el recorregut
d'aquesta funcié?
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Solucié. Com que la funcié és y=f{x}, per trobar les antiimatges o
elements originals igualarem la y donada amb la funcié y=3+(1/2)* i
després determinarem el valor de la x que ho verifiqui. Observem
que podem escriure y=3+(2-1)x o millor y=3+2%:

1) y1=7 = 7=3+2"X, 4=2%, 22=2%, 2=x,

2) yo=4 = 4=3+2X%, 1=2-X,6 20=2X, O==x,

3) y3=3'25 = 3'26=3+2%, 025=2X, (1/4)=2-X, 4-l=2x,
(22)-1=2% | 2-2=2-X | 2=x, [x3=2

4) y4=5 = 5=3+2X, 2=2%, 21=2%, 1=x, |x4=-1

5) y5=8'5 = 3'5=3+2%, 0'5=2%, (1/2)=2x, 2-1=2x,

Fem el diagrama sagital d'aquesta correspondéncia entre reals, o
aplicacid, i oobtindrem una taula de valors. Dibuixem també el seu
grafo en un diagrama cartesia, que sera la grafica de la funcio.

K ¥ Y

2¢ 7 — 3

-le pe5 ,

Qe s \ >

le Pe3'5

1, y=3
2e Pe325 ' éx.? ' X
g -1 0 1 2

La correspondéncia donada f: R—R sera una perqué a
cada nombre real li correspon un sol nombre real. S'observa
graficament que totes les rectes verticals tallen la corba en un sol
punt.

El recorregut, o conjunt imatge, sera el conjunt de totes les

imatges. De la grafica es veu que |R(f)=(8, +}|.

113. Donada l'aplicacié flx)=x2+1 troba les imatges dels conjunts
A={-3,-2,-1,1}, B={-2,2,3]) i AnB. Quin tipus de relacié hi ha entre
flAnB) i flAN(B}?

Solucid, Trobem en primer lloc les imatges dels diferents valors
donats de la x:

f{-3)=(-3)2+1=10 f(-2)=(-2)2+1=5 f(-1)=(-1)2+1=2

f(1)=12+1=2 f(2)=22+1=5 f(3)=32+1=10
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En conseqléncia, les imatges dels conjunts A, B i AnB seran

flA)={f(-3), f(-2), f(-1). Vf(l]}=[10,5,2,2} = |f(A)={2,5.,10}
f(B)={f(-2), f(2). f3)}=[(5, 10]] flAnB)=£({-2)}<[(5]]
Y v

f(a) | )

-3[2-10 12 3
A B AMB

Com f(A)nf(B)={5,10} deduim que es pot escriure la segiient
relacié d'inclusio:

flAnB)cf(A)Nf(B)

114. A R2 considerem el grafo F={(x,y) / x24y2=25} i els conjunts
inicials i finals segiients:; (1) A1=R, B1=R, [(2) A2=R, By=[-5,5], (3}
Az=[-5,5], B3=R, (4) A4=[-5,5], B4=[-5,5], (5) As=[-5,5], B5=[0,5] i
(6) As=[0,5], Bg=[0,5]. Dibuixa les correspondéncies fi=(A;,B,F) en un
diagrama cartesia i estudia quines seran aplicacions.

Solucié. Sabem que perqué la correspondéncia f1A—B sigui una
aplicacid ha de succeir que a tot element del conjunt inicial i ha
de correspondre un sol element del conjunt final.
Geométricament, aixd vol dir que en el conjunt A tota recta vertical
ha de tallar Ia corba en un sol punt. Les grafiques so6n
circumferéncies de centre l'origen i radi 5:

B]_ B2 Bl- B5 .
&1 Ay A
fi fa fy f5

A f1:A1-5B) hi ha rectes verticals que no tallen la corba (les que
es troben fora del domini DIf;)=[-5,5]), rectes que tallen la corba
en un sol punt (sén les tangents en els punts x=-5 i x=5) i rectes
que tallen la corba en dos punts (les situades en l'interior de
l'interval d'extrems -5 i 5). Aixi fj no sera aplicacid.

Fent un raonament similar en les altres correspondenc1es
observem gue només compliran aquesta condmm {5 i fg. Per tant,

apuntem |Aplicacions: f5 i f5|.
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115. Donada l'aplicacié f:Z—Z definida per fx)=(x-1){x2+1)(x+1),
simplifica I'expressid que la defineix i troba els subconjunts imatges

de X={-3,-2,-1,0,1,2,3) i Y=(-1,0,1,2} del conjunt inicial. Es cert que
f(X-Y) és igual a f(X)-f(¥)?

Solucis. Simplifiquem la funcié donada
fE)=0-1) (x2+ 1)x+ D =(x-1) (x+ 1) (x2+1)=(x2-1) (x2+1)=x%-1
ulalial it
Trobem les imatges dels diferents elements:
f(-3)=(-3)4-1=80 f(-2)=(-2)4-1=15 f(-1)=(-1)4-1=0
f(0)=04-1=-1 i també f(1)=0 f(2)=15 f(3)=80

Per tant, les imatges dels conjunts donats X i Y i la de la seva
diferéncia X-¥=XnY'={-3,-2,3} seran

£(X)={f(-3).£(-2}.£(-1).£(0),...}={80,15,0,-1,0,15,80}=(-1,0,15,80}
f(Y)={0,-1,0,15}=(-1,0,15) , f(X-Y)=(80,15,80}=[(15,80}
Per altra banda, f(X)-f(¥)=(-1,0,15,80})-{-1,0,15}=[{80}]

Notem que |f(X-Y)={(X)-f(Y)]-

Aplicacions Exhaustives

116. Es defineix la funcidé “part eéntera” d'un nombre real x, i
simbolitzada per E(x), com el major enter menor o igual que x. Aixi,

E: R-Z. Fes la seva grafica. Es una aplicaci6? Es exhaustiva?

Solucié. Formem una taula de valors, observant que per a valors
positius d'x per trobar la funcié part entera traiem la part decimal.

I si x és negatiu, Ia funcié part entera és l'enter immediatament
anterior al namero.

x |G 05 09 1 12
Ex)JO0O 0 0 1 1

X -0'56 -09 -1 -12
Ex) -1 -1 -1 -2

La grafica de la funcié «part entera» és una funcié escalonada.
Com que a cada real li correspon una sola imatge, la funcidé és una

[aplicacis].
Com el recorregut és R(f)={...,-2,-1,0,1,2,...} i coincideix amb el
conjunt imatge Z, aquesta aplicaci6 si que sera .
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Aplicacions Injectives

117. Donats el conjunt inicial A={a,b,c} i el final B={m,n,p,q}
dibuixa el diagrama cartesid de les dues aplicacions determinades
pels grafos de AxB, Fi1={(a,p), (b,m), (c,m)} i Fe={(a,n). (b.q). {c.p}} i
troba una regla per veure directament si aquestes aplicacions sén
injectives. Quin €s el recorregut de cadascuna?

Solucid. Dibuixem els grafos en dos diagrames cartesians i, de
passada, també fem els corresponents diagrames sagitals.

Sabem que una aplicacié f serd injectiva si als elements del
conjunt final B els arriba com a maxim una sola fletxa (pot ser que
n'hi hagi que nao els n'arribi cap).

Aquesta idea ens porta a la conclusié que perqué una aplicacié
sigui injectiva les linies horitzontals d'un diagrama cartesia han de
tallar al grafo en un punt com a maxim.

Resulta, doncs, que sols |fa sera injectiva)

Quant al recorregut, o conjunt imatge, estara format per tots els
elements del conjunt final als quals arribin fletxes. Aixi

[R(fy=tm.pl] i [Rif2)=(n.p.q]].

118. Dibuixa la funcié exponencial fR—R definida per f(x)=2%. Es
injectiva? Quin és el seu recorregut? Quina és la antiimatge de 2567

Solucié. Si dibuixem la corba per mitja d'una taula de valors, ens
quedari

X| Y] Y

-3 »0'125 y=2%
-2 »0'25 . 256
-1 » 05

o 1

1 2 1
3 X

>3 oo 0 x?
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A la grafica es veu que és perqué totes les rectes

horitzontals que tallen la corba, la tallen en un sol punt.
Demostrem-ho analiticament:

fX=Aly) o 2X=2¥ < x=y
El recorregut representa la variacié de la imatge f(x} i I'nem de
trobar en el conjunt Y. Observem que |R(f)={yeY, 0<y<+oo}l

Trobem la antiimatge x de f(x)=256. Substituint per la funcié
veiem que 2%=256, i descomposant en factors que 2%X=28, o sigui

-]

Aplicacions bijectives

119. Sigui l'aplicacié fR—R definida per {(x)=2+(x-1)3. Dibuixa-la i
estudia si és bijectiva. Quina és l'antiimatge de f(x)=29?

Solucié. Donem, per exemple, valors enters de l'interval A=[-1,3]
i tindrem les imatges: f{-1)=2+4(-1-1)3=2+(-2}3=2-8=-6. Fent el
mateix pels altres valors deduim la segilient taula de valors:

Y
ﬂ-l——*’-ﬁu 29
0 > 1
1 2 )
3——|>10 /o 1 x7?

De la grafica obtinguda es desprén que f és una aplicacio
perqué totes les ratlles horitzontals tailen a la corba.

Es també ja que com a maxim la tallen en un punt.
Finalment, degut al fet que és exhaustiva i injectiva, sera també

[oucctival

Per trobar la imatge reciproca de f(x)=29, la substituirem a la
funcié i aillarem la x:

29=2+(x-1)3 , 27=(x-1)3 , 38=(x-1)3 , 3=x-1 ,

120. Sigui I'aplicacié f:Z—Z on f{x)=x/2 si x és parell i fx)=x si x és
imparell. Dibuixa-la i estudia si és exhaustiva, injectiva o bijectiva.
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Solucio: Fem dues taules de valors: la dels nombres parells i la
dels imparells i dibuixem el grafo d'aquesta aplicaci6

Parells: a|Z T,
xl... -4 -2 0 2 4.. ]
yl...2 -1 01 2.. ? Parell

=431 -2 - Z

7 Imparells: ZadE A
x|...-b -3 -1 3 5... -1
)
vi... 5 -3 -1 35.. =
v =5

Es tracta d'una aplicaci6 pel fet que totes les ratlles

horitzontals d'al¢ada entera tallen al grafo. No serd injectiva
perqué, per exemple, f(1)=f(2), és a dir, dos originals tenen Ia
mateixa imatge. Conseglientment, tampoc no pot ser bijectiva.

3.2 COMPOSICIO D'APLICACIONS

Correspondéncia reciproca

121. Estudia les correspondéncies f i g entre els conjunts
A={a,b,c.d} i B={m,n,p,q} determinades pels grafos F={(a,m), (b.p},
(e,p), (d.q)} i G={(a.m), (b,p), (e,q), (d,m)}. Quines son les seves
corespondéncies reciproques f-11i g-1? També seran aplicacions
reciprogues?

Soluci6. Construim el grafo F en un diagrama cartesia i al mateix
temps la correspondéncia f d'A a B, associada a aguest grafo.

Al LB] [A]
a p-111 -
b+ n b

™~ Ly
c+—1Pp »C
d q p-d
f

Es pot veure que f no és una aplicaci6é exhaustiva (a n no Ii arriba
cap fletxa) ni injectiva (a p i n'arriben dues) i, per tant, tampoc no
serd bijectiva.
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Si fem el grafo reciproc F-1, que és simétric respecte a la
diagonal del grafo F anterior, observarem que la correspondéncia

associada f1:B—A no és cap aplicacidé per dos motius: 1) No surt

cap fletxa d'n i 2) De p en surten dues.
Podem escriure |f1 és correspondéncia reciproca]

Fem el mateix amb el grafo G i la seva correspondéncia g:A—B

associada que és, al igual que f, una aplicacié:
A [ 5[ (&
a -1 m -2
b\.\ 4n ny lyw b
C\>< P P ’S C
dq &g q- { d
g—l

I'a 'b cd g

En aquest cas g és una aplicacié exhaustiva i injectiva i, per tant,
bijectiva. Aixd ens indica que existeix la seva aplicacid reciproca (o
inversa) g-1:B—A, com efectivament ho comprovem en el diagrama

sagital anterior.
En definitiva, [g-] & aplicacid reciprocal.

.

122, Si f(x)=x5-5x%-15x3+65x2+74x-120 és una funcié fIZ-Z

determina la imafge reciproca del subconjunt ¥={0}. Es a dir, troba el
conjunt f-1(0) de la funcié f, que és el conjunt dels originals x tals

que {{x)=0.
Solucié. Es tracta logicament de trobar les arrels enteres de
l'equacié de cinqué grau x5-5x%-15x3+65x2+74x-120=0. El seu
significat grafic és el de trobar els punts de tall de la corba donada
amb l'eix d'abcisses X. Aquesis punts de tall se solen anomenar

“zeros” de la funcid.

y=f(x)
120 X| LY
oI
= 1 ""-—-.)O
4
e

Trobem ara aquests punts per la regla de Ruffini, provant pels

diferents divisors del terme independent, 120:
1 ,+£2, %3, 24,45 ..., £120
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Aplicant la regla de Ruffini:

1 -5 -15 65 74 -120
1 L 1 4 -19 46 120

1 -4 -19 46 120 (0
24 -2 12 14 -120

1 6 -7 60 (0
-3 1 -3 27 -60

1 -9 20 (o0

Podem resoldre l'equacié de segon grau resultant x2-9x+20:=0
que dtna fra=4) 1 [rs=5]

El conjunt demanat sera [f-1{0)=(1,-2,-3.4,5}].

123. Donada l'aplicacié d'equacié f(x)=12x/(x2+1) del conjunt
inicial A=R fins al conjunt final B=[-6,6], determina si sera injectiva
aplicant la seva definici6. Dibuixa'n el grafo. Es exhaustiva? Troba
també la imatge reciproca del subconjunt Y={1'68}. Es 1 una
aplicacido?

Solucié. Si fem la taula de valors i la grafica de la funcié veurem
que f és una aplicacié (totes les ratlles verticals tallen a la corba en
un sol punt), és exhaustiva (totes les railles horitzontals del conjunt
final B=[-6,6] tallen a la corba), perd no injectiva (hi ha ratlles
horitzontals que tallen a la corba en dos punts)

Y Max :
6 | Xl 1 f ¥
y=168 1 »6
X g 48
1 X? A=R -1 :?66
2 > 4'3
-3 > 36

Provem que, efectivament, no és injectiva prenent dues imatges
iguals, fla)=f(b), i trobant que pot resultar asb.

fla)=f(b) = 172& =12b o 3 B2+1)=b.(a2+]1) = a.b®+a=a2.b+b
a2+l b%41
Es pot posar com una equacié de segon grau: a.b2-(a%+1).b+a=0
be (a2+1)tv/(@2+1-4.a.a _ %+ 1)+¥a%+2a2+1 -4a2 -
2a 2a
_(a2+1)#Va2-22241 _ (a2+1)34(a2-1)7 _ (a2+1)(a2-1)
2a 2a 2a
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(@2+1)+(@2-1) _ a2414a2-1 _ 222 _ 4

Amb el signe més, b= %2
. o (@2+1)-(a2-1) _ a2.7.92+41 _ 2 '_ 1
[ amb el signe menys, b=-———r——= a-—tlz—:-—l = z{ =5
Com que a més de la solucié b=a també ens ha donat b=
resultara que [I'aplicacié f no és injectival.

1/a,

Trobem ara la imatge reciproca del subconjunt Y={I' 68} és a
dir, calcularem tots els x tals que f(x)=1'68.

1'68= 12X = 1'68.x2-12.x+1'68=0

+1
_12#1122-4.1° 68.1 68 12+Y144-11'2896 _12%11'62
a 2.1'68 - 3'36 T~ 8'36

Agafant el signe més, x=(12+11'52)/3'36= .
I amb el signe menys, x=(12-11'52)/3'36= -

Finalment, com que f no és una aplicaci6 bijectiva, deduirem que
la correspondéncia reciproca |f-1 no és aplicaci6|.

Funcié composta

124. Donades les funcions f i g definides per fx)=(x/2)+3 i
g(x)=x2-28, calcula les funcions compostes gef i feg. Per ‘a quins
valors d'x es verifica la commutativitat de la composici6?

Solucis. Farem un esquema de la composicié de funcions:
X f(x) glix)] x g(x) flg(x)]
) O

Trobem ara les funcions compostes (gef)(x) i (feg)(x) i veurem que,
en general, sén diferents

(g+f) (x)= g[f(x)l_qx +3) ( +3)2 28= X2 +2X X .3+9- 28-’2:2 +3%-19

- = 3 - =}% =}_{Z._ ___
(fo2) (x)=f[g(x)]=fx2-28}) > +3 5 1443 2 11

Si volem trobar els valors d'x pels gquals es verifica la
commutativitat de la composiciéd, hem d'igualar les expressions
anteriors:

22 43x-19= X2—2-11 = %ﬁ = 2% = x2-12x+32=0

Que té per solucions [x1=8| i [x2=4].
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125, Donades les funcions definides per f{x)=2x+3, g{x)=4x+5 i
h(x)=6x+7, comprova que verifiquen la propietat associativa de la
composicié. Comprova també que la reciproca de la composia és
igual a la composta de les reciproques canviades d'ordre.

Solucié. Per veure que es compleix la propietat associativa
trobarem primer .
(g+f) () =glf(x)]=g(2x+3)=4(2x+3)+5=8x+12+5=8x+17
(heg) (x)=hlg(x)]=h(4x+5)=6(4%+5)+7=24x+30+7=24x+37
Observem en un esquema les operacions de composicié que
haurem de fer per provar que (*) és associativa:

S'haura de comprovar que |(heg)ef=he(gef)| per a tot x. Trobem,

doncs, les aplicacions compostes

[(heg)+f](x)=(heg)[f(x)]=(heg) (2x+3)=24(2x+3)+37=[48x+109]
[he (ge Dl (x)=he[(g*f) (x)]=h(Bx+17)=6(8x+17)+7=[48x+109)

Calculem ara les aplicacions reciproques {1, g-1, h-1 i també la
reciproca de la composta trobada anteriorment, (hegef)-1.

Per a trobar la reciproca de f(x)=2x+3, posarem y=2x+3,
aillarem la x, x=(y-3)/2, i canviarem variables, y=(x-8)/2. Per tant,

la reciproca sera |f-1(x)=(x-3) /2].
Si fem el mateix amb les altres funcions, obtindrem
lg1x)=(x-5)/4] . [n-1x)=(x-7)/6] , [(hegeD-T)=(x-109)/48]

Determinem també la composicié de les reciproques en ordre
Invers, tal com mostra el diagrama segdent:

Fent operacions ens resultara
1. -lep -1 = lgg- -1 = lgy- X:.Z.: I g ﬂ =
(F1og 1 oh )= og 0 Gt g ) (BT 17

=f1((X-7]/6 —5)=f1 x-37J= (x-37)/24 -3 _[x-109
4 24 2 48

En conseqiiéncia, queda provat que [(hegef)-l=f leg-Teh-1]
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3.3 COMBINATORIA

Variacions

126. Sigui el conjunt de nombres naturals A=(1,2,3} i el conjunt de
vocals B={a,e,i,o,u}. Una possible aplicacié injectiva és la de grafo
F1={(1,a).(2.e).(3.i)}, que l'anomenem *“a-e-i". Quantes aplicacions
injectives podries formar? Apunta-les en forma simplificada en un
diagrama en arbre. Quin és el nombre total d'aplicacions?

Solucid. Observem que la imatge del niimero 1 pot ser escollida
de 5 maneres diferents {a.e,i,0,u}. Si per exemple agafem la lletra
a, resultara que la imatge del 2 podra ser escollida de 4 maneres,
que son {e,i,o,u}l, ja que, si es repetis la a, no seria una aplicacio
injectiva.

Si agafem la e, tindrem que la imatge del 3 podra triar-sc de tres
maneres diferents, {i,o,u}, etc.

1 f(2) f(3)

fa-e-i )
é‘ f I_E & }) g-g-o
1 e—f—T"2 2 i u|a-e-u
o .
2-’/;? e u
3.‘___..--"" e i
s o .
u
\__/

Del diagrama en arbre anterior es dedueix que el nombre
d'aplicacions injectives d'A a B és igual al nombre de variacions
simples de 5 elements agafats de 3 en 3:

Vs5,3=5.4.3=[60 aplicacions injectives|

Trobem-les ordenadament seguint el meétode indicat en el
segiient esquema

a-e-i a-e-0 a-e-u e-a-i e-a-¢0 e-a-u
a-i-e a-i-o a-i-u e-i-a e-i-¢ e-i-u

i-a-¢ i-a-o i-a-u
i-e-a i-e-0 i-e-u
i-0-a i-o-e i-o-u
i-u-a i-u-e i-u-o

a-o-e a-o-i a-o-u e-0-a e-0-i e-o-u
a-u-e a-u-i a-u-o e-u-a e-u-i e-u-o

o-a-e o-a-i o-a-u u-a-¢ u-a-i u-a-o
o-e-a o-e-i o-a-u u-e-a u-e-i u-e-o0
o-i-a o-i-e 0-i-u u-i-a u-i-e u-i-o

o-u-a o-u-e 0-1-i u-g-a u-0-¢ u-o-i

Fem notar que en el primer requadre hi ha totes les que
comencen per la lleira a, en el segon les que comencern per €, €tc.
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127. En una jornada de futbol, quantes travesses diferents d'una
sola columna hauras d'emplenar per estar segur d'obtenir un
“catorze™? Suposa que s'hi estigui un minut per emplenar una sola
travessa. Quant temps trigaries per fer-les totes? )

Solucié. Imaginem-nos una travessa qualsevol com la mostrada en
el dibuix inferior .

Espanol-Valéncia_ | X
2 |Bar¢a-R.Madrid 1
3 | Sevilla-At.Bilbao 2

I B
14 ] D.Corurfia-Tenerife | 2 13X

Com que la travessa (X,1,2,...,2)#(1,X,2,....2) voldra dir que
dependran de l'ordre, i a més podran ser repetits. Tenim per tant
variacions amb repeticié de 3 elements agafats de 14 en 14:

VR3,14=314=(4,782.969 travesses|
Si necessitéssim un minut per a fer cadascuna tardariem:
j lan
=4,782.969 min_1h__l1dia ‘any _jg;
t=h O i min 24h 365dies

Que resulta ser aproximadament uns 9 anys, 1 mes i 6 dies!

Permutacions

128. Amb les xifres 1, 2, 3, 4, 5, 6 i 7, troba totes les ordenacions
diferents que s'hi poden formar, tenint en compte que s'ha de
complir la condicié que les xifres parelles ocupin els llocs parells i
les imparelles els imparells.

Solucit. Entendrem més bé el problema si fem uns esqueimes
previs:

1 3 5 7 2 4 8 5{ 11| |71 13
g & . 9 AN

+[lel 2] T2
5] [ 7] 3] [Mel 2l {1 [sle[iPp]7e]5]

Per a les quatre xifres imparelles {1,3,5,7} resulta que les hem
de collocar en quatre espais buits. Com que depenen de l'ordre,
dones (5_1_7_3)#(1_5_7_3), entren tots els elements (hi ha
quatre xifres i quatre forats), i no poden ser repetits, resultaran
ser permutacions simples de 4 elements:

P4=41=4.3.2.1=24
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Podem dir €l mateix de les xifres parells {2,4.6}, que seran
permutacions simples de 3 elements:
P3=3!=3.2.1=6
Finalment, com que les xifres imparells s’han d'intercalar amb
les parells, per a cadascuna de les primeres en tindrem 6 de les
segones. Per tant,

N=P4.P3=24.6=[144 ordenacions.

Combinacions

129. Troba el nombre d'elements que té un comjunt sabent que
posseeix 84 subconjunts ternaris. Calcula després els subconjunts de
0,1,2,...,m elements. Quants subconjunts hi haura en total?

Solucié. Sigui m el nombre d'elements. Si els agafem de tres en
tres sabem que hi hauran 84 subceonjunts diferents. En no
dependre de l'ordre, {a.b,cl={b,a,c}, i no ser repetits, seran
combinacions simples d'm elements agafats de 3 en 3:

m)_m.(m-1).(m-2) _ ;3.3 m2+2m 8
= = = 0 =84
Cons [3) 3.2.1 6
Ens queda l'equacié de tercer grau, m3-3m2+2m-504=0, on
IMinica solucio és . ja que les alires dues son imaginaries.
Per trobar els subconjunts de diferents elements, podem

construir el triangle de Tartaglia, on cada nombre és igual a la
suma dels dos que té a sobre:

Es veu que a l'iltima fila hi ha precisament els nameros que ens
demanen. Trobem perd, formalment, el nombre de subconjunts
que contenen O, 1,..., m elements:

9.8
No=Cg,0=1 (Seria &} , N1=Cg1=9 ., Np=Cgg= 57 =36

' 9.8.7 9.8.7.6
N3=Cg3=35 1 =84 . N¢=Co 2= 3 357 =126
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9.8.7.6.5
N5=Cg 2= 543921 =126 , Ng=Cgg= ...=84
N7=Cg7=...=36 , Ng=Cgg=...=8 , Ng=Cgg= ... =1 .

Quant a la suma N=Np+N 1+N2+N3+N4+N5+N6+N7+N8+Ng sera
N=(1+9+36+84+126).2=256.2=(512/.

Notem que coincideix amb 2 elevat al nombre de fila, 29=512,

130. Calcula per combinatdria el nombre de fitxes que té el joc del
domino i després apunta-les totes seguint una regla determinada.

Solucit, Hi ha 7 puntuacions diferents en el joc del démino: 0, I,
2, 3, 4, 51 6, les quals s’han de prendre de dos en dos. En ser
independents de l'ordre (la fitxa {0,1}={1.0}) i poder-se repetir
({1,1)), es tracta de combinacions amb repeticié de 7 elements
presos de dos en dos:

e 731 H 3 43 - B

També ho podiem haver fet per combinacions simples, sumant
després les fitxes dobles, N=C7 o+7=(7.6)/(2.1) +7=21+7=28.

N 0.1 1 2] 3|4 5] 6
oJfolol: { i .

1 |0l [x1] §

2 |[2]o]i[2[1]; [2]2]

H ECHESEEHEE

4 |[afo}: (4T [4[20; [ala]i[ala]i |

3 BUHERHBRHBEHEEHEE

6 |[&lol: [6]1]; [612]; [6[3] i[6]4] [el5] i [6le]

Les hem apuntades totes d'una manera ordenada, comprovant
que realment sén 28 les fitxes que té el joc del démino.
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f) PROBLEMES PROPOSATS

3.1 TIPUS D'APLICACIONS
Concepte d'aplicacio

131, Sigui fR—» R la correspondéncia definida'per lIa funcid

f(x]:-i-\!;c-. Dibuixan el grafo i estudia si és una aplicacid. Qué passaria
si el conjunt inicial fos el del reals positins, R*?

Sol. fix}=yx FR-R No aplicacid , fR¥—>R Aplicacié.

132. 5i A=[10,100] i B=[1,1000] s6n dos subconjunts de R* i si
flx)=log(x) és la correspondéncia logaritmica, fR*—R, estudia si f és
una aplicacio. Troba després les imatges de les restriccions de la
correspondéncia f als subconjunts Ai B.

Comprova que com que A és un subconjunt de B també haura de

passar el mateix amb les seves imatges, o sigui que f(A) serd un
subconjunt de f{B).

Sol. f=aplicaci6 AcB = f(A)Cf(B)

3
133. En la funcid f(x):\lx—l calcula les imatges de x1=-7, x2=0,
x3=1, x4=2 i x5=9 i dibuixa el seu grafo en un diagrama cartesii. Es
aquesta correspondéncia una aplicacié? I si en comptes d'una arrel
cabica fos una arrel quadrada, seria llavors una aplicacié? Explica els
motius de la teva resposta.

Sol. a) y1=-2, y2=-1, y3=0, ya=1, y5=2 f=aplicaci6.
b) No aplicacié, no exist. per R-, doble signe arrel quad.

134. Sigui la correspondéncia de proporcionalitat inversa fR—R,
definida per f(x}=12/x. Fes-ne la grafica en un sistema, de
coordenades cartesianes. Serd f una aplicacié? Quin hauria de ser el
conjunt inicial perqué ho fos? Troba les imatges f(X) i (Y) dels
conjunts X=(-,0) i Y=(0,4«) del conjunt final. Quina relacié hi ha
entre la imalge de la unié i la unid de les imatges?

Sol. No, A=R-{0} {(X)=(-,0) {(¥]=(0,+e0)
fXUY)=IX)(Y).
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Aplicacions Exhaustives

135. Sigui fiR—R la funcié definida per f(x)=ax2+bx+c. Se sap que
les imatges de x1=-1, x3=3 i x3=4 s6n f(x))=-2, flx2)=-6 i flx3)=3.
Determina els coeficients a, b i ¢ de la funcid, estudia si sera una
aplicacié exhaustiva.

Sol. Sistema a=2, b=-5, ¢=-9 F.unif.(aplic.) No exhaust.

136. Sigui la funcié “part decimal” d'un nombre real x definida
com aquest nombre menys la seva part entera, D(x)=x-Elx}. Dibuixa-
la i estudia si és aplicaci6. Es també exhaustiva?. (Recorda que la
funcié part enfera esta explicada en el problema 116).

Sol. Funcié en forma de «dent de serras.
Aplicacié no exhaustiva.

Aplicacions Injectives

137. Demostra que l'aplicacié f(x)=x3 és injectiva, partint de la seva
definicié. Estudia després la seva monotonia; és a dir, el seu
creixement o decreixement.

Sol. Injectiva: f(a)=flb) = a=b. Estrictament creixent.

138. Prova que l'aplicacié f{x)=x.(x2-3}/2 és exhaustiva. Comprova
també que no €s injectiva obtenint tots els elements originals que
tenen per imatge f(x)=-1.

Sol. x3—3x-2y=0 Almenys un xeR Exhaust.; xj=xo=1 x3=-2.

Aplicacions bijectives

139. Donada la funcié fix}=cos(x), estudia quina classe d'aplicacié
sera en els casos segilents, on A; és el ¢. inicial i Bj el ¢. final de £

(1) A1=[0°,360°] B1=R (2) A2=[90°,270°] Bg=[-1,0]
(3) A3=[0°,180°] Bgz=[-1,1] (4) A4=[0°,90°] B4=R+
Sol. fy=No exh., no inj. fa=exhaust., no inject.

fa=bijectiva f4=No exhaust., inject.
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140. Dibuixant-les en un diagrama sagital, dedueix si sén
injectives, exhaustives o bijectives les segtlients aplicacions:

(1) F1={(1,a),(2,a)} Ap={1,2} Bi=la,b}  f1=(A1,B1.,F1)

(2) Fa={(1,a),(2,b),(3.b)} A2=(1,2,3} Ba={a,b] f2=(A2.B2.,Fa)

(8) Fz={(1,a).(2,c),(8,b)] A3={1,2,3} Bgs={a,b.c} f3=(A3,B3,F3)

(4) Fu={(1,2),(2,c)} As={1,2} Bs={a,b,c} f1=(A4,Ba,F4)
Sol fj aplic., fz ap. exh., f3 ap. biject. i1 f; ap. inject.

3.2. COMPOSICIO D'APLICACIONS

Correspondéncia reciproca

141. Donada la funcié :R—R definida per f(x)=(x?+1)/2, troba la
seva funcidé reciproca f-! i dibuixa-les totes dues en una mateixa
grafica. Es f1 una aplicacié reciproca?

Sol. f1(x)=y2x-1 f=Apl no exh. niinj. f1=No aplic.

142. De la funcié fR—R definida per f(x}=x2-7x+10, calcula la
imatge del subconjunt X=[2,5} i la imatge reciproca del subconjunt
Y={y / y24}. Fes-ne la grafica.

Sol. Parabola f(X)=[-2'25,0] f1(Y)=(-es, 1]U[6,+es).

143. Siguin la funcié fx)=0'6.y25-x2 i A=[0,5] i B=[0,3], els seus
conjunts inicial i final, i sigui també X=[0,1'8], un subconjunt de B.
Fes la seva grafica i comprova que es verifica la propietat de
complementacié donada per f1(X)=[f-1{X)]'.

Sol. Tros d'elllipse. X'=(1'8,3] f{1(X)=[0,4) f1(X)=[4,5].

Funcido composta

144. De les aplicacions f i g se sap que gx)=2x+5 i que
(g*f) (x)=2x2-6x+13. Calcula f(x) i després (feg)(x). Troba també
Vaplicacié g2(x)=(geg)(x).

Sol. f(x)=x2-3x+4, (feg)(®)=4x2+14x+14, g2(x)=4x+15.
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145. De la funcié g definida per g(x)=x2+x+3 se sap que existeixen
dues funcions fj i fo que compleixen (gef))(x)=(gef2)(x)=x2-3x+5.
Troba-les.

Sol. Px)+(x)+3=x2-3x+5 f1x)=x-2 folx)=-x+1.

3.3. COMBINATORIA
Variacions

146. Quants nimeros de tres xifres hi ha en el sistema decimal
que no repeteixin cap xifra?

Sol. V10,3V 0=648.

Permutacions

147. Partim dels conjunts A=(1,2,3,4] i B={a,m,0,r}. Soén
equipotents? Quantes aplicacions bijectives diferents pots formar
entre aquests dos conjunts? Escriu-les totes de manera simplificada,
fent servir un diagrama en arbre.

Digues també aquelles paraules formades que tenen sentit en
castelld o en catala.

Sol. 81, N*® ap.bij.=P4=4!=24 a-m-o-r, a-m-r-0, ..., I-0-m-a.
amor, armo, roma, ramo, mora.

- 148. Donats els conjunts A={1,2,3,4,5} i B={a,b}, determina
guantes aplicacions exhaustives hi ha, condicionades a que 'element
a tingui 3 originals i el b només 2.

Amb aquesta idea, resol el problema segiient: «Un partit de futbol
va acabar amb el resultat de 4 a 2 a favor de l'equip de casa. De
quantes maneres diferents es pot haver arribat a aquest resultat final,
segons lordre en qué es feren els gols?» Escriu tots els casos
possibles.

Sol. N3=PRs5 3.2=5!/(31.2)=10. As={1,2,3,4,5,6} Ba={c,f}].
No=PRg, 4.9=...=15
c-c-c-c-f-f, c-c-c-f-c-f, ..., f-f-c-c-c-c.
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Combinacions

149. Quants triangles podem formar en ajuntar els vértexs d'un
dodecigon? I quants pentagons?

‘Sol. N1=C2.3=220 Ng=Cj95=792

150. Suposem que tenim ordenats els conjunts A={1,2,3} i
B={a,b,c,d.e.f], el primer de més petit a més gran i el segon, per
ordre alfabétic. Quantes aplicacions injectives estrictament creixents
es poden fer entre ells? Apunta-les totes. I quantes aplicacions
creixents es poden fer? Escriu-les.

Sol. N1=Cg,3=20 a-b-c, a-b-d, a-b-e, a-b-f, b-¢-d...., d-e-f
9=CRg 3=56 a-a-a, a-a-b, a-a-c, ..., f-f-f
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PROVA D'AUTOAVALUACIO

PROBLEMES PARAMETRITZATS

Presentem a continuacié una série de dotze problemes que, com
es pot suposar, no sén pas representatius de la gran varietat
d'exercicis que es podrien proposar. Tots aquests problemes de
conjunts, relacions biniries i aplicacions, depenen dun parametre
"a", que pot valer 1, 2, 3 0 4. Per a cadascun dels anteriors valors
obtindras una resposta diferent entre les vuit possibles donades.

En els segilients problemes parametritzats substitueix en primer

lloc el parametre a per 1, resol el problema, escull l'opcié correcta i
després fes una creu en el quadre de respostes:

Conjunts

1, Tenim els conjunts:
A=(1, 2, 8, 4, 4+a}, B={5,6, 7,8 i C=[a, a+l, a+2, a+3}.

Si determines el nou conjunt X=(AUB)-{(AAC), obtindras:

A) X={4} B) X={1, 2, 3, 4, 6, 7, 8]
C) X=(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) D) X=0

E) X={2, 3, 4, 5, 6, 7} F) X={3, 4, 8}

G) X={2, 3, 4, 7, 8} H) X={3, 4, b}

2. Si A, B1i C son subconjunts del mateix conjunt universal, i A, B'i C'
els seus complementaris, determina el conjunt que s'obté al
simplificar l'expressié indicada M, segons el valor del teu parametre:

Sia=1, M=(A'UB)' N (AUB" Si a=2, M=(A'UB)u(AUB')’

5i a=3, M=A'NB)'uiA~B") Si a=4, M=(A'nB)n(ANB")'
A) M=A'UB B) M=A'UB' C) M=A'nB D) M=AUB
E) M=AnB' F) M=AnB G) M=AUB' H) M=A'nB'

3. Hem comprat un lot de camises de 3 colors: blaves, grogues i
verdes. Algunes sén d'un sol color, d'altres, de dos i d'altres, de tres.
Hi ha 12+4.a camises que tenen el color verd, 10+3.a que tenen el
groc i 13 que tenen el blau. A més, n'hi ha 8 que tenen el verd i el
groc, 9 que tenen el verd i el blau, 4 amb el groc i el blau i, per tiltim,
3 tenen els tres colors. Quin és el nombre total de camises del lot?

A) 63 B)42 C)49 D)45 E)24 F)38 G)56 H) 31
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4. Pels conjunts M, N i P, determina si sén vertaderes (V) o falses (F)
les segiients igualtats on, per suposat, només has de fer l'apartat que
et correspén ' '
aj) M-N=N'-M' , M-(N-P)=(M-N)UMP) i M-(NUP)=(M-N)(M-P)
ag) MAM=ZJ , M-(N-P)=(M-N)n{MnP) i (MUN'UP)N{MUNUP)=M"UP
az) MAM=M , MuUN-P)=MUN)-(M-P) i (MUNUPINMUNUP)=(P-M)'
a4) M-N=MSN' |, MUNN-P)=(MUN)-(P-M) i M-QNUP)=(M-N)N(M-P)
El resultat sera

A) V-F-V B) V-V-V C) V-F-F D} F-V-F
E) F-Vv-v F) F-F-V G} V-V-F H) F-F-F
Relacions biniries

5. En el conjunt X={1, 2, 3, 4} definimn la relacié binaria R, segiient:
Si a=1, R1={(1,1), (1.2), (2,1), (2,2), (2,3), (3.2}, (3.3), (4,4}
Si a=2, Rg={(1,1}, (2,2), (3,3), (4,4)}
Si a=3, Ra={(1,1}, (1,2), (2,2), (3,3), (4,4)}
Si a=4, Rq={(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (3,3), (4.4)}
De les propietats reflexiva (R), simétrica (S), antisimétrica (A) i
transitiva (T), la relaci6é R, verifica només les seglients propietats:
A) Totes. BIR.AIT. C) Cap. DIRiT.
E)s. . FIR. G)R.iS. H) T.

6. En el conjunt Z dels nombres enters definim la segiient relacit
binaria R per a tot x, y enters:

xRy ¢ a.x-a.y és mualtiple de 12
Determina si es tracta d'una relacid d'equivaléncia (R.E.) o d'una
d'ordre (R.O.}). En el cas que sigui d'equivaléncia, determina el
nombre n de classes d'equivaléncia i, si és d'ordre, indica si l'ordre
és total o parcial i compara els enters 3 i 15 emprant la relacié (<).

AlRE, n=4 B) R.O.T. 15<3 -C) R.O.F 3<15 D) RE. n=3
E) R.O.P. 3<15 F} R.OT. 3<15 G) RE.n=12 H) RE. n=6 -

7. Considerem el conjunt A={1, 2, 3, 4} en el que definim la relacié
binaria Ry, donada segons el valor del teu parametre:
Ri={(L,1), (1,2), (2,1}, (2,2), {2.3), (3.1}, (3,2), (3.3), (3.4), (4,4}
Ro={(1,1), (1,2), (1,3), (2,1}, (2,2), (2,3), (3.1}, (3,2), (3.3), (3.4), (4.3), (4.4)}
R3=({(1,1), (1,2), (1,3), (2.1), (2,2), (2,3), (3.1}, (3,2}, (3,3}, (4.4)]
R4={(1,1), (1,2}, (1,3), (1,4), (2,2}, (2,3}, (2,4), (3,3}, (3.4), (4.4)} (Cont.)
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Treballant només amb la relacié Rz que et correspén, estudia
quines de les propietats reflexiva (Ref), simétrica (Sim),
antisimétrica (Ant) i transitiva (Tra) verifica, indicant, si és el cas, si
es tracta d'una relacié d'equivaléncia (Equiv.) o bé d'ordre (Ord.}.

A) Equiv, B) Ref. C) Sim D) Ref. i Tra.
E) Ref. i Sim  F) Ant. G) Ref. { Ant. H) Ord.

8. En el conjunt N dels nombres naturals, definim les segiients
relacions binaries R i S per:

xRy « y=la+l)lx i xSy & x1iy tenen la darrera xifra igual
Estudia les propietats de cadascuna. Si considerem també la relacié
de composicid RS, digues quin dels segilients apartats és el correcte:

A) S és reflexiva i {(1,2), (2,24}, (3,6), (4,18), (5,10}JcR*S

B) R és simétrica i {(1,3), (2,16), (3,19), (4,12), (5,2b)]cReS

C) S és transitiva i {{1,24), (2,28), (3,32), (4,36), (5,40)IcRS

D) S és simétrica i {(1,13), (2,18), (3,19), (4,22), (5.25)}cRS

E) 8 és d'equivaléncia i {(1,15), (2,20), (3.25), (4,30}, (5,35)icReS
F) R és reflexiva i {(1,2), {2,14), (3,16}, {4.8), (5.20)]<R*S

G) R és d'ordre i {(1,5), (2,20), (3,15), (4,40), (5,30)}cRsS

H) R és transitiva i {(1,4), (2,18), (3,12), (4,26), (5,30)]cReS

Aplicacions

9. Considera el conjunt A={1, 2, 3, 4, 5} i les dues correspondéncies
f, 8: A —» A definides pels grafos F i G, respectivament, que sén

F={(1,a), (2.3), (3.2), (4,a+1), (5,5)}
G={(1.a+1), (2,3), (3,2}, (4,5), (5,a}}

Determina el conjunt d'elements commutables, és a dir, calcula els
elements x que verifiquen la condicid (feg)(x)=(g*f)(x), on (*) és
l'operacié de composicié. Obtindras el conjunt

A)2, 3, 4 B) {1, 4, 5} Q) {1, 2, 3} D) {1, 4}
E} {1, 5} F) 2, 3) G} {4, 5} H) {2, 3, 5}

10. Donades les correspondéncies f,g: R—»%R definides per:
flx)=a.(2+x2) i gX)=(x-al/2 ‘
considerem la composicié h=f*g. Si determines l'expressié de la seva
correspondéncia inversa veuras que et quedara de la segiient forma
h-!(x)=m£Vn on els valors de m i n sén, respectivament:
Al 4x-8 B) 4, x-8 C) 4, 4.x-186 D) 2, (x-4)/3

E) 3, 3.x-9 F) 2, 2.x-8 G) 3, 4x-6)/3 H) 1, x-1




128 ALGEBRA MODERNA

11. Donades les funcions f, g, h: R»R definides per f(x}=x2+a,
gx)=2a.x+3 i hx)=a.(x-a), determina la nova funcit k=(fleg-leh-1)2

A) k=(x-9)/3 B) No existeix Ia funcié k.
C) k=(x-18)/8 D) k=(x-4)/2
E} k=(x-54)/18 F) k=(x-124)/32

G} k=(x-16)/4 H) k=Funcié identitat.

12, Una urna consta en total de N=(10.a3-75.a2+167.a-66)/6 boles, on
a+1 d'elles s6n blanques, i les restanis, negres. Es treuen una a una
les boles i es posen ordenadament en fila en un caseller numerat. El
nombre possible de resultats és:

A} 37 B) 56 C) 48 D} 5
E) 21 F) 10 G} 15 H) 64
QUADRE DE RESPOSTES:

o1 3 n

AEE |[AEE [EAEE | @EE
50 | BlORE |BOR | RO
FoR | EEE | HEE | Bl

5 6
Desprei:s de ;tlesoldre
tots .
[pIO[E] tatxa amb tna cren ] Okl
: 1
E] EI IE' cogziggf'?sosctssrqu:zs. LE' @ @

7] , 2
“ho cata ontre los adt
donades, posa la creu
en ¢l cercle central. -
[r][c] [=] [rl[cl =]

"AEE | AE6E | WEE | EEE
510 | BOE | BORE | BIOME
HoE | BEE | IEE | FEE
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Respostes correctes en funcié del parametre:
Pi: B-G-F-A Ps: E-A-G-C P3: E-H-F-D P4 G-C-F-E
Ps: G-F-B-D Pg: G-H-AD Py B-E-A-H  Pg: A-D-C-E
Pg: H-F-A-C P1o: A-F-G-B P11: D-C-E-F Pi12: G-B-D-E

.Puntuacio:
Respostes encertades: [ ] Punts positius (x4): [ |
equivocades: [:l negatius (x(-1)): |:|

Puntuacid total: |__—,

Qualificacio:
Per a obtenir ]a nota N farem servir la “Part entera”, on prendrem

I'enter inferior a la puntuacié donada. Aixi E(5'3)=5. En quant a la
qualificaci6 ens basarem en el segiient barem:

Susp. (N<5) Apr.(55N<7) Not.(7<N<9)  Exc.(N=9)

Nota [N=E(P+3}/5l: [ ~ | Qualificacié: | |

Si la puntuacié no ha estat suficientment alta, es pot tornar a
resoldre la prova, repassant abants els conceptes i exemples, perd
ara emprant el parametre a=2. Després es pot fer servir el parametre
a=3 i, per ultim, el parametre a=4.
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GLOSSARI DE CONCEPTES

Exposem a continuacié un recull dels termes matematics emprats,
seguits de la plana en qué es poden trobar. Els nitmeros en negreta
indiquen que la paraula estd a la part de “Formulacié matematica”.
En cas contrari, estan a la part de “Conceptes i exemples™

= A -

Absorci6 18 19
Acotacié 18
Acotat, conjunt 53
“Amplia, inclusi6 14
Antisimétrica, prop. 18 51 56
Aplicacions 88 99
condicionades 95
iguals 88 99
Aplicacions, compos. 92 100
monotonia 90 99
nombre total 94
Aplicacié bijectiva 90 100
caracteristica 89 99
composta 92
creixent 90 99
decreixent 90 99
estrict. creixent 90 99
estrict. decreixent 90 99
exhaustiva 89 99
idéntica 91 100
injectiva 89 99
reciproca 91 100
Aplicacid, restriccid d'una 88
Arbre, diagrama en 15
Associativa, prop. 18 19 55

- B o

Ben ordenat, conjunt 54 57
Bijectiva, aplicacié 90 100
Binaria, relacié 51 56

Buit, complementari del 18
conjunt 12 18

- Q@ -

Caracteristica, aplicaci6é 89 99
Cardinal conj. producte 48 55

d'un conjunt 12

de la unid 16 19

de les parts 15 18
Cartesia, diagrama 48

producte 48 55
Circulacid, diagrama 51
Circular, prop. 51 56
Classe, representant 52
Classes d'equivaléncia 52 56

d'intervals 57

disjuntes 52 56

recobridores 52 56

residuals 53
Combinacions 97 101

amb repeticié 88 101

simples 97 101
Combinatéria 93
Combinatoris, nombres 96 101
Commutativa, prop. 18 19
Comparables, conjunts 15
Complementaci6, prop. 18
Complementari del buit 18

universal 18

conjunt 15 18
Complementarietat 18 19
Complexos, conjunt 13
Composicio d'aplicac. 92 100

de grafos 49 55
Composicid, propietats 100
Compost, grafo 49
Composta, aplicacid 92
Comprensio, determinacio 12
Condicionades, aplicacions 95
Conformitat 18
Congruéncies modul n 52 56
Conjuncié copulativa 14

disjuntiva 14
Conjunt acotat 53

ben ordenat 54 57
buit 12 18
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complementari 15 18

de les parts 15 18

de les parts, cardinal 15

dels complexos 13

dels enters 13

dels naturals 13

dels naturals ampliats 13

dels racionals 13

dels reals 13

diferéncia 17

diferéncia simétrica 17

final 50

finit 13

infinit no numerable 13

infinit mumerable 13

inicial 50

interseccid 15

parcialment ordenat 53 56

producte 48

producte, cardinal 48

quocient 52 56

referencial 12

totalment ordenat 53 56

unié 16

unitari 12

universal 12 18
Conjunt, cardinal d'un 12

concepte 12

particié 17 19
Conjuntistes, operacions 15
Conjunts comparables 15

disjunts 17 18

equivalents 52 56

especials 18

lineals 53 57

numeérics 13

recobridors 17 19
Conjunts, diferéncia de 17 19

interseccié de 18

unié de 19
Copulativa, conjuncié 14
Correspondéncia 49 55
Cota inferior 54 57

superior 54 57
Creixent, aplicacié 90 99

D) -

per extensiéo 12
Diagonal, grafo 49 55
Diagrama cartesia 48

de circulacid 51

de Hasse 54

en arbre 15

sagital 50 51
Diagrames de Venn 12
Diferéncia conjunts 17 19

simétrica 17 19
Disjuntes, classes 52 56
Digjuntiva, conjuncio 14
Disjunts dos a dos 17
Disjunts, conjunts 17 18
Distributivitat 19 55
Domini 50 55 99
Dos a dos, disjunts 17
Duals, propiectats 16 19

o B =

Decreixent, aplicacio 90 99
Determinacid comprensié 12

Element imatge 50

infim 54 57

maximal 54 57

maxim 54 57

minimal 54 57

minim 54 57

neutre 18 19

original 50

suprem 54 57
Element, primer 48

segon 48
Elements 12

. notables 57

Elements, equivaléncia 56
Enters, conjunt 13
Equivaléncia d'elements 52 .56

légica 14
Equivaléncia, clagsses 52 56

relaciéo 51 56
Equivalents, conjunts 52 56
Especials, conjunts 18
Estricta, inclusié 14
Estrictament creix., apl. 90 99

decreixent, apl. 20 99
Exhaustiva, aplicacié 89 99
Existencial, quantificador 13
Extensio, determinacié 12
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Extrems d'un interval 53

N

Factorial d'un ndmero 94 101
Final, contjunt 50
Finit, conjunt 13
Finits, intervals 53 57
Funcié 55

multiforme 50

uniforme 88
Funcid, grafica 50

- @ -

Grafica de Ia funcid 50

Grafo compost 49
dun prod. cartesia 48 55
diagonal 49 55 '
reciproc 49 55

Grafo, propietats 56
Grafos, composicié 49 55
operacions 55

- T -

Infinits, intervals 53 57
Inicial, conjunt 50
Injectiva, aplicacié 89 99
Interseccid de conjunts 15 18
Intérseccid, conjunt 15
propietats 18
Interval obert 57
semiobert 57
semitancat b7
tancat 57

Interval, extrems 53

Intervals 53
finits 53 57
infinits 53 57

Intervals, classes 57
Involucié, prop. 18

oI =

.Hasse, diagrama 54

=] =

Lineals, conjunts 53 57
Lleis de Morgan 16 19
Logica, equivaléncia 14
Logics, simbols 14
Logiques, implicacions 14

- M -

Idempoténcia, prop. 18 19
Idéntica, aplicacié 91 100
Iguals, aplicacions 88 99

Imatge d'un subconjunt 88 99
reciproca 91

Imatge, element 50
Implicacions légiques 14
Impropis, subconjunis 15
Inclusi6 18 55

amplia 14

estricta 14
Inchasid, propietats 18
Inclusiva 18 19
Independéncia repres. 52 b6
Inferior, cota 54 57
Infim, element 54 57

Infinit no numer. 13
numerable 13

Maxim, element 54 57
Maximal, element 54 57
Minim, element 54 57
Minimal, element 54 57
Modul n, congruéncies 52 56
Monotonia aplicacions 90 99
Morgan, lleis de 16 19
Multiforme, funcid 50

- N =

Naturals ampliats 13
Naturals, conjunt dels 13
Neutre, elem. 18 19

No associativa 19

No commutativa 19 55 92
No pertinenca 12

No total, ordre 56

Nombre combinatori 101
total d'aplicacions 94
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Nombres combinatoris 96
Notables, elements 57
Numeérics, conjunts 13
Niomero combinatori 96 101
Niimero, factorial dun 94 101

o ® -

universal 13
Quocient, conjunt 52 56

R -

Obert, interval 57
Operacionals, propietats 16
Operacions amb grafos 55
conjuntistes 15
Ordenat, parell 48 55

Ordre no total 56
parcial 53 57
total 53

Ordre, relacio 53 56
Original, element 50

e

Parcial, ordre 53 57
Parcialm. ordenat, conj. 53 56
Parell ordenat 48 55
Particié d'un conjunt 17 19
Parts, cardinal de les 18

conjunt de les 15 18
Permutacions 101

amb repeticié 95 101

simples 95 101
Pertinenca 12
Primer element 48
Producte cartesia 48 55

cartesia, grafo 48 55
Producte, conjunt 48 164
Propietats composicio 100

de la inclusié 18

de la interseccic 18

de la unié 19

del grafo 56

duals 16 19

operacionals 16

Propietats, complementacio 18

Propis, subconjunts 15

c:a

Racionals, conjunt 13

Reals, conjunt 13

Reciproc, grafo 49 55

Reciproca, aplicacié 91 100
imatge 91

Recobridores, classes 52 56

Recobridors, conjunis 17 19

Recorregut 50 55 99

Referencial d'un conjunt 12

Reflexiva, prop. 18 51 56

Regla de la dualitat 16

Relacié binaria 51 56
d'equivaléncia 51 56
d'ordre 53

Repeticid, combin. 98 101
permutacions 95 101
variacions 94 100

Representant de la classe 52

Representant, indep. 56

Residuals, classes 53

Restriccid d'una aplicacié 88

-8 -

Quantificador existencial 13

Sagital, diagrama 50 51
Segon element 48
Semicbert, interval 57
Semitancat, interval 67
Simbols logics 14
Simetrica, diferéncia 19
prop. 51 56
Simples, combinacions 97 101
permutacions 95 101
variacions 93 100
Simplificacid 19
Subconjunt, definicié 18
imatge 88 99
Subconjunts 14
impropis 15
propis 15
Superior, cota 54 57
Suprem, element 54 57
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o T =

Tancat, interval 57

Tartaglia, triangle 96

Taula de valors 50

Total, ordre 53

Totalment ordenat, conj. 53 56
Transitiva, prop. 18 51 56
Triangle de Tartagliza 96

- T =

conjunt 16
propietats 19
Unitari, conjunt 12
Universal, complementari 18
conjunt 12 18
quantificador 13

- VW =

Uniforme, funcié 88
Uni6é de conjunts 16 19
Unid, cardinal 16 19

Valors, taula 50
Variacions 93 100
amb repeticié 94 100
simples 93 100
Venn, diagrames 12






INDEX






1. TEORIA DE CONJUNTS......ccctttteernnisiscncsenes 9

PROGRAMA I SIMBOLOGIA

CONCEPTES I EXEMPLES

1.1 Conjunts i elements

1.1.1 Nocions PrimmATi€s ..
1.1.2 Determinacié dun conjunt........c.ccceeeeeneenne.
1.1.3 Cardinal d'un conjunt......ewoooo.

1.2 Subconjunts d'un conjunt

1.2.1 Snnbolslogics .......................................................

1.3 Operacions conjuntistes

1.3.1 Complementacid,

intersecci6 i uniod.......

1.3.2 Propietats operacionals ...
1.3.3 Particié dun conjumt.......coeiecceceeeee
1.3.4 Diferéncia de conjunts......c.cceereceeceerrseesnrnennas

FORMULACIO MATEMATICA

PROBLEMES RESOLTS

PROBLEMES PROPOSATS

10
11

12

12
12
12
12

14
14
14
15

15
15
16
17
17

18
20
38

2. RELACIONS BINARIES ...cccorecvrnrenescsccccnsenc dD

BIBLIOGRAFIA ESCOLLIDA.

PROGRAMA I SIMBOLOGIA

CONCEPTES I EXEMPLES

2.1 Grafos i correspondéncies

2.1.1 Producte cartesia......

-----------------------------------------

2.1.2 Grafo d'un producte cartesia ...
2.1.3 Correspondéncies i funcions...............

2.2 Relacions binaries.

2.2.1 Definicio i propietats

........................................

2.2.2 Relacions d'equivaléncia.......oeen

2.2.3 Relacions d'ordre
FORMULACIO MATEMATICA

...............................................

PROBLEMES RESOLTS

PROBLEMES PROPOSATS

46
47

48

48
48
48
49

51
51
51
53

55
58
78



3. APLICACIONS......ccceuttuceannes SOOI - 12

BIBLIOGRAFIA ESCOLLIDA 86
PROGRAMA I SIMBOLOGIA 87
CONCEPTES I EXEMPLES 88
3.1 Tipus d'aplicacions 88

3. 1.1 ADHCACIS oo crreeesssrsesssss s ssssesssessasens 88

3.1.2 Aplicacid exhaustiva ... ccnnsioreessnerennes 89

3.1.3 Aplicacid injectiva ... meennsesssssnes 89

3.1.4 Aplicacid bijectiva... s 90

3.2 Composicié d'aplicacions 91
3.2.1 Aplicacid reciproCa.. e 91

3.2.2 Aplicacid compoStaL......veeevecerercs s cnssmscses 92

3.3 Combinatoria 93
3.3.1 VaTiaCIONS .ceerereesomsssssssssessssessssssessessssnsss 93

3.3.2 Permutacions ..o 94

3.3.3 Numeros combinatoris ..o 96

3.3.4 Combinacions ... 97
FORMULACIO MATEMATICA 99
PROBLEMES RESOLTS 102
PROBLEMES PROPOSATS 117
APENDIX XS LI I R RN R R YRR RN S SN YRR NN NSRS YY YR XY 3 SRRSO TIRORIS 123
A) Prova d'autoavaluacid 125
B) Bibliografia escollida 130

C) Glossari de conceptes 131






