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PROLEG

Oferim als estudiants universitaris i als lectors interessats aquesta
guia didactica de la matematica universitaria com a fruit dels nostres
anys de docéncia de les matematiques a la Universitat. El resultat
final ha esdevingut una col.leccié de setze petits volums agrupats en -
els dos m"Oduls d'Algebra Lineal i de Calcul Infinitesimal.

Per raons de contingut, el modul d'Algebra lineal s'ha subdividit en
les tres parts corresponents d'Algebra moderna (dos volums:
Conjunts i Estructures}, .Algebra matricial (tres volums: Matrius,
Determinants i Sistemes d’'equacions) i Algebra wectorial (tres
volums: Vectors, Endomorfismes i Geometria analitica) i el modul de
Calcul infinitesimal agrupa les tres parts corresponents a Calcul
funcional (dos volums: Funcions i Continuitat), Caleul diferencial
(quatre volums: Derivades, Corbes, Derivades parcials i Qptimitzaci6)
i Caleul integral {dos volums: Integrals i Equacions diferencials).

Dins la part d'Algebra matricial, aquest volum, titulat Determinants,
és continuacié natural de l'anterior, Matrius, ja que el determinant és
un valor numeéric que s'assccia a una matriu gquadrada. Amb el seu
estudi aconseguirem una notacié millor i un criteri unificat de
resolucié de sistemes d'equacions, diagonalitzacié de matnus ete.,
com veurem en propers volums.

Pensem que, en l'estudi de la Matematica, I'alumne universitari
podréd servir-se d'aquesta guia didactica tant per a la confeccid dels
seus propis apunts com per a l'estudi dels diferents temes que
conformen les assignatures corresponents a les matéries tractades.
Per aquest motiu es presenta una breu Bibliografia escollida
classificada en basica i addicional, segons el grau de dificultat que
presenta.

Exposem el Programa i la Simbologia,- on indiquem els conceptes
que la integren, conjuntament amb el simbolisme que farem servir al
llarg de l'obra. Hem procurat fer un programa racional en qué els
conceptes es van deduint els uns dels altres de manera lagica.

En cada volum es destaca especialment el contingut en Conceptes i
Exemples, de gran importancia per a la comprensié de les matéries
tractades, en les guals, sovint, es prescindeix de demostracions
formalistes d'acord amb I'esperit de l'obra, que, com el seu titol
indica, pretén ser una guia didactica.



A continuacié presentem una Formulaciéd matemdatica, expressada
en simbols formals dels conceptes estudiats, que ajudaran, sens
dubte, a la rigorositat en la resolucié de gitestions i problemes.

Continuem el desenvolupament amb la part dedicada a l'estudi de
Problemes resolts. Es important que l'estudiant comprengui fins
IMltim detall aquests problemes, que, en realitat, s6n una continuitat
en grau de dificultat dels exemples senzills estudiats anteriorment.

Presentemn després una col.leccié de Problemes proposats amb la
intencié que el lector els resolgui de manera natural mitjancant els
coneixements adquirits als apartats anteriors.

A l'apéndix s'inclou una Prova d'autoavaluacié que consta d'una
série de “problemes parametritzats”; és a dir, problemes que
depenen d'un parametre (2=1,2,3,4). Per a cada valor del parameire
la solucid sera diferent i estari inclosa entre alguna de les vuit -
possibles. Aquest tipus de problemes es podri resoldre quatre
vegades amb ntimeros diferents.

Finalment, a més de la Bibliografia escollida, un Glossari de tots els
conceptes matematics exposats al llarg de l'cbra en facilita la rapida
localitzacid. '

Girona, novembre de 1925

Els autors
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b) PROGRAMA I SIMBOLOGIA

1.1 INTRODUCCIO ALS DETERMINANTS
1) Aplicacié determinant. Matriu quadrada i determinant

2)

3)

4)

(A). Aplicacid determinant (det), axiomes de definicid.
Inversions d'una permutacié. Permutaci6 (o}, conjunt
de les permutacions (Pn), nombre total. Ordre natural,
permutacié principal (1), termes en successio i en
inversio, nombre total d'inversions (i(c)), permutacions
parelles i imparelles, signatura d'una permutacio (e(c)).
Definicid de determinant.

Determinants de segon i tercer ordre. Determinants de
2n ordre, els determinants com una eina de calcul.
Determinants de 3r ordre, regla de Sarrus, sumands
positius i negatius, regla de les columnes agregatives.
Propietats dels determinants. Algunes propietats dels
determinants: linia nul-la, linies iguals o proporcionals,
combinacid lineal de linies, etc.

1.2 DETERMINANTS D'ORDRE SUPERIOR

1)

2)

3)

4)

Métode del pivot. Passos que shan de seguir, columna
de sumes, elements pivot. .

Menors i adjunts d'un element. Submatrin quadrada i
menor, menor complementari d'un element (lAjl).
Paritat i signatura (gj5) d'indexs, adjunt d'un element
(1431), propietats. Regla de Laplace, reduccio de l'ordre
d'un determinant, obtencié d'elements nuls. Matriu
adjunta (A) i determinant adjunt (1.A1), propietats.
Menors i adjunts generalitzats. Menor (IMg 1), ordre
d'un menor (r), conjunts d'indexs de files (K} i de
colummnes (L), tipus de menors. Menor complementari
d'una submatriu (lAx, L1}, ordre del menor
complementari (r'). Suma d'indexs (sij), signatura
d'indexs (gjj), adjunt generalitzat (1-Ax.1). Regla de
Laplace generalitzada.

Menors principals. Definicié de menor principal
(I Mg}, conjunt de linies (K), ordre (r), nombre total de
menors principals. Teorema de Jacobi, menor principal
de la matriu adjunta ({Mkl ).
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1.3 APLICACIONS A LES MATRIUS

1)

2)

Rang i matriu inversa. Calcul del rang d'una matriu per
determinants, menor orlat. Calcul de la matriu inversa
per adjunts.

Determinants de matrius especials. Determinants de
matrius triangulars i ortogonals, determinants de
matrius semblants, determinant de Vandermonde
(IDvl). Determinants de matrius rectangulars,
determinant generalitzat ({A]), matrius horitzontals i
verticals.
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c) CONCEPTES I EXEMPLES

1.1 INTRODUCCIO ALS DETERMINANTS

1.1.1 APLICACIO DETERMINANT. Sabem que una matriu quadrada
Ap, on els seus termes aj son elements d'un cos K, és una disposicid
rectangular que esta composta per n files i n columnes d'elements
de K. Generalment, K és el cos dels nombres reals, i en aquest cas
els elements que componen la matriu sén niimeros. Com veurem, el
determinant és un valor numéric que s'assigna a una matriu quadrada.
Quant a la notaci6é, per distingir matriu de determinant, com que
expressavem les matrius entre paréntesis, A=(ay), ara el determinant
el posarem entre dues barres verticales, 1Al=l ayl.

Exemple 1. Per a la matriu quadrada A de tercer ordre segiient, el seu
determinant LAl és

153 163
A=(4 2 6) = lAl=j4 2 ¢
789 789
Més endavant veurem que aquest determinant val 1Al=54.

Anomenarem aplicacié determinant, det, una aplicacié entre el
conjunt de les matrius quadrades d'ordre n, *p, definides en el cos K
de manera que a cada matriu quadrada A li correspon un valor ben
“determinat” del cos K, |Al, que anomenarem determinant de la
matriu. Per tant, escriurem det(A}=1Al.

L'aplicacié haurd de complir una série de requisits o axiomes de
Vaplicacié determinant. Ho expressarem matemditicament emprant
les columnes de la matriu, encara que la definicié és equivalent si es
fa amb les files: _

(1) SUMA DE LINIES. Si una linia d'una matriu és suma de dos
sumands, llavors el seu determinant és igual a la suma dels dos
determinants formats pel primer i el segon sumand:

det(Cy...C+Cy...Cp) = det{Cy...Ci...Cn) + det(C;...Cy...Cp)

(2) PRODUCTE PER UN ESCALAR. Si un escalar (niimero) multiplica tota
una linia d'una matriu, llavors el seu determinant és igual a
I'escalar multiplicat pel determinant de la matriu original. Es a
dir, s'ha tret factor comi l'escalar:

det(cy...ct.C4...Cp) = or.det{C]...C;...Cp)

(3) ALTERNANCA. Si es permuten dues linies d'una matriu, llavors el
seu determinant té signe oposat al determinant de la matriu
original:

det(c;....C4...€4...CH) = - det(C;...t;...C1...Cn)

(4) NORMALITAT. El determinant de la matriu unitat és igual a la

unitat:
det{e; es...ep) =1
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Exemple 2. Indigquem amb matrius particulars els quatre axiomes
anteriors, on hem de tenir en compte gque encara no coneixem
métodes practics per calcular els valors dels determinants, cosa que
veurem més endavant, L'exemple serveix Gnicament per a constatar
els axtomes de la definicié per un cas concret, i el lector hi pot tornar
després de l'apartat 1.1.3. Prendrem com a base la matru A de
l'exemple anterior, on el determinant val 1Al=54.

Primer axioma:

153 15 142 161 152
lAl={4 2 g|=|4 2 2+4|=|4 2 2|+ 4 2 4|=(-36+90=54
7 9 7 8 643 786 783
Segon axiorna:
153 15 31 151
[Al=|4 2 6|=14 2 32 |=3[4 2 2|=3.18=54
789l 17833 783
Tercer 1 quart axiomes:
153 135 100
l1Al=l4 2 gl=-|4 6 2|=-(-54)=54 IM=|p 1 o|=1
7889 798 001

1.1.2 INVERSIONS D'UNA PERMUTACIO. Per trobar l'aplicacié
determinant que verifiqui els axiomes anteriors, ens servirem del
concepte d“inversions d'una permutacié”, ja estudiat al volum 2,
Recordem que, donat un conjunt finit d'elements d'un cos
totalment ordenat K, A={a), a2,.... an}, una permutacié [c} €s una
aplicacié bijectiva del conjunt indexat Ip al conjunt A. En altres
paraules, una permutacié és una certa ordenacié dels elements d'un

conjunt, Representarem per Pp el conjunt de les permutacions on el
seu nombre total (o cardinal) és nl.

Exemple 3. Sigui €l conjunt de xifres imparelles A={1,3,5,7,8}. 5i
volem formar tots els nimeros possibles de 5 xifres imparelles no
repetides, haurem d'obtenir les permutacions de A. En total n'hi ha
51=5.4.3.2.1=120. Algunes s6n 37.591, 53.317, 71.953... Observern que
s6n reordenacions dels elements del conjunt donat.

Com que els termes de la permutacié sém dun cos totalment
ordenat K, n'hi haurd una on els seus termes estaran completament
ordenats; és a dir, els seus termes seguiran l'ordre natural. Sera la
més senzilla de totes elles i en direm permutacié principal (s1).

Donats dos termes qualssevol (aj, a)) d'una certa permutacid, si
segueixen l'ordre natural (€s a dir, aj<ay), direm que son termes en
successi6, En canvi, si no segueixen l'ordre natural (a;>ay), direm que
sén termes en inversid. Per a una permutacié donada sera
interessant saber el nombre total d’inversions, ils), i aixé ho
aconseguirem prenent les combinacions de dos en dos de tots els
termes de la permutacid, i observant si estan en o no en inversio.

Segons que el nombre total d'inversions sigui parell o imparell,
podrem classificar les permutacions en permutacions parelles i
imparelles. D'altra banda, la signatura d'una permutacid, (o), €s el
valor numéric que es déna a una permutaci6: si és parella val +1 i si
és imparella val -1,
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Exemple 4. Pel conjunt A=(1.3.5,7,9] de l'exemple anterior, la
permutzacid principal és el nomerc ¢ =13.579.

Considerem la permutacié 37.581, on agafarem els termes en
combinacions de dos: 37, 35, 39, 31; 75, 79, 71 ; 59, 51 ; 91. Comptem
els termes que no segueixen l'ordre natural, és a dir, les inversions:
31, 75, 71, 51 1 91. En total, 5 inversions. Per tant, com que 5 és
imparell, es tracta d'una permutacid imparella de signatura -1.

Fern ¢l mateix per a la permutacié 59.317. en qué, com abans,
prenem els termes en combinacions de dos: 59, 53, 51, 57 : 93, 91, 97 ;
31, 37 ; 17. Les inversions sén 53, 51, 93, 91, 971 31. Com que en total
hi ha 6 inversions, la permutacid és parella i amb signatura+1.

Pots comprovar també que la permutacié 71,953 és parella, ja que
també té 6 inversions. i

A partir d'aqui, indiquem la definicié de determinant. Sigui A={ay)
una matriu quadrada d'ordre n i sigui ¢ una permutacié del conjunt
indexat I5={1,2,...,n}.

«El determinant d'una matriu d'ordre n és igual a la suma
algebraica de tots els productes possibles de n termes de la
matriu, ordenats per files, de manera que no n'hi hagi dos de
la mateixa fila ni dos de la mateixa columna, i tots portant de
coeficient la signatura de la permutaciés

Ho expressarem simbdlicament amb el sumatori segiient:
lAl= E 8(0).&10{1).8,20.(2) ««+ Angin)

0Py

Aquesta definicié és dificil de comprendre, per la qual cosa ho
explicarem amb un cas particular. Després, una vegada compresa la
idea, caldria repassar la definicié.

Exernple 5. Partim d'una matriu genérica A de tercer ordre { apuntem
tots els productes possibles de tres termes, de manera que no n'hi
hagi dos a la mateixa fila ni a Ia mateixa columna,
an a2z as P1=2a11.822.233 P4=a1a.Az2.a3:
IAl=| as1 age as {p2=a12.azs.a.a1 i {p5=a12.a21.a33

asl asz as3 Ps=a13.a21.432 Pe=4d11.823.a32

En aquests productes, ¢ls indexs de les files sén en l'ordre natural,
mentre que els de les columnes formen les permutacions o =(1,2,3),
o2=(2,3,1), ga=(3,1,2), 04=(3.2.1), 05=(2,1,3) 1 05=(1,3,2).

Mirarem ara les inversions de cada permutacié i en deduirem la
signatura. Per exemple per oz tenim 23, 21 1 31. Les inversions son 21

131. Com que en total s6n dos, la permutacts és parella 1 la signatura
+1, El sumand corresponent en el determinant sera +py.

Si ho féssim per og veuriem que hi ha una sola inversi6, 21, d'on la
permutaci seria imparella i la signatura -1. El sumand seria -ps.

Procedin{ aixi amb totes les permutacions trobariem que el
determinant és donat per | Al =+pj +p2+P3-P4-D5-Ds.

Finalment, indiquem que es pot provar que l'aplicacié determinant
definida a partir de les inversions d'una permutacié compleix
efectivament els quatre axiomes de I'apartat anterior.
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1.1.3 DETERMINANTS DE SEGON I TERCER ORDRE, A partir de la

definicié anterior, es dedueix que un determinant de segon ordre és

donat pel producte dels termes de la diagonal principal menys el
producte dels termes de la diagonal secundaria. Aixi, doncs,

|A[=| ap; a1z

a1 a2

Podem comprovar ara que la definici6 anterior de determinant

compleix els quatre axiomes exigits.

Exemple 6. Partim d'una matriu de 2n ordre 1 trobem el determinant
IAI=| 5 ‘8’=| =58-47=4028=12

| = daj).age - ajz-ag1

Primer axioma:

=|5 4]=|5 143|=|5 1|4|5 3|=(5.2-1.7)4(6.6-3.7) = 3+9 =1
1Al |78| ]72+6 2 245 3|-B21mu5687 =340 -12

Segon axioma:

lAI=|5 4|=|5 4.1 =4.|5 1|=4.(1(}7)=4.3=12
7 81717 a2 72

Tercer i quart axiomes:
lal=|5 4 =-|# 5| =-2840 t12)=12 imi=| 2 9|-1
78 87 01

En aquest punf cal justificar la introduccié dels determinants com
a eina de célcul, ja que els emprarem principalment en la resolucié
de sistemes d'equacions lineals. Sigui, per exemple, un sistema de
dues equacions amb dues incognites que, si es resol per algun
meétode classic, dona com a solucid, si a.d-b.c#0,
ax + b.y =m - x= md-b n i y= an-m.c
cx+dy=n a.d-b.c a.d-b.c
Ara bé, per recordar els valors de les incognites, podem emprar la
nocié de determinant com a regla mnemotécnica, apuntant el
determinant dels coeficients D¢, €l de lax, Dy, i el delay, Dy,
_la bl. _mb _lam
De=|o gl » P=lpal ! DY_'cn
D'aquesta manera es pot veure que x=Dx/D¢; 1 y=Dy/De, expressio
anomenada regla de Cramer, molt més facil de recordar.

Exemple 7. Resolem el sistema segiient per determinants, aplicant l1a
regla de Cramer

5x+2y=32
7XxX+ 3.y =46

Formermn els tres determinants

_5 2|o; Dol 32 2|og ¢ 5 82 |_g
D°”173|1'D"'463| D’=746|
Per tant, x=4/1=4 1 y=6/1=6.

Per als determinants de tercer ordre, €l seu valor numéric ja I'hem
introduit parcialment en l'exemple 5. El valor del determinant és:

aj] aiz a
o2 s = [3-11-322-833+a12-323-331+313-321-832

d2] Qg 43
- ai3.a99. -adis.d91.233 - 411.-223.932
ag a a 13.802.83] - A412.421 1
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Per recordar aquesta expressié ens servirem de la regla de Sarrus,
on dels tres sumands positius el primer esta format pel producte
dels termes de la diagonal principal i els altres dos pels productes de
dos termes paral-lels a la diagonal principal pel “vértex oposat”™:

ajg ams an a1 an az
P1:| a1 [Agz] azs| . Pp2ilan ax [gs]| 1 par|[@21] ax ass
asy asp [As3] [@a1] asz ass as1 [Asz] ass

Quant als tres sumands negatius, diem que s'obtenen de manera
andloga, perd canviant la diagonal principzal per la secundaria:

an ap a1 a3 a;p as
Pa:| a2 aa| . Ps 8z @3 1 pei|ag axp
age ass a3 asg asy as3

Amb la regla de Sarrus obtenim el valor d'un determinant de
tercer ordre, que és |Al=(p1+pa+p3)-(Pa+D5+p6).

Exemple 8. En l'exemple 1 haviem trobat | Al=54. Comprovem amb
la regla de Sarrus que, efectivament, aquest és €l seu valor:

={1.2.945.6.7+4.8.3) - {3.2.7+5.4.946.8.1)

153
7889
Operant, 1A= {18+210+96) - (42+180+48} = 324-270 =54,

Un meétode alternatiu a la regla de Sarrus consisteix a disposar la
matriu original de manera diferent i emprar l'anomenada regla de les
columnes agregatives, que consisteix a afegir darrere la matriu les
dues primeres columnes i on els sumands positius (negatius) sén el
producte dels termes de la diagonal principal (secundaria) més els
productes dels termes de les de les dues linies paral-leles.

Exemple 9. Calculem el determinant de l'exemple anterior apuntant
¢ls sumands positius

[GERE 1 5]
4 [2][6l[g] 2 |= 1.2.9 + 5.6.7 +3.4.8 = 18+210+96 =324
L 7 8 [9l[zllsl]
Els sumands negatius seran

ISE!E
4 [2l[6][4] 2 | =3.2.7 + 1.6.8 + 5.4.9 = 42+48+180 =270
L[7fElel 7 &

El determinant valdra 1AI=P* - P~ = 324-270 =54, com ja sabiem.

P+

P

I

1.1.4 PROPIETATS DELS DETERMINANTS. Sabem que, per tal que
el valor donat per la regla de Sarrus sigui el determinant d'una
matriu de tercer ordre, s’han de complir necessariament els quatre
axiomes de la definici6. Com a exercici, el lector pot tornar a
I'exemple 2 per fer la comprovacié en un cas particular,
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Si partim dels guatre axiomes anteriors, es pot demostrar que els
determinants compleixen, a més, les propietats segiients, on les
seves linies les hem simbolitzat per columnes (el mateix podiem
haver fet amb les files):

(5)
(©)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

LINIA NUL-LA. Si una matriu té una linia {fila o columna) formada
per zeros, llavors el seu determinant és nul.

LiNIES IGUALS (O PROPORCIONALS). Si una matriu té dues linies
iguals (o proporcionals}, el seu determinant també és nul.

COMBINACIO LINEAL. Si una linia d'una matriu és combinacié
lineal d'altres linies paral-leles, el seu determinant és nul.

Exemple 10. Aplicant la regla de Sarrus, compro;ra que sén nuls els
determinants seglients , on en el segon eg=2.¢; i en iltim fg=2.f5-f7.

531 152 123
lIAl=lo g 0| . |IBl=|g 76| | ICI=|a5 @
284 4 9 8 7889

REDUCCIO DE DETERMINANTS. Si sumem a una linia d'una matrin
una combinaci6 lineal d'altres linies paral-leles, Ilavors el seu
determinant sera el mateix que el de la matriu original.

Exemple 11. Amb aquesta propietat podrem fer que s'anul-lin alguns
termes de la matriu. Si en el determinant segiient, lAl=...=17,
substituim la fila f2 per la combinacid lineal go=f3-2.f; , tindrem

134 134
287 02-1
0561 1056
Aquest calecul és més riapid d'obtenir, ja que hi ha un zero de més.

1Al= = (124040)-(0+0-5) =17.

PRODUCTE DE MATRIUS. El determinant dan producte de matrius
€s igual al producte dels seus determinants, |A*Bi=1Al-IBI.

Exemple 12. Per a les matrius segiients A { B, calcula el producte

matricial A+«B,
: 101 201 7 12
A=(1 2 1).B=(300) i A'B=---=( 13 1 2)
110 511 5 01

Si calcules ara els determinants, obtindras 1AlI=-2, |BI=3 i [A*Bl=-
6. Evidentment, [A*Bl=1Al-1Bl.

MATRIU INVERSA. El determinant de la matriu inversa €s igual a
l'invers del determinant de la matrin original, [A-11=1/[Al.

Exemple 13. Donada la matriu A, pots trobar-ne la inversa A-! per
algun dels métodes estudiats, Trobards que

41 7 1 56 -8
A= ( 93 5) f A‘=(-3 -13 43/2)
62 4 0 -1 3/2
St calcules els determinants, veurds que |Al=2 1 que A1 1=1/2,

HOMOTECIA. Si multipliquem un nimero per una matriu d'ordre
n, Havors el seu determinant queda multiplicat per l'enésima
poténcia d'aquest ntimero, [k.Al=kn IAl.
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Exemple 14. Per trobar el determinant de la matriu A"l de l'exemple
anterior podiem haver multiplicat tota la matriu per 2, 1 obtindriem,

1 5 -8Y][2 10 -16
12,47 =12/ .3 .13 43/2 |=|-6 -26 43 |=..=4
o -13241lo 2 3

Si apliquéssim la propietat d'homotécia, 12.A711=23,14°11=8(1/2)=4,
obtindriern un resultat igual a 'anterior.

Com a conseqiiéncia de la propietat anterior, veiem que «per
multiplicar un numero per un determinant, només sha de
multiplicar una sola de les seves linies per aquest niimeros.

Exemple 15. Calculem el determinant de la matriu A-l fent servir
aquesta conseqiiéncia:

|5 8] 4|1 5 -16 L 1
la=|3 -13 43/2) =48 -18 43 == (l)=2.
0 -1 372 0o -1 3

(12) TRANSPOSICIO. El determinant de la matrin transposada és ignal
al determinant de Ia matriu original, 1A'I=1Al,

Exemple 16. Hem trobat que |Al=2 en la matriu en estudi de
l'exemple 13. Fem la seva transposada 1 veurem que el seu
determinant no canvia:
496
132
754

1A'= = [48+126+30) - (126+36+40)=...=2.

1.2 DETERMINANTS D'ORDRE SUPERIOR .

1.2.1 METODE DEL PIVOT. A continuaci, analitzarem els métodes
per a calcular determinants d'ordre superior a 3. A la practica, ja no
es podrd emprar cap regla similar a la de Sarrus (per un de 4t ordre
hi hauria 4!=4.3.2.1=24 productes, per un de 5¢& ordre 5!=120
productes, etc.).

Un métode senzill i amb poques possibilitats d'error és ¢l metode

del pivot, Expliquem-ho per a una matriu de 4t ordre.

PRIMER PAS. Escrivim tot el bloc de termes de la matriu, separats a
la dreta per una barra vertical on després col-locarem la columna
de sumes, Si=(s) s2 s3 s4). on cadascun d'aguests termes és
igual a la suma de tots els termes de la matriu que sén a la
mateixa fila. Aquesta columna de sumes serveix Gnicament per a
comprovar els cilculs, :

Requadrarem també el terme situat a la part superior
esquerra, aj), que serd l'element pivot, p1=aj;.

SEGON PAs. Aplicarem després l'algorisme (operacions) del pivot, ja
estudiat al volum anterior. Es a dir, deixarem la primera fila
igual, substifuirem per zeros els termes sota el pivot i farem els
determinants de segon ordre amb els altres termes, incloent-hi
també els de la columna de sumes.
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TERCER [ QUART PASSOS. Partint del nou element pivot pa=bga (el
que queda a la 2a fila { a la 2a columna), defxarem la 2a fila igual,
posaremn zeros sota el bgp 1 farem les operaclons pertinents,
Continuarem aixi també en el quart pas, on tindrem el nou pivot
p3=c33. Finalment, després de triangularitzar la matriu, el darrer
terme de la diagonal principal el designarem per ps=da4.

Es pot demostrar que el determinant d'una matriu de 4t ordre, A4,
és expressat per |Asl=p4/[(p1)2.p2]. Fixem-nos que aquesta expressié
pot posar-se en la forma |A4l=(pa)1.(ps)0.(p2)-1.(p1)2.

En general, si volem trobar pel métode del pivot el determinant
d'una matriu quadrada d'ordre n, haurem d'emprar la formula

|An 1=(pn)!.(Pn-1)0.(Pn-2)-1.....(p1)2 "2

Observem que la diferéncia entre el subindex i l'exponent sempre

és igual an-1.

Exemple 17. Suposem que volem calcular el determinant segiient:

1367
1al=|2 584
4852
7631
Podem aplicar el métode del pivot, on separarem per una barra

-19 26| 49
-15 -39 -481-102

13 7|17 136 7 |17
0-1 4 -10| 35 0-1-4 -10 |-i5
0

3 6 7|,
(1 -4 -10|-15 [_
4

0 [3 -14|-11 003 -14 |-11
00 21 10211234 | 45 5 ¢ -600
Veiem que els elements pivot sén py =1, pa=-1, p3=3 { pg=-600. Per

tant, el determinant de quart ordre val
| Al=(pa)!.(p3)°.(p2) t.(p1)2= (-600)1 .30.(-1)1.1-2=-600.(-1)=600.

1.2,2 MENORS I ADJUNTS D'UN ELEMENT. Sabem ja que una
submatriu és una matriu dins una matriu donada. En el cas que la
submatriu sigui quadrada, anomenarem menor (o també determinant
menor) el valor del seu determinant i el simbolitzarem per IMI!.
D'altra banda, donada una matriu guadrada A, definiremn el menor
complementari d'un element a; com el determinant de la submatriu
obtinguda eliminant la fila i la columna on estd situat l'element.
Representem per |Ayl el determinant menor complementari de ay.

Anomenarem paritat d'indexs d'un element el valor parell o
imparell de la suma d'indexs de fila i columna de l'element. Al mateix
temps, direm que la signatura d'indexs, €y, pren el valor +1 o -1
segons que la paritat d'indexs sigui parella o imparella. Matema-
ticament, la signatura és expressada per g;=(-1)14.
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Finalment, definim l'adjunt d'un element com el producte de la
signatura d'indexs pel determinant menor complementari. St
simbolitzem I'adjunt ay per [Ayl, tindrem |Ay|=gy.1A4l.

Exemple 18. Donada la matriu A de 'exemnple anterior ens fixem en
els termes ag3 i a42, on requadrem {a la prictica, tatxem) la fila 1 1a
columna a qué pertanyen,

13 [6 7 13 67
(2B g e, [2 B 84
48 [ 2 4 [8 52
76 [3 1 @ ] B

Els termes o elements restants formen una submatrin quadrada,
que té per determinant els anomenats mencrs complementaris
137 167
4 8 2|=.=198 1 IlAgl=[(2 8 4|=..=-86
761 452

Per al primer element asa, la paritat d'indexs és imparella, ja que
2+3=>5 és imparell. Per al segon, a4o, serd parclla perqué 4+2=6 és
parell.

lAgsl=

Quant a la signatura d'indexs, diem que £23=-11£42=+1, ja que les
seves paritats sén imparella 1 parella, respectivament.

Els adjunts dels elements donats es trobaran facilment fent el
producte de la signatura pel determinant menor complementari,

1A23!=€23. | Ags |=-1.(-198)=198 1 A42 |=£40. 1 Ago 1 =+ 1.(-86)=-86

Veurem ara dues propietats dels adjunts d'un element que tindran
importancia a I'hora de reduir determinants de 4t o 5& ordre o
també per calcular la inversa d'una matriu per determinants:

PRIMERA PROPIETAT. La suma dels productes dels elements duna

linia d'una matriu pels seus adjunts respectius és igual al
determinant de la matriu.

Exemple 19. Partim de la primera fila de 1a matriu A de quart ordre,
WElEE
2584
4852
7631
La primera propietat ens diu que es compleix
ay.lAy1l+a19. 14191 +a13. A3 1 +a14. 1A 4 1=1A]

Trobarem tots aquests adjunts i col-locarem directament la
signatura davant del seu determninant menor complementan.

5 8 4
IAnl=+|g 5 2|=++3)=3 Al=- 4 5 =-{-14)=14
631 731
254 25
lAisl=+{4 8 2|=+-86)=-86 lAui=-[4 8 5|=-(-153}=153
761 763

Per tant, substituint, 1.(3)+3.(14)+6.(-86)+7.153)=...=600, resultat
que coincideix efectivament amb el valor del determinant calculat
anteriorment amb el métode del pivot.
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SEGONA PROPIETAT. La suma dels productes dels elements d'una
linia d'una matriu pels adjunts dels elements corresponents a
una linia paral-lela és igual a zero.

Exemple 20. Per a la matriu A anterior, prendrem els elements de la
primera fila 1 els multiplicarem pels adjunts respectius de la segona
fila, i comprovarem que el resultat és nul. Es a dir,

ajy.ledgyl+aye. lAgz |+ a13. 14231+ a14. 14324 1=0
Per operar comodament, apuntarem de nou la matriu
1367

- | 2IE Bl

4852
7631
Trobem ara els adjunts dels elements requadrats

16
=-[-21)=21 IA=l=+{4 5
73
3
8

36
1Az |=-

85 = +(-102)=-102
63

7 7
2 2
1 1
137 1
4 8 2|=-(-198)=198 Az [=+ 4 +(-129)=-129
761
Substituint tindrem 1.(21)+3.(- 102]+6(198)+7.[-129]=...-0. amb la qual

cosa queda comprovada la segona propietat dels adjunts.

lAz3l=-

6
5|=
6 3

La primera propietat dels adjunts ens servira per a transformar un
determinant en una combinacié lineal de determinants d'ordre
inferior, més rapids de calcular. Aplicarem, doncs, agquesta propietat,
que €s coneguda com a regla de Laplace.

La regla anterior permet fer una reduccié -de lUordre d'un
determinant. Aixi, si hem de calcular un determinant de 4t ordre
podrem desenvolupar per adjunts de la primera fila, i haurem de
calcular quatre determinants de 3r ordre. Si fos un determinant de
5¢& ordre, necessitariem calcular 5 determinants de 4t ordre, etc.

Per fer el cilcul més lleuger és convenient emprar la técnica
- d'obtencié d'elements nuls, que consisteix a anul-lar, mitjancant
combinacions lineals, tots els termes d'una linia, excepte un, i
després utilitzar la regla de Laplace en aquesta linia. Aixi, si en un
determinant de 4t ordre hem aconseguit, sumant combinacions
lineals, que tots els termes de la primera fila, menys el primer,
siguin nuls, tindrem:
IAl=a1. A1 1+ 0.1A191+ 0.1 4131+ 0.1A414] =aj;.lA51l

Es a dir, el cilcul queda reduit a un determinant de 3r ordre.

Exemnple 21. Apliquem la regla de Laplace al determinant 1Al dels
exemples anteriors. Si desenvolupem per adjunts de la primera
columna, on el seu primer terme aj =1, obtindrem

[Al=ayy. lAg1 i+ az1.1Ag) 1+ ag1. 1Ag) 1+ a41. 1444 |
Per no calcular tants determinants, farem combinacions lineals
perqué s'anullin els termes agj, az) 1 a4;.

1357/H |1 3 5 7 |g;=h

f2.{0 -1 -4 -10|ge=l-2.i
fa [0 4 -19 -26|ga=fa-4.11
fs 10 -15 -39 -48|gs=fa-7.f



DETERMINANTS | 23

Ara ens quedara [Al=1.1,4)1 1+ 0.1.321 1+ 0. 1431 |+ 0. 134 =1 A1 I.
Calculem, dones, aguest adjunt,

-1 4 -10 3 1 4 10
lAl=1Aul=+| -4 -19 -26(=F1°%] 4 19 26 |=--600=600.
-156 -39 -48 15 39 48

valor que ja haviern trobat anteriorment, perd que ara amb la regla
de Laplace ens ha resultat més rapid de calcular.

Si per una matriu quadrada A calculem els adjunts Ayl de cada
element ay, i substituim aquests elements pels adjunts respectius
- trobats, obtindrem una nova matriu que s'anomena matriu adjunta de
I'anterior i que simbolitzem per A. Per exemple, si la matriu A és de
4t ordre, tindrem:

Al Azl Al 1Al

Aol 1Azl 1Azl 1Azl
lAsil LAzl LAzl LAsl
Aal 1Al LAgl LAl

Una propietat interessant de la matrin adjunta, deduida
directament de les dues propietats dels adjunts és que el producte
de la matriu original per la transposada de la matriu adjunta és igual a
la matriu escalar del determinant.

Matematicament, es pot escriure com a AsA'=lA].L

Exemple 22. Per a la nostra matriu A de 4t ordre ja hem calculat els
adjunts de les dues primeres linies. Aquests sén
lA311=3 A121=14 1A4131=-86 1.A141=153
Az [=21 beldog|=-102 1Ag31=188 " |Ag4(=-129
Cormn a prictica es poden calcular els adjunts de les dues altimes
files. Obtindrem:
lAz; 1=-129 1A391=198 lA33l=-102  1.A3ql=21
14411=153 1499 =-86 lA43i=14 1Ag4i=3

Apuntem la matriu original A 1 I'adjunta A, obtinguda aquesta
dltima substituint cada terme de la matriu A pel seu adjunt respectiu

1367 3 14 -86 153
A=|2584] ; &l 21 -102198-129

48652 -129 198 -102 21

7631 153 -86 14 3

Notemn que sdén del mateix ordre 1, com a aspecte curlds d'aguest
cas, observem que, comencant per l'aj) 1 seguint en direcclons
paral-leles a la diagonal secundaria ag], a)2. az]. agg..., veurem que
aquesta successid de termes és capicua, :

Quant a la propietat de la matriu adjunta, es pot comprovar que ¢s
verifica la propietat assenyalada anteriorment, ja que:

1367 3 21 -129 153 600 0 O O
2584 14 -102198 -86 |_ _| O 600 O O
485 2| -86 198-102 14 |~ 0O 0 600 O
763 1/\153-1290 21 3 0 0 0 600

Es a dir, es compleix que AsA'=1ALL
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Per a algunes aplicacions pot resultar itil saber el determinant
adjunt, 1A, que és el determinant de la matriu adjunta. Es pot
provar la propietat que el determinant adjunt coincideix amb la (n-1)
ésima poténcia del determinant de la matriu original, 1.A1=1Aln-1,

Exemple 23. Com a practica de l'aplicacid dels métodes de reduccid
estudiats, explicarem com es calcula el determinant adjunt de la
matriu A. Comencem traient factor coma 3 en la primera 1 1'altima
colurnnes 1 factor comu 2 en les columnes centrals,

3 14 -86 153 1 7 43 51
IAl=] 21 -102 198 -129| _a99s| 7 51 99 -43
-129 198 -102 21 43 99 51 7
153 86 14 3 51 43 "7 1

A I"altima columna 1l restem la primera i a la tercera Ui restem la
segona. Després traiem factor cormi 50 en les dues Gltimes columnes,

1 7 -50 50 i 7 -11
Al=36| 7 -5l 150 -50|_agen50| 7 -51 3-1
-43 99 -150 50 43 99 -31
51 -43 50 -50 1Bl -a3 141

Conservem !a primera fila 1 fem les combinacions lineals adients,
restant ¢ sumant, de manera que obtinguem zeros e¢n l'ultima
columna, 1, a continuacié, desenvolupem per adjunts,

1A= 90.000. =90.000.4-1)) .44 92 -2
44 92 20 %5 .36 0
52 -36 0 O

Podem continuar reduint el determinant i traient factor comi 4
en la primera i segona columnes { 2 en l1iltima i després sumant a la
segona fila la primera

2 -111 2 -111
lAl=-90.000.4.4.2] .11 23 -1/=2.880.000]'-9 12 0
13 -9 0 13 -8 0

Finalment, desenvolupant per adjunts de l'dltima columna i
calculant el determinant de segon ordre resultant, obtenim:

|A|=-2.sao.ooo.(+1)4 ig 1; =-2,800.000.(-75)= 216,000.000
Un valor ben gran! Podem comprovar aixi la propietat dels
determinants adjunts, 1 velem efectivament que

1AL {500)41=(600)3=216.000.000 = |.A|

1.2.3 MENORS I ADJUNTS GENERALITZATS. Donada una maitriu
quadrada A d'ordre n, sabem que un menor és el determinant d'una
submatriu quadrada d'aquesta matriu. Si el menor esta format per r
linfes (r files i r columnes), direm que l'ordre del menor és r.

Hi haura Cp,; maneres (combinacions de n elements agafats de r
en 1) d'escollir les r files de les n possibles. El mateix podem dir per
a les columnes. Conseglientment, en una matriu An el nombre total
de menors d'ordre r és donat per (Cp,r)2.

Exemple 24. Per a una matriu A de quart ordre (n=4), el nombre total
de menors de segon ordre (r=2 files o 2 columnes) és:

car{ -3
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Simbolitzarem els menors per IMg,Ll, on K i L representen
respectivament els conjunts d'indexs per files i columnes que
formen part del menor. Segons l'ordre pot haver-hi diferents tipus
de menors. (Ho estudiarem per a una matriu de quart ordre):

MENORS D'ORDRE 1. S6n determinants formats per 1 fila i 1

columna; és a dir, constaran d'un sol element. Légicament, en
total n'hi ha (C4,1)2=42=16, els 16 termes de la matriu.

MENORS D'ORDRE 2. Estan formats per 2 files i 2 columnes. Com ja
hem vist, en total n'hi ha 36.

MENORS D'ORDRE 3. Sén els que consten de 3 files i 3 columnes i en
total se'n poden formar (C4,3)2=42=16. Es 1ogic que hi hagi tants
menors d'ordre 3 com d'ordre 1, ja que els menors d'ordre 3 no
son més que els menors complementaris dels termes que no
s0n en cap de les linies del menor.

Exemple 25. Considerem la matriu A emprada en exemples anteriors

A=

N
[+
(SR reie)]
B N

7631
Exemples de¢ menors de primer ordre poden ser IM3 31=8 1
{M4,21=6. Com que sén de lr ordre, també els podem simbolitzar per
IM23l { IM42l, aixi ens estalviem la coma i simplifiquem la notacts,
Per als de segon ordre podem considerar els (M12,34] 1 IMag 121,
on el primer est4 format per les files 112 i les columnes 31 4,

IM[2‘34I=|22|=24~56=-32 i |Mu.2|=|§ g]=12-35=-23

Finalment, com a menors de 3r ordre podem esmentar com a
exemples ¢l [M]23,1241 1€l IMg34 9341,

137 584
IMizs24l=|2 5 4|=-14 1 IMessaml=|g 5 9|=3
4 82 631

De manera natural, definirem ara el menor complementari d'una
submatriu. Donada la submatriu Mg, d'ordre r, formada per les r files
del conjunt K i les r columnes del L, el seu menor complementari és
el determinant de la nova submatriu que s'origina en suprimir les r
files i les r columnes en la submatriu donada.

Stmbolitzarem el menor complementari de la submatriu Mg  per
lAg LI. A més, l'ordre del menor complementari, r', és evidentment
igual a r'=n-r. També, i segons I'ordre, hi haura diferents tipus de
menors complementaris: d'ordre 1, d'ordre 2 i d'ordre 3.

Exemple 26. Per a la matriu A trobarem els menors complementaris
dels menors de l'exemple anterior, Comencem pels IMg 3l i1Myzol

137 584
482(=-198 1 lAsu2l=[g 5 2|=3
761 631

Velem que [Ag 31=1M)34, 1241, ja que el |Ag 3| és el determinant
que resulta d'eliminar la fila 2 { la columna 3. A més, el lAg 3l
coincideix amb el menor complementar d'un element estudiat

abans. Podem dir el matelx de [Az91=1Mj23,134] i lAg21=1A401.

lAgal=
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Calculem ara els menors complementaris de IM1a,341 1 1M24,121.
Tenim

[A1z.34 1= M, |=|48|=-32 i lAsil=IM |=|6 7|=~23
12,34 aanzl=| o Aza12 wal=| o

Per acabar, {robem els menors complementaris de 1Mjo3 12410 1
IMg34,234 |, que seran termes de la matriu, ja que r'=4-3=1,

[Alza124l=tMssl=a43=3 1 |Agasess!=IMial=an=1

Sigui 1Ag | el menor complementari d'una submatriu Mg,1, d'ordre
r, on K={ij, i2,..., i 1 L={j1, j2...., jr} 860 els conjunts d'indexs de files
i de columnes que s'han de suprimir per obtenir el seu menor
complementari. Anomenem suma d'indexs, sy, la suma de tots
aquests indexs de files i columnes, s=(ij+ig+...+if+{1+H2+...+31).

També definirem la signatura d'indexs, &y, com el signe positiu o
negatiu segons que la suma d'indexs sigui parella o imparella.
Tindrem 8ij=('1]s-

Un concepte similar al d'adjunt d'un element, 1-yl, és el d'adjunt
d'una submatriu (o també adjunt generalitzaf), que es defineix com el
producte de la signatura d'indexs pel menor complementari de la
submatrin donada.

Simbolitzant-ho per |Ax ], tindrem |Ax 1l=(-1)5.1Ag,LI.
Resumint, direm que d'adjunt d'una submatriu és igual al seu
determinant menor complementari, precedit del signe positiu o
negatiu, segons que la suma total dels indexs de les files i columnes
eliminades sigui parella o impareila».

Es clar que l'ordre d'un adjunt generalitzat coincideix amb l'ordre

del seu menor complementari, ja que es diferencia Gnicament en el
signe positiu o negatiu.
Exemple 27. Trobem en primer lloc €ls adjunts de tercer ordre dels
menors complementaris 1Ag 31 1 lA4.21. Tenim:
[Ag,31=(-1)2+3 | Ag g1=(-1).(-198)= +198

14492 1=1)42.1Aq 91=(+1).(+3)= +3
Continuem amb els de segon ordre,
IA19,34l=(- DI243+4 140 541 =(+1).(-32)= -32

142412 =122 | Agy 19 1=(-1).(-23)= +23
Finalment, els de primer ordre sén:
193,104 1=(-1) 14243414244 | A0 104 |=(-1).(+3)= -3

12349234 =(- 1)2+3+442434+4 | Aggy 934 |=(+1).{+1)= +1

Com a aplicacié dels adjunts de submatrius indiquem la regla de
Laplace generalitzada, que ens diu que «el valor d'un determinant és
igual a la suma algebraica de tots els productes que es poden formar
~amb els menors d'unes linies determinades pels seus adjunts
respectius». Per veure una aplicacié prictica d'aquesta regla,
considerem com a cas particular una matriu A de 4t ordre i treballem
amb tots els menors de les dues primeres columnes.
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Exemple 28, Calcularem ¢l determinant de la matrtu A amb la regla
de Laplace generalitzada,

13:67
Al=[25 84
48 :52
76:31

Els menors de segon ordre de les dues primeres columnes valen
Mizizl=| 2 3ot IMuot=|! 3t iMuaie]) 315
1zazl=, o al=f o wzl=po o

|M23.12!=|2 g|=-4 |M24,|2|=|3 gi=-23 IM.';4,12I=|$ g|=-32

Trobem a continuacid els seus menors complementaris,

I.A 2, 21-— IMM.SAI"'—! =-1 lAalzl"—IL‘[‘z«].‘!AI"'—| |_—-4
124 31 ! i 3 1
1A [= M 3 I"—l I_—‘4 I I=1M I_—I l"— '15
14,12 23,34 5 o A23.12 14,34 31
| N l— IM I—I |= -23 l I—_IM I—I |—'32
A24 iz 13,34 2 &34.12 12,34

Els adjunts generalitzats d'aquests menors complementaris sén
LAuzaz = 18 | Azaa f=+(-1)= -1 LAzizl= (17 | Asaz =)= +4
A2 = (13 1A14,12 1 =+{-4)= -4 {Apz 1zl = 1% 1 Aga 121 =4{-15)= -15
lAg4nz] = 1% 1 Ao 121=-(-23)= 423 *  1Azs12]= (-1)'%1Ang 101 =+(-39)= -32

Podrem aplicar tot seguit la regla de Laplace,
1Al=IMy2121.1A413,12] +... + IM34,121.1A434 12l
Substituint pels valors obtinguts obtenim
[Al=(-1).[-1) + (-4).(+4) + -15).{-4) + (-4).(-15) + (-23).(+23) + (-32).(-32)

Operant, resulta |Al1=600, que coincideix amb el valor que ja hem
obtingut amb I'aplicacié d'altres métodes.

1.2.4 MENORS PRINCIPALS. Hem vist que els menors d'ordre r
d'una matriu quadrada Ap sén determinants IMg | formats per les r
files del conjunt K={iy, ig,..., iy} 1 les r columnes de L={j1, j2,..., jrI-
Anomenarem menor principal el menor que tingui el mateix ordre
en files i columnes. Es a dir, en un menor principal tindrem K=L,

Com a conseqiiéncia d'aguesta definicid, veiem geomeétricament
que els termes de la diagonal principal, dp, del menor principal
també son termes de la diagonal principal de la matriu, Dp.

En lloc de simbolitzar els menors principals per IMg k!,
utilitzarem la notacié |Mgly, on la K és el conjunt de liniesilar
indica l'ordre del menor principal.

En una matriu d'ordre n el nombre total de menors principals
d'ordre r és Cp,r. ja que només hem d'escollir r files de les n
possibles (recordem que en un menor principal l'ordre de les
columnes és el mateix que el de les files).

Exemple 29. Per a la matriuz A dels exemples anterlors, el menor
principal de 2n ordre format per les linies primera i tercera és

IMysl =|1 6|=-19
1312 4 5
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Igualment, el menor principal de tercer ordre generat per Ies linies
(files { columnes) 1,214 és
137
254
761

Notem també que els menors principals d'ordre 1 coincidelxen
amb els termes de la diagonal principal. Aixi, Mg l3=5. Linic
d'ordre 4 és el determinat de la matriu, IMjo34l4=1Al.

IMi24la= =...=102

En els volums d'Algebra vectorial analitzarem les aplicacions dels
menors principals i també observarem la seva importdncia en la
teoria de l'optimitzacié. Ara, per acabar aquest apartat, anunciarem el
teorema de Jacobi, que en l'estudi d'alguns problemes econdmics
utilitzarem per calcular un menor principal de rang r de la matrin
adjunta, sense necessitat de calcular préviament la matrin adjunta.

Considerem una matrin quadrada A d'ordre n, on suposem conegut
el seu determinant, |Al, { es tracta de calcular un cert menor
principal de la matriu adjunta A, de conjunt de linies K i de rang r,
designat per IMglr.

Amb aquesta finalitat observem el menor principal corresponent
de la matriu donada, Mg, i caleulem el seu menor complementari,
que també serd un menor principal designat per |Aglpn-y. Per trobar

el menor principal que busquem, aplicarem el teorema de Jacobi,
que estableix la igualtat segiient:

UVLKII-: IAKln.r. |A[T-1
Exemple 30. Suposem que volem trobar |M)3l2, oés a dir, el menor

principal d'ordre 2, format per les linles 1 13, de la matriu adjunta de
la matriu de treball A,

NEIEKY 11} x12 [X13] X14
A=2584. i LA X2l X2z X323 X24
[ s[5 2 sl xs2 [Xas] xss
76831 X41 X42 X433 X444

Observern que, en la matriu donada, el menor principal
corresponent al buscat (que no cal trobai) 1 el seu complementari sén

M |=|1 6| 1 lAslaz= |=|54|=-19
wle=| o 13f42=I1Mas |z 6 1

Com que sabem que |A|=600, només caldra substituir en la
formula donada pel teorema de Jacobi,

IMyglo=1A13140.1A12°} = (-19).(600) 1=-11.400

Farem ara la comprovacis, perqué ja hem caleulat la matriu
adjunta en un exemple anterior:
3 14 -85 153
: A=| 21 -102 198 -129
-129 198 -102 21
: 153 -86 14 3
El menor principal 1213 !9 d'aquesta matrin adjunta és
~| 8 -86|_ -
1M13l2= _129_102| ~306-11094= -11.400
Velem, efectivament, que s'obté el mateix valor,



DETERMINANTS 29

1.3 APLICACIONS A LES MATRIUS

1.3.1 RANG I MATRIU INVERSA. Per calcular el rang d'una matriu, a
mes de poder-ho fer pel métode de Gauss, també es pot realitzar
amb un métode alternatiu aplicant determinants.

Recordem que el rang d'una matriu, p(4), és el nombre maxim de
files (0 columnes) linealment independents.

Exemple 31. Considerem les dues matrius de tercer ordre
417 147
A=0 3 5 i Bsj258
624 369
Per a la matriu A mirem si les files s6n linealment independents.
Escriurem la combinacié lineal nul-la,
af) +bfz+cfz3=fp = ald 1 7)+b0 3 B +cl6 2 4=000 0

Si multipliquem, sumem 1 igualem, resulta un sistema de tres
cquacions i tres incognites. Resolent-lo s'obté a=b=c=0, 1a qual cosa
vol dir que les tres files sén linealment independents.

Per tant, per la definicié de rang deduim que p(A)=3.

Si fem el mateix per a la matriu B, veurem que el sistema resulta
indeterminat, on una de les infinites solucions pot ser a=1, b=-2 {
c=1. En conseqfiéncia, les files seran linealment dependents i
Tequacio de lligadura sera

16 -2f2+1.f3=0p obé fi=2.6-f

Es a dir, la tercera fila és igual al doble de la segona, menys la

primera. Aixi, el rang de la matriu B ha de ser més petit que 3.

Com que clarament f) { fo no s6n proporcionals, tenim p(B)=2.

Podem realitzar tot el procés anterior a partir ‘dels determinants.
Emprarem la propietat setena, que, aplicada en el cas de les files, diu
que «si una fila d'un determinant és combinacié lineal d'altres files
paral-leles, lavors el determinant és nuls,

Com que la reciproca també es compleix, podem assegurar que, si
un determinant és nul, llavors les seves files sén linealment
dependents. I, reciprocament, si el determinant és diferent de zero,
voldra dir que les files s6n linealment independents.

A continuacié veurem com es pot realitzar el calcul del rang d’una
matriu per determinants. Comenc¢arem cercant un menor (és a dir,
el determinant d'una submatriu) de 2n ordre diferent de zero. Si el
trobem voldra dir que el rang r de la matriu és r>2.

Després, a aguest menor no nul, hi afegirem una fila i una columna,
i obtindrem un nou determinant de 3r ordre anomenat menor orlat.
Si aquest determinant és nul, canviarem la fila i la edlumna oflades
per unes altres, i obtindrem aixi un altre menor orlat., Si torna a
donar zero, anirem provant amb tots les orlacions possibles i, si totes
ens donen zero, conclourem que el rang no pot ser 3. El rang sera 2.

En canvi, si el menor de 3r ordre no s nul, el rang sera superior o
igual a 3. A continuacié, i si és possible, el tornarem a orlar amb una
fila i una columna i calcularem aquest menor de 4t ordre, etc. El
procés acabara quan s'arribi al determinant de major ordre possible.
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Exemple 32. Trobem en primer lloc el rang de la matriu A, calculant
un menor de segon ordre i després el seu mener orlat,

417 a1 417
A=|9 35 IMsz=|g 3|=3;a0 IMigsazsl=| 9 3 §|=..=20
624 624

Com que també el de 3r ordre &s diferent de zero, tenim plA)=3.

En canvl, el rang de la matriu B sera p(B)=2, ja que el determinant
de 3r ordre és nul,

147
B=(2 5 8) lM12m|=|é §|=-3¢0 IMizs123l=
369

=.=0

147
258
369

Una altra aplicacié interessant dels determinants és facilitar el
calcul de la matriu inversa d'una matriu. Es clar que la matriu ha de
ser una matriu regular (si no no existiria la inversa) i, per tant, el seu
rang ha de ser igual a l'ordre de la matriu, la qual cosa equival a dir
que |1Al0. Si el determinant és nul, es tracta d'una matriu singular i
no existeix la inversa.

Per calcular la inversa ens basarem en la propietat de la matrin
adjunta i aixi podem deduir que

AvA'=IAll = Al=A'/IAl

Per tant, Ja matriu inversa és igual a la transposada de la matriu
adjunta dividida pel determinant de la matriu.,

Exemple 33. Proposem-nos calcular, si és possible, les matrius
inverses de les matrius

417 147
A=jg9a35)] 1 B=|258
624 369

El primer que hem de saber sén els seus determinants, [Al=2 i
IB1=0, d'on veiem directament que la matriu B no té inversa. Pel que
fa a la matriu A, haurem de buscar ¢n primer lloc la matriu adjunta,
calculant primer tots els seus adjunts,

|A;11=+|3 2|=2 l.an|=-|g il=-6 m.,ai=+|g g|=o
mzn:-lé Z|=1o |.@|=+|‘é 1':-26 |.amz=-|‘é ;|=—2
1.am=+[é ;|=-16 l,aaz|=-|g §|=43 1Ag1=+ % 113
La mairiu adjunta i la seva transposada seran

2 6 0 2 10 -16
A=( 10 26 -2) 1 =(-6 26 43 )
-16 43 3 0 -2 3
Finalment, la matriu inversa sera
, 2 10 -16 1 5 -8
A"=ﬁ[—=|—b—--i'=%-(-6 26 43 )=(-3 -13 43/2)
c 2 3 0 -1 32

Per acabar, el lector pot comprovar que el producte de la matrin
original per la seva inversa és efectivament igual a la matriu unitat,
&s a dir, es verifica que AsA-l=1
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1.3.2 DETERMINANTS DE MATRIUS ESPECIALS. Algunes vegades
ens trobem amb matrius on el seu determinant es pot conéixer
facilment. Aixi, el determinant d'una matriu triangular, que té un
triangle de zeros per sota o per sobre de la diagonal principal, és
igual al producte dels termes d'aquesta diagonal.

Exemple 34. Siguin la matriu trangular superior A i la inferior B,
19-3 800
A=(0-52) 1 B=(—34 0)
007 96-5

S1 calculem mentalment per Sarrus els seus determinants,
tindrem 1Al=1.(-5).7=-35 1 !B|=8.4.[-5)=-160. )

Una matrin ortogonal és una matriu A tal que la seva transposada A'
coincideix amb la seva inversa A-l. Resultard, per tant, que AsA'=I.
D'aquesta igualtat es desprén que el determinant d'una matriu
ortogonal és igual a +1 o -1.

Exemple 35. Donada la matriu ortogonal, calculem el determinant

lal=| 096 028 |_ (gog2, 008 = 09216+00784 =1
028 ogs |~ 0900287~

Esmentem també el cas en qué tinguem dues matrius matrius
semblants A i B, on existeix una matriu de pas regular P tal que es
verifiqui B=P-leAsP. D'aquesta igualtat es dedueix facilment que els
determinants de matrius semblants sén iguals, |AlI=IB]!.

Exemple 36. Tenim les matrius semblants A { B, que tenen per
matriu de pas P i on sabem també la seva inversa, P-1,
. A=('2 1) , B=( -95 -151) , P=(3 5] i Fn___(z-s)
7 -4 56 &89 12 -13

Trobem els determinants de les matrius semblants, |A|=8-7=1 1
IB1=(-95).89-(-151).56= -8455+8456=1. Obtenim atxi el mateix valor,

Un altre determinant que apareix en diferents problemes és el
determinant de Vandermonde, |Dyl, un determinant on els termes
de les columnes sén les poténcies successives d'un element,
comencant per l'exponent O a la primera fila, I'l a la segona, ete.

Aixi, per exemple, per a un determinant de Vandermonde de
quart ordre tenim

1 1 1 1
a b ¢ d

a2 b? 2 a2
a3 b 3 g3

Es pot provar (problema 91) que per a un determinant de
Vandermonde de segona fila (a b ¢ d) es verifica:”

IDy I= (b-a).(c-a).(d-a). (c-b).(d-b). (d-c)

Observeu la regularitat d'aquesta férmula, que és generalitzable a
qualsevol ordre del determinant de Vandermonde.

IDyl=
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Exemple 37. Sigui el determinant de Vandermonde de 5& ordre
1 1 1 1 1
3 5 2 6 4
IDvl=f 9 25 4 38 16
27 126 8 216 64
81 625 16 1298 256
Siensfixemenlafz=(3 5 2 6 4) podrem escriure ¢ls productes
1Dy 1= (5-3).(2-3).(6-3).(4-3). (2-5).(6-5).(4-5). (6-2).(4-2). (4-6)

Operant s'obté rapidament | Dy [=288.

En acabar aquest capitol dedicat a l'estudi dels determinants de
matrius quadrades, ens podem preguntar si té sentit parlar dels
determinants de matrius rectangulars. La resposta és afirmativa: en
alguns problemes d'economia ens trobem sovint amb determinants
d'aquests tipus que anomenem determinants generalitzats, ja que sén
efectivament una generalitzacié dels determinants normals (els de
matrius quadrades).

Per a una matrivt horitzorital {(una matriu rectangular Amxn 0n m<n)
el determinant generalitzat, que simbolitzem per [A], €s definit per
l'arrel quadrada del determinant de la matriu producte entre la
mairiu donada i la seva transposada. Matematicament,

[Al= V 1AeA']

Si aquesta definicié l'apliquem a una matriu vertical Amyn (matriu
on m>n), observem que el determinant generalitzat, [A], és nul.

Exemple 38. Volem trobar el determinant generalitzat de la matriu,
{43 -12 ]
76 20
Farem primer el producte de la matriu per la seva transposada

a4 8 12 ){ s }=( 169 286
76 20/ 8, 2 [T\os6 485

El seu determinant 1 el determinant generalitzat de A seran

(Aeal<] 169 286 _ - TAAT=
Al |286485 169 1 [Ak{TAET=13
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Aplicacié determinant

Matriu quadrada:
An (=Anx)

Disposicid rectangular formada per n files i n columnes
Determinant:
1Al =valor numeéric assignat a una matriu quadrada

Aplic. determ.: det: MoK / VA=M, = det(Al=1Al, |AleK

Axiomes de l'aplicacié determinant:
SiA=(C; €3 ... €p) = det(€; €2 ... Cp)=I1Al & es verifica:
(1) det(cy ... Ci+Cj ... Cn) = det(C; ... Ci ... Cp)tdet(C;... Cj ... Cn)
(2) det(c; ... 0.€j ... Cn) = c.det(C; ... Cj ... Cp)
(3) det(C; ... Cj ... €j ... C) =-det(Cy ... Cj ... Cj .. Cn)
(4) det(e; €2 ... €n)=1 on(e; B;... 8n)=In

El determinant com a inversions d'una permutacié

Cos ordenat: K Elements del cos: aj
Permutacit en A={a;, ag, ..., an): Ap. biject c:In—>A , Ip=(1,2,...,n}
Conj. permutacions: Py Nre. total de permutacions: n!

Permutaci6 principal: A={a,, as, ..., an}=ordre natural
Termes en successio: (aj,aj)=ordre natural
Termes en inversio: (aj,aj)#ordre natural

Nre. total d'inversions: i(c) Signatura: g(c)=(-1)i(0)

Definicié de determinant: A=In &' ln—In

lAl= Y, &(0).a10(1).820(2) -++ Anom)
oePn

«El determinant d'una matriu d'ordre n és igual a la suma
algebraica de tots els productes possibles de n termes de la matriu
ordenats per files, de manera que no n'hi hagi dos de la mateixa fila
ni dos de la mateixa columna, i amb signes positiu o negatiu segons
que el nombre d'inversions dels indexs de les columnes sigui parell o
imparell.»




34 ALGEBRA MATRICIAL

Determinants de segon ordre

: ) a); a
Regla d'obtencid: 1Al=| 5 %121 = a,, ass-a10.80
a1 a2

El determinant com a eina de caleul: (sistema d'equacions}
ax+by=m — z-mmd-bn , y=2aI-m

cx+dy=n ad-b.c ad-b.c
Per recordar: a.d - b.c =l ab |=Dc
- c d -
- _jmb |= . =| a ml=
md-bn |n d D, an-mc bn Dy

Soluci6 sistema: x=Dx/De A y=Dy/De¢

Determinants de tercer ordre

Valor del determinant:
a1 ap as
az1 azz Aasz3
a31 832 &33

—| 811.822.833 + &)2.823.83] + 8)3.82).832
- a13.802.83]1 ~ a12.82;.433 - 411.823.830

POSITIUS

TEGATIUS

Regla de les columnes agregatives:

8, 8, a3 8, By /<313 a1y312

A 8p B3 |- A1 8
aai 9 83 / )( 1
% /,u

- <n
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Propietats dels determinants

Les propietats, que estan Indicades per les columnes, sdn
igualment valides per les files. Incloem també els axiomes.

Axiomes: :
(1) det{c; ... Ci+Lj ... Cp) = det(c, ... Cj ... Ep+det(C;... €j ... Cn)
(2) det(cy ... 0.Cj ... €p) = o.det(Cy ... Cf ... Cn)
(3) det(C; ... Cj ... Ci ... €n) = - det(C; ... Tf ... € oue Cn)
(4) det(e; € ... En)=1 on(€; €z... €n)=I < |11
Altres propietats:
(5) det(€y C2... Co...Cn) =0 on C=00... 0}
(6) det(C; ... €{... €} ...Cn) =0 , det(C;...Cj... 0.C} ... C) =0
(7) det{Cy .v. Ciovs € .o CLEH#B.Cf o C) = O
(8) det(c; ... &j... Cj ... CxHOLCi+B.Cj «.. €n) = det(Cy ... Cn)

Q) 1AsBI=I1AI.IBI . (10) IA-11=1/1Al
(11) Ik.Al=kn |Al (12) 1A'I=1Al
Meétode del pivot

Procés: s'utilitza la regla del pivot i, per comprovar les
operacions, es fan servir les columnes de sumes sj, sg,...:

aj;o a3 A14 |81 212 213 fug g,
82 8z @3 A |S2 _, 0 b3 bag [t2
as) agz as3 Aas4 |S3 b3y bss bszs|ts
a4 a49 43 844 |84 0 by bss by |ts

1

a2 813 au|g, a2 213 A4 g,

0 |[bag] bos boa|t2 _, O [boz| bos bos|te
0 0 [C] e U3 0 0 [Czg] €z |Ws
0

0 G Cgp |Ta 0o 0 0O v
Elements pivot: pi=811 , pz=bez , Ps=Css , Pa=tus

=

n
Determinant: |A4l= 54 En general: |Aq|= Hpgm}-n
: Pi.p2 =1
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Menors i adjunts d'un element
Menor = determinant d'una submairiu quadrada
Menor complementari de I'element ajj:

an o8 e
Byl s S ay /el
o ey o A

Suma d'indexs: i+ Signatura: egy=(-1)i+

| Adjunt de I'element ay:
A3 =(-1)14.[A55] obé 1Ay l=ey. 1Ay!
Propietats dels adjunts:

n Il
(1) Z ayj. Iﬂ.ij[=IAI A Z ajy. [Jlijl= tA
j=1 i=1
«La suma dels productes dels elements d'una linia pels
seus adjunts respectius és igual al determinants.
n Il
2) Z ayy. [ Ayl =0 (&) A 2 ag. | Ak [=0 (k=)
j=1 i=1

sLa suma dels productes dels elements d'una linia pels
adjunts d'una linia paral.lela és igual a zeros.

Regla de Laplace

Per reduir 1'ordre d'un determinant (prop. 1}
Per files fi: 1Al=aj1.1Ai; 1+ aj2. |Ajz | + ... + ajn. |Ajn |
Per columnes ¢;: 1Al=ayj. [Aajl+ agj. | Azfl+ ... + anj. |Anjl

Obtenci6 d'elements nuls: (exemple)

1r pas. Escollim, si n'hi ha, una linia amb zeros i partim d'un
element unitat. Si no hi és, fem, per exemple:

a;) ajp az a4 1 bz bz bua
[A|=| 221 822 823 84| _ a dz1 ag> az3 A4
Q31 a3z 833 azq 31 A3z a33 4azg
a4 842 A43 age 41 842 843 844

on byg=ae/an , biz=aiz/an i bu=a/an
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Regla de Laplace (cont.)

2n pas. Transformern els altres elements de la linia en zeros,
fent servir el métode de reduccio de Gauss:

1 b2 bz b :1 1 b bis bul| g

_ ap) agy Agz agy |fa _ 0 baa bos bog| G2
lAl=a =a 22 24

M 832 833 A34/f, "1 0 bay bas bay| U3

a4 842 843 844 £, O bygg bz bag| 94

on g:1=t1, Go=fo-as1.T1, ga=Tz-az:1.Ty i Qu=Ts-asn.fy

3r pas. Desenvolupem per la linia de zeros transformats:
IAl=a11. ( 1. l-a.11I+ 0. |A21|+ 0. |A31|+0.|93.21|]

bao bos bos
bsz bzz bas
bsz baz by

4t pas. Si el determinant encara és d'ordre elevat, anem al primer

= [Al=a;; (det. d'ordre inferior)

pas. En cas contrari, resolem el determinant i acabem. _ -

~

Matrin i determinants adjunts

[A11] [A2]-- Al

Mat. adjunta: A= tAz11 1A2g] - 1Azl | . Propietat:
: N AsA'=lAlX
[An]_l |A21|“°I'a.nnl
Determinant adjunt: [« | Propietat: A [=]A|n-1
Menors generalitzats

Ordre d'un menor: r=nombre de files o0 columnes que conté
Tipus de menors:
Ordre 1: 1Mjjl=1aj5l= ajj
Ordre 2: 1My, 44.! Ordre 3: | M1 §1joks |
Ordrer: IMEL| on K=[i1, iz,..., il-} A kﬁ], jz..... jr}

Menor complementari {d'un altre menor):

1Ag 1| = menor resultant de suprimir les files
i columnes d'un menor d'ordre r

Ordre d'un menor complementari: r'=n-r
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Menors generalitzats (cont.)

Tipus de menors complementaris:
Ordre n-1: 1Azl =1Ayl Ordre n-2: 1Ay, 55!
Ordre n-1: lAg;y | eliminant K={i;, i5,....1] A L=[j]_, j2,...,j;-}

Adjunts generalitzats

Suma d'indexs: s=(i;+ig+...+ig)+{J1+j2+...4j1)
Signatura d'indexs: egj=(-1)8
Adjunt generalitzat:

IAK,LI =(-1)S.1AgL| obé IAK'LI = Efj. lAg ]

«L'adjunt és igual al menor complementari precedit del signe
positiu ¢ negatiu, segons que la suma totat dels indexs de les
files i columnes eliminades sigui parell o imparells.

Tipus d'adjunts: ,
Ordre n-1: [A;;l=(-1)". 14351 = [Ayl=1Ayl (aestudiat
Ordre n-2: IAhhdljzI=(-1]‘1+‘2+i1+12. [A;lin]j2| ete.

Generalitzacié de la regla de Laplace:

«El valor d'un determinant és igual a la suma algebraica de tots
els productes que es poden formar amb els menors d'unes
linies determinades pels seus adjunts respectinss.

Exemple: AeMq
aj;1 a2 ] a13 14

f0] 8oo | 823 Qo4 Partim de € i Cz i agafem les files
A= | de dos en dos. Es poden formar en

da1- aa 833 s total (g}=6 menors d'ordre 2:

ag1 a42 | 43 Q44

IMy2,121 , IMi312l , [Mig12! , 1Mg3 2l , 1Mag 2!, [Mag ol
Menors complementaris:
lA12,121=1M3a4341 , |A13,121=1Mag34l , |A1412]=1Mp334]
|Ag3,121=1Mi1434t , |Ag412[=1M1334! , 1Ag4,12(=1Mj2,34l
Adjunts:
1A 12,12 [=(-1)1*2+ 142 [ A9 191 =+1Mas 341

A 13,121 =(-1)1+3+142 | A5 10 [ =- 1Moy 34l
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Adjunts generalitzats (cont.)

Adjunts: (cont.)

|#A 14,121 =+ Mgz 341 iA23,121=+1Mj4 341
A 24,12 1 =-1M13,341 lAzq,12 | =+IM;jg 34|
Per la regla de Laplace:
a1 a2 &3 a4 M2, 121 .I.&m_lgl +/ M]_3'12| . |A13.12|

Ap] Az #@23 A4
= +|Mjsz12!.1A4 I+ M 1.1A4 |
23] @832 833 Aag 14;12 14,12 23,12 23,12

841 42 843 g4 +|M24.12|.|A24_121+|M34.12|.1A34‘12|

El determinant sera:

IMjg,12].[M3g,341-1M13,121. [ Mog 341 +
+1 M14.12 l. |M23.34| +1 M23_12] . |M14,34 |-
-IMgs,121. IM13.341 -1 M3g,121. | Mj2,341

tAl=

Cas particular: (particié en qué una submatriu és nul-la)
|Al =]R 31 Particio =1Al =]M NI O=m. nulla = |A[=1MI.[P!
TU oPp

Menors principals

Menor qualsevol: Mg 1| Ordre del menor: r

Cas particular: K=L. = Menor principal: | MK K1
Notacio: IMg!r Conjunt de linies: K
Consequiéncia:

Diagonal determinant: Dp Diagonal menor: dp
Menor principal: |[Mg!,=men. princ. = dpycDp

Nombre menors princ. ordre r: Cn,ﬁ(:)

Exemple: AcMy

Ordre 1: |M1 { 1=811 |M2 | 1=822 |M3| 1=833 ]M4| 1=844
Ordre 2:

a1 ap a;; a3 ap a4
|M12|2"-—‘- IM |2= |M14|2=

a1 agz | . 13 831 Aas3 a1 a4
|M23]2= 832 &aa23 |M24]2= Qg2 a4 |M34.|2= a3z &34

832 833 242 844 43 44
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Menors principals (cont.)

Ordre 3:
a;; a2 a3 a;1 a2 8414
IMjo3la=| az1 asz as3 [Mioql3=| 821 a2 824
az; 8g2 ass 841 842 844
a; a3 aug age a3 azs
IMj3413=| @31 as3 ass {Mogzsls=| a3z ass asg
a41 843 A4q 842 843 444
Ordre 4: |M1234[4=|A|
Teorema de Jacobi:
Matriu: A Determinant: [Al Mat. adjunta: A

Menor princ. d'ordre r de la mat. adjunta: [Mxly
Menor princ. corresponent de la mat. donada: IMxklr
Menor complementari de 'anterior: |Aglnr

Conclusio: |Mklr= |Aglg2AITY

Rang d'una matriu per determinants

Rang d'una matriu: p(A)=Nre. files linealment independents
Propietat: rang per files = rang per columnes
Consequiéncia: p(A)J=r = FIMgrL!;#0 A VIMgrl1=0

Menor orlat: menor al qual s'ha afegit una fila i una columna

Procediment per a calcular el rang:
(1) Partir d'un menor no nul: (Mg |0
(2) Orlar-lo amb una fila i una columna: I[Mgplrsz
(3) Calcular el determinant:
a)SiVIMgLlr+1=0 = pl(A)=r.
b) i dIMg |41 20 tornem a (2).

Inversa d'una matriu quadrada per adjunts

Existéncia d'inversa: 3JA! < p{A)=n (n=ordre} & |Al=0
Matriu inversa: Alinversa de A < AsA'l=AleA-]
Calcul de la inversa; |Al= A"/ Al
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Inversa d'una matriu per adjunts (cont.) .

a); a2 a3
Cas particular: AeM3 = A=( az1 &0 823)
Q31 asz Aass
a1 a2 a3
A1 Az Az
831 &32 Aas3

Adjunts de cada element:

Determinant: [Al= Si lAlx#0 = 3A1

A1 1=(-1) 11 1A | = + B2 8281 _ 40 ass-acs.
11 1=(-1) 11 Bay g | 3228837823832
IA12[=[-1)1+2.|A12[=- A1 a3 = -Q@9]1.833+893.83; e¢fcC.
az; ass
Matriu adjunta i la seva transposada:
[A11] 1Al 1413l 1Al 1421 A3
A= [An7] 1Azl 1A423] A= 1A15] 1409 I-a_.32|
[s431! 1A32] 1A331 1A 13l 1Aasl [Az35l

Matriu inversa; Al=A'/ Al

Determinants de matrius especials

Determ. matriu triangular: 1Al=a;;.82...ann

Det. matriu ortogonal: A«A'=I = [Al.IA'I=]I] = I|Al=%1

Det. matrius semblants: B=P-1eAsP = JA|=]B]

1 1 1 1

a b ¢ d
a2 b2 ¢z d?
a® b3 3 4°
Sol: 1Dyl =(b-a).(c-a).(d-a).(c-b).(d-b).(d-c)

Determinant de Vandermonde: iDyl=

Determinants de matrius rectangulars

Determinant generalitzat:
SiApa A m<n = [Al=/TAeAT| (Matriu horitzontal)

Propietat: 8i Amm A m>n = [A]=0 (Matriu vertical)




42 ALGEBRA MATRICIAL

¢) PROBLEMES RESOLTS
1.1 INTRODUCCIO ALS DETERMINANTS
Definicié de determinant

1. Sigui la matriu AeM o i l'aplicacié determinant det(A)=IAl,
definida per |Al=aj1.a93-a12.a2]1. Prova que es verifiquen els axiomes

de definicid, partint de les columnes de la matriu A €1={aj] ag1)'1
Co=(a1g agza)' i les addicionals h;=(b11 ba1)' i be=(b1z basg)', que
conformen una altra matriu B.

Solucié. Siguin les dues matrins matrius quadrades de segon
ordre, A i B, que tenen per columnes

an| [aiz bi1 b12]
A B
=( ag1 | a2 ] ~ =(b21 bag
t; G by by

Apuntem ara els quatre axdomes de la definicid de determinant 1
comprovermn que es verifiquen pel cas particular |Al=a)).age-a12.a21.

(1) [det(cy...coty...co)=det(cy...Cy...Co)+det(€1...C...Cnl|

En altres paraules, «si una linia (en aquest cas, una columna)
d'una matrin és suma de dos (0o més) sumands, llavors el
determinant de la matriu és igual a la suma dels determinants
formats per cadascuna de les linies».

PRIMER COSTAT. En el nosire cas tenim
det(c,+b, 02)4 ajtbn an

ag1tba;  ag
Aplicant la definicid,
det(c1+b; C2)=(aj1+b11).age-a12.(ag1+ba1)=
=ajy).ago+bi1.a09-212.421-212.b21

SEGON COSTAT. Tindrem els dos determinants segtients

det(c; cy)+det(b; C =|a11 ara Hbu a12|
(c, c2) (b; co} g | P

Per tant,
det(c) Co)+det(l; Co)=a1].a22-212.321+b11.a22-212.b21
Observem gue s'obté el mateix resultat que abans.
També tenim det(c; cg+bg)=det(C; ta)+det(cy bg), que podem
provar facilment. Per ambdés costats obtindriem el valor comd
aj1.aget+all.bog-ais.asi-az1.biz
En definitiva, hem comprovat que es verifica I'axioma (1).
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(2) |det(c)...q.Ct...Col=0.det(C]...Cy...Cr)|

Aquest axioma ens Indica que «si una linia d'una matrin esta
multiplicada per un ntmero, llavors el determinant de la matriu és
igual al namero multiplicat pel determinant de la matriu originals,
Estudiem el nostre cas particular

o.ay; a
det(o.Cy C2)=| a.ali 12 I (ce.a11).a02-212.(@.a21)=0.2;1.800-00.212:821

a a
a.det(c; C2}=CC| a; ag I=a.[an.a22-a12.a21]=a.a11.a22-a.a12.a21

Com que s'cbté el mateix resultat, es verifica l'axioma (2).

També es pbdia haver provat que det(C; «.Ca)=c.det(C; C2). Ens
gquedaria ignal que abans.

@ |det(cy...cq...Cp...C)=-det(C;...C)...C...C0)

Podem dir gue «si e¢s permuten dues linies d'una matriu, llavors
el determinant de la nova matriu és l'oposat del determinant de la
matriu inicial». En el nostre cas, tenim:

aj; a
detlc; ¢ ]={ 1 g |—a11-a22-312-«’=121,

aiz 4an
-det(Cl Co)=- | =-(312-a21-al1-392)=-312-321+2111-392
dgo ag1

També s'obté el mateix resultat i, per tant, es verifica (3)

(4) [detie; eg...e)=1]
Aquest altim axioma diu que «l determinant de Ia matriu unitat
1 és igual a la unitats. Comprovem-ho amb el nostre cas particular,

det(e, eg:i(l) 0l.1.1-0.0=1-0=1

Queden provats tots els axiomes i, aixi, |Ai=ajj.ags-a12.a27 és un
“determinant” de la matriu A. Serid precisament aquesta expressio
la que ens servird per a calcular el determinant d'una matriu de
segon ordre,

2. Partim de la matriu AeM 3 de termes A=(ay), que té per indexs
de files 1={1,2,3} 1 de columnes J={1,2,3}. Quants productes pots
formar entre els elements de la matriu de manera que no n'hi hagi
dos a la mateixa fila ni a la mateixa columna? Digues quins son i
apunta'ls de manera que els indexs de files estiguin en l'ordre
natural.

Fixa't ara en els indexs de les columnes i troba el nombre total
d'inversions de cada factor, Quines sén les seves signatures
respectives? Aplicant la definicié de determinant definit segons les
inversions d'una permutacié, dedueix finalment la regla de Sarrus.
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Soluci6. La matriu de termes ay que té per indexs de files
1={1,2,3} i de columnes J={1,2,3} és la matriz quadrada

an a2z a3
A= ag) age ags
831 432 Aass

Pels productes que hem de fer en aguesta matriu calculem
primer quantes aplicacions hi ha que van del conjunt indexat
1={1,2,3} a la matriu A=(ay), de manera que la imatge de I'l sigui
un terme de la 1a fila, la del 2 un de la 2a i la del 3 un de la 3a.

Una possible aplicacié pot ser o1, que a la terna (1,2,3) Ii fa
correspondre (a1, a22, a33), com podem veure a la figura®:

I [A]
14 o) Ya;, ey ea
24 oay; Say oay
3¢ eag ®ag Jagg

5i deixem fixos els indexs de les files i variem només els de les
columnes, 1, 2 i 3, veurem que en total el nombre d'aplicacions és
igual al de permutacions de tres elements P3=3!=3.2.1=6, que s6n
123, 132, 213, 231, 3121 321.

Apuntem les aplicacions corresponents, on col-loquem de
manera ordenada els indexs de les files:

c1=(a11, agz, a33) oo=(a11, az3, a32) o3=[a12, a21, aas)
o4=(a12, 223, az1) os=(aja. az1, a32) os=(a13, a22, a31)

Els productes dels termes de cada aplicacié, on, com veiem, no
n'hi ha dos de la mateixa fila ni dos de la mateixa columna, sén:

P1=ail.age.ass Pe2=aj1.a23.a32 P3—aiz.az21.a33
P4=212.a23.a31 P5=a13.a21.232 Ps=a13.a22.a31

Per poder calcular la “signatura”, positiva o negativa, d'aquests
productes, farem la taula segiient:

Prod.] Col Inversions possibles | Total inv. | Signatura
p1 | 123 12=no 13=no 23=no | i(p1)=0 | &lp1)=+1
pz {132 13=no 12=no 32=si i(p2)=1 | e(p2)= -1
p3 | 213 | 21=si 23=no 13=no | i(p3)=1 | &(pzl= -1
ps | 231 | 23=no 2l=si 3l=si | ilpg)=2 | e(pa)=+1
ps | 312 | 31=si 32=si 12=no | i(ps)=2 | &(ps)=+1
pe | 321 | F2=si 31=si 21=si | i(pg)=3 | £lpe)= -1

Recordem que el determinant d'una matriu ens és definit com la
suma de tots els productes anteriors, amb el signe positiu o
-negatiu de la seva signatura,

| Al =+p1-D2-P3+P4+P5-DPe=(P1+Pa+Ps5)-(P2+P3+D6)
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Escrivint aquests productes obtenim la regla de Sarrus:

a a a
1 %12 131 a1 800,833 + 812.823.83] + 813.821.830

A1 A0 Ag3 | =
- 2)3.829.83] - &12.82].833 - &]1.823.81
831 232 asj

Graficament ens resulta la disposicié ja coneguda:

POSITITS

NE@ATIUS

3. L'aplicacié lineal det{A}=1Al s'anomena alternada perqué, si es
permuten dues linies, llavors el determinant canvia de signe.
Comprova-ho per un determinant genéric de 3r ordre, aplicant la
regla de Sarrus i considerant que les linies que es permuten sén la
primera i segona files.

Solucid. Comprovarem que en un determinant |Al es verifica
que det(fo T1 3)'=-det(f; fo T3)".

det(fy Ty fa)'=def| f; |5 ann a2 as

f2 :{321 ag dg3
f d3r az2 a3
3

Desenvolupant per la regla de Sarrus obtindrem

det(fg ) f3)'= +ag1.a12.833 + agg.a13.a31 + a11.432.823
- ag1.a)19.a23 - 411.822.833 - 432.213.321

D'altra banda,
f a1 a; a3
det(f; fo fa)'=de fo [ 821 4 ags
d31 d32 a33

fa
Desenvolupant directament per Sarrus,

det(fy f2 f3)'= +a;1.ap0.a33 + a12.223.231 + 213.21.832
- a13.422.a31 - a12.421.a33 - 4]11.823.432
Ja queda comprovat, perqué tots els signes han quedat canviats.
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Determinants de segon ordre

4. Per a la matritt A de columnes C1=(5 7)'{ C2=(8 2)'1 la B també

de columnes di=(9 3)' 1 da=(2 4)', comprova que |A+Bl és igual a
IAl+IBIl. Es verificara sempre agquesta propietat? Demostra que
perqué es compleixi en general aquesta propietat per a les matrius

de columnes A=(cj C2) i B=(d; d3) és necessari que es verifiqui la
relacid: det(c; ds)=det(co d,).

Solucid. Apuntem les matrius donades
A=( 5 8} . B=( 9 2
7 2 3 4
C; C2 d; d2

Fem ara les operacions indicades pel determinant de la suma ila
suma dels determinants

AB:{SS (92 _{ 14 10)

™72/l 4 (10 6

1A+BI=| 14 10 I=14.6~10.10=84-100
IAI+IBI=|? ghlg 2|=(10—56]+[36-6]=—46+30

Encara que hagim obtingut 1A+Bl=lAl+IBl en aquest cas
particular, aixd6 no significa que es verifiqui sempre. Trobem la
condicié que s'haura de complir per a les dues matrius generals de
segon ordre segiients:

A - =

€ Cy d; d,

Fem les mateixes operacions que abans, perd ara trebailarem
amb lletres, en comptes de niimeros. El determinant de la suma €s

A+B=(ab+mn =(a+m b+n)
c d (p q) c+p d+gq
atm  bn | _ _
IA+BI=1 o d+q‘ —(a+m).(d+q)-(b+n).letp) (1)
Quant a la suma dels determinants, tindrem
abl , mn|_,. 1 -
IAI+IBI:IC d|+|p ql ~(@.d-b.cj+(m.gnp) (2)

Si volem que |A+Bl=I1Al+|BI, igualarem (1)=(2), multiplicarem
i després simplificarem
a.d+a.q+m.d+m.g-b.c-b.p-n.c-n.p=a.d-b.c+m.q-n.p
a.q+m.d-b.p-n.c=0 , a.g-n.c=b.p-m.d
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Observem que els membres de I'Miltima igualtat sén els valors
dels determinants

an bm
=a.q-1.C =b.p-m.d’
Ic g™ " |d pl prm

Com que el 1r determinant té de columnes €y i dg, i el 200 ¢Co i
d;. s'ha de verificar:

ldet(cl dgl=det(cy d1)|

En altres paraules, perqué el determinant de la suma sigui igual
a la suma de determinants, s'hauri de complir que «el determinant
format per les columnes extremes sigui igual al determinant
format per les columnes mitjanes».

5. Els quatre coeficients d'una matriu A(t) de 2n ordre sén
variables i1 depenen del temps t en la forma indicada a baix. Calcula
les tres primeres matrius en els instants t=1, 2 i 3. Quins serien els
seus determinants respectius? Si una magnitud econdémica ens ve
donada per la suma dels cubs dels determinants, quant valdra
D=1A(1)13+1A(2)13+1A{3)13? Quina propietat observes en. aquesta
relacio? Els quatre coeficients de la matriu Alt) son:

a11{)=(-3.t2+17.t-8)/2 ‘a1a(t)=(3.t2-7.t+8) /2
agi(t)= - t244.t-2 ags(t)=(-5.t2 +19.t-2)/2

Soluci6, Calculem els termes de la matriu i el seu determinant
pels diferents valors del parametre t: :

Per t=1:
a11(1)=(-3.1+17.1-8)/2=3  a;5(1)=(3.1-7.1+8)/2=2
ag1(1)=-1+4-2=1 a22(1)=(-5.1+19.1-2) /2=6
a3 g) IA[l]l:“;’ gl=3.6-2.1=18-2
Per t=2:
211(2)=(-3.4+17.2-8)/2=7  a12(2)=(3.4-7.2+8)/2=3
a91(2)=-4+4.2-2=2 a90{2)=(-5.4+19.2-2) /2=8
A(2)=(§ 3] raen =|§ g|=7.8-3.2=56-6
Per t=3:
a11(3)=(-3.9+17.3-8)/2=8  a10(3)=(3.9-7.3+8)/2=7
a21(3)=-9+4.3-2=1 a90(3)=(-5.9+19.3-2) /2=5

8 7 87
A =8.5-7.1=40-
(3) 15) IA(3)I=|15|8571 40-7<33]

Calculem a continuacid la suma dels cubs d'aquests determinants
D=1A(1)13+1A(2) 13+ A(3) 1 3=163+503+333=..,=165033
Veiem que, curiosament, estan formats per les mateixes xifres!:
[163+503+333=165033|
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Determinants de tercer ordre

6. Donats tres nombres reals a, b 1 ¢, considerem I'aplicacid
determinant det(a,b,¢)=1DI, on aquest és el determinant de la
matriu de files fi=(b+c b ¢}, fo=(a c+a ¢} i faz=(a b a+b). Calcula
l'expressié simplificada. Comprova-la trobant det(l1 2 3) primer per
mitja del determinant i després per la férmula deduida.

Solucid. L'aplicacié determinant donada, “det”, es pot visualitzar
graficament, i es pot observar que a cada punt de 'espai P(a,b,c) se
li fa correspondre un nombre real, com ara Ia temperatura, el grau
d'humitat, etc.

R z

P *
3 Y
~ D R

X/a D!

|||Io

Resoldrem ara el problema apuntant primer el determinant de
la matrin D, que és

b+c b ¢
IDI4 a ec+a ¢
a b atb

Desenvolupem-lo per la regla de Sarrus,
[ D[ =[(b+c).(c+a).(a+b)+a.b.c+b.c.al-[c.(c+a).a+c.b.(b+c}+b.a.(a+b]]
Efectuant els productes i simplificant,
ID1=[(b.c+b.a+c2+c.a).(a+b)+2.a.b.c]-{c2.a+c.a24+¢.b2+c2.b+b.a2+b2.a)=
=b.c.a+b2.c+b.a2+b2.a+c2.a+c2 bic.a2+c.a.b+2.a.b.c-c2.a-c.a2-c.b2-
-¢2.b-b.a2-b2.a =b.c.atcab+2.ab.c=dab.c

Per tant, |det(a,b,c)=4.a.b.c|

Per al cas particular del punt P(1,2,3), tindrem a=1, b=2 i ¢=3 1
aixi el determinant ens quedara

243 2 3 523
IDI§ 1 341 3 {=|143
1 2 1+2 123

Desenvolupant per Sarrus,
ID1=(5.4.3+2.3.1+1.2.3)-(3.4.1+3.2.5+2.1.3)=

=(60+6+6)-(12+30+6)=72-48=[24]
I si haguéssim aplicat la férmula: det[1.2.3)=4.1.2.3=

Queda, doncs, comprovat que det(a,b,c)=4.a.b.c, ja que hem
obtingut €l mateix valor.
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7. En un problema d'aplicacié econdmica es tenim dos
determinants D1(x) i D2(x). Per quins valors x es podra verificar la
igualtat entre els determinants? Els determinants sén:

4 x 6 2x -x 4x%
Dix)J9 5 7 12 i Dolx}d§ -3 2 -5
3 -1 x o 1 2

Solucid. Desenvolupant els determinants donats per la regla de
Sarrus, obtindrem

D1 (x)=[4.7.x+x.12.3+6.5.(-1)]-[6.7.3+12.(-1).4+x.5.x]=
=(28x+36x-30)-(126-48+5x2) =-5.x2+64.x-108|
Do(x)=[2x.2.2+{-x)(-5).0+(-3).1.4x]-[4x.2.0+ 1.(-5).2x+(-3}(-x).2]=
={8x+0-12x)-(0-10x+6x)=(-4x)-(-4x)=[0]
Igualant els determinants, D)(x)=Da(x), resulta l'equacié de 2n
grau -5.x2+64.x-108=0 o bé |5.x2-64.x+108=0|. Si la resolem,

<o (-64)3/(-64)%-4.5.108 _ 64411936 _ 64144
2.5 10 10
Pel signe positiu, x1=(64+44)/10=108/10=10'8 i pel signe
negatiu, xo=(64-44)/10=20/10=2.

Per tant, els valors de x demanats sén [x1=10'8| i [x2=2]|.

8. Calcula el valor del determinant |Al=IMeN-N*M| on les matrius
M i N sdn expressades per:

2183 123
M=2 41 i Ng412

325 002

Solucié. Efectuem els productes matricials MeN i NeM, que
segurament seran diferents, ja que en general (*) no és commutatiu

213123 2+4+0 44140 64246 6 5 14
MeN=2 4118412 2+16+0 4+4+0 6+8+2 18 8 16
325/\002 3+8+0 6+240 9+4+0 11 8 23/
123V/213) {2+4+9 148+6 3+2+15 15 15 20
N0M4(4 12 {2 4 1)=(8+2+6 4+4+4 12+1+10 )>( 16 12 23)
002/13 2 5/ \0+0+6 0+0+4 0+0+10 6 4 10
Realitzem tot seguit la diferéncia d'aquestes dues matrius
6 5 14 15 15 20 -9 -10 -6
A=M°N-N‘M=( 18 8 16 )‘( 16 12 23 )=( 2 -4 -7 )
11 8 23 6 4 10 5 4 18
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Finalment, calculem el determinant |Al per la regla de Sarrus
TA|=[(-9).(-4).13+(-10).(-7).5+2.4.(-6)]-[5.(-4).(-6)+4.(-7) .(-9)+
+2.(-10).13] = (4868+350-48)-(120+252-260) =770-112=

=(658].

Propietats dels determinants

9, Prova que el determinant 1Al és maltiple del determinant 1Bl
fent servir algunes de les propietats dels determinants. Les matrius
que has de fer servir sén:

XY y+Z 24X XxXyz
A=l p+q q+r r+p i Bpqr
a+b b+c cta abec

Solucié. Partirem del determinant JAl, aplicant en primer lloc
la propietat (1), ja que la 1a columna és suma de dos sumands,
X V+Z Z+X ¥ y+z z+X
[Al=|p g+r r4+p| +|q g+r r+p
a b+c c+a b b+ec ct+a

Per la mateixa propietat (1), com que la 2a columna és suma de
dos sumands, podem descompondre el determinant |Al com a

X ¥y z+X X Z Z4X YV ¥ Z+X YV Z Z+X
1A= pqr+p +p1‘1’+p + qqr+p + qrr+p
abc+a ac ct+a b b cta b e cta

Com que el 3r determinant té dues columnes iguals, per la
propietat (6), tindra valor nul

X ¥V Z+X X Z 24X Y Z 2+X
lAl=\p g T+p|+|p T T+p|+[(q r r+p
abctal |acctal |be cta

Apliquem la propietat (1) descomponent cada determinant com
a suma de dos

Xy z Xyx| jxzz XzZX yzz yzx
Al=|lPQ T|+|PAQP|+|PTT|+|PTP|+|QTT|+|QT P
abe aba ace aca bce bca

Per la propietat {6), seran nuls tots els determinants interiors,
Xyz yzXx
lAl=|lpar|+(qrp
abec beca

Finalment, per la propietat (3), si es permuten dues columnes,
el determinant canvia de signe. Fem aquesta operacié dues vegades
seguides en el segon determinant, i resulta:
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xyz| |yxz XxXyz Xyz| Xyz
lAl=[pgr|-lqpr|=s|PpPqQr|+ipqr(=2/pgqr
b bax abe ab=x abx

D'aqui podem deduir que ||Al=2.IBl|, és a dir, que ¢l primer

determinant és ignal al doble del segon.

10. Donades les matrius A i B segiients, comprova que el
determinant del producte de les matrius és igual al producte dels
determinants de les matrius respectives. Les matrius so6mn:

10-2 2-13
A5 3-12 i BH-101
02-3 -320

Solucié. Trobarem en primer lloc el producte de les dues
mairius donades. Suposem que és el A+B,

10-2Y/2-13 24+0+6 -140-4 34040 8-63
AsB23-1214-101F 6+1-6 -34+0+4 9-140 118

02-3/\-320 0-2+9 0+0-6 0+2+0 7-62
El seu determinant és
8-53
[A*Bld1 1 8[=(16-18-280)-(21-384-10)=-282+37391]
7-62
D'altra banda, trobem els determinants de les dues matrius
donades
10-2
lAI43 -1 2[=(3-12+0)-(0+4+0)=-9-4=-13]
02-3

=(0-6+3)-(0+4+0)=-3-4=-7]

2-13

IBlg-10 1

-32 0

Si fem el seu producte, 1Al.1B1={-13).(-7)=91. Queda comprovat
en aquest cas que el determinant del producte de matrius és igual

al producte dels seus determinants, | 1A*Bl=|Al.|BI|

Observem que passaria el mateix amb el determinant |1B*Al, com
podem comprovar ficilment:

2-18\{10-2\{ 2-3+0 O0+1+6 -4-2-9 } {-17 -15
BeAS- 101 M3-12FH -140+0 0+0+2 2+0-3 -12 -1

-32 0/\0 2-3/ | -3+6+0 0-240 6+4+0 3-2 10
Calculem el seu determinant,

-17 -15

IBeAld.1 2 -1 [={-20-30-21)-(-90-2-70)=(-71)-(-162)=91]
3-2 10

També es desprén, logicament, que |AB|=IBsAl.
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11. Sense desenvolupar-lo, prova que és nul el determinant Da de
la matrin A=(ay). Serd també nul el determinant Dp de la matriu
B=(ay;?) formada pels quadrats de cadascun dels termes de la matriu
donada A? En cas negatiu, troba l'arrel novena de Dg. La matriu A és:

5 7 9
A5 7 9 11
9 11 13

Soluci6, Veiem que €1=(5 7 9)', €o=(7 9 11)' i €3=(9 11 13)
tenen els elements en progressid aritmética de diferéncia 2. Si
apliquern la propietat (8) dels determinants, tindrem:

5 7 9 |fi |57 9|g=h
Dpa=[7 9 11 |fa=|2 2 2|ge=fr-f; =0
9 11 13If3 2 2 2|gs=fs-f

ja que per tenir dues files iguals, la propietat (6) ens indica que
s'ha d'anul-lar.

Trobem ara la matriu B formada pels quadrats dels termes de la
matriu anterior A,

2 2 2

5% 70 9 25 49 81
B 72 92 112 (=] 49 81 121

92 112 132 81 121 169

Per calcular el seu determinant Dg, aplicarem la propietat (8)
fent combinacions lineals entre les files o columnes amb la finalitat
que els termes de la matriu ens quedin més petits:

25 49 81 |fi |25 49 81 |gi=f
Dp=( 49 81 121|fk=|24 32 40 |ge=fo-fi
81 121 1869lf; |32 40 48 |gs=fs-fp
Traient factor com en la 2a i 3a files,
,| 25 49 81|& 25 49 81 |h;=g;
Dp=8“1 3 4 5 [g2 =643 4 5 [hy=gp
4 5 6 I8 1 1 1 |lhs=gs-go

Podem continuar simplificant el determinant, restant a cada
columna l'anterior, dues vegades seguides,

25 24 32 25 24 8
Dg=64 3 1 1 |=64| 3 1 0
1 0 0 1 0O 0

D'on, directament, Dp=64.[(0+0+0}-(8+0+0)]=64.(-8)=[-512]

La seva arrel novena la trobarem a partir de la descomposicié de
512 en factors primers, 512=29,

x=Y-512=-Y512=-12°=[-2]
Fem notar que hem tret el signe menys fora de l'arrel perqué
l'index d'aquesta arrel és imparell.
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12. Una variable D(a,b,c), que depén de tres parametres a, bic, és
expressada en forma de determinant. Quin valor assolird quan els
parametres valguin a=1/6, b=4/3 i ¢=3/2? El determinant és:

(b+c)®? b2 2

D(a,b,e)d a2 (c+a)® o2
a2 ¥  (a+b)?

Solucid. La manera més senzilla de resoldre aquest exercicl sera
substituir cada parametre pel seu valor. Abans, perd, trobem les
sumes segiients

_4.3_8+9_17 -3,1_9+1_10_5
bte=3+5""6 ~ 6 A=t 6 "6 3
=1_,4_1+8_9_3
atb=e+3="6 “6°2

El determinant serd
17/6)2 (4/3)%2 (3/2)2

D=| (1/6)> (5/3)> (8/2)%
(/82 (4732 (3/2)°2

Per la propietat (2) dels determinants, podrem treure factor
coml a cada columna,

289/36 16/9 9/4
1/36 25/9 9/4
1/36 16/9 9/4

289 16 1 289 16 1
D= 515{}'% 1 25 1=7Thi-1-288 9 Offf
1 161 0 -9 Olfsfa

Finalment, aplicant la regla de Sarrus,
D= (1/144).[(0+2592+0)-(0+0+0)]=2592/144=[18]

Desenvolupant primer el determinant donat i simplificant
obtindras D(a,b,c)=2.a.b.c.(a+b+c)3. Substituint pel cas particular’
a=1/6, b=4/3 i ¢=3/2, obtindrem lbgicament D=18.

1.2. DETERMINANTS D'ORDRE SUPERIOR
Meéefode del pivot

13. Pel meétode del pivot troba el determinant |Al i després
comprova que és igual al producte dels determinants 1Bl i ICI, on

3100

2-40 0| - 31 -3 8

AT , IBI i ICI
57-38 42-4c| %6 5
9-365
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Solucis, Per calcular un determinant pel métode del pivot,
apuntarem les columnes de la matriu, seguides d'una columna
addicional de sumes, que ens servird per a comprovar els calculs.
Aixi, per exemple, sy=aj1+ajs+a)s+aqa=3+1+0+0=4,

Cpb €3 C4| S
1 0 0 4
Ne 0o 0] -2
7 -3 8|17
3 6 5|17

Ara prendrem com a element pivot el terme superior esquerre,
p1=3, i obtindrem els nous termes a partir de determinants de 2n
ordre. Per exemple, b11=3.(-4)-2.1=-14, b12=3.0-2.0=0, etc.

Procedint d'aquesta manera anirem obtenint els diferents
elements pivot: pg=-14, p3=126 i p4=-111132, com es pot veure
en els calculs segiients, comprovats tots per la columna de sumes:

[14] 0 o].14

[126]|,336] -210
- [111132]]-111132
16 -9 24|31 252 |-2101 -462 |
18118 15| 15

El determinant serd expressat pel producte

4 4
1a1=T] @2+ =1 (e 3=(p1)2.(p2) . (ps) pa)'= —E2—
"=l =1 (P1)*.p2
Substituint pels valors corresponents,

Al==111132 _ 111132 _[ggg]
(8)%.(-14) 126

D'altra banda, calculem els determinants de segon ordre
IBI =[2 _{1|=3.(-4)-2.1 IC |=l'g' g |=-3.5-6.8

Com que |Bl.1CI=(-14).(-63)=882, queda comprovada la relacid.

14. Donades les matrius A, B 1 C, resol l'equacié de tercer grau
x34+1A1.x2+1B|.x+|Ci=0, on els seus coeficients sén els determinants
de les matrius donades. Aplica el métode del pivet per trobar el
determinant de 4t ordre. Les matrius son:

3-8 3 2 3 §22?
A ] . Bt 6 5 10 i C 5
0

2-7 5 4 -2
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Solucis, Els determinants de 2n-i-3r-ordre no presenten gens
de dificultat, Apliquem la regla de Sarrus per al calcul de iBl:

Al =|g :§l=3.(-7)-2.[-8)=-2 1+16=-5]|

3 2 3
IBl4 6 5 10
5 4 -2

Per al determinant de 4t ordre farem servir el métode del pivot.
El primer pas, en qué p)1=-8, és

=(-30+72+100)-(75+120-24)=142-171-29]

G €y, €3 C4] S
2 31|-3
4 1 4
1 2 8
3 0]10

Pels tres passos segiients, esquematitzats a continuacid, veiem
que els seus elements pivots corresponents son pe=-16, p3=-672 i
pa=-107520

L1626 1]-41 17 i
-32[10-19|_61 -672]| 236 -336 [107530l|-107520

-112§216] 104
-24 }32 12 |88

Per tant, el determinant I1C[ seri expressat per la férmula de
productes de l'exercici anterior

I1C l=—=M= 0752Q=m
pU2p2 (-8)%.(-16) 1024

Si substituim en l'equacid de tercer grau, ens quedara
x3+|A1.x2+|IBl x+ICl=0 = x5-5.%x2-29.x+105=0

Les possibles arrels enteres seran els divisors de 105, que sén
*1, 3, 5, 7, ete. Provem x=3 per la regla de Ruffini,

1 -5 - -29 105
3 3 -6 -105
1 -2 -35 {0

Es a dir, que una solucié és x=3. Les altres dues les obtindrem
resolent l'equacié de 2n grau resultant, x2-2.x-35=0:

_ -(-214V(-2)%-4.1.(-35 _ 2+Y144 2+12

2.1 2 2
Pel signe positiu ens queda x=1+6=7, i pel negatiu x=1-6=-5. En
resum, les tres solucions de l'equacid de tercer grau donada per

x3+1A1 %2+ 1B| x+1ClI=0 s6n ]x1=3 , |xz=7] i |X3=-5 .

= 116
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Menor complementari i adjunt d'un element

15, Sigui la matriu A que té per columnes €1=(1 1 1)', €2=(0 1 1)'i
c3=(1 0 1J)'. Troba tots els menors complementaris dels elements
d'aquesta matrin i agrupa'ls segons el seu valor en les fres classes
lAl{). [Alg). |Alr]). Fes el mateix amb els adjunts.

Solucid. Si suprimim la fila f; 1 la columna Cj d'un element ay
d'una matriu quadrada A de 3r ordre, obtindrem una matriu de 2n
ordre que representem per Ay i anomenen “matriu menor

complementaria”.
En total trobarem 9 matrius d'aquestes:
alahy
An=|[1i10 Ajp = 10 13 = 11
1i11 111 1111
o1 1[0 1 A 1 o]
Agr =| [UIIT0]|  Aez=| [II[ia] 23 =| [L_1l[g]
11 e V1111 1 1{]]
01 1 [’3)]1 A 1 og
Azg1=([1110 Ago=| 1(1i0 33 =| 1 110
1l

‘Com sabem, els menors complementaris, simbolitzats per {Ayl,
seran els determinants de les matrius anteriors, '

LA ,41 0]= =‘1 0|= A ,=]1 1|=
| A [=|0 1|=.1 | A |=‘1 1|= 1A |=11 0|=1
21157 3 | 29 0 23l 97 4
| z=|0 1|=-1 | Ags | =1 | 1=|1 0|=1
Az 10 Aza 1 0 Aaz 11

Segons el seu resultat, -1, 0 ¢ +1, els podem classificar en els
tres conjunts,
Al y=(1Ag11, lAg1!, |Az2l} Al =(1A13], 14921}
lAlgn={lA11l, 1A1al, lAsl, 1As3l}

Els adjunts, simbolitzats per ||, no seran més que els menors
complementaris, precedits del signe més o menys segons que la
suma dels indexs de fila i de columna sigui parell o imparell.
Expressat per mitjd d'una formula, escriurem:

|14y 1 =(-1)14. 1Ay
Calculem ara tots aquests determinants adjunts,
A1 =11+ 1A 1=+(1)=1 1A 12 1=(-1)1+2 1 Ajg | =-(1)=-1
1A131=(-1)1+3, | A131=+(0)=0 1A2] | =(-1)2+1, | Ay [=-(-1)=1
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[Ag0 | =(-1)2+2 [ Ago [=+(0)=0 ~ [|Az31=(-1}2+3 1Ag3|=-(1}=-1
23] 1 =(-1}3+1 1Ag3) | =+(-1)=-1 1230 | =(-1)3+2 | Ago | =-(-1)=1
A331=(-1)3+3, | Az | =+{1)=1

Classificant també aquests adjunts segons el seu valor, -1, 0 o 1,
obtindrem els tres conjunts segiients

1Aly={lA12], 1A23l, |A43;1} 1A g=t1A13], 1221}
LA en={lA111, 14211, 14321, 1A33])}.

Regla de Laplace i obtenci6é d'elements nuls

16. Calcula el valor del determinant D per mitji dels adjunts de la
3a fila. Troba també aquest determinant aplicant la regla de Sarrus
fent en primer lloc que dos termes de la la fila siguin iguals a zero.
El determinant ens ve donat per: _

531
D463
521

Soluci6. Si volem emprar la regla de Laplace per calcular el
determinant D per mitja dels adjunts de la 3a fila, tindrem

D=a3). A3 | +a32. 1432 | +ass. [ A3z
Substituint pels sens termes, D=5.1A311+2.1-4321+1. 14331 (1)
Calculem aquests adjunts,

1 Ag; | =(-1)3*]. | Agy I = +|g é|= +(9-6)=3
| Asg | =(-1)3*2. | Agy | = |2 é|= ~(15-4)=-11

1A33|=[-1J3+3.|A33i=+|2 g|= +(30-12)=18
Substituint en (1), ens quedara,

D=5.(3)+2.(-11}+1.(18)=15-22+18 =

Calculem a continuacié el determinant fent en primer lloc que
els termes ay] i aio de la primera fila es transformin en zeros. Per
aix¢ farem la combinacid lineal segiient entre les columnes:

_ €C'1=C1-5.3 A C€'92=C3-3.C3
Aplicant la regia de Sarrus al determinant aixi obtingut, tenim:

55 331]| 0 01
4-15 6-9 3[5{-11 -3 3[=(0+11+0)-(0+0+0)=[11]
55 2-3 1110 -11
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17. Per al determinant de 4t ordre D fes les operacions elementals
que creguis convenients entre les seves files fins a reduir-lo a un
determinant de 2n ordre, i després calcula'n el valor. Indica
clarament quines sén aquestes operacions. El determinant és:

Solucié. Mirarem de transformar la la columna en zeros excepte
el a;1. Amb aquesta finalitat sumarem la primera ﬁla a cadascuna de
les altres,

;11116 111 1|g=h -1111

D 1-111 f2=0022g2=f2+f1 =2220011

11-11jfs {020 2|gs=fztfy ~~|0101

111-1lfs lo2 2 olgs=fytfy 0110
Observem que hem tret factor coma, propietat (2), en cadascuna

de les files 2a, 3ai 4a.

Ara, fent servir la regla de Laplace, desenvoluparem per adjunts
de la primera columna,

=8.[a11.1A411!+as1.1-29] | +a31.1A311+24].1A41 1]

Com que ajj1=-1, a21=0, a31=0 i a41=0, el determinant quedara
reduit Gnicament a
011
0-11
110

Per convertir aquest determinant en un de 2n ordre, tornarem a
desenvolupar per adjunts de la primera columna,

D=-8.[a11.1-11|+a21.!421 |+a31. 1A311]
I com que a31=0, ag1=01 ag;=1, ens quedara

D=-8.143; | =-8.(-1)*1. 144 | =-.<3.|_11 ! |=-8.[1-(-1)]=—8.2

D=-8.1,4111=-8.(-1)1*1. 1A, |=-8.

18. Resol l'equacié de tercer grau en forma de determinant,
D(x)=0, desenvolupant per adjunts de la primera fila i després
trobant les tres solucions de l'equacid. Aquesta equacib és:

x3 x2 x 1
-9 0 3 -4
1 3 -1 2

Solucis. Desenvolupant per adjunts de la primera fila, obtindrem
Dx)=aj}.1-A11 14+a19. 1A 12 1+a13. 13131 +a14. 14141
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Substituint els termes en aquest desenvolupament per Laplace,
obtenim:

DE=x3. 1411 14x2. 1A 121 +x. 1 A131+1.1 2141 (1)
Calculem ara cadascun dels adjunts, fent servir la regla de Sarrus

201
1211 [=(-1)" L 1A 1=+ |0 3 -4/=+[(12+0+0)-(9+8+0)]=12-17-5]
) 3-12

201

1212 =(-1)1*2. [A ol =- |-g 3 -4]=-[(12+9+0)-(3+8+0)]=-(21-11)-10]
1-12
: 221

14131 =(-1)1*3. 1A;51 =+ |- O -4|=+[(0-27-8)-(0-24-36)]=-35+60=25]|
132
220

A4l =(-1)1*4 [A14]=- |-g 0 3|=-[(0+0+6)-(0+18+18)]=-(6-36)=[30]
13-1

Substituint en (1) obtindrem D(x)=(-5).x3+(-10).x2+25.x+1.30.
Per tant, l'equacié D(x)=0 sera
-5.x3-10.x2+25.x+80=0 = [x3+2.x2-5.x-6=0]

Per calcular les tres solucions o arrels d'aquesta equacié farem
servir la regla de Ruffini. Comprovem que x=-1 €s una solucid

1 2 -5 -6
-1 -1 -1 6
1 1 -6 (0

L'equacié de segon grau resultant sera 1.x2+1.x-6=0, que tindri

per arrels .
oo 121724106} _ -1£125 _ -145
2.1 2 2
Pel signe més tindrem, x=(-1+5)/2=4/2=2. I pel signe menys,
x=(-1-5)/2=-6/2=-3.
En resum, les solucions de l'equacié en forma de determinant
son x1=-1|, [xg=2| 1 |xa=-3|.

19. Desenvolupa el determinant de 4t ordre D(a,b} per mitja de les
propietats dels determinants i deixa finalment el resultat simplificat
en forma de poténcia:

Di{a,b)

LE &R
% R

B T E
% & & %
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Solucié, Si fem €'j=C1+C94+C3+C4, és a dir, si a la primera
columna li sumem les altres tres, veurem que tots els seus termes
ens quedaran iguals a a2+2.a.b+b?, i per tant a {a+b)2,

2 ab b bB| |@D? &b @b b
b a2 b ab| [@b)? a2 B @b
b b2 a2 ab| |(ash2 b2 a2 @b
B ab ab a2 | [(a+b)? ab @b a2

Si ara tralem factor comii fora del determinant el terme (a+b)2 i
després a cada fila li restem la primera, obtindrem

Dia,b)

1 & @& b 1 s @ b2
2. 2 1.2
D(a.b):[a+b]2 1 & b2 ab =(a+b)2 0 aZab be-ab ab-b
b2 a? ab 0) bz—ab aZ-ab Elb-b2
1 ab ab a2 : 0 0 0 a2 2

Desenvolupem per adjunts de la primera columna:
D(a,b)=(a+b)2.[1.1-411140.1-21 1 +0. 1437 [ +0.144) | 1=(a+b)2. -4 |
Per tant,
a2-ab b%ab ab-b?
D(a,b)=(a+b)2.(-1)*1. 1Ay I=la+D)?] p2abh aZab ab-b?
0 0  a2b?
Tornant a desenvolupar per adjunts de la tercera fila,
D{a,bl=(a+b)2.[0.1431 | +0. A3z 1 +{a2-b2).1Az31]=
=(a+b)2.(a2-b2). |A331={a+b)2.(a2-b2).1Az3! (1)
Trobem a part aquest determinant 1Assl,
2ab b’ab aab) -b.(a-b) ‘ b
lAgsle & - =(a-b)(a-b)| 2 D]
Ass % Pap zep || Db ab | T@PEP
Es a dir,

| Az | =(a-b)2.[a.a-(-b).(-b)]=(a-b)2.(a2-b2)
Substituint en (1),
D(a,b)=(a+b)2.(a2-b2).(a-b)2.(a2-b2)=[(a+b)2.(a-Dh)2].(a2-b2)2=

=[(a+b).(a-b)]2.(a2-b2)2=(a2-b2)2.(a2-b2)2=[(a2-bD)4].

20. Per al determinant de 5¢ ordre que té per files f1=(a 1 1 1 1),
fo=(l 2111, fg=(11a1l1l1l}fa=(111al)ifs=(1111 a),
calcula'n el valor D(a) en funci6é del parametre a. Quant valdra en el
cas ‘que a=1? Comprova-ho observant el determinant.
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Solucid. Apuntem el determinant, i com que cada columna esta
formada pel parametre a 1 quatre uns, sumarem a la primera fila
les altres quatre,

allll a+4d a+4 a+4d a+4 a+4
l1alll 1 a 1 1 1
D@=s11a11|{=|{1 1 a 1 1
1111 a1l 1 1 1 a 1
1111 a 1 1 1 1 a
Traient factor comit a+4 en la primera fila i després restant a

cada fila 1'anterior, resul

1 11 1 1 1 1 1
11 0 a-1 0 0 O
11F@+4) 0 0 a1 0 0

1 al 0 0 0 a1l O

1 1a 0O 0 0 0 al
Observern que hem obtingut una matriu triangular superior i, per
tant, el determinant és ignal al producte dels termes de la diagonal
principal,

D(a)=(a+4).1.(a-1).(a-1).(a-1).(a-1) = |D{a)=(a+4).(a-1}%]

En el cas de a=1, tindrem D(1)=(1+4).(1-1)4=5.0%4=0, la qual
cosa és logica, ja que si substituim a=1 en el determinant original
ens gquedard format totalment per uns, que, dbviament, és zero
perqué té files i columnes iguals.

1

1a
D(a)=(a+4).1 1
1

1

21. Calcula en funcié dels parametres a, b i ¢ els determinants
segiients Al i {Bl. Després troba el nou valor C i calcula’l
seguidament pels valors a=2, b=3 i ¢=6. Tenim:

a+l b ¢ 0 1 1 1
Al a b+l ¢

IBI 1 b+c a a i C= (|A|-—1)2+EB|
a b c+l i b c+a b Y 2

c c a4b

Soluci6. Per al primer determinant, {Al, sumarem a la primera
columna les altres dues,
a+l b ¢ atb+c+l b ¢
|A|% a b+l ¢ a+btc+l1 bl ¢
a b c+l a+b+c+l b e+l
Com que la primera columna té tots els termes iguals, podrem
treure fora del determinant aquest valor comii. Després a cada fila
li restarem la primera,

1 b ¢ 1be
lAl=(a+b+c+1)| 1 b+1 ¢ | =latb+c+l)|0 1 © =
1 b c+l 001

ja que ens ha quedat el determinant d'una matriu triangular.
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Calculem ara el segon determinant, |BI, restant la 2a fila a la 3a,
ila3aalada,

0 1 1 1 0 1 1 1

iB|l4 1 b+tc a a[_| 1 btc a a
I b c+ta b 0 -¢ ¢ ba|ff
1 ¢ ¢ ath 0 cb -a a lffg

Desenvolupant per adjunts de 1a la columna, ens quedara
IBI=0.1A171+1.1A4911+0.1A37 140. 1441 |=l-A9] | = -1A9; |

Consegilientment,
1 1 1 1 1 1 1 0 0
IBlI=-| -¢ ¢ bal=|-c ¢ bal=| -¢ 2¢ b-a-c
c-b a a b-¢c a -a b-¢ a-b+c -2a

En el pas anterior s'ha multiplicat la 3a fila per (-1) i, després, a
cada columna se li ha restat l'anterior. Ara desenvoluparem per
adjunts de la 1a fila, aplicant la regla de Laplace,

IBI=1.1A11140.1A121+0.1A;31 = [A11] =+1A11]
Per tant,
IB |=| 2¢  ba-c ] = (20).(-2a)-(b-a-¢).(a-b+c) = -4.a.c+(a-b+c)2
a-b+c -2a
Aplicant la formula del quadrat d'un trinomi,
|Bl=-4.a.c+(a2+b24c2-2.a.b+2.a.c-2.b.c)

Finalment, ||Bl=a2+b2+c2-2.a.b-2.a.c.-2.b.c|

Per trobar el valor de C, calcularem abans I'expressio
(1A!-1)2=(a+b+c+1-1)2=(a+b+c)2=a2+b2+c2+2.a.b+2.a.c+2.b.C

Per tant, es veu facilment que (1Al1-1)2+1B[=2.{a2+b2+c2)

_1y2 24h24 02
C=\/(IAI.1)+IBI=\/2.(a D er s N PSRy ye o

2 2
Per al cas particular quedara C(2,3,6)=V4+9+36=\49=[7].

22. Donat el determinant D format pels cubs dels 7 primers
nombres naturals, aplica-hi algunes de les propietats dels
determinants per reduir-lo a un de segon ordre. Calcula també la
seva arrel quartica. El determinant és:
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Solucié. Com que 13=1, 23=8, 33=27, 43=64, 53=125, 63=216 i
73=343, substituirem i després restarem a cada fila I'anterior,
1 8 27 64|fi 1 8 27 64 |g=h
8 27 64 125(fz _| 7 19 37 61 ge=ffi
27 64 12521613 19 37 61 91 |gs=f3-f2
64 125216 343/, 37 61 91 127]gs=f4-f3

Ara tornem a restar a cada fila 1'anterior i després traiem de
factor comnti 6 a les dues iltimes files,

1 8 27 64|h=g 1 8 27 64

pd 6 11 10 -3 |ho=go-g1 _ggl6 11 10 -3
12 18 24 30 |hs=gs-g2 2 3 4 5 |i3=hy/6
18 24 30 36 |hi=gs-gs 3 4 5 6 li=hy6

Si a continuacidé restem a lltima fila la peniiltima i després
restem a cada columna l'anterior,

|1 8 27 64 17 19 37
- 6 11 10 -3 _2a|65 -1 -13
D=36. 2 8 4 5 36'21 1 1

1 1 1 1 |je=ia-is 10 0 O
Apliquem la regla de Laplace, desenvolupant per adjunts de
I'altima fila,
D=36.[1.1441 | 40. 149 14+0. | AA431+0. 144411 =36.1,2421 | =-36.1A41]

Substituint, restant a cada columna l'anterior, i traient factor 6
en les dues 1ltimes columnes,

7 19 37 7 12 18 723
D=-36 5 -1 -13|=-36] 5 -6 -12(=-36.6.6|/5-1-2
1 1 1 1 0 0O 100

Desenvolupant per adjunts de I"altima fila, i després trobant el
determinant,

D=-1296.[1.1A431140. 1232 1+0.1A331] =-1296.1A43)1=-1296.143] | =
= -1296.|_21f’é | = _1206.02.0-2)-3.(-1)] = -1296.(-1) =

Per trobar l'arrel quértica d'aquest determinant, ho podem fer
mitjanc¢ant dues arrels quadrades consecutives,

YD =Y1296 =YY1296 =V36 5]

Per fer més practica, i a partir del que hem fet en aquest
exercici, calcula els nous determinants de bases iguals que
I'anterior, perd d'exponents diferents,

1234

12 22 32 42
|22 32 4% s?
52 g2
42 52 62 72

Dy=

NN
U o
oo
N oo
W
(&)
R

T'han de donar tots dos nuls.
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23. Calcula els determinants |Alg, |Als i |Alsg, que, com pots
veure, segueixen una certa llei de formacié. Podries escriure ¢l |Al5?
Comprova també que tots aguests determinants verifiquen la férmula
que tenim al final del problema. Quant valdran |Als i |Alg? Tenim
els determinants:

1234
123
IAlo={ 1 2|, 1Als=]2 3 1/, 1Al4={Z2 3 4 1]
2 1 355 3412
( 4123
n.[n-1)
Formula; |Alg=.(-1) 2 . n.(r;+1] nn-2

Solucié, Per al determinant de segon ordre es veu facilment que
|Al2=1.1-2.2=1-4=]-3]

Emprarem la regla de Sarrus per calcular el determinant de
tercer ordre, .
123
2 3 1| =(6+6+6)-(27+1+8)=18-36=
312

Per al de quart ordre, sumem en primer lloc a la primera fila les
altres,

1Alg=

1234 10 10 10 10
IAI4=2341= 2 3 4 1
3412 3 4 1 2
4123 4 1 2 3
Ara fraiem factor comil 10 i a continuacié restem a cada columna
'anterior
1111 1000
|Al=1.2341=10.211'3
=105 412 31-31
4123 4-311

Desenvolupem per édjunts de la primera fila,
|Al4=10.[1.1.211140.1412140.14131+0.1141]=10.1A4;1i=10.1A1; |

Ara substituim el menor complementari i tot seguit trobem el
determinant per la regla de Sarrus,

11-3
1-3 1| 10.[(-3-3-3)-(-27+1+1)}=10.(-9+25)=
31 1

[Al 4= 10.

El determinant 1Alg el podem escriure sense complicacid, si
observem els elements d'una linia paralllela a la diagonal
secundaria que estan formades pels mateixos numeros,

234
lAls=(3 4 5
451
512
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Comprovem tot seguit la complicada férmula de 'enunciat
n.{n-1)
Al = [-— 1] 2 . M
Utilitzem els valors n=2, n=3 1 n=4:

2.(1)
Pern=2 = I|Aly={-1"2" 2—(3]— .20 = (-11.3.1=

. nn-2

2
3.0)

Per n=3 = I[Als= (-I)T.S'Tw.31=(-1)3.6.3=
4.(3) 4.(5)

Pern=4 = lAlg= (12 . . 4% = (-1)%,10.16=

2
Per calcular els determinants de cinqué 1 sisé ordre, |Als i
|Alg, aplicarem de nou la férmula, ja que es pot comprovar que
aguesta és valida en general,
5.(4)
|Als= (12 .5;2[6—’ .5% = ((1)1°.15.115= [[875
6.6

{5)
lAlg= (-1)2~ .S'Tm . 6% = (-1)15.21.1296= [-27216

Matriu adjunta i determinant adjunt

24. Sigui la matriu AeM 4. Quin és el seu determinant? Calcula els
menors complementaris i els adjunts de cada element per formar la
matriu adjunta. A qué és igual el producte de la matriu donada per la
transposada de la seva adjunta? Quin és el determinant adjunt?
Comprova la propietat que relaciona el determinant de la matriu amb
el seu determinant adjunt. La matriu donada és:

' 3-210
102-1

A 11-32

2-110

Solucit. En primer lloc calculem el determinant de la matriu de
4t ordre. Perqué quedi una expressié més senzilla farem

gs=f3+2.T9, és a dir, sumarem a la 3a fila el doble de la 2a,

3-210| [83-210
IAl41 02-1_[102-1
11-32 3110
2-110f 12-110
Com que a l'ltima columna només un element és diferent de
zero, podrem rebaixar l'ordre del determinant fent servir la regla
de Laplace, és a dir, aplicant adjunts,

IAlI=0.1A1414+(-1). 1 A4 | +0. 14534 +0. 1844 1= - 194 | =- 1 Ag4 |
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Si també restem a cada fila I'anterior, ens quedara

3-21 3-21
[Al=-|3 1 1|=-l0 3 0| = - [(0+0+0)-(-3+0+0)]=
2-11 -1-2 0

Calculem ara els determinants menors complementaris. Ho
haurem de fer per cadascun dels 16 termes de la matriu.

PRIMERA FILA.

02-1

A 11 -32| = (0-1-4)-(-3+0+0)= -5+3=

: .11 0 _
12-1

l1A12151 -32] = (0-1+8)-(6+2+0)= 7-8=
210
10-1

lAsl1 1 2| = (0+1+0)-(-2-2+0)= 1-(-4)=
2-10
102

1AglS1 1-3| = (1-2+0)-(4+3+0)= -1-7=
2-11

SEGONA FILA. Posarem directament el resultat, que es pot
calcular, en cada cas, aplicant la regla de Sarrus:

210 310
lAg1141 -3 2| =...=[2] [Ag2l1 -3 2|=.=[2]
110 210
3-20 3-21
Agal=1 1 2]=...=[2] lAggl=d1 1-3[=.=[8]
2-10 2-11
TERCERA FILA.
210 310
lAs1 !0 2-1|=...=[-1] lAg2l=1 2-1|=.=[1]
.11 0 210
3-20 3-21
lAgsl={1 0-1|=..=[1] 1Asal=1 0 2[=.=[1]
2-10 2-11
QUARTA FILA. .
1210 310
Ay 150 2 -1}=...=[3] lAg!<1 2-1|=..=[0]
1-32 1-32
3-20 3-21
lAgsl=1 0-1f=..=[9] lAul1 0 2|=.=[15]
112 11-3

Calcularem ara els determinants adjunts, |Ajyl=(-1)1.1Ayl.
Sabem que seran iguals als determinants menors complementaris,
precedits del signe més o menys, segons que la suma d'indexs de
fila i columna sigui un nombre parell o imparell, respectivament,
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Per tant, els setze determinants adjunts seran,
PRIMERA FILA,
A | =+1A)) I=+(-2)=]-2]
14131 =+1A131=+(5)=[5]
SEGONA FILA.
{Ag] |=-14A011 =-[2]=
l-493 ]| =-1Ag31=-(-2) =
TERCERA FILA.
[A3) |=+1Agy 1=+(-1)=[-1] -
IAgz3l=+1Asz3l =+(1]=

lAjgl=- |A12[=-[-1]=|I|
lA141=-1A34I =-[-8]=

[Ago|=+1Ass] =+{-2]=
[A24] =+ Agal =+(5)=[5]

[Ag2]=-1Agg=-(1)=[-1]
| Agal=-1Agat=-(-1)=[1]

QUARTA FILA.
1441 | =-1A411=-(-3)3] [ A4z =+1Ag21=+(0)=[0]
| 443 | =-1Aq3 | =-(9)=[-9] [A4q!=+1A441=+(-15)={-15]

Donada la matriu A=(ay), la seva matriu adjunta, A=(1A4y!) és
aquella en la qual s'ha substituit cada element pel seu adjunt
respectiu. Tindrem, per tant,

-2 1 5 8
a- 2 2 2 5
-1 -1 011
3 0 -9 -15

La seva transposada A' s'obté directament canviant files per
columnes. Trobem a continuacié el producte de la matriu donada
per la transposada de 'adjunta,

3-210 -2 -2 -1 3
A 102-111 1 -2 -1 0
11-32 5 2 1 -9
2-110 8 5 1 -15
Multiplicant,
-6-2+5+0 -6+4+2+0 -3+2+1+0 9+0-9+0
AsA'= -2+0+10-8  -240+4-5 ~-1+0+2-1 3+0-18+15
-2+1-15+16 -2-2-6+10 -1-1-3+2  3+0+27-30
~4-1454+0 -44+2+2+0 -2+1+140 6+0-9+0
Per tant,
3000 1000
AsA'{0-300|_ 5/01 00]|_ .31
00-30 0010
000-3 0001
Ara bé, com gue el determinant de la matriu donada és |Al=-3

podrem escriure |A.A'=1Al.l

Com veurem en exercicis posteriors, aquesta férmula ens servira
per a trobar la matriu inversa A-l. Resultara que A-1=4'/1Al.



68 ALGEBRA MATRICIAL

Hem de calcular ara el determinant adjunt, |41, és a dir, el
determinant de la matriu adjunta. Per calcular-lo canviarem de
signes tant la la com la 2a columna (el determinant no varia), de
manera que la 3a fila estigui formada tota per uns. Després
restarem a cada columna la la,

2 1 5 8 2 -1 5 8 2 -3 3 6
ald2 2 2 5|2 2 2 5[ |2 0 o 3
-1 -1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 O

3 0 -9 -15 -3 0 -9 -15 -3 3 -6 -12

Desenvoluparem per adjunts de la 3a fila, i com que l'element
agzi=1l té la suma d'indexs parells, el seu adjunt serd positiu. En
resum, ens quedara el determinant de fercer ordre,

-3 3 8
|A|=| 0 0 3 |= (0+0+27)-(0+54+0)=
3 -6 -12
Comprovem finalment la relacid, |Ai=[AlDn-1, gque hi ha entre
els determinants adjunt i el d'una matrin quadrada d'ordre n,

|AID-1=(-3)4-1=(-8)3=-27=141.

Menors i menors complementaris

25. Per a la matrin A de 5& ordre, troban en primer lloc el
determinant |A!. Quants menors de primer ordre es poden formar?
Quants de 2n, 3r i 4t ordre? Quin és el determinant menor 1Mz sl i
el seu determinant menor complementari [Ag 31?7 I els |Mj9 45! i
{A)2 45| ? Quin és el rang d'un menor? La matriu A és:

155565
52555
A4 55355
55545
555585
Solucid. Per calcular el determinant, restarem a cada fila la 1a,
155565 155655
525655 4-3000
lIAl={5 535 5|=|40-200
55545 400-10
55555 40000

Ara podrem desenvolupar per adjunts de 1Maltima fila (també ho
podriem fer per als elements de 1'Gltima columna),

|Al=4.1A45]1 |+0.1A52 | +0. 14531 +0.A54 1 +0. [Ag51=4. | A5 | =
=4.(-1)5+1 1Ag1 1=4.1A5 |
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El nou determinant de 4t ordre quedari,
5555
lAl=4[3000
0-200
00-10
Desenvolupant per adjunts de 1'Gltima columna,
IAI=4.[5.1414)+0. 1224 [40. 1,434 1 +0, [A441]=20. 152141 =-20.1 A3 4

Substituint, obtindrem

-300
{Al=-20]0 -2 0| = -20.(-6)=
: 00-1

Recordem que un menor d'ordre r en una matriu A=(aj) és un
determinant format per r files i r columnes d'aquesta matriu. En el
nostre cas, la matriu A és de 5é ordre i es podran formar els
menors segiients:

MENORS DE PRIMER ORDRE. Tenen una sola fila 1 una sola columna,
és a dir, estaran formats per un sol terme de la matrin,

Ex. IMj 1l=lail=1, IMyal=la;zl=5, etc.
En total hi haura N1=5.5= menors de lr ordre.

MENORS DE SEGON ORDRE. Consten de dues files i dues columnes.
Aixi |My i1l estara format per les files f; 1 fj i les columnes Cx i €.

412 ai| |5 5
Ex. =| H |=2 -10=15, etec.
I1Mig,93l IS o P 5-10=15, etc

Com que de cinc files n'hem d'agafar dues, hi haura
Cs,9=(5.4)/(2.1)=10 possibilitats d'agafar les files. El mateix podem

dir per a les columnes. En conseqiiéncia, hi ha Ng=10.10=/100]
menors de 2n ordre. ‘

MENORS DE TERCER ORDRE. Estaran formats per tres files i tres
columnes. Se simbolitzen per |Myk.imn!, on les files sén fy, ), fi i
les columnes Cj, Cp i Cp.

ay a3 45| (155
Ex. IMjos,13519 az1 823 as5 |=|5 5 5/[=...=—40, etc.
az] 233 a3 | 153 5

Tindrem Cs 3={5.4.3)/(3.2.1}=60/6=10 possibilitats d'escollir les
tres files, i també 10 d'escollir les columnes. Consegilientment, el

nombre de menors de 3r ordre sera N3=10.10={100]|.

MENORS DE QUART ORDRE, Formats per 4 files i 4 columnes i
representats per |Mjxl,mnop! .-

g1 Az a3 A | (5255
Ex. IM ! az) asz as3 335=5535=“.=0' te.
2245.1285' T a4y agp a3 s | |555 5 ete

351 as2 853 85| IB 555

Hi haura en total Cg 4=Cs,1=5 possibilitats d'escollir les files i 5
meés les columnes i, aixi, N4=5.5= menors de 4t ordre.
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MENORS DE CINQUE ORDRE. Com que hi ha 5 files i 5 columnes,
I'inica possiblitat, N5=[1] és el determinant de la matrin. Es a dir,
que IMi2345,123451=1A1=120.

Formem ara els determinants menors i menors complementaris
demanats. Com que el menor|M3z 3| consta vinicament de la 3a fila
ila 3a columna, tindrem M3 3l=!agsl =.

El senr determinant menor complementari |Agz 3|, que en
I'estudi elemental anterior simbolitzavem per |Asgl, sera el que
resulta de suprimir la 3a fila 1 la 3a columna,

1555 1555|h
5255 4-30 0| fa-fy
I I=IM | =
Asz 1251248190 5 0 £1 =4 01 o fs-fy
5555 (400084

Desenvalupant per adjunts de la 4a fila, ens quedara reduit a
Az 3l=4.1A4411=4.(-1)%*1 | Ag) | =-4.[Aq |

Substituint,
555
-3¢ 0| = -4.(15-0)=
0-10

El menor 1Mj3 45! és un determinant de 2n ordre de la matriu
A, format per les files f; i T i les columnes C4 i Cs,

|M12.45|={g gl 0]

Quant al seu menor complementari, el trobarem eliminant
precisament les files 1 les columnes anteriors,

553

|A12.45|=|M345.123|=‘5 55

' 555

lAgsl=-4]

9

26. Calcula el determinant |Al, provant que és independent del
seu parametre x. Utilitza el métode d'anul-lacié d'un menor. Es a dir,
considera el determinant subdividit en 4 menors R, S, Ti U i
aconsegueix, per exemple, que T es transformi en la matriu nul-la O:

1 3 4 2
Ald 4 10 x 12
3 6 13 9
3 8 5 7

Solucié. Suposem el determinant dividit en quatre parts iguals,
essent cada una d'elles una matrin menor de segon ordre:

=Mjgz,12 ., S=Mj2,34 , T=M34,12 1 U=M3a34 -
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Expressant—los en funcidé dels seus elements.

139
R=(4 10 x12]'T=( ~ U’(

Mirem de transformar la matriu T en la matrin nul-la O. En
primer lloc, restarem la la fila a les files 3a i 4a. Després a la 2a
colummna li sumarem la 4a,

1 3 : 4 2 1 3 14 2 1 5 :4 2
4 10 : x 12 4105x12 4 22 1 x 12
IAl4... o RS
365139 03513 0 0 i1 3
38 : 5 7 0 -1 (-7 1 0 0 -7 1

Hem obtingut aixi quatre nous IMenors que designem per

13
M=(4 221’ " lx 12) 0=( " P=(-71
Observem gue, com que hi ha la matrin nul-la O, el determinant
Al és el producte dels dos determinants {M] i |Pl, Per tamnt,

IAl=IMI, |P|=|4 A H |=(22-20).(1+21)=2.22=

En conseqiiénecia, el valor del determinant és independent de x.

Adjunts, generalitzacié de la regla de Laplace

27. Partim d'un determinant de 4t ordre Dia,b,c,d) que depén dels
parametres a, b, ¢ i d. Desenvolupa'l, per mitja de la regla de Laplace
generalitzada, fent servir els menors de 2n ordre de les dues
primeres columnes. Deixa el resultat en forma de quadrat. El
determinant és:

abcd
bad-¢
Dfa.b,c,d) —e-dab
-dc-ba

Solucidé, Considerem les dues primeres columnes €11 C2 i
formem tots els determinants menors 1My,12! que es poden fer.
En total seran C4 9={4.3)/(2.1)=6 menors, ja que de les 4 files de la
matrin hem d'escollir-ne cada vegada dues.

[M I%ab|= 2 2 4ab|=- .
120215 o aZ+b 1M13,12| ce-d a.d+b.c
IMig,12! =l_% E’ |= a.c+b.d Mgz 12| =l:1;_ﬂ= b.d+a.c

Ma121 2 2 bova. =|“°"d|= -c2-g?
24'12] dc b.c+a.d |M34,12| de c2-d
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Ara trobem els determinants menors complementaris, amb el
benentés que, per exemple, per trobar |Agz4, 121, que és el menor
complementari de |Mgg,12!, suprimirem en la matriu A les files 3a
i 4ailes columnes lai 2a. Per tant, |Ag4,12i=1M12,34]!.

IA12.12 | =[M34'34| =i ab |= a2+b2 |A13|12 | =|M24_34.| 4 d '-C|= a.d-b.c
-ba -ba

|Aja 121=1Ma3 34l =| d -Cl___ b.d+a.c |Agszi2l=1M14341 =| cd |= a.c+b.d
’ ’ ab ' ’ -ba

- cd|- - [ |=I1M =|°d|=-2-d2
|A24,12|_|M13,34|=]ab_b.ca.d Azq,12 12,34/ d-o©

Els determinants adjunts dels anteriors [-j,12| seran iguals als
seus menors complementaris, perd precedits del signe més o
menys segons que la suma de tots els indexs de les files i les
columnes sigui un nombre parell o imparell:

| Ay, 121 =(-1)H+1+2 1 Ay 2]
Trobem-los tots,
1A12,121=+1A12,121= a2+b? [A13,121=-1A18,12|= -a.d+b.c
A14,121= +1A14,12[=b.d#a.c 1Ag3,12]=+1Ag3,121=a.c+tb.d
|A24,121=-1Ag4 12]= -b.ctad 1A2g4121=+1A)212]1= -¢2-d2
La regla de Laplace generalitzada ens indica que el determinant

de la matriu |Al sera la suma de tots els productes que es poden
formar entre els menors |Mjy,12! pels seus adjunts respectius

| Ay,121. Es a dir, |
[Al=1M19,121. Q12,121 +IM13,121.1213,12 1+ [M14,12]. |A14, 12| +
+IMaa,121.1423,121+1M24,121. 1424121 +1M34,121 . 1A34,12]
Substituint,
| Al =(a2+b2).(aZ+b2)+(b.c-a.d).(b.c-a.d)+(a.c4+b.d).(a.c+b.d)+
+{a.c+b.d).(a.c+b.d)+(a.d-b.c).(a.d-b.c)+(-c2-d2).(-¢c2-d2)
Simplificant,
|A1={a2+b2)2 +2.(a.c+b.d)2 +2.(a.d-b.c)2 +(c?+d2)2
Si desenvolupéssim cada sumand obtindriem el quadrat d'un

quadrinomi, peré ho farem d'una manera alternativa. Si traiem 2
factor comaq,

|A1=(a2+b2)2 +2.[(a.c+b.d)24+(a.d-b.c)2] +(c2+d2)2 (1)
Desenveolupant el claudator,
(a.c+b.d)2+(a.d-b.c)2=a2.c2+2.a.c.b.d+b2.d2+a2.d2-2.a.d.b.c+b2.c2=

=a2.c2+a2.d24b2.c2+b2.d2={a2+b2).(c2+d2)
Substituint en (1) ens quedarg,
[Al=(a2+b2)2 +2.(a2+b2).(c2+d2) +(c?+d2)2
Per 1a formula del quadrat d'una suma,
| Al=[(a2+b2)+(c2+d2)}2, o millor, || Al=(a2+b2+c2+d2)2|.
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Menors principals, teorema de Jacobi

28. Donada la matriu de 4t ordre, calcula els menors principals de
segon ordre IMial, IM3l, IMyal, IMagl, IMagl i IM34l. Quant
valdra l'expressié S=(IMigl+...+ | M3asg1)4? Quina relacié curicsa
observes? La matrin és:

" Soluci6. Recordem que un determinant menor de 2n ordre
d'una matriu A €s simbolitzat per IMy,l, ja que estd format per
les lindes T, fj, CxicCh

Com a cas particular tenim els determinants menors principals,
simbolitzats per IMyl, que és una abreviacié de |My,yl, ja que
estan formats per les mateixes files i columnes. Observem que,
com a conseqliéncia d'aquesta igualtat, la seva diagonal principal
estard formada per termes de la diagonal principal de la matriu A,

Seguidament trobarem tots els menors principals de 2n ordre
que es poden formar a partir de la matriu donada,

IM12[=IM12_12I=l:; :g = gé =10-8= [2]
IM13[=IM13_13I=|2‘; :;‘; - fi =8-5= [3]

|M141=1M14,14|=|:ii ;‘z = gé =12-8= [4]
|M23|=|M23,23[=i§§2 :ﬁ = 22 =20-18= [2]
|M24|=|M24,24i={§z gﬁ = gg =30-25= [5]
|M34|=|M34,34|=!g g = gg =24-18= [6]

Calcularem la quarta poténcia de la suma de tots aquests menors
principals de segon ordre,

S=(I1Mj2l+IM131+IMyal+IMagl+IMogl+1Mgql)4=
={2+3+4+2+5+6)4=214=234256

Ens resulta que els sumands que formen la base de la poténcia i
el seu resultat estan formats pels mateixos ntmeros,

[(2+3+4+2+5+6)4=234256]
Apuntem, com a curiositat, unes quantes igualtats més d'aquest
mateix tipus:
(8+1)2=81 (5+8+3+2)3=5832 (1+7+5+7+6)3=17576

{(3+94+0+6+2+5)4=390625 (6+1+4+6+5+6)4=614656
(1+7+2+1+0+3+6+8)5=1721036885 ete.
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29 Calcula tots els menors principals de primer, segon, tercer i
quart ordre que es poden extreure de la matrin M. Després, si
definim les traces generalitzades com la suma de tots el menors
principals del mateix ordre, calcula els seus valors a la matriu

-2 1 5 8
-2 -2 2 5
M -1 -1 1 1

3 0 -9 -15

Soluci6. Per a la matriu quadrada M de 4t ordre podrem formar
els segiients menors principals d'ordre 1, on r=1,2,3 i 4.

MENORS FPRINCIPALS DE PRIMER ORDRE. (r=1). Constaran d'una sola fila
i d'una sola columna (la mateixa) i seran, per tant, els termes de la
diagonal principal. En total en tindrem N;=4, que seran

]M11=IM1'1I=Ia11I= [M2[=|M2.2|='32|=
|Ms | =Mz 3l=lasa!=[1] IMgl=IMg,41=1a441=[-15]

MENORS PRINCIPALS DE SEGON ORDRE. (r=2}). Com gque, de 4 linees,
n'hem d'escoliir 2, el nombre total sera Cg4,2=(4.3)/(2.1)=6.

Calculem-los,

IM12I=|:§ 12‘ —442= [6] IM131=|'?? —-245= 3]
2 8 | _anos =|-2zl_ B
=30-24= | —-240=

IM14I=|3 B |=s0-24=B] 1Mas1 22| =24 o]

IM |={'2 5 | -30-0=B0] IM |=| 1 1l=-1 9=
2419 & I 0 aalq o _{g|=15¢

MENORS PRINCIPALS DE TERCER ORDRE. [r=3). En aquest cas en
tindrem N3=Cg4,3=(4.3.2)/(3.2.1)=4, que. seran

=(4+10-2)}-(10+4-2)=12-12= [0]

. -21 5
|M123|+2—22
-1-11
-21 8
[Myo41=-2-2
30 -
-2 5
IMizgl=-11
-g-15
-22 B
I1Mazal5-11
0-9-]';5

MENORS PRINCIPALS DE QUART ORDRE. (r=4). Evidentinent, només n'hi
haura Ng=1, que serd el determinant de la matriu.

=(-604+0+15)-(-48+0+30)=-45+18=
5

= oo

=(30+72+15)-(24+18+75)=117-117= [0]

w

—

=(304+45+0)-(0+18+30)=75-48=

2 1 5 8 2 -1 5 8 2-15 8
IMeald-2 2 2 5|.l2 2 2 5|_gl2225
128419 1 1 1 1 1 1 1 1 H1111
1035

3 0 -9 -15 -3 0 -9 -15
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En el pas anterior hem canviat els signes de les dues primeres
columnes, per la gual cosa el determinant no canviara de valor, 1
després hem tret factor com -3 a I'altima fila. Ara restarem a cada
columna l'anterior 1 a continuacié treurem -1 factor comu en la
segona columna,

2-36 3 2363
20083 20083

[= -3. =3,
IMi2sal=-317 5 00/"*100 0
1-182 1132

Desenvolupant per adjunts de la tercera fila,
1M12341=3.[1.1A431 140.1A32+0. 2231 +0.1A341]=+3. 1Az |

Substituint i aplicant la regla de Sarrus tindrem,

363
0 0 3| =3.[(0+0+18)-(0+27+0)]=3.(-9)=
132

Quant a les traces generalitzades de la matriu M, seran les sumes
de tots els menors principals del mateix ordre,

Ti(M)=IM1 1 +1Mal+1 M3+ Mgl=-2-2+1-15=
To(M)=1M12 1+ Myl +I M4l +|Mag |+ Mag |+ Mag) =
=6+3+6+0+30-6=

T3M)=1Miozl+I1Mioal+[M1341+1Mo341=0-27+0+27= @

T4(M)=1M19341=I1MI=

Fem notar que, si no s'especifica res, la traca d'una matriu
quadrada, T(M), significa Ia T1(M), que coincideix amb la suma dels
termes de la diagonal principal.

IMjazal=3.

30. Donada la matriu A de 4t ordre, volem trobar els menors
principals de la matriu adjunta, peré sense calcular-la préviament.
Amb aquesta finalitat, fes servir el teorema de Jacobi, trobant primer
el determinant de la matrin donada, que és la segiient:

3-210
Ad102-1
11-32
2-110

Solucis. Calcularem primer el determinant |A], sumant a la 3a
fila el doble de 1a 24,

3-210| [3-210
lal=|102-1|_[102-1
11-32| (3110
2-110l lz-110
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Desenvolupant per adjunts de 1'iltima columna,
TAI=0.1A141+{-1}. | A4 [+0.1 234 | +0. | A441=- 1041 =-1Ag4]I
Per tant,
3-21
311
2-11
Calculem seguidament tots els menors principals dels diferents
ordres.

IAl=- = [(3-3-4)-(2-3-6)]=-(-4+7)=

PRIMER ORDRE, _
™y 1=[3] Mz 1=[0] IMa1=[-8]  IMal<[0] -
SEGON ORDRE.
Mzl ={"i’ -g =0-{-2)= IMisl =|'i’ -]:‘3| =-9-1=
|M14I=ig g|=o-o=|§| |M23|=|?_23| =0-2= [2]
[ Maza ! :|°101| 0-1= | Maq! =|13§| =0-2=
TERCER ORDRE.
3-21
IM2sl<{1 0 2| =(0+1-4)-(0+6+6)=-3-12=
11-3
3-20
IMi24ld1 0-1| =(0+0+4)-(0+3+0)=4-3=
2-10
310
IMiagl 51 -3 2| =(0+0+4)-(0+6+0)=4-6=
210
02-1
(Mgl =1 -3 2| =(0-1-4)-(-3+0+0)=-5+3= [-2]
-11 0 .

Trobarem els determinants menors principals complementaris
dels anteriors, de manera directa perqué el complementari d'un
menor principal és també un menor principal,

IA1[=|M234|= |A2|=|M134|=
[Agl=[Moq!=[1] |Agl=1M1o3]=[-15]
|A121=Mssl =[-2] |A1g]=IMaal=[-1]
|A14|=|M23|= ]'A23|=IM14I=|§|
| Agal=1M;3!=[-10] | Agal =1Mi21=[2]
IA123!=|M43=@ |A124I=IM3|=

|A134I=IM2|=@ lA234I=|M1|=
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El tecrema de Jacobi ens serveix per a calcular els menors
principals de la matriu adjunta, sense necessitat de conéixer
aguesta adjunta. La férmula donada pel teorema és:

| IMgly=1Ax | n-r- |A|r-—1'

Designem per IMgl; el menor principal de la matriu adjunta A,
que té el conjunt K d'indexs de files i columnes, i és de rang r. Ja
sabem que lAgln.r, 0 més senzillament |Ag|, serd el menor
complementari de IMg'ly, que €s un menor principal de la matriu
donada A de conjunt d'indexs de linies K' i rang r.

Ho comprendrem millor si trobem tots els menors principals de
la matriu adjunta:

PRIMER ORDRE. (r=1}
IMyl=IMl1=1A 1. 1AT1-1=[A) |, IAI0={-2].(—3]0
1Mo |=1Ag!. |A10=(-2).(-3)0=]-2]
[M31=1Ag!.1A10=(1).(-3)0=[1]
17141=1A41.1A10=(-15).(-3)0-15]

SEGON ORDRE. (r=2)
17L121=1Aj2 . 1A11=(-2).(-3)1<[6]
IMizl=1A13l. 1Al 1=[-l).(-3)1=
[M1al=1A14l.1A11=(-2).(-3)1[6]
1Masl=1Ag3l.1Al1=(0).(-3)1[0]
1#Mo4l=1A241.1A11=(-10).(-3)1430]
1M3al=1Ag4al.1AI1=(2).(-3)1-6]

TERCER ORDRE, (r=3)
IM123!=1A123].1412=(0).(-3)20]
IMi1241=1Aj041.1Al 2=(-3].[-3}2
1M1341=|A134}.1412=(0).(-3)20]
1Ma34=1A9341.1412=(3).(-3)2527]

Se'n pot fer la comprovacié recordant que en el problema 24
varem trobar la matriu adjunta de la matriu donada A. Tenim,

-2 1 5 8
A= -2 -2 2 5
-1 -1 1 1

3 0 -9 -15
Veiem que els menors principals d'aquesta matriu sén M 1=-2,
Mo l=-2, [M3l=11i1M41=-15 per als de Ir ordre. Per als de 2n

ordre, 17 351=(-2).(-2)-1.(-2)=4+2=6, etc. i, si volem, es poden fer
totes les comprovacions.
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1.3 APLICACIONS A LES MATRIUS
Rang d'una matriu per determinants

31. Troba per determinants el rang de les matrius A i B donades al
final. Quantes files seran linealment independents? I guantes

columnes?

1232

A=92 3 51 i B
13 45 24 34
37 46

Solucid. Comencem per la matriu A, agafem un menor de 2n
ordre, per exemple [Mj2, 12!, i trobem el seu valor,

IMiz121} 2| =8-4=-1
12,12 23

Com que |M1g,12120, vol dir que el rang de la matriu és p(A}22.
A continuacié “orlarem” aquest menor, és a dir, hi afegirem una
fila 1 una columna, de manera que el nou menor augmentara el seu
ordre en una unitat.

Tenim dues possibilitats

={12+18+10)-{-9+15+16)=40-40=0

123

|M123.1231%2 85
134

Ens ha donat zero, per tant una linia és combinacié lineal de les

altres, i aixi no podem pas assegurar que p(A)=3.
Intentem l'altra possibilitat,

=(15+12+2}-(6+3+20)=29-29=0

11 2 2

iI\n’1123.12¢1=l=l2 31
135

Com que també déna zero 1 no hi ha cap més possibilitat,

arribem a la conclusi6 que el rang de la matriu A és |p(A)=2|.

Per a la matriu B partirem del menor de 2n ordre:

IM |=|1 2| =3-2=1
12,12 13

Com que és diferent de zero, significara que p(B)22.
Orlem-lo afegint la 3a fila i la 3a columna, i calculem-ne el valor

=(9+4+8)-(6++8+6)=22-20=2

121

1M123.1231=‘1 32

243

També és diferent de zero, i per tant p(B)23. Encara el podem

orlar més, afegint-hi la 4a fila i la 4a columna, i aixi ens resulta el
determinant de la matriu donada.
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1212fi |1212]g=h
1322(fa_[011 0|ge=faf;
IM I = =
12341234759 4 3 4(fs |0 0 1 0| gs=fs-2.f
3746lfy 1011 0lgs=fs-3.4

Aquest determinant és igual a zero perqué gso=g4, i com que era
I'inic que es podia formar de 3r ordre, el rang de la matriu no pot

ser 4 i, per tant, .

32. Per mitja de determinants, estudia el rang de la mairiu en
funcid del parametre k. La matrin és:
1 2 1 1

-1 1 0 1
A
0 3 k 2

1 2 k2 k2

Solucid. Si s'ha d'estudiar el rang d'una matriu que conté algun
parametre, és convenient agafar el determinant del maxim menor,
contingut a la matriu, per després igualar-lo a zero, i deduir els
valors “conflictius” del parametre.

En aquest cas partirem del menor iMjass, 12341, que és el
determinant de la matriu |Al,

1 2 1 1|fi 1 2 1 1 |gi=f
lal={-1 1 0 1l lfa_| 0 3 1 2 |ge=fht

0 3 k 2 |fs 0 3 k 2 |gs=f3

1 2 ¥ kel | o o g2ipxzql&feh

Desenvolupant directament per adjunts de la primera columna i
després traient factors comuns 3 i k2-1 a la primera columna i
I"iltima fila, respectivament,

3 1 2 112
lAl=]| 3 Kk 2 |=3.-1)]1 k2
0 k%1 k21 011

Aplicant la regla de Sarrus,
IA1=3.(k2-1).[(k+2+0)-(0+2+1)]=3.(k2-1).(k-1)
O tambe,
|A1=3.(k+1).(k-1).(k-1) , [IA1=3.(k+1).(k-1)2]

Igualant a zero, |Al=0 , 38.(k+1).(k-1}2=0, que ens déna els dos

valors de k, i .

Queda clar que s'haura d'estudiar el rang de la matriu A, p(A}
per als tres casos segiients:
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PRIMER CAS. . Substituim aquest valor a la matriu

1211
_|-1101
A 0312
1211
Per calcular-ne el rang, comengarem trobant el menor

Mig12142 2l1e2=30 = pla)2

Orlem aquest menor amb una fila i una columna, i veurem que
s'hauran de provar tots els casos possibles perqué tots els menors
orlats s6n nuls. '

En efecte, els dos primers sén nuls perqué fa=f1+f2,

121 121
[Mj23,123f5-11 0f=..=0 IMi23.12415-11 1[=..=0
031 032
Els altres dos també ho sén perqué T1=T3,
121 121
IMi24,12315-11 0[=..=0 IMi24,124l9-11 1}=..=0
121 121
Per tant, p(A) no pot ser 3, sind nomeés 2. En resum,

Sik=1 = plA)=2

SEGON CAS. . Substituint aquest valor a la matriu donada,

1211
A={-1101
¢ 312
1211
Igual que en. el cas anterior, IMi12,12 =30, tindrem pl(A)=2.
Orlem aquest menor amb una fila i una columna
121
-1 10
0 3-1
Si el tornem a orlar, |Mj234,1234] ens quedara el determinant
de la matriu, |Al, que pel calcul dels valors de k és zero per k=-1.
A més, la 1a i 3a fila son iguals, la qual cosa vol dir que el rang no
pot ser 4 i, per tant,

1M123.123 I= :='[-1—3+O)—[0+0+2}=-4-2=-6¢0 = p(A)ZS

|Si k=-1 = p(A):E'

TERCER CAS. |k#1 A k=-1|. No cal provar res, perqué sabem que els

finics valors que anullen el determinant Al sén k=1 i k=-1. En
consegiiéncia, si k no és cap valor d'aquests dos, aquest
determinant |A| sera diferent de zero, i podrem afirmar que:

[Sikel A kel = pla)=4].
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Inversa d'una matriu per adjunts

83. De les dues matrius A i B, troba per adjunts les seves inverses,
si és possible. Quin nom rep cadascuna? Les matrius sén:

7-3-3 2-13
Ag-110| 1 BH-14-1

-101 132

Solucié. Per calcular la inversa d'una matriu per adjunts, el
primer que s'ha de fer és calcular el determinant de la matriu.
Comencem per la matriu A, -

7-3-3
-110
-10 1

Com quelAl=0, ja podem assegurar que existird la inversa de la
matriu A, A-l. Diem que [A és una matriu regular|.

Trobem aguesta inversa, calculant préviament tots els adjunts de
la matriu A. Ho farem directament, tenint present que l'adjunt és

igual al menor complementari, precedit del signe que comporta la
seva paritat, '

1Al= = (740+0)-(3+0+3)=7-6=1

1Ay =+ é ? = +(1-0)=1 lAjg]= - 1(1) = -(-1-0)=1
1 A3l = + }{1) = +(0+1)=1 1A = - 5’13 = -(-3-0)=3
lAgg | = + 7113 = +(7-3)=4 1 Ags| = - 7;03 = -(0-3)=3
1Az | = + f'g = +(0+3)=3 | Aga )= - 713 = -(0-8)=3
lAg3]= + 71i'3 = +(7-3)=4

Amb els adjunts trobats podrem escriure la seva matriu adjunta,
111
A=|3 43
334

La matriu inversa A-1, és definida per la transposada de I'adjunta,
dividida pel determinant de la matriu, i com que |Al=1 tindrem,
en aquest cas:

A'l=2'/1Al=A'

) 133
AT=1143
134

Com a comprovacié podem veure que, efectivament, AsA-1=],

I 7-3-83\{13 3 7-3-3 21-12-921-9-12\ {1 00
AsAT=-11 01143 -1+1+0 -3+440 -343+40 010FI

-101 134 -1+0+1 -3+0+3 -3+0+4 001

Aixi, 1a inversa serd
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Per a la matriu B, si calculem el seu determinant, resulta:
2-13
-14-1
132

Com que IBI=0, no existird la seva inversa. Per aquest motiu
direm que [B és una matriu singular|.

IBl= =...=0 ja que f3=f,+fs

34. Troba la matriu A de 3r ordre que verifiqui el sistema
d'equacions A2=B i A+A-1=2.C. La inversa que hauras de trobar,
calcula-la pel métode dels adjunts. Les matrius B i C sén:

-33 -28 16 -24 -14 8
B 56 49 -16)] 1 Cq 28 17 -8
0 2 15 0O 1 ©0

Solucié. Abans de substituir les B i C per les seves matrius,
mirarem d'aillar A en el sistema d'equacions donat. Multiplicant 1a
2a equacié a la dreta per A,

(A+A1)eA=(2.C)0A , (AsA)+{A10A)=2.(CeA) , AZ+1=2.(CeA}
Perd per la 1a equaci6, A2=B. Substituint,
B+I=2.(C+A} , (B+])/2=CeA , CeA=(B+I]}/2
Multiplicant cada costat a l'esquerra per C-1, i dient M=(B+I)/2
C-le(CeA}=C-1eM , (CleC)eA=C-1eM , IeA=C-1eM

Finalment,

Per trobar la inversa de C, C-1, ho farem per adjunts, calculant
en primer lloc el determinant, desenvolupant per adjunts de la
tercera fila, i després sumarem la primera fila a la segona,

-24 -14 8
ICl=| 28 17 -8 =-1.|’24 8 =-l~24 8| = _(0-32)-32]
28 -8 4 0
o 1 0
Calculem els nou adjunts de la matriu C,
ey 1= +| 17 -8 =. =8 leygl=-| 28 -8 =..=0
1l=+ 1 0 12 0 0
- 28 17 I__. . __|-14 8|_ _
ICi1zl= =,,.=2 ICoy l=- =,,.=
13l= 0 1 8 a1 1 ¢ 8
-24 8 -24 -14
[Copl= + =..=0 [Cogl= - =,..=24
= 0 0 = 0 1
-14 8 -24 8
ICa;i=+ =...=-24 ICazl=- =,..=32
3 3 0 52 28 -8
ICgl= + |24 "14|. =
8= F 98 17 6

'La matriu adjunta C estard formada per tots aquests adjunts.
Escriurem la seva transposada, en la qual traurem factor comu:




DETERMINANTS 83

8 0 28y - - (8 8 -24 22-6
C=| 8 0 24 C={ 0 0 32 (|=4/008
-24 32 -16 28 24 -186 76-4

Com que la inversa és C-1=C'/ICl i com que |1C1=32, simplificant

el 4 pel 32, tindrem:
22-6
cl= %( 00 8)

76-4

Recordem que per trobar A encara ens falta calcular M=(B+1)/2,
-33 -28 16 100 -32 -28 16 -16 -14 8
M= %K 56 49 —16)+(0 1 o)]= %( 56 50 -16 H 28 25 -8)
0 2 15 001 0 2 16 0] 1 8
Substituint C-1 i M en A=C-1sM,
A 1(2 2 -6){-16 -14 8) 1( -32+56+0 -28+50-6 16-16-48

0081928 25-8 8 0+0+0 0+0+8 0+0+64

76-4/\ 0 1 8 -112+168+0 -98+150-4 56-48-32
Sumant i després dividint per 8,

1 24 16 -48) 32-6
A='8' 0O 8 64 ]|=(l0o18
56 48 -24 7 6-3

|

385. Resol el sistema matriclal segient, aillant primer les matrius
indeterminades X i Y. Després, donades les matrius Ai B, calcula X i
Y, on hauras de trobar la matriu inversa per adjunts. Tenim el
sistema 1 les matrius segiients:

g _ 121 101
UHEEO . af303] « o{ooi]
) 30-1 210

Solucié. De la segona equacié, 2.A+B-Y=3.I, es pot calcular

directament 1a Y, ja que
242 101} /-300
4041001 0-30
60-2/1210/100-3

121 101 100
Y=2/2 02(+(001]-3{010}=
30-1 210 001
Sumant, obtindrem la matriu desconeguda Y,
043)

Y=|4-35

81-5

Per trobar X ens servirem de la primera equacio,
(Y-X)*B+X=0 , Y*B-X*B+X=0 , YeB=XB-X , Y*B=X¢(B-])

Si anomenem C=B-], ens quedara Y*B=X+C , X¢C=Y*B
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Multiplicant a la dreta per C-1,
(XeC)eC-1=(YoB)o(C-1) , Xo(CoC-1)=YsBeC-1 , Xel=YoBeC-!
En resum,
X=YeBe(!

101 100 001
001)-|010]|=j0-11
210 001 21-1
Trobem el seu determinant per la regla de Sarrus,
001
0-11
21-1

Com que |Cl#0 existira la inversa C-1, que trobarem per adjunts,
calculats tots directament, i tenint en compte el signe que
comporta la seva paritat:

lc |=+|’11|=o lCpl=-|0 1l=2 1 |=+|°"1|-_~2
11 1-1 12 2.1 13 21

lEat=-19 Ll=1  Ieel=+|2 1]=2 e I=-|°0|=o
21 1-1 ) 9.1 29 21

- 01|=1 c |=_]01]= = |00|=0
|C31[ +|-11 32 01 0 |C33| +0-1

La matriu C és
C=B-I=

ICl= =(0+0+0)-(-240+0)= [2]

La matriu adjunta i la seva transposada sdén, per tant,
022 011
C=11-20 C=12-20
100 200

Com que C-l és igual a la transposada de l'adjunta dividida pel
determinant de la matriu, C-1=C'/IClI, i com que |C|=2, tindrem:

-11011 0 0'5 0'5
C=22-20=1-1 0
200 1 0 O

Sabem que X=Y*BeC-! i, per l'associativitat del producte, podem
trobar primer Y*B que anomenem N,
0431/101 0+0+6 040+30+440 6 34
N=Y'B=(4-3 5 {0 01 )= 4+0+10 0+0+5 4-3+0)=( 14 5 1)
81-5/\210 8+0-10 0+0-568+1+0/ \ -2 -59

Finalment, X=NeC-1, Substituint i multiplicant,

6 34 0 05 05 0+3+4 3-3+0 3+0+0
X414 51 1 -1 0 Fo+5+1 7-5¢+0 7+0+0

-2 -69 1 0 0 0-5+9 -1+5+0 -1+040
Per tant, 'altra matriu desconeguda sera:
703
X=1627
44-1
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36. Per a la matriu amb nombres decimals A, posa en primer lloc
els elements de la matriu en expressié fraccionaria i després
calcula'n la inversa A-1 per adjunts. Comprova també que AsA-1=1.

0'8 -0'6 0'4 -0'2
A< -0'6 12 -0'8 04
0'4 -0'8 1'2 -0'6
-0'2 0'4 -0'6 0'8

Solucié. Posem cada terme en forma de nombre fraccionari,
simplifiquem i trajiem factor comu,
8/10 -6/10 4/10 -2/10 4-32-1
-8/10 12/10 -8/10 4/10 {_1|-36-42
4/10 -8/10 12/10-6/10| 5|2-46-3
-2/10 4/10 -6/10 8/10 -12-34

Com que hem de trobar la inversa de la matriu A, i per evitar
complicacions de calcul a causa del factor 1/5, anomenarem B la

matrin anterior, de manera que |[A=B/5|.
Calculem, doncs, B-1, trobant en primer lloe el seu determinant,

4-32-1|f {4-32-1
Bl=F36-42|6:_|5 0 0 0| &2~R2+2
2-46-3/fz |2-46-3
-12-34ify -12-34
Desenvolupant directament per adjunts de la 2a fila, i aplicant la
regla de Sarrus,

-32-1
_4 @ -3|=(-5).1(-72-12-12)-(-12-27-32)]=...=[125]
2-34

IB1=(-5).

Haurem de calcular ara tots els 16 determinants adjunts de 3r
ordre! Com que es tracta d'una matrin simétrica, n'hi ha prou de
fer-ho amb els 10 menors de la matriu triangular superior:

PRIMERA FILA.

6-42 13-4 2
IByyl=+|-4 6 -3 =..=[50] 1Bigl=-|2 6-3=.=[25]
2-34 |1-34
36 2 36-4
(Bizl= +|2 -4-3=..=[0] IBial=-|2-46|=.=[0]
112 4 -12-3
SEGONA FILA.
42-1 4-3-1
|Bogt=+|2 6 -3|=..=[50] [Bogl=-|2 -4-3l=.=
1-34 12 4
4-32
IBogl=+|2-46|=.~
[12-3
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TERCERA FILA.
. 4-3-1 4-32
|Bgzl=+[-36 2{=.=[60]  IBgsl=-|36-4]=.=[25]
-12 4 -12-3
QUARTA FILA.
4-32
|Bggl=+|-36-4]=..=[60]
2-46

Aprofitant-nos de la simetria, podrem escriure tant la matriu

adjunta com la seva transposada, que, ldgicament, seran iguals
50 25 0 © 2100
| 256 50 25 0O 1
=B'= = 25.

-8 0 25 50 25 0

0 0 25 50 0

La matriu inversa de B vindra donada per B-
IB1=125, es podra simplificar, i resultara:

210
121
012

I=B'/1BI, i com que

Perd no haviem de trobar B-1, siné A1, i com que la relacié que
lligava Ai B és B=5.A, deduim ficilment que A-1=5.B-1.

Substituint, tindrem:

Al=

0
1
2
1

N-0 0

1
2
1
0

COoOrN

Comprovem finalment que AsA-}=[. Efectivament,

4-32-11{2100
asalz1]-36-22ll1210
512-46-3[|0121
-12-34/10012

Multiplicant,
8-3+0+0 4-6+2+0 0-3+4-1 0+0+2-2
Aspl= 1| -6+640+0 -3+12-4+0 0+6-8+2 0+0-4+4
5| 4-4+0+0 2-4+6+0 0-4+12-3 0+0+46-6
-2+2+0+0 -1+44-3+0 0+2-6+4 0+0-3+8

Sumant, traient factor comua i simplificant,
Aeal= L
5

" De manera similar, es podria comprovar que A-1«A també déna la
matriu unitat I, amb la qual cosa es veu que, efectivament, A-1 &s la
matriu inversa de A.
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37. Partim de la matriu complexa A que té per termes aji=4+8.1,
a19=-3-4.1, ag1=-1-4.i, age=1+2.1. Quin és el valor del seu determinant

IA1? Quina és la matriu adjunta A? Comgrova amb aquest exemple
que en el camp complex la inversa A-l també ve definida pel
quocient entre la transposada de l'adjunta i el determinant de la
matriu. Troba aquesta expressi6 i estudia si realment AsA-1=l.

Solucié. Apuntem la matriu complexa A i el seu determinant [Al,
on, com ja sabem, i=V-1 és la unitat imaginaria.
4+8.1 -3-4i 4+8.1 -3-4.
A= . lAl= :
( 1-ad 1+28) 7 -1-41 1424

Calculem directament el determinant per la regla de Sarrus,
tenint en compte que i2=-1.
1A =(4+8.10).(1+2.0)-(-1-4.1}.(-3-4.i)=
=(4+8.1+8.1+16.i2) - (3+4.i+12.i+16.12)=

=(4+16.1-16)-(3+186.i- 16)=(-12+16.0)-(-13+16.1)=[1]
Com que |Al=0 existira A-l. La trobarem per mitja dels seus
adjunts: _ _
A1 l= +(1+2.§)=1+2.1 [A12i= -(-1-4.i)=1+4.1
lAgl= -(-3-4.1)=3+4.1 | Ao l= +(4+8.i)=4+8.1

La matriu adjunta és, per tant,
A= ( 1+2.4 1+44.
3+4.1 4+48.1

Quant a la suposada inversa donada per A-1=A'/|Al, com que Al
és igual a 1, tindrem:

A.1=( 1421 3+4.4
1+44.0 4+8.1

Shaura de comprovér que en el camp complex aquesta és
realment la inversa de la matriu A. Esbrinem-ho,

A,A-1=(4+8.i -3-4.i H 1424 3+4.d )=(x y)
-1-41 1+2. /1 1+4.4 4+48. z t

Aquests termes son,
x=(4+8.1).(1+2.1)+{-3-4.1).(1+4.1)=(4+8.i+8.1-16)+(-3-12.1-4.i+16)=
=(-12+16.i)+{(13-16.i)=1+0.i=1
y=(4+8.1).(3+4.i)+(-3-4.1).(4+8.1)=(4+8.1).(3+4.1)-(3+4.1).(4+8.1)=0
z=(-1-4.i).(142.0)4+({142.1) .(1+4.1)=-(144.1} . (1 +2.5)+(1+2.1).(1+4.1)=0
t=(-1-4.i).(3+4.1)+(1+2.i}.(4+8.1)=(-3-4.i-12.1+16)+{4+8.i+8.i-16)=
=(13-16.1)+(-12+16.i)=1
Per tant, efectivament A-l és la inversa de A, ja que:

- (37)-(39)
z t 01
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Determinants de matrius quadrades especials

38. Una equacié de seté grau és definida per 1Al=0. Calcula'n les
solucions i comprova que son independents de b, ¢, d, ei f:
abecde f
xabcde
xabeced
xxabe
xxxab
XxXxxxa
XXXXX

[Als

Mo M oMM MK
C I I

Solucid. Malgrat que apareniment ¢l problema sembla llarg de
calcul, en realitat no és aixi, ja que, si restem a cada fila 'anterior,
ens quedara;

a b. ¢ d e f
x-a a-b b-c c-d d-e

0 xa ab b-c ¢
0 0 xa ab b-
0 0O 0 xa ab
0 0 0 0 =xa ab
0O 0 0 0 0 xa

Com que el determinant d'una matriu friangular és igual al
producte dels termes de la diagonal principal, tindrem:

1Al =x.(x-a)6
Evidentment, 'equacié |Al=0 tindrad com a arrel simple i

com 3, arrel séxtupla . Per tant, les arrels son independents de
b,c,d, eif

lAl=

COOOOOMNH

39, Calcula les arrels de 'equacié en forma de determinant:
lxxxx
x1lxxx
xx lxx|=0
XxXxxlx
xxxx1

Solucts. Sigui IAl el determinant anterior. Reduirem el seu
ordre sumant a la primera fila totes les alatres i després traient
factor coma,

4.x+1 4.x+1 4.x+1 4.x+1 4.%+1 11111

x 1 X X X xlxxx

1A1 X x 1 X x =(dx+1)|x x 1x x
X X X 1 X xxx1x

X b 4 X X 1 xxxx1



DETERMINANTS 89

Restant a cada columna la primera i a continuacié desenvolupant
per adjunts de la primera fila,

10 0 0 0 1x ¢ O O
x 1x 0 0O O 0 1 o o
lAl=(¢.x+1) x © 1-x O O |=(4x+1).1 R

0 0 1x O

x 0 0 lx O 0 6 o ik

x 0 0 0 1x
El determinant anterior és el d'una mafriu escalari el seu valor
es calcula directament. Ens resultara que
|Al=(4.x+1}.(1-x)4
De l'equacié 1A1=0, o bé (4.x+1).(1-x)4=0, es dedueix que té per

arrels , arrel simple, 1 , arrel quadrupla.

40, Comprova que les dues matrius A i B segiients son ortogonals.
Quant valdran els seus determinants? Les matrius sén:
2/11 6/11 9/11 ] 1/3 2/15 14/15
A{ 6/11 7/11 —6/11) i B:( -2/3 11/15 2/15)
-9/11 6/11 -2/11 2/3 2/3 -1/3

Soluci6. Si A és una matriu ortogonal voldra dir que la seva
inversa coincideix amb la seva transposada, A-!=A'. Com sempre,
AeA-1=], la manera més senzilla de comprovar que A és ortogonal és
veure si es compleix la igualtat A=A'=l.

Sigui la matriu A i Ia seva transposada A', en les quals préviament
haurem tret factor com1i 1/11,

2609 26-9
A=—11T{6 7-6) A A'=11T(6 7-6)
-96-2

9-6-2

Multiplicant,
] (2 6 9)(2 6-9} 1 ( 4+36+81 12+42-54 —18+36—18)

AAN=——16 7-6||6 7-6 121 12+42-54 36+49+36-54+42+12

121 -96-2/19-6-2 -18+36-18-54+42+12 81+36+4
Sumant i traient factor comii,
121 0 O 100
AW:T;T{ 0 121 © )=Jl~%lL(o 1 0)=I
0 0 121 001
En conseqiiéncia, |A és una matriu ortogonal].

Fem el mateix per a la matriu B, perd abans reduim a comu
denominador per facilitar els calculs:
1/3 2/15 14/15 5/15 2/15 14/15
B=| -2/3 11/15 2/15 )=( -10/15 11/15 2/15
2/3 2/3 -1/3 10/15 10/15 -5/15
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Escriurem la matriu B i la seva transposada B', traient factor
comii 1/15,

5 2 14 5 -10 10
B=-1-15(_10 11 2 ) A B'=—115—{ 2 11 10
10 10 -5 14 2 -5
Com abans, efectuem el producte de les dues matrius anteriors,

5 2 14 5 -10 10
B'B'=—1—225(-10 11 2 ){ 2 11 10)
10 10 -5 14 2 -5

Multiplicant,
925+4+196 -50+22+28 50+20-70

B°B‘=§]2h§{ -50+22+28 100+121+4 -100+110-10)

50+20-70 -100+110-10 100+100+25

Sumant i traient factor coma,
225 0 O 100
B°B‘=§j;)3( 0 225 0 )=%§§(o 1 0) =I
0O 0 22b 001
Resulta que també [B és una matriu ortogonal|.

Recordem que el determinant d'una matriu ortogonal haura de
valer +1 o -1, ja que, pel fet que AsA'=l, tenim [A*A'[=[1] ,

IALLIA'1=1, IAL1Al=1, 1AI2=1, 1AI=V1, 1A]=t].
Comprovem, doncs, que per a les matrius ortogonals A i B, el
determinant val algun d‘aquests dos possibles valors.

PRIMER DETERMINANT, Traient factor en cada linia, ja que es tracta
d'un determinant,

2/11 6/11 9/11 2609
lAl=|6/11 7/11 -6/11 =11—1‘11I111_ 6 7 -6
-9/11 6/11 -2/11 .96-2

Si sumem a la 1a columna la 3a, i a continuacié sumem a la 3a
fila la la, podrem desenvolupar per adjunts de la la columna,

11 6 9 11 6 9
|A|=L3 0O 7 -8 =L3 0o 7 -6 :-1]:.3! 7 -6

SEGON DETERMINANT. Per a l'altre determinant B farem el mateix.
Partirem ja del que esta reduit 2 comn denominador,

5/15  2/15  4/15 .| B 2 14
IBl=| -10/15 11/15 2/15 [=—3{-10 11 2
10/15 10715 -5/15 | 157110 10 -5

Traient factor 5 en la la columna, fent les combinacions lineals
go=fo+2.T) i g3=03-2.f;, obtindrem
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21

11 2 14 1 2 14
IBI=—L-5l .2 11 2 |=-33 0 15 30
15 2 10 5| 15| o 6 -33

Desenvolupant per adjunts de la la columna { traient factor
comi 15 i també 3, ens quedara finalment

Bl=-8;1] 15 30|-5188]1 2 |- L (11-9= 15 =[]
1531 6 -33 153 12 -11 15( ) 15

41, Tenim dues matrius A i B semblants i sabem que una matriu de
pas és P. Calcula la seva inversa P-1 per mitja d'adjunts i comprova
que, efectivament, A i B s6n semblants. Quins sén els determinants
[Al i IBI? Qué observes? Es verificard sempre aquesta relacié per a
dues matrius semblants? Justifica-ho.

12-3 1 -19 58 13-2
A5 201 ., B4 1 12 -27 i Px-2-52
1-31 5 15 -11 121

Solucié, Per saber la matriu inversa P-1, primer calculem el seu
determinant,

13-2
IPl=|-2-52
121
Calculem ara tots els determinants adjunts,

Pul=+[52k9  1Ppi=-[22la  ipul- +[25k1

=(-5+8+6)-(10+4-6)=9-8=

21 11
1 =_-|3'2=- 1Pggl= |1’2'= P |=-|13=1
Pa,l 5 1 7 agl=+ 11 3 1Pas 1 2
[Pajl= 3-2=- =-|1_2|= = 1 3|=1
a1 +_52 4 {Pagl 59 2 1Pasl +_2_5

Podem apuntar a continuacié la matriu adjunta, i la seva inversa
P-1=P'/1P| que, com que [Pl=1, serda P-1=P',
941 4 -9-7-4
P=|-73 1 P'=1432
421 111
Recordem que A i B sén dues matrius semblants si existeix una
matriu regular P tal que P-leAeP=B. Comprovarem que €s aixi

cercant primer la matriu M=AsP, i tot seguit P-1sM, que haura de
ser igual a B.

12-3\{13-2) {1-4-3 3-10-6 -2+4-3 \ {-6-13-1
M=A'P=(2 01 -2-52)=(2+0+1 6+0+2 -4+0+1 }(3 8 -3]

1-31/\1 2 1/ \1+6+1 3+15+2 -2-6+1 / \8 20 -7

-9-7-4\{-6-13 -1\ [ 54-21-32 117-56-80 9+21+28
P“-M=(43 2){3 8 3)=( -24+9+16 -52+24+40 -4-9-14 }

111/18 20 -7 -6+3+8 -13+8+20 -1-3-7
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1 -19 58
=( 1 12 -27) = P leAsP=B
5 15 -11

Queda comprovat, doncs, que A i B sén mafrius semblants.
Notem que no és necessari calcular la inversa per saber si dues
matrius sén semblants, perqué si multipliquem a l'esquerra per P
en la definicid obtindrem AeP=PsB, Aixd es pot comprovar
facilment, ja que, com que M=A+P, ha de donar P*B=M.

Quant als determinants de dues matrius semblants A 1 B, hauran
de ser iguals, ja que

AsP=PeB , 1AsPI=I1PeBl , |Al.IPI=IPI.IBI , |lAl=[BI
Comprovem-ho en aguest cas calculant aquests determinants,
12-3
IAl=12 g 1| =(0+18+2)-(0-3+4)=20-1=19
1-31
Blz| 1 1a o5 |=(-132+870+2565)-(3480-405+209)=
B 5 15 :11 =3303-3284=19

42, Calcula el determinant de Vandermonde de 5¢ ordre segiient i
comprova el seu valor amb la formula de productes corresponent:
1 1 1 1 1§[
2 3 4 b
4 9 16 25
8 27 64 125
16 81 256 625

Dy=

[ )

Solucis. Restem a cada fila I'anterior per aconseguir que tots els
termes de la primera columna, menys el primer, siguin nuls,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 0O 1 2 3 4
Dv={1 4 9 16 25|=|0 2 6 12 20
1 8 27 64 125 0 4 18 48 100
1 16 81 256625 0 8 54 192500

Desenvolupem per adjunts en la 1a columna i traiem factor coma
en les columnes 2a, 3a i 4a,

1 2 3 4 1 2 3 4
|2 6 12 20(_5354]2 3 4 5
Dv=1% %8 18 100 4 9 16 25
8 54 192500 8 27 64 125

També, per tenir la primera columna plena de zeros, menys el
primer terme, restarem a cada fila l'anterior multiplicada per 2.
Tot seguit, després de l'operacid anterior, desenvoluparem per
adjunts de la 1a columna,
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1 1

tl) i 2 3 1 2 3

Dy= 24. 24| 3 8 15
O 3 8 15 A
0 9 32 75

Traiem factor comn en la 2a i 3a columnes i després restem a
cada fila l'anterior multiplicada per 3, per aixi poder desenvolupar
per adjunts de la 1a columna,
11 1
3 4 5 01 2
9 16 25 04 10

Per tant, el valor d'aquest determinant de Vandermonde és
Dy=144.(10-8)=144.2=[288]

Un determinant de Vandermonde de 5é ordre, Dvy(a,b,c,d.e),
tindria les columnes formades per poténcies consecutives. Per

exemple, €)1=(a0 al a2 a% a¥)".

i1 1

=144,

Dy= 24.2.3. =144.1.| 1 2

4 10

Si és de 5é ordre, la formula per obtenir el seu valor és
Dy=(b-a).(c-a).{d-a).(e-a).{c-b}.(d-b).(e-b).{d-c).(e-c).(e-d)

En el nostre cas, a=1 h=2 ¢=3 d=4 i e=5. Substituint,
Dvy=(2-1).(3-1).{4-1).(5-1).(3-2).(4-2).(5-2).(4-3).(5-3).(5-4)=

=(1.2.3.4).(1.2.3).(1.2).1=24.6.2=288|

Determinants generalitzats

43. Sigui la matriu AeM 3x4, que depén del parametre a. Calcula el
seu determinant generalitzat en funcio d'aquest parametre. Quin sera
el seu valor aproximat si a=1?

10-23
A0 4-12
-31 0 a

Soluci6. Per a la matriu rectangular horitzontal A(mxn) on n>m,
el determinant [A] generalitzat ve definit per

[Al=Y [AsA(

(Observem que, si A és una matriu quadrada, Havors [A]l=1Al)

Trobarem en primer lloc el producie de la matriu A per la seva
transposada A',

10-23 (1) g'f' 1+0+4+9 0+0+2+6 -3+0+0+3a
aen=l04-1249% 11=| 0404246 0+16+1+4 0+440+2a
3 a

-310 a -340+0+3a 0+4+0+2a 9+1+0+a2

—
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Fent les operacions, resulta,
14 8 3a-3
AsA'=| 8 21 2a+4 )
3a-3 2a+4 a2+l10
Calculem el seu determinant, on préviament hem tret factor
comu en 3a-3 i 2a+4,

14 8 3(a-1)
lAsA'| = 8 21 2(a+2)
3(a-1) 2(a+2) a2+10

Desenvolupant per la regla de Sarrus,

PoOSITIUS: 14.21.(a2+10)+8.2(a+2).3(a-1)+8.2(a+2).3(a-1)=
=204.(a2+10)+96.(a+2).(a-1)= 294.(a2+10)+96.(a%+a-2)=
=294.22+2940+96.22+96.a-192= 390.22+96.a+2748 (1}

NEGATIUS: 21.3(a-1).3(a-1)+14.2{a+2).2(a+2)+8.8.(a2+10)=
=189.(a2-2.a+1)+56.(a2+4.a+4)+64.(a2+10)=
=(189.a2-378.a+189)+(56.a2+224.a+224)+(64.a2+640)=
=309.a2-154.a+1053 (2)

Restant (1) i (2), ens donara
{A*A'|=81.22+250.a+1695
En conseqiiéncia, el determinant generalitzat, en funcié del
parametre a, serd l'arrel quadrada de l'expressié anterior,

[A]=Y81.a2+250.2+1695

Si a=1, ens quedarj,
[A]=V81.12+250.1+1695=Y2026 =~

44, Comprova que la definicié de determinant generalitzat, [Al,
aplicada a una matrin quadrada A coincideix, en valor absolut, amb el
seu determinant 1Afl. Per trobar els determinants desenvolupa per
adjunts de la primera fila. Aplica-ho a la matriu:

23-15
-4-12-3
A 5-1-11
2134

Solucié, Primer de tot fem la demostracié formalment per mitja
de les definicions i propietats,

[Al={ TAAT={TAT.TA'T =Y TAT.TAT =+ [AlI2= Al

A continuaci6, per a la matriu donada A, trobarem en primer lloc
el determinant generalitzat [A], fent el producte de la matriu per la
seva transposada A',
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23-15\/2-452
Asad-4-12-3|{38-1-11
5-1-11]|-12-13
2134/15-314

Multiplicant,

44941425 -8-3-2-15 10-3+145 44+3-3+20
-8-3-2-15 16+1+4+9 -20+1-2-3 -B-1+6-12
10-3+1+5 -20+1-2-3 25+1+1+1 10-1-3+4
44+3=3+20 -8-1+6-12 10-1-3+4 44+1+9+16

Operant,

A

39--28 13 24
-28 30 -24 -15
13 -24 28 10
24 -15 10 30

Observem que la matriu ha resultat ser simétrica, la qual cosa ja
esperavem, ja que es tracta del producte d'una matriu per la seva
transposada. Ara trobarem el determinant, ID{=1A*A'], i ho farem
per Laplace, desenvolupant per adjunts de la primera ﬁla

IDI=39.1D717 | +(-28}. I1D121+13. 1D 131+24. 1D 4]

En funcié dels menors complementaris,
ID1=39.1D111+28.1D121+13.1D131-24.1D341 (1)

AsA'=

Calculem els menors complementaris,

30 -24 -15 -28 -24 -15
lD11I=|-24 28 10 [=5820 |D12|% 13 28 10 [=-8990
=15 10 30 24 10 30
-28 30 -15 -28 30 -24
lDlsl% 13 -24 10 [=5745 IDl4l={ 13 -24 28 [=2076
24 -15 30 24 -15 10

Substituint en (1),
[A*A'l=1D1=39.(5820)+28.(-28920)+13.(5745}-24.(2076)=121

El determinant generalitzat val, doncs,
[Al=YTAAT=Y121=[11]

Ara haurem de comprovar que el determinant de la matriu
donada A també val 11. Intentarem en principi que tots els termes
de la 3a fila, menys 11ltim, s'anullin. Per aixd treballarem amb
Ialtima columna i farem €'1=C1-5.C4, C'9=Cp+C4 i C'3=C3+C4.

23-15| |-23 8 4 5
IAl=]4-12-3{_|11 4 -1 -3
5-1-11 0 0 0 1
21341 |1-18 5 7 4

Desenvolupem per adjunts de la 3a fila, i fem una operaci6
similar a la que hem fet abans: €'1=C1+11.C3 i C'g2=C9-4.C3,
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-23 8 4 21 -8 4 91 -8
IAl=1§11 -4 -1|=-| 0 0 -1|=-&1%o o
-18 5 7 59 -23 7

Finalment, |Al= - (-483+472)= - (-11)= '

45, Tenim la matriu genérica AeM3x2, on el nombre de files és
més gran que el de columnes. Quin seria ¢l seu determinant
"generalitzat en el cas que volguéssim definir-lo? La matriu donada A
és la de files fy=(a b), fo=(c d) i f3=(e 1.

Soluci6. Calculem en primer lloc el producte matricial de A per
1a seva transposada,

ab a2+b?  actbd aesbf
A°A’=(c d )'{g' g ‘i. ={ actbd c2+d? ce+df
e f aetbf ce+df 24
El determinant |A*A'l, que com veurem déna zero, no el

desenvoluparem ni per Sarrus ni per Laplace, siné que aplicarem
la propietat (1) perqué cada columna és suma de dos sumands,

aatbb actbd aetbf
a.ctb.d c.e+d.d c.etd.f
a.etb.f c.e+df e.e+ff

|AsA!l=

Al ser de la forma D=Ic;+d; €g+ds €3+d3zl, ens han de quedar
en total 23=2.2.2=8 determinants.

El primer determinant és

aa ac ae aaa
Di=1t; taC3l=| ac c.c c.el=aceijc ¢ ¢|=0
ae c.e e.e e ee

Veiem que s'ha tret factor comit en cada columna, resultant
columnes iguals, per la qual cosa val zero. Una cosa semblant
passara amb els altres determinants:

Dao=Ic; €2 d3l=0 Dg=lc; dg c3l=0 Dy=ic; dg d3l=0
Ds=1d; €2 C3l=0 Dg=1d; cg d3l=0 Dr=1d; dz c31=0
Dg=1d; do d3l=0
El determinant {AsA'l és la suma de tots els 8 determinants
anteriors i sera, per tant, igual a zero.
Es a dir, tenim [A]=V | AsA'I=V0=[0]. Podem dir, doncs, que, amb
la definicié donada, els determinants generalitzats de matrius

verticals sén sempre nuls. Per eliminar aquesta dificultat el
determinant generalitzat de les matrius verticals es podria definir

com a [A]=*J [A'®A |,
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Altres aplicacions dels determinants

46. Per resoldre alguns sistemes d'equacions lineals ens podrem
servir de la regla de Cramer, on, per exemple, donat el sistema
x +3.y -4.z+2.t= -3
2x -4y+6.z -5i= 8
3x+48y 4z +t= 9
4x -6y -7T.z+9.t= 1
es formaran dos tipus de determinants: el determinant dels
coeficients, D, i els determinants de les incognites, Dx, Dy, Dz i D,
que, respectivament, sin

13-42 -33-42 1-3-42
2-48-5 8-46-5 286-5
D= Dy= = '
38-41 “lgg-a1| ¥ |39-a1
4-8-79 1-6-79 41-79
13-32 1 3-4-3
2-48-5 2-46 8
D= =
“I13891 B 38-49
4-619 l4-6-71

Una vegada trobats els valors d'aquests determinants, la solucié del
sistema és:
x=Dy/D y=Dy/D 2=D;/D t=D¢/D
Calcula la solucié del sistema en aquest cas particular, aplicant la
regla de Cramer.

Solucis, Trobem en primer lloc el determinant dels coeficients,
emprant la regla de Laplace després de fer combinacions lineals
amb la primera fila per obtenir els zeros de la primera columna,

13-42 1 3 -4 2

po|2-46-5_| 0 -10 14 -9 | |20 3 2|
38-41|7(0 -1 8 -5| |Jg ¢ 1

4-6-79 0o -18 9 1

10 14 9
=| 1 8 5 | =(-80+81+1260)-(1296+450-14)= -471
18 9 -1

Calculem a continuacié els determinants de les incognites,
utilitzant el mateix procés, perd ara fent operacions amb el terme
unitat, a4, 7

-33-42 0 -15 -25 29

-15 -25 29
pe(459-| 5 & &2 7l a3l 8 7
62 59 -80

1-6-79 1 -6 -7 9

15 25 -29 15 25 -29 165 25 -54
=|44 62 -77|=(8)] 44 62 -77|=(-3)| 416 62 -139|=
18 -3 -3 6 1 1 0 1 0

= 165 -54 | _ q g .
'3'| 116 189 | = 3-(22935+22484) = 3.(-471)= -1413
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Es poden calcular com a exercici els altres tres determinants.
S'obtenen els valors Dy=-942, D,=-2355 i D=-1884.

En conseqiiéncia, la solucid del sistema és

Dx_-1413 _ 3 Dy 042 5
D" ¥°D T a7l
=Qz_=-2355=5 t=_D_L=:1_8_8_‘1-=
=D = an 5= -4

47. Donats tres punts del pla Pj(x1, y1). Palxa, y2) 1 Ps(x3, ya),
l'drea del triangle P;PgP3 pot ser expressada per

1 x w1
Si= Y x3 y2 1
X3 y3 1

Suposem ara l'hexagon de vertexs A(2, 1), B(7, 2), C(9, 5), D(8. 8),
E(3. 9) i F(1, 6). Dibuixa'l en el pla i descompon-lo en quatre
triangles. Calcula'n 'drea i dedueix després l'drea de l'hexagon.

Solucid. Fem en primer lloc el grafic, descomponent I'hexdgon
en els quatre triangles ABC, ACD, ADE i AEF:

¥ B
9 -
8 D
7
F
6
5 c
4
3
2
B

1

A X
0 1 2 3 4 b5 6 7 8 9

Trobem l'area d'aquests quatre triangles, fent servir la férmula
donada en l'enunciat:

211
S1= Sape= L7 2 1= L[(4+35+9)-(18+10+7)]= 13 = &'5
2 2
951
211 .
So= Sacp= +l9 5 1{= L.[(10+72+8)-(40+16+9)]= 23 = 12'5
2lg g1l 2 2
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211

Ss= Sppe= L8 8 1|=L1.1(16+72+3)-(24+18+8)]= 4l =205

2 2 2

391
211

Sq4=Sar= 1|3 g 1|=L.[(18+18+1)-(9+12+3)]= 13 =65
1611 2 2

L'area de 'hexagon sera la suma de les quatre arees anteriors:
S=51+S82+83+S4= 6'5+12'5+20'5+6'5=

48. Siguin pj, pg i p3 tres plans de l'espai d'equacions generals
Ay.x+B1.y+C1.2+D1=0, Ag.x+Ba.y+C2.2+D2=0 i As.x+B3.y+C3.2+D3=0.
Per estudiar la seva posici6 relativa trobarem els rangs de la matrius
dels coeficients i de la matriu ampliada

Ay B C Dy )

A Bl G
A213202) Ma=| A2 By C D2
Az Bs GCs Az Bz C3 Ds
En l'estudi que farem en un proper volum resulta que:
Si p{Mc)=p(Ma)=3, els tres plans es tallen en un punt.
Si p(Mc)=2 i p(Ma)=3, es tallen dos a dos.
St p(Mc)=p(Ma)=2, es tallen en una recta.
Si pMc)=1 i p(Mc)=2, soén paral-lels.
Si p(Mc)=p(Ma)=1, sén coincidents.
Trobant el rang per determinants, digues quina posicié relativa

tenen els tres plans segilients:
p1: 2.x-3.y+4.2-5=0, p2: 3.x+5.y-2.2+9=0 1 pa: -4 x+6.y-8.2+7=0.

Mc=

Soluci6. Apuntem la matriu dels coeficients i la matriu ampliada
dels tres plans donats i que representen un sistema de tres
equacions lineals amb tres incognites,

2-34 2-34-5
M= 35-2) May= 35-29)
-4 6 -8 -46-87
Trobem en primer lloc el rang de la matriu dels coeficients.

Com que a}1=2#0, ja podem assegurar que p(Mc)21. Orlem aquest
terme amb la fila 1 la columna segiients i trobem el determinant,

2—3|= 1
|35 10+49=19 =0

Com que ha quedat no nul, tindrem p(Mc)22. Tornem-lo a orlar
amb la fila 1 columna que queden i trobem el determinant,
2-34
35-2
-4 6 -8

=(-80+72-24)-(-80-24+72)=-32+32=0
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Aquest determinant ha resultat ser nul, la qual cosa és ldgica ja
que la primera i tercera files sén proporcionals. Aixo significa que

p(Mc)#3 i, per tant, tindrem p{M¢)=2.

Quant a la matriu ampliada, com que conté la matriu dels
coeficients, resulta que p(Ma)22. Orlem el menor de 2n ordre de la
plana anterior amb la 3a fila { 4a columna i trobem el determinant,
2-3-5
3689
-46 7

Per tant, com que no és nul, el rang de la matriu ampliada és
p(My)=3. Es tracta, doncs, de tres plans que es tallen dos a dos:

=(70-90+108)-(100+108-63)=88-145=-57 =0

En el 8¢ volum de la colleccid, dedicat a la Geometria analitica,
veurem que es tallen dos a dos en les rectes com les que es
mosiren en aquesta figura.

49. S'anomenen valors propis d'una matriu A les solucions A de
I'equacié en forma de determinant, [A-2.I1=0.

Donada la matrin A de files f1=(2 2 1), fo=(1 3 1) i f3=(1 2 2),
dedueix els seus valors propis.

Solucié. Per resoldre aquest exercici de calcul de valors propis,
que, com veurem, tenen un paper molt important en problemes
d'economia i que estudiarem en el 7¢é volum dedicat als
endomorfismes, trobarem primer la matriu A-A.I, on I és la matrin

unitat,
221 100 2-2 2 1
AdI=1131|M010|=] 1 34+ 1
122 001 1 2 2
Calculem ara el determinant d'aquesta matriu,
2-x 2 1
1 3-2 1 | =[(2-3).(3-2).(2-M)42+2}-[1.(3-0)+2.(2-2)}+2.(2-2)]
1 2 2-h
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Desenvolupant i simplificant, tindrem:
FA-A I =(2-02.(3-2}+4 - [(3-M)+4(2-0)]= (4-4a+22)(3-1)+4-(11-5A)=
=12-4A-12A+422+332-23+4-11+5x= -A3+742-110+5
Com que els valors propis s'obtenen resclent I'equacié |A-3.I1=0.
En el nostre cas,

23+722-11245=0, o bé [A3-7.22+411.1-5=0

En aquesta equacié de tercer grau emprarem la regla de Ruffini,
i provarem l'arrel A=1.

1 -7 11 -5
1 1 -6 5
1 -6 5 (0

Una arrel és, doncs, A=1. Calculem les altres resolent l'equacié
de segon grau resultant, 22-6.2+5=0,

_6+V36-20 _6+Yi6 _6+4
B 2 T o 2

Amb el signe més, 1=(6+4)/2=5 i amb el menys, A=(6-4)/2=1. En
resum les solucions de 1A-3.1I1=0, o valors propis, sén

¥

A=1 valor propi dob1e| i [7\;5 valor propi simple'.

50. En l'estudi de I'analisi dindmica d'un problema econdmic sha
provat que la variable y depén de la variable x 1 del temps t, segons la
relacié de recurréncia

¥t = V-1 + x2.(yt-1 - y-2)

Com a cas particular, en els quatre primers anys s'han obtingut les

expressions en forma de determinant

142 x
= 1 2 = I

yi= 2 x 1+x2
1+x2 X 0 1+x2 X 0 0

2
ya=| x 1+x2  x ye=| ¥ I X ., 0
0 % 142 0 X 1+x x

0 0 X 14x2

Comprova, calculant els tres determinants anteriors, la relacié de
recurréncia. Expressa també la variable yi en forma polindmica.

Solucis. Calculem directament, per la regla de Sarrus, els
determinants de segon i tercer ordre,

ya= (14x2)2-x2 = 1+2.x2+x%-x2 =
ya= [(1+x2)3+0+0]-[0+x2.(1+x2)+x2.(1+x2)] = (14+x2)3-2.x2.(1+x?)=

= 1+3.x2+3.xt4x6-2.x2-2 x4 =
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Quant al determinant de quart ordre, el desenvoluparem per la
regla de Laplace, utilitzant els adjunts de la primera fila,

1+x2 x 0 x X 0
ya= (1+x2)) x 1+x2 x |-x|]0 14+x2 x
0 x L14+x2 0 x T+4x2

Veiem que el primer determinant és precisament yz i que el
segon determinant, després de desenvolupar per Laplace, sera el
y2. En conseqiiéncia,

ya=(1+x2).y3-x.(x.y2)= y3 +x2.y3 -x2.y3 = y3 +x2.(y3-y2)

Hem obtingut ja la relacié de recurréncia per t=4. Calculem y4
en forma polindémica, substituint y3 i yo per les seves expressions,

yva= {(1+x24+x34+x06)+x2. (1 +x2+x44x8-1-x2-x1)=

=(1+x24+x4+x6)+x2. (x6) = [ L+x2+x4+x6+x8|

Ara, si observem ys, y3 i y4, podem deduir l'expressié de la
variable y; en forma polinémica. Tindrem:

|Yt=1+x2+x4+x5+...+x2t|

També es podria expressar a partir d'un sumatori, com segueix:
t

yi= Z %24
=0
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f) PROBLEMES PROPOSATS
1.1. INTRODUCCIO ALS DETERMINANTS

Definici6 de determinant

B1. En el conjunt de les matrius quadrades de segon ordre definim
I'aplicacié segiient fi M 2—R per f(A)=aiz.ag1-a11.222, és a dir, la
diferéncia de productes entre els elements de la diagonal secundaria
i els de la principal. Sera un determinant aquesta aplicacio?
Comprova-ho fent servir els axiomes de definici6. Quin axioma ens
fallaria?

Sol. No ho és, Falla I'altim: fle; eg)=-1.

52. Tenint en compte el desenvolupament d'un determinant
genéric de tercer ordre per la regla de Sarrus, comprova per a la
primera columna que es verifiquen els dos axiomes de linealitat:

(1) det(c1+d; €2 Cg) = det(Cy €2 C3) + det(d; €2 €3)
{2) det(o.€7 €2 Cg) = c.det{t; €g C€3)
aj+bnn aiz ais

ag+ba1 aze a2
azi+ba; asz asp

o.ap; aiz as
o.ag1 4dzz ag3
O.agy Az A8s3

Sees

Sol : (1) =.. {2

Determinants de segon ordre

53. Sigui la matriu genérica de 2n ordre A gue té per vectors files
fi=(a b)i fa=(c d). Calcula els determinants M=1AZ], N=lAeA'l i
també P=1Al2. Quina relaci6é hi ha entre ells?

Sol. M=|A¢Al=...=(a.d-b.c)2. Iguals, M=N=P.

54. Calcula D=4.D1+7.Dg on Dy i Do sén els dos determinants
complexos seglients. Digues també si el resultat és real, imaginari o
complex: :

| 4+5.0 2434 I { 4+431 245.4 '
3+2.4 5+4. b+4.1 3+2.

Sol. D1=28.i imaginari, Do=16-16.1 complex, D=112 real.
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Determinants de tercer ordre

B5. Sigui l'aplicacié determinant f: on AeMp—R és definida per
flA)=1Al. Es injectiva aquesta aplicacid, és a dir, de f(A)=f(B) podem
deduir que A=B? Comprova-ho per les matrius:

-2-34 1-12
A= 5.63] i BH342
42-3 211

Sol. No, 1A1=I1B1=31 A«B.

56. Troba els dos valors de la x que compleixen l'equacié de segon
grau en forma de determinant:

-1 -1 1
1 -3 x |=0
-1 -9 x2

Comprova-ho després substituint en el determinant, primer per x;
i després per xa. '

Sol. x2-2.x-3=0 , x1=3 , xg=-1.

57. Estudiant un problema econdmic, que depén de les tres
variables X, y i z, velem que en tres casos particulars es pot posar en
forma d'equaci6 en les quals intervé un determinant:

Xyz Xyz Xyz
12-1=5 , }153=2 i |3-14F0
-3-4 2 1-21 -1-20

Calcula el valor de les tres variables, X, y i z, que intervenen en
aquest problema econdmic.

Sol. x=2 , y=-3 , z=4.

Propietats dels determinants

58. Aplicant les propietats dels determinants, demostra, sense
desenvolupar-lo, que és nul el determinant de tercer ordre D
segiient. Comprova-ho després aplicant la regla de Sarrus. EIl

determinant és:
1 a b+c
D5 1 b c+a
1 ¢ b+a
Sol. C'9=C2+C3 Factor comu, dues columnes iguals.
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B9. Justifica la igualtat dels dos determinants Dj i Dg, aplicant les
propietats dels determinants que consideris adients:

a2 a be a8 a2 1
Di=lp2 b ca| i Do=lp® b2 1
¢c2 ¢ ab ¢ ¢2 1

Sol. Multiplicar per a.b.c (a.f; , b.f2, c.f3) i dividir per a.b.c.

60. Troba les tres arrels de l'equacidé en forma de determinant,
D(x)=0, emprant les propietats dels determinants: -

x+2 2x+3 3x+4

2x+3 Sx+4 4x+5 [0 Sol go=fa-Ty, gs=fs-f3, F.comh

x344.x245.x42=0 = x=-1, -1,1 -2.

61. Calcula el determinant de 3r ordre IA| deixant el resultat en
forma de poténcia:

a-b-c  2a 2a
Al 2b b-cca 2b
2c 2c c-ab

Sol. g =f1+fa+f3 , Ca=Ca-Cy ..
{Al=(a+b+c)®

1.2. DETERMINANTS D'ORDRE SUPERIOR
Meétode del pivot

62. Es tracta de trobar el valor R=\ |Al on el determinant, 1Al,
que s'ha de calcular per la regla del pivot, ens ve donat per les files

f1=(12 3 4), fo=(-2 1 4 -3), f3=(-3 -4 1 2) i f4=(-4 3 -2 1).
Sol. p1=1, p2=5 , p3=30, pa=4500 , |A1=900 , R=30.

63. Troba el valor del determinant IDjl pel métede del pivot, i
també el determinant IDgl, format pels quadrats dels termes de
l'anterior. Es pot dir que [Da1=1D;12? El determinant inicial és:

11100
20110| Sol:pi=-1,ps=-2,ps=2, ps=-12,

1Dy | _?é é ? ; ? Ps=80 , D=ps/(pf.p3.pd)
31001 ID11=10 , IDgl=-672, iDalzID;I?
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64, Calcula el valor del determinant de 5& ordre segiient, emprant
¢l métode del pivot:
13231

1Al

[SHN SRS
0~
WL W
woroom
Lo ~3Ww

Sol. p1=1, p2=2 . p3=3 . pa=42 1 ps=660
|Al=ps/(p}.p2.p}) |AI=55.

Menor complementari i adjunt d'un element

65. Troba els determinants menors complementaris dels elements
de la diagonal secundaria. Qué observes? Passa el mateix amb els
adjunts? Comprova també que les solucions de 'equacié |Al=0 s6n
x1=-5, X2=9, x3=-3 i x4=-1, expressant per cada soluci6 la combinacio
lineal de la 4a fila en funcié de les altres tres. La matriu que has de
treballar €és

3-24x

A 23 x4
4 x 3-2 Sol |A14]=|A23|=|A32|=|A41|= -x3+29.x+48
x4-23 1A 4l =...=1A4 | =x3-20.x-48 |, xq: Ta=-T;-To-T3

Xo: f4=f1-f2+f3 y X3: f4=f1+f2-f3 P X4 f4=-f1+f2+f3

Regla de Laplace i obtenci6 d'elements nuls

66. Transforma la primera columna del determinant D en una que
tingui tots els seus termes nuls menys el primer. Fes dues vegades
més aquesta operacié fins a aconseguir un determinant de 2n ordre
i troba després ¢l seu valor.

i 2 3 4

pd1 3 6 10
1 4 10 20
1 5 15 35 Sol. go=fa-T1, g3=f3-Tg, etc... D=1.

67. Amb el determinant de la matriu A, aplica les propietats de
transformacié i reduccid, calculant-ne el valor. La matriu és:
3 18 24 33
1 5 7 9
5 27 36 55
7 38 51 78] Sol gi=1-3.12, g3=13-5.T9, etc... |Al=-1.

A
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68. Resol l'equacié de 4t grau donada per D(x)=0, fent en primer
lloc les operacions adients entre les files o columnes per reduir-lo
d'ordre:

x12353 Sol. g,=T)+f+f3+f4 F.comu

1x32_ do=Cs-C =C3-C; , 04=C4-C; , .
23 x 1 0. 2=C3-C; , d3=C3-C; , U4=C4-Cy1 , ...
321 % (x+6).x.(x-4).(x-2)=0 = x=-6,0, 41 2.

69. Calcula les 4 arrels de 'equacié D(x)=0, fent en primer lloc
operacions entre les files o columnes fins a reduir ‘el determinant a
un de segon ordre, per trcbar-ne el valor:

x 2 -3 1 Sol. gi=f1-Tz , ga=Ti-f2 ., ... F. comi

2 X -3 1 =0

2 -3 x 1 ds=CsiC) , Adjunts, eg=dz+d, ...
2 -3 38  x x1=2, X9=-3, x%3=2 1 xy=-1.

70. Sigui el determinant IM| de 5& ordre. Calcula separadament
la suma de cadascuna de les files, columnes i diagonals. Qué
observes? Aplica les propietats dels determinants per reduir-lo a un
de 3r ordre i després calcula'n el valor. El determinant és:

17 24 01 08 15
il 23 05 07 14 16 Sol. Q. magic S=65. €1=C1+...4+C5
Ml5 04 06 13 20 22 ' :
10 12 19 21 03 f?—f?-fll. fi;—f? flg,....Tornar—hi
11 18 25 02 09 fa=T-T;, Ta=T3-To,... IMI1=5.070.000.

71. Aplicant la regla de Laplace, després d'obtenir elements nuls a
la primera fila, calcula el valor del determinant de 5& ordre de la
matriu donada per:

6 -2 4 2 0
-6 3 -5 0 -3
A g -2 8 5 4 l:'2=c2+t:1 , C;|3=03—2.Cl , ves

-3 3 0 8 -5 ) :
12 -1 8 14 -2 adjunts, idem , |A1=600

Sol. F.comin2enf;iS8ent

72. Desenvolupa el determinant seglient de 4t ordre i deixa el
resultat simplificat com a producte de factors, tot fent servir la regla
de Laplace després d'obtenir elements nuls en aquest determinant
que ve donat per:

P pqpag?pgd Sol. F. comii p a cada fila
p=(p-©® P_p.q p.g?
pa2pqg® p pag ,
P9 pg?p.@® p fo=fy-f; ... D=p4.(1-g¥°.

¢1=xc; , f comil
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Matriu adjunta i determinant adjunt

73. Troba la matriu adjunta -A de la matriu A i calcula els dos
determinants |A| i |Ai. Comprova també que es verifica la relaci
[A1=1Al2. La matriu &s: ‘

357 3 -2 -1
A0 1-2 Sol. A=[-15 2 5 |. lAl=-8, [Al=64,
103 -17 6 3

74 Partim de la matriu complexa A de 3r ordre donada al final de
I'enunciat. Troba'n el determinant |Al, els menors complementaris

de cada element Ayl i els seus adjunts respectius IAUI. Escriu

després la matriu adjunta A i calcula el determinant adjunt A1,
Estudia si es compleix, en aquest cas de matriu complexa, la

propietat |AA1=1AI7-1, La matriu és:

0 1 1+ 1 141 -1
A i 0 i Sol. A= 1-i 2 1+i

-1+ i O -1 14 1

IAl=-2.1, |Al=-4
= [Al=1AlZ

Menors i menors complementaris

75. Sigui el conjunt C={1,2.3,...,49}. Col-loquem aquests niimeros
en una matrin AefM 7 de files f1=(4 5 6 43 39 38 40), fo=(49 15 16
33 30 31 01), f3=(48 37 22 27 26 13 2), T4=(47 36 29 25 21 14 3),
f5=(8 18 24 23 28 32 42), fs={9 19 34 17 20 35 41) i f7=(10 45 44
7 11 12 46).

Comprova que és un guadrat magic, és a dir, que la suma dels
elements de cada fila, columna i diagonal és constant. Escriu el
menor IMj7,171 i el menor complementari 1Aj7 171, Sera 1Aj7,17[ un
quadrat magic? Fes el mateix amb 1Mi267,1267! 1 |A1267.1267!-

15 16 33 30 31
37 22 27 26 13

Sal. |M17,17|=| 140 igl , lA7a7l= 36 29 25 21 14
18 24 23 28 32
. 19 34 17 20 35
4 5 38 40
1 2|49 15 31 1| |, | 22 27 26
Mi267,12671 = . 1267,12671=| 29 25 21
g 19 35 41 o4 23 28

10 45 12 46
Es veu que les matrius A, Aj7,17 1 A1267,1267 0N quadrats magics
de sumes 175, 125 i 75, respectivament.
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Adjunts, generalitzaci6 de la regla de Laplace

76. Donat el determinant D de 4t ordre, troba el seu valor partint
dels menors de 2n ordre de les dues primeres files 1 desenvolupant
el determinant per la regla de Laplace generalitzada:

15 8 -8 3
12 -3 4 -9
D= 4 0 -2 B
5 10 8 2

Sol. D=1Mjo,121.1-212,121+IM19,131. 1412131 +1M12,141. 1212141+
IMg.23!. 1212231+ Mi9.04!.1810,241 41 M12,34!.1-412,341.
D=(-61){-44)-(72)(-50)+(-141)(20)+(14)(-17)-{-63)(42)+
+(42)(40), D=7552.

Menors principals, teorema de Jacobi

77. Els 25 termes de la matriu A donada tenen la forma de quadrat
magic de suma 65. Agafa ara les 25 primeres xifres del nombre
n=3'141.592.653.589.793.238.462.643.... 1 substituix-les ordenada-
ment a la matriu A, és a dir, €l 3 de © a la casella ocupada per 01, el
primer 1 a l'ocupada per 02, etc., fins que 'altim 3 de = sigui a la
casella 25.

Quina és la nova matriu P? Quina és la suma de cada fila i de cada
columna? Troba també tots els menors principals de 2n ordre que es
poden formar a la matriu P.

17 24 01 08 15 24369
23 05 07 14 16 65273
A=| 04 06 13 20 22 Sol P=|19 94 2
10 12 19 21 03 38864
11 18 25 02 09 53315

Sf1=Xeq4=24, Sfo=Yc5=23, Yfa=Xe3=25, Yfa=3c2=29, Zfs=3c1=17
I1M12l=-14, I1Mi31=15, |IMj41=-6, IM151=-35, IMgg!=27,
IMagi=-26, |Mas|=0, |M341=22, [M351=3839, 1Mys|=26.

78. Sigui la matriu quadrada AeM 4 formada pels guadrats de
nombres naturals, Calcula els determinants menors principals M1,
IMyols, IMi1aglgi IMy234l4. Quin és el rang d'aquesta matriu?

12 22 32 47

22 32 42 52

32 42 g2 g2 Sol. IM;l1=1, iMyglo=-7, |IMjsals=-8
42 52 g2 72 IMos4l4=1A1=0 = plA)=3.

A=
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79. Per a la matriu A de files T;=(2 9 8), f9=(3 7 6) i f3=(1 5 4),
quin és el seu determinant 1Al? Calcula els adjunts 14111, 1A12],
14511 i lA99]. Quant valdra el determinant de segon ordre 1M 12lg

format per aquests adjunts? Troba després el menor |Mizlg ala
matriu donada i també el seu menor complementari |Ajsl;.

Comprova que es verifica el teorema de Jacobi.
IAI=6, 172! =|‘2"5[, | Mz =|2 9|, =IMs | ;=a33=4.
Sol. 6 12te= 75 1zle=|g 5 lA1211=1M3l 1=a33

T. Jacobt 1Migla=1A1211.1A12-1 | 24=4.61.

1.3 APLICACIONS A LES MATRIUS
Rang d'una matriu per determinants

80. Calcula per determinants el rang de la matriu A donada per:
1 2 0 1 3

acl 0 10 1 0 3
1 1 1 0 -1
0 0 2 1 0

Sol. IMy21=10=0 , IM1031=11£0, [M]934 =310 = p(A)=4.

81. Per a les dues matrius seglients M i N, calcula el sea rang per
determinants. En I'dltima matriu, sabries expressar les tltimes files

en combinaci6 lineal de les primeres?
' 3 4 5 6 7

,e2s -4 5 6 7 8
M={2546) 1 N-|5 6 7 8 O
S o2 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19

Sol. p(M)=4 , p(N)=2 , f3=2.fa-T) , f4=7.12-6.T1 , f5=12.15-11.1;

Inversa d'una matriu per adjunts
82, Pel métode dels ad{unts. troba Ia inversa A-l de la matriu A.

Comprova també que A*A-1=], on I és la matriu unitat:
1-3 2 123
"A={_3 3-1 Sol. 1Al=-1, 1A;;1=-1... Al={ 245
356

2-10
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83. Donada la matriu A, troba el seu determinant 1Al, els menors
complementaris 1Ayl, els adjunts |Ayl, la matriu adjunta A ila
matriu inversa A-l. La matriu A té per files 1=(32 0 2), f2=(2 1 0 1),
f3=(13-15)ifs=(01-11).

2 -7 -4 3 -1 2 0 O

o 2.| 4 10 & -4 | s1.l7/2 -5 -1/21/2

Sol. 1al=2. = & 7 © "7 |.at=| 152 T2 e
0 -1 2 1 -3/2 2 1/2-1/2

84. Troba dues matrius quadrades de 2n ordre A { B que verifiquin
simultiniament les equacions PsA=Q i A+PeB=0. Troba la inversa de
P pel métode dels adjunts. Les matrius donades P i Q somn:

— 0 1) . =(2 4 s =P-1 =[1 9) B=_P-1.A=(—15
P=l1 1)1 9\5 13 ol A=PTe@={, 4} - -1-9

85. Donades les matrius A, B i C se sap que les maitrius
desconegudes X i Y verifiquen el sistema segiient de dues equacions
amb dues incognites. Troba les matrius X1iY.

XY:B-I_C 2 40 110 010
{i » A=|0 10).B={034|1C=[0 00
Y e (A+X)=2.1 101 210 102
Y=(A+B1-C)/3 -8 -12 4 4 12 4

Sol. { ¢ / ,X=l( 8 -2 -4 .Y,=—11§(8 4 -4
A=2.Y-A 212 1 -7 6 1 -1

86. Donada la matriu A, troba'n la matriu inversa A-1, aplicant el
métode de la matrinu adjunta. Comprova-ho després fent la
multiplicacié d'aquesta inversa amb la seva matriu original:

0 1 1 -1 13 74

1 4 3 -4 1136 21
L 1Al=1,A "=

-22 -91 -74 95 So 1.4 52 74

38 156127 -163 78 95

Determinants de matrius quadrades especials

87. Calcula el determinant de 4t ordre D(a,b,c,d), que depén dels
parametres a, b, ¢ i d, deixant el resultat com un producte de 4
factors. Particularitza-ho després per a=1, b=2, c¢=3 1 d=4.
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aaaal
abbb| Sol go=fa-Ty, ga=fs-f2, ...

Dia.b.c.d)= abecec Det. mat. triang, D=a.(b-a).(c-b).(d-c)
abced D{1,2,3,4)=1.

88. Resol l'equaci6é en forma de determinant, |Al=0, apuntant el
conjunt de solucions S. El determinant de 6¢ ordre, que s'haura de
reduir fent operacions entre les linies, ens ve donat per

1 1 1 1 1 1
lx 1 1 1" 1
1 2x 1 1 1
lAl=
1 1 3x 1 1
1 1 1 4x 1
i 1 1 1 5=x

Sol. f'2=f2~f1 . f23=f3-f2 , ».. Det. mat. triang.
x(1x)(2-x1(83-x14x%)=0 = 8={0,1,2,3.4].

P g ottt

89. Es pot provar que, en general, el determinant format per
nombres combinatoris segiient, [Cl, sempre déna el mateix valor,
independentment de m i n. Dedueix aquest valor per al cas particular
dels parametres m=5 i n=3. Recorda la definici6 de nombre
combinatori, Ciy p=m!/[n!.(m-n)!].

Cmo Cmer0 - Cmno
ic1e| mt Cmaa e G
Cl'n,n Cln"‘i,ﬂ T C]n+n.n
1 1 1 1 \ .
' Co=L5-C =Cq-C
Sol ICI: 5 6 7 8 2=L27% ], L3=L37 00y e
¢ 10 15 21 28 _ _(m
= ICl=1, Cpn
10 20 35 b6 n

90. Per a la matriun A donada al final de l'enunciat, troba'n el
determinant Al i les matrius inversa A-l, transposada A' i oposada -A
Comprova que A és una matrin ortogonal. Es una matriu simétrica o
antisimétrica?

0 -2/3 2/3 1/3
2/3 o -1/3 2/3
-2/3  1/3 o 2/3
-1/3 -2/3 -2/3 0
Sol 1Al=1 , A"l=A" Antisimétrica: A'=-A.
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91. Partint del determinant de Vandermonde Dy, i fent operacions
amb les seves files, troban el valor, expressant-lo com a producte de

factors:

v a2 b2 ¢2 d2 Sol. Qg=fz-a.fy , ga=fsz-a.fz... f.comi
Dvy=(b-a).(c-a).(d-a).(c-b).(d-b).(d-c).

a3 b® 3 d®

Determinants generalitzats
92. Calcula el determinant generalitzat [A], on A €s la matriu de

files T1=(1 -2 -6} i f2=(3 -1 -4).
’ ; {41 29
. ={[AsA'] , Ae . [Al=15.
Sol. [A) e A AsA 29 96 [Al=15

93. Calcula els determinants generalitzats [A] i [B] de les matrius
donades A i B. Observa la similitud entre les dues matrius. Troba la
solucié general {X] en funcié dels parametres a, b, ¢ i d. Comprova-ho
després per [A] i [B]. Tenim:

- 1234) B=[3517] i X___(abcd]
A ( ! -71-53 -de ba

“\-43-21
Sol. [Al=30 , [B]=84 , [X]=a2+b2+c2+d2.

94. Sigui la matriu genérica AeMgx3. Prova que el determinant
generalitzat pot venir donat per [A]2=1B12+1C|2+(DI2. Tenim:
A=(ab c) B=(ab ) =(a c} i D=(b c
def d e c df e f
Sol. [Al=(a2+b2+c2)(d2+e2+f2) - (ad+be+cf)2 , simplif.

95, Comprova que necessiriament ha de ser nul el determinant
generalitzat [A] de la matriu A d'ordre 4x2. Resol el determinant per
adjunts de la primera columna. La matriu A és;

01 1 -5 3 2
SOL A.A1= ‘5 29 "7 '12
3 -7 25 2 |AsA'{=0.

2-5
4 3
-12 2 -12 2 5

g2=f2+5.f1 e

A=
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Altres aplicacions dels determinants

96. Per als vectors de l'espai Uy=a).i+b;. J+c1.K i Vo=as.i+bg.J+ca.K,
on I, ji K sén tres vectors unitaris en les direccions dels eixos X, Y {
Z, respectivament, es defineix el producte vectorial W=UjAl2 com
aquell vector, perpendicular als dos anteriors, definit per

I J k
W=waAbg={ a3 by ¢
az bz e

Siguin ara els vectors U1=3.i+4.J+5.k, Va=0+2, j+4.k, Us=i+4.j+2.k i
4=2.1+5.J+3.K. Troba els productes vectorials Wi=U1AUs i Wo=DgAl4
i després W= A5

Sol. W1=6.1-7.J+2.k, Wy=2.1+j-3.K, w=19.1+22.J+20.k.

97. El volum d'un tetraedre, o pirdmide de base triangular, de
veértexs Pi(xi, y1, z1), Pa(x2. yo, 22), P3(x3, y3. z3) 1 Palx4, ya, z4), és
expressat pel determinant

X1 Y1 2 i
_1|%2 Y2 z2
V= gle vs oz 1

X4 ¥4 24 1

Calcula el volum del tetraedre de vértexs P1{3, 5, 6), P3(2, 3, 1),

P3(1, 4, 2) i P3(3, 2, 8).

Sol Restar a cada fila l'anterior, Vr=4.

98. L'equacid general del pla que passa pels tres punts de I'espai,
Py(x1, y1. 21), Palx2, ya. 2z2) i P3(x3, V3, z3), es pot expressar com
I'equacié en forma de determinant,

x vy z 1
Xa y: Z] 1 =0
X y2 z 1
Xz ys zz 1

Calcula l'equacié general del pla que passa pels punts Pi(1, 2, 5),
P5(2, 0, 3) i P3(-3, 7, 9), desenvolupant el determinant per la regla
de Laplace, emprant els adjunts de la primera fila.

Estudia també si aquest pla conté el punt P4(4, 1, 7). I el nou punt
Ps(5. -3, 1)? Comprova-ho després substituint les coordenades en el
lloc de x, y i z en el determinant i observant si s‘anul-la o ndg.

Sol. Pla: 2.x+4.y-3.z+5=0, P4 no, Ps si.
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99, En l'espai, 1'drea d'un triaﬁﬁle que té de vértexs P1(xi, y1. 21}
Pa(x2, y2. z2) i P3l(x3, ¥3, 23) ve donada per

Se= L |X2-X1 Y2y |2 +IX2-X1 2221 I2 +| 2 Zz-zll2
2° V| xsx3 ys W X3-X1 2Z3-21 ¥3¥1 Z3-Z1

Amb els punts Pi(1, 2, -4), P2(4, 6, 8), P3(8, 9, 6} i P4(-8, 3, 12),

calcula l'area total S de la figura formada pels triangles P1P2P3 i
P1PoP4. Fes un esquema.

Sol. S123=35, S194=84'5, 5=1195.

100. Analitzant un fenomen econémic, s'ha observat que la variable
periodica yt depén de la variable x, on en els primers tres anys la
relacié de dependeéncia es definida pels determinants

-1 x x
x-1x
x x-1
Expressa en forma polinomica els dos determinants anteriors.
Apunta també el determinant de la variable yg4 i desenvolupall per la

regla de Laplace, fent, préviament, operacions entre les files i les
columnes.

yi=-1 Vo= |‘}1c _}f Y=

Comprova que tots aquests determinants verifiquen la férmula
general

yi= -DELEt-1).x -1].G+1)61

Sol. yo=1-x2 , y3=-1+3.x2+2.x3 , go=fo-fy, ga=f3-f1. ga=fs-f1
di=ci+co+estes , y4=1-6.x2-8.x3-3.x4.
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PROVA D'AUTOAVALUACIO

PROBLEMES PARAMETRITZATS

Presentem a continuacid una série de dotze problemes que, com
és 16gic, no abasten la totalitat de l'amplia gamma d'exercicis que es
podrien proposar. Tots aquests problemes de determinants depenen
d'un parametre “a”, que pot valer 1, 2, 3 o 4. Per a cadascun
d'aquests valors s'obté una resposta diferent entre lgs vuit possibles
donades.

En els segiients problemes parametritzats, substitueix en primer
lloc el parametre a pel valor que vulguis entre 1, 2, 3 0 4, resol el
problema, escull I'opcié correcta i després fes una creu al quadre de
respostes:

Determinants de tercer i quart ordre

1. Calcula el valor de P=IMI/864, on M és el determinant de la
mairiu M=A2eB3, Les matrius Ai B sén:

-2-2a 2-2a
A={210| i B={alo
312 003

A) 30 B) 27 C) 8 D) 16
E) 18 F) 13 G} 5 H) O

2. Resol l'equacié segiient en determinants, on m=a.(1-a}+20,

10-1 x a a+l
0xm|=[2x a-3 a+2
91- -x a+b a-l
Than de donar dos valors de x que sén:
A)4i5 Bll1i2 C)3i6 D)3i4
E)Y51i6 F)118 G718 H 217

8. Calcula el valor R=\/I—3, on D és el determinant de 4t ordre de files
fi1={a-2 a-3 a+l a+2), fo=(-a+3 a2 a+2 -a-1), fi=(-a-1 -a-2
a-2 a3 i fag=(-a-2 a+l -a+3  a-2). Troba el determinant
desenvolupant per adjunts de la primera columna, després de
l'obtencié de zeros. El valor de R és:

A) R=18 B) R=26 C) R=0 D) R=36

E) R=66 F) R=42 G) R=46 H) R=6
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4. Caleula el valor particular de la funcid de vendes V=+YD+a2-101
per al cas en qué D és el determinant de columnes ¢;=(1 -1 5 2J,
co=(1 -2 a 4),c3=(3 2 1 Bicg=(-1 1 -1 Q). Troba el
determinant pel métode del pivot. Obtindras:

A) V=2 B) V=3 C) v=7 D) V=1

E) V=6 F) V=8 G) V=4 H) V=5

Equacions amb determinants

5. Sigui a=1/(6-a). Determina el valor de x que és solucid de la
seglient equacié en forma de determinant IDI=0, on D és el
determinant de files f1=(1 x x x), fo=( 1 a.x Ax), f3=(A 2 1 Ax)i
fs=(r % A 1). Obtindras el valor:

A) x=3 B) x=1 C) x=6 D) x=7

E) x=4 F) x=5 G) x=2 H) x=8

6. Determina la mitjana m de totes les solucions de x en la segiient
equacid en forma de determinant, 1D =0, on IDI és el determinant
que té per files f1=(1 1 1 1), fo=(1 ax 1 1), f3=(1 1 a+l-x 1)i
f4=(1 1 1 a+2-x).

A) m=1 B} m=5 C) m=4 . D) m=2

E) m=3 F) m=7 G) m=8 H) m=6

7. Les files d'una matriu A{4x4) sén fi=(x -2 -1 a), fo=(-1 x a -2},
fs=(-2 a x -1) 1 fz=(@a -1 -2 x). Si calcules les 4 solucions de
l'equacié obtinguda anul-lant el seu determinant, veurds que hi ha
dues arrels reals i dues d'imaginaries conjugades, que sdn:

A) -5, 1, 2+ B) -6, 0, 3+ C)0,1,1+44i D)O, 3, 142,

E} 0, 2, 1434 F) -4, 2, 1H G)-7,-1,44 H)O, 4, 1H

Rang i matriu inversa per determinants

8. Donada la matriu de quart ordre que té per files fij=(1 2 3 -4),
fo={a a+l 3 -4}, f3=(2.a 2.a+2 6 -2.a)1ifs=(a+]l a+3 6 -8), troba el
seu rang r aplicant determinants de menors orlats. El nou parametre
p=r/a valdra:

A) p=1 B) p=4 C) p=0'5 D) p=3

'E) p=2'5 F) p=1'5 G) p=3'5 H) p=2
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9. Estudia per quin valor de A la matriu A de files f=(1 0 -1 2),
fo=(0 3-a 3 -2),f3=(4 1 2 1)ifz=(-3 -1 O 1), no existeix la seva
inversa A-l.

A) rA=-4 B) A=-8 C) a=-7 D) »=-6

E) A=-5 F) 2=-3 G) a=-1 H) A=-2

10. La suma de tots els elements de la diagonal principal d'una matriu
quadrada s'‘anomena traga. Sigui la matriu L={[-A)-1, on A és la matriu
de files £1=(0 -a -6), fo=(-2 0 -7)ifa=(-1 2 2)il és la matriu
unitat. Quina és la traga T de la matrin L? :

A) T=5/8 B) T=-5/8 C) T=-1/19 D) T=3

E) T=-1/10 F) T=1/10 G) T=5 H) T=1/19

11. Donades les matrius quadrades de tercer ordre

a I 2 32-1
A=l 2 2 5 1 B=l211 )
1 3 5-a 111
calcula el valor del determinant |AsB-11, Obtindras
A) 41/3 B) 5/2 C)11/4 D) 7/2
E) 8 F) 9/4 G)2/3 H) 11/3
Determinant generalitzat

12. Calcula el determinant generalitzat, [A], de la matriu rectangular
A=(2atl 5-a at4
92.a 3a-1 12/a
El valor aproximat amb dues xifres decimals sera:
A) 7'25 B) 43'92 C) 69'66 D) 131'11
E) 87'38 F) 26'73 G) 15'62 H) 157'52
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QUADRE DE RESPOSTES:
[A]

[p]Olx]
[r][el{a]

(o] O &l
[l (el [x]

[o] O[]

(el Lol {a]

[p]OlE]
[xi[e] [=]

[al[=][d]
[p]O (k]
[¥]le] (=]

EEE
RO
=le] [a]

EEE
BIOE
el ]

Puntuacio:

Respostes encertades: |:’ Punts positius (x4):
equivocades: [ |

Després de resoldre
tots els problemes,
fes una creu a
les respostes que
consideris correctes.

Si creus que la resposta
no figura entre les vuit
donades, posa la creu
al cercle central.

ARG | EEE
BOE | BOE
HeE | B

negatius (x{(-1)):

AEE
RO
e][al =

EEE
B0
Elsli]

"AEE
B0
Fl =

Respostes correctes en funcié del paraimetre:
{a=1, 2, 3 i 4, respectivament)

Pi: E-B-D-H
Ps: F-E-A-G
Pg: F-A-G-H

[ ]
[ ]

Py: A-C-H-F P3: A-B-F-E
Pg: A-D-E-C  P;: F-A-B-G
Pjo: B-D-F-C  P;1: GH-E-A

P4: G-B-A-D
Pg: D-F-A-C
Pyo: B-G-C-D
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Qualificacié:

Per obtenir la nota N farem servir la *Part entera”, on prendrem
l'enter inferior a la puntuacié donada. Aixi. E(5'3)=5. Quant a la
qualificaci6, ens basarem en el barem segiient:

Susp. (N<5) Apr. [5£N<'_7] Not. (7<N<8) Exc. (N29)
Nota (N=E[(P+3)/5]): [ | Qualificacit: | ]

Si la puntuacié no ha estat I}rou alta, es pot tornar a resoldre la
prova, repassant abans els conceptes 1 exemples, perd ara emprant
. un valor diferent per al parametre “a”, que ha de ser 1, 2,304
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GLOSSARI DE CONCEPTES

Exposem a continuacié un recull dels terrmes matematics emprats,
seguits de la plana en qué es poden trobar. Els ntimeros en negreta
indigquen que el concepte és a la part de “Formulaci¢ matematica”.
En cas contrari, és a la part de “Conceptes i exemples™

- A =

Adjunt d'un element 21 36
d'una submatriu 26 38
generalitzat 26 38

Adjunt, determinant 24 37
Adjunta, matriu 23 87
Adjunts, propietats 21 36
Agregatives, columnes 17
Alternanga, propietat 13
Aplicacié determinant 13 33
Axiomes de determinant 13 33

- @ -

generalitzats 32 41
Determinants, propietats 17 35
reduccio 18

Diagonal d'un determinant 39
d'un menor 398

-8 =

Calcul matriu inversa 30 40
Columna de sumes 19 35
Columnes agregatives 17 34
Combinacid lineal 18

Conjunt permutacions 14 33
de linies 27

= =

Element pivot 19 35

Element, adjunt d'un 21 36
menor complem. 20 36

Elements nuls, obtencié 22 36
Equacions, sistema 34
Escalar, producte dun 13

o @ o

Generalitzats, adjunts 26 38
determinants 32 41

- &t

Definicid de determinant 15 33
Determinant adjunt 24 37
d'una matriu 13 33
d'una mat. ortogonal 31 41
d'una mat. triangular 31 41
de segon ordre 16 34
de tercer ordre 16 34
de Vandermonde 31 41
menor 20 36
menor orlat 29 40
Determinant, aplicacié 13 33
axiomes 13 33
definicié de 15 33
diagonal 39
Determinants d'ordre super. 19
de matrius semblants 31 41

Homotécia, propietat 18
Horitzontal, matriu 32 41

o1 =

Imparelles, permutacions 14
Indexs, paritat 20
signatura 20 26 36 38
suma 26 38

Inversa, matriu 18
Inversio, termes en 14 33
Inversions, nombre d' 14 33

= dJ =

Jacobi, teorema 28 40
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