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PROLEG

Oferim als estudiants universitaris i als lectors interessats aquesta
guia didactica de la matematica universitaria com a fruit dels nostres
anys de docéncia de les matematiques a la Universitat. El resultat
final ha esdevingut una col.lecci6 de quinze petits volums agrupats en
els dos méduls d'Algebra Lineal i de Calcul Infinitesimal.

Per raons de contingut el modul d'Algebra Lineal s'ha subdividit en
les tres parts corresponents d'Algebra Moderna (dos volums:
Conjunts i Estructures), Algebra Matricial (tres volums: Matrius,
Determinants i Sistemes d'equacions) i Algebra Vectorial (tres
volums: Vectors, Endomorfismes i Geometria Analitica), mentre que
el modul de Calcul Infinitesimal agrupa les tres parts corresponents a
Calcul Funcional (dos volums: Successions i Funcions), Calcul
Diferencial (tres volums: Derivades, Corbes i Optimitzacié) i Calcul
Integral (dos volums: Integrals i Equacions Diferencials).

Creiem que, en l'estudi de la Matematica, l'alumne universitari
podra servir-se d'aquesta guia didactica tant per a la confecci6 dels
seus propis apunts com en l'estudi dels diferents temes que
conformen les assignatures corresponents a les matéries tractades.
Per aquest motiu es presenta una breu Bibliografia escollida
classificada en basica i addicional, segons el grau de dificultat que
presenta. :

Exposem el Programa ila Simbologia, on indiquem els conceptes
que lintegren, conjuntament amb el simbolisme que farem servir al
llarg de l'obra. Hem procurat fer un programa racional en qué els
conceptes es van deduint els uns dels altres de manera logica.

En cada volum es destaca especialment el contingut en Conceptes i
Exemples, de gran importancia per a la comprensié de les matéries
tractades, en les quals, sovint, es prescindeix de demostracions
formalistes d'acord amb l'esperit de l'obra, que, com el seu titol
indica, pretén ser una guia didactica.

A continuacié presentem una Formulacié matemdatica, expressada
en simbols formals dels conceptes estudiats, que ajudaran, sens
dubte, a la rigorositat en la resoluci6 de giiestions i problemes.

Seguim el desenvolupament amb la part dedicada a l'estudi de
Problemes resolts. Es important que l'estudiant comprengui fins a
I'altim detall aquests problemes, que, en realitat, sé6n una continuitat
en grau de dificultat dels exemples senzills estudiats anteriorment.

Presentem després una col.leccié de Problemes proposats amb la
intencié que el lector els resolgui de manera natural mitjancant els
coneixements adquirits als apartats anteriors.



A l'apéndix s'inclou una Prova d'autoavaluacié que consta d'una
série de “problemes parametritzats”; és a dir, problemes que
depenen d'un parametre (a=1,2,3,4). Per a cada valor del parametre
la solucié sera diferent i estara inclosa entre alguna de les vuit
possibles. Aquest tipus de problemes es podra resoldre quatre
vegades amb numeros diferents.

Finalment, a més de la Bibliografia escollida, un Glossari de tots els
conceptes matematics exposats al llarg de l'obra en facilita la rapida
localitzaci6.

Joan Bonet, Xavier Bertran,
Carles Cassu, J. Carles Ferrer
Girona, novembre de 1994
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b) PROGRAMA 1 SIMBOLOGIA

1.1 CARACTERISTIQUES DE LES MATRIUS.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Concepte de matriu: conjunt indexat (Im), ordre, index
(i,j). Aplicacié matriu (fa), matriu (A,B,C,...), matrius real
i complexa, termes (ajj). Linies d'una matriu: files (fj) i
columnes (c;).

Ordre d'una matriu: definicié d'ordre (mxn), matrius
equidimensionals, conjunt de les matrius (Mmxq).
Classificacio segons l'ordre: matriu rectangular i
quadrades, mat.-fila i columna.

Diagonals en matrius quadrades: diagonal principal
(Dp) i secundaria (Dg), traga d'una matriu (t(A)).
Operacions elementals entre linies: suma algebraica de
linies paral-leles, producte d'un niimero per una linia.
Fila nul-la (fo) i columna nul-la (cg). :
Independéncia lineal: combinaci6 lineal entre linie
paral.leles (c.l.), matrius equivalents (A=B). Sistema
lligat, files o columnes linealment dependents. Sistema
Lliure, files o columnes linealment independents.

Rang d'una matriu: definicié de rang (p(A)). Matriu
escalonada. Calcul del rang d'una matriu: métode de
Gauss, regla del Pivot.

1.2 OPERACIONS AMB MATRIUS.

1)

2)

3)

4)

Transposicié de matrius: transposicio, matriu transpo-
sada (A'). Propietats.

Suma de matrius: igualtat de matrius (A=B), termes
corresponents. Suma de matrius, matriu suma (A+B).
Matriu nul-la (0), mat. oposada (-A). Propietats, grup
abelia. Diferéncia de matrius (A-B).

Producte d'un nimero per una matriu: definicio.
Escalar. Propietats.

Producte de matrius: mat. multiplicables, conformitat,
mat. producte (A*B). Producte escalar d'una fila per una
columna. Propietats: no commutativitat, premulti-
plicaci6 i postmultiplicaci6, transposicio.
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5)

6)

7)

Producte de matrius quadrades: matriu unitat (D).
Altres propietats, anell no commutatiu amb el. unitat.
Mat. commutables. Mat. inversa (A-1), mat. regulars i
singulars. Matrius divisors de zero.

Cilcul de la matriu inversa: meétode del sistema
d'equacions. Métode de Gauss-Jordan, mat. conjunta
(M). Poténcia d'una matriu (An), polinomi matricial
(p(A)), polinomi anul-lador, métode del pol. anul-lador.
Particié de matrius: submatriu o caixa, particio de
matrius, matriu particionada. Operacions amb mat.
particionades: suma, producte per un escalar, producte.
Calcul de la inversa per submatrius.

1.3 TIPUS DE MATRIUS QUADRADES.

1)
2)

3)

4)
5)

6)

Matrius triangulars: mat. triangulars superiors i
inferiors. Mat. diagonal, mat. escalar.

Matrius simétriques: mat. simétrica (S) i antisimétrica
(T), propietats.

Matrius de quadrats especials: matriu mvolu’uva, mat.
involutiva d'index m. Mat. ortogonal. Mat. idempotent,
mat. peridodica de periode p. Mat. nilpotent, mat.
nilpotent d'index m.

Matrius complexes: matrius complexa, conjugada i real.-
Matrius hermitica i antihermitica.

Matrius equivalents: mat. equivalents. Matrius de pas
(P, Q). Mat. semblants i congruents.

Matrius no negatives: mat. no negativa, mat. positiva.
Mat. estocastica. La matriu de Leontiev (L) i la seva
inversa (L-1). Matrius de permutaci6 (Pjjk).
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c) CONCEPTES I EXEMPLES

1.1 CARACTERISTIQUES DE LES MATRIUS

1.1.1 CONCEPTE DE MATRIU. Anomenem -conjunt indexat d'ordre
m, i el simbolitzem per Iy (0 també Jy) el format per tots els
nombres naturals inferiors o iguals a m. A cadascun d'aquests
nimeros l'anomenem index, que, evidentment, varia d'l a m.

Exemple 1. Donat Ig={ieN / 1<i<8} observem que i=1,2,...,8, cosa que
indica que I'index varia d'1 a 8, Ig=(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

Siguin dos conjunts indexats I, i Jy i sigui també un cos K. Si
formem el conjunt producte IpxJn obtindrem m-n parells ordenats
que es podran disposar en forma rectangular. S'anomena aplicacié
matriu una aplicacié d'ImxJp en el cos K de manera que cada parell
ordenat (i,j) tingui per imatge un determinat element a;j del cos. Es
podra simbolitzar per fa, on A és el conjunt imatge en el cos K.

Exemple 2. Siguin els conjunts indexats 13=(1,2,3} i J4={1,2,3,4}. El
seu conjunt producte I3xl4 constara de 3.4=12 parells ordenats.

xJ1 1 2 3 4 J K|
oal al ap ap //fA\vq cA1 L2 g edig
ol 2y 22) 2B (24 f21 %2 B3 A4
3| 6l) 62 BR G 1 2 Az A

A cada parell li correspondra un element del cos K, aixi el parell
(1,3) tindra per imatge l'element a;3. Notem que la disposici6 de les

imatges en K pot quedar en forma rectangular, similar al IxJ,
substituint de manera ordenada cada parell perla seva imatge.

Anomenem matriu aquest conjunt de numeros disposats en forma
rectangular. Segons quin sigui el cos, R o C, tindrem una matriu real
0 bé una matriu complexa. Situarem les matrius entre paréntesis i les
simbolitzarem per les primeres lletres majascules A, B, C,...:

app a2 --- ain
dml A4m2 °** 3mn

Abreujadament, podrem escriure A=(aj) on i,j s6n els indexs que
ens indiquen els diferents termes de la matriu. Es clar que el primer
pot seri=1,2,....m i el segon j=1,2,...,n.
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Si un d'aquests indexs roman constant i variem l'altre per a tots els
seus valors, tindrem un conjunt de termes que constituiran una linia
de la matriu. Si és el primer index el que roman constant, obtindrem
una fila, mentre que si és el segon ens quedara una columna.

Observem que en una matriu existeixen m files i n columnes. Les
files les simbolitzem per f; i les columnes per C;. Aixi, la primera fila
és f1=(aj1 aj2 ..- ain), la segona fo=(ag] agz ... agn) i l'emésima
fm=(@m1 am2 ... amn)- Per a les columnes la disposicié és vertical i les
columnes primera, segona i enésima soén:

a1 a2 aln

a: a a
cl= ?1 y C2= ?2 NEREN cn= %n

dml am2 amn

Per facilitar la notaci6 de les columnes posem Ci=(ajj a2 ... am1)",
Co=(a12 a22 ... am2)' i Cp=(ain a2n -.- amn)', on la prima ens indica que
es tracta d'una columna.

Per tant, la matriu A podra considerar-se o bé com un conjunt de
m files, A=(f; fg ... f)', on aquesta disposicié ha de veure's com
vertical, o bé com un conjunt de n columnes, A=(Cy Cg ... Cp).

Exemple 3. Donada la matriu
320-4
A=( 1-58 —3)
7 6-9-2
veiem que té per files f1=(3 20 -4) , fo=(1-58 -3) i f3=(7 6 -9-2 ). Les
columnes, escrites horitzontalment seran €1=(3 1 7)', €2=(2 -5 6)',
€3=(0 8 -9)' i €4=(-4 -3 -2 )". Observem que aj}=3, a23=8, ag4=-2, etc.

1.1.2 ORDRE D'UNA MATRIU. S'entén per ordre d'una matriu A el
nombre de les m files i n columnes de qué consta. Escriurem
ord(A)=mxn. Dues matrius que tinguin el mateix ordre es diran
matrius equidimensionals, ord(A)=ord(B), i les dues pertanyeran al
conjunt de les matrius d'ordre mxn, simbolitzat per Mmxn.

Exemple 4 Per a la matriu anterior A i les matrius
1453 25
B=(2 8 7-6) i C=(0—3)
3-20-1 14
observern que A i B s6n matrius equidimensionals (amdues sén del
mateix ordre: tenen 3 files i 4 columnes). Posarem A,Be M3x4. En
canvi, Ce M3xo i no sera equidimensional ni amb A ni amb B.

Segons el seu ordre podrem fer una classificacié de matrius:: en
general les matrius seran matrius rectangulars, pero si el nombre m
de files és igual al n de columnes direm que es tracta d'una matriu
quadrada, ja que tindra forma de quadrat.
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El conjunt de matrius quadrades de n files i n columnes, és a dir,
de les matrius amb ord(A)=nxn (també, i com a simplificacio,
escriurem ord(A)=n) el simbolitzarem per My,.

Si una matriu consta d'una sola fila, diem que es tracta d'una
matriu fila i, si consta d'una sola columna, l'anomenem matriu
columna. Encara més, una matriu d'una sola fila i una sola columna no
€és res més que un numero i aixi un numero pot considerar-se com
un cas particular de matriu.

Exemple 5. Les matrius A, B i C anteriors sén clarament matrius
rectangulars. En canvi, les noves matrius )

1-25 3
A=|384 .B=(2-59-8)ic=(12)
6 9-7

s6n, respectivament, una matriu quadrada, una matriu fila i una
matriu columna, que també es pot representar per C=(-3 12)'.

.1.1.3 DIAGONALS EN MATRIUS QUADRADES. Si A és una matriu
quadrada (d'ordre n),.1a diagonal principal esta formada per tots els
elements que tenen el mateix index de fila i de columna.
Geométricament, és la diagonal del quadrat que va des del primer
terme ajj fins a l'ultim app. Escriurem Dp=(aji, a22...., ann), on
separem els termes per comes per indicar que no es tracta de cap
linia (fila o columna) de la matriu.

L'altra diagonal d'una matriu quadrada és la diagonal secundaria,
Observem que la suma dels indexs de cada terme de la diagonal
secundaria és-sempre igual a n+1. Escriurem Dg=(ajp, a2 n-1s.-+» anl)-
Veiem-ho per ‘una matriu quadrada d'ordre 4, on es pot comprovar la
disposici6 geométrica de les diagonals principal i secundaria:

a2 a3 a4 aj; ajz as
D ag) [Agg=azs azs | Dy a1 Az ag4
asi ass asq as1 ags asq
a41 agz ag3 [Agy] [a41] a2 ass ase

Un concepte important és el de traga d'una matriu, simbolitzada
per T(A), que ve donada per la imatge de I'aplicacié T: A—R, tal que a
cada matriu quadrada A li fa correspondre la suma dels termes de la
seva diagonal principal. Aixi la traca sera T(A)=a; 1+a99+...4+ann.

Exemple 6. Si A és la matriu quadrada de l'exemple anterior, tenim

com a diagonal principal Dp=(1, 8, -7) i com a diagonal secundaria
Ds=(5, 8, 6). La traca de la matriu és 1(A)=1+8+(-7)=2.

1.1.4 OPERACIONS ELEMENTALS ENTRE LINIES. Partim d'una
matriu A d'ordre mxn, és a dir, formada per m files i n columnes.
Considerem dues files o columnes paral-leles.
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La suma algebraica de linies paral-leles es realitza sumant o restant
els termes correlatius de cada linia. Aixi, en una matriu A(5x6),

aj; a2 aig aje
ag1 a2 azs age
A=| [@31] [as2] [@ss| [As4] [Aag] [ase]
(1] [Aaz] [2a3] [2aq] (245 [246]
as1 asz as4 ase

donades per exemple les files f3=(a3z1 agz .- age) i fa=(ag1 a42 --- a46)
la seva suma algebraica sera

fatfs=(az1tas) agetass ... azetase)
El mateix passara amb les columnes. Si €3=(a13 a23 ... as3)' i

cs=(ais azs ... ass)' son dues columnes de A(5x6), la seva suma
algebraica vindra donada per :

C3tCs=(ajstals az3tags ... as3tass)

Efecturar el producte d'un namero per una linia consisteix a
realitzar el producte d'aquest ntimero per tots els termes de la linia.

Si, per exemple, es tracta del niimero real a i de la fila f3,ala
matriu anterior A(5x6), tindrem
o.fg=(o.az; o.asg ... 0.a3g)
En canvi, per a la columna Cs tindrem
o.Cs=(c.als o.ass ... 0.ass)'

En el cas particular a=0, obtindrem evidentment la fila nul-laila
columna nul-la, que designarem respectivament per
fo=(0 0...0) i €o=(0 O...0)

Exemple 7. Donada la matriu A d'ordre 3x4

1-35 8
A=|27-43
60 7 -9/

comprova mentalment que f1+fo=(3 4 1 11), fo-T3=(8 7 -11 12),
€1+C3=(6 -2 1) i Co-Cq=(-11 4 9.~

També, si a=6 tindrem 6.f2=(12 42 -24 18) i 6.c3=(30 -24 42J'

1.1.5 INDEPENDENCIA LINEAL. Donades dues o més linies
paral-leles, una combinaci6 lineal entre elles és la realitzacié conjunta
de les dues operacions elementals anteriors; és a dir, multiplicar les
linies per numeros i després sumar-les.
Exemple 8 . A la matriu A anterior, una combinacié lineal entre files
i una altra entre columnes, sén, per exemple
3.65+(-4).f3= (6 21 -12 9) + (24 O -28 36)=(30 21 40 45)

5.c142.c4= (5 10 -30)'+(16 6 -18)'=(21 16 -48).
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Sigui ara una matriu A(mxn) on dues de les seves files sén fjifj.
Direm que la fila fx és combinacié lineal de les f;i fj, i escriurem

fx=c.L(f;, f;), si es poden trobar dos ntmeros reals o i B de manera
que multiplicant-los per les files respectives i sumant-ne els

resultats, s'obté la fila fk. Es a dir, si fr=o.fi+B.1j.

El mateix podem dir pel qﬁe fa a les columnes. La columna Ck és
combinacié lineal de les cji €y, i escriurem Cyx=c.l.(Cy, cj), si
existeixen dos nimeros reals a i § de manera que Ck=0.Ci+B.Cj.

Exemple 9. Suposem la matriu
2310
s(3527)
54-67
Observem que l'altima fila és combinacidé lineal de les dues
primeres, fz=c.l.(fy, fg), perqué fg=4.f;j+(-1).f3, és a dir,
multiplicant la 1? per 4, la 22 per (-1) i sumant-les s'obté la 32 fila.
Pel que fa a les columnes, també veiem que I'dltima columna és
combinaci6 lineal de les tres primeres, C4=c.l.(Cj, C2, €3), que en
aquest cas és €4=C]-Co-C3. També es poden comprovar les dues
combinacions lineals seglients C3=(-2).C1+Cg i €4=3.C;+(-2).Co.

Siguin A i B dues matrius equidimensionals. Diem que A i B sén
matrius equivalents, i escrivim A=B, si les linies de B es poden
obtenir com a combinaci6 lineals de les linies de A, €s a dir, si es pot
passar d'una a l'altra mitjancant operacions elementals.

Exemple 10. La matriu anterior A és equivalent a les matrius

6 9 -3 0 69-3 0 6 9-30

Bl=(6 16 4 -14).Bz=(o 77 -14) i Bs=(0 1 1-2)

5 4 6 7 546 7 5467
ja que a la primera Bj hi ha les noves files §1=3.f] i go=2.f9,an la
segona Bg s'han restat aquestes dues, la nova fila ha quedat ho=g;-
g2 i en I'Gltima matriu B3 la segona fila és 1/7 de ha.

També es poden fer operacions elementals entre les seves

columnes. Per exemple'si prenem la nova columna donada per d4=-
C1+Co+C3+C4 ens resulta la columna nul-la.

Donat un conjunt de files S={fy, fj, ..., fi, ..., fs} direm que formen
un sistema lligat i que les files son linealment dependents si una
d'elles es pot posar com a combinacié lineal de les altres. Aixi, es pot
tenir fi=c.L(f;, fj,..., fs), anomenada equaci6 de lligadura.

En canvi, si al conjunt S de files cap d'elles no es pot posar com a
combinaci6 lineal de la resta, diem que S és un sistema liure i que
les files son linealment independents. Es pot provar que en un
sistema lliure 1'anica manera d'obtenir la fila nul-la és multiplicar
totes les files per O i sumar-les. Consegiientment, per demostrar que
un conjunt de files és un sistema lliure podem provar que

o fitB.fj+. . +A.fi+.. +0.fs=Tg = o=0, p=0...., A=0, ..., 6=0
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De manera analoga també podem parlar de columnes linealment
dependents i linealment independents. .

Exemple 11. Si ens fixem en la matriu A de I'exemple 9 veiem que el
conjunt de totes les files Sy={f, Ta, T3} formen un sistema lligat,
perqué per exemple f3=4.f}+(-1).fa , d'on es pot deduir l'equacié de
lligadura 4.f;-fo-f3=1q. _

El nou sistema Sg={f1, f2} és un sistema lliure perqué les dues
files s6n linealment independents (no es pot deduir fg a partir de
amb operacions elementals).

Per a les columnes veiem que S3=(Cj, C2, €3, C4} i Sg4={C], C2, C3}
s6n sistemes lligats, mentre que S3=(C1, €2} és un sistema Iliure.

1.1.6 RANG D'UNA MATRIU. Simbolitzem amb p(A) el rang d'una
matriu A, que es defineix com el nombre maxim de files de A
linealment independents. Es pot provar que aquest rang coincideix
també amb el nombre maxim de columnes linealment independents,
pero d'ara endavant treballarem només amb files.

Exemple 12. Amb la matriu A que estem emprant com a exemple hem
vist que Si=(fj, fg, f3} és un sistema lligat, perd Sg={f], fo} és un
sistema lliure. Aixi hi ha dues files linealment independents i el
rang de la matriu és p(A)=2.

Per cdlumnes, al ser S3={Cy, C3} un sistema lliure i Sg={C], Cg, C3}
un sistema lligat, també el maxim nombre de columnes linealment
independents és dos i el rang sera p(A)=2.

Per determinar el rang p(A) d'una matriu, cercarem una matriu M,
equivalent a la donada, anomenada matriu escalonada, que compleix
les dues condicions segiients: o

(1) FORMACIO DE L'ESCALO. Una fila que és a sota d'una altra té el seu

ler terme no nul a la dreta del primer terme no nul de l'altra.

(2) FINAL DE TOTS ELS ESCALONS. Si una fila de la matriu és la fila

nul-la (formada per zeros), també sén nul.les les files
posteriors.

Es pot provar facilment que si la matriu escalonada M té r files
diferents de la fila nul-la, llavors el rang de la matriu inicial A és 1.

El problema, doncs, es redueix a determinar la matriu escalonada.
El procediment que emprarem és el métode de Gauss, que segueix
els passos segiients:

PRIMER ESCALO. Deixarem la primera fila igual i farem que el primer
terme de totes les files posteriors es transformi en zero. Per aixé
es faran les combinacions lineals adients entre la primera fila i la
fila de treball, simplificant si és possible.

SEGON ESCALO. Ara deixarem igual les dues primeres files i a partir de
la segona fila, repetint el procés anterior, farem que totes les
posteriors tinguin nul el seu segon terme. I aixi es reitera, fins
que s'acaba el procés.



MATRIUS 19

El procediment s'acaba quan la matriu ens queda escalonada i el
rang sera el nombre de files diferents de la fila nul-la. Hem de notar
que si les operacions han de resultar més senzilles, es pot canviar
l'ordre de les files.

Exemple 13. Calculem el rang p(A) de la matriu A que estem fent
servir d'exemple. Emprarem el métode de Gauss:
2 3-10\f; 23-1 0
A=|382-7|f2 =[{07 7 -14 £2-0f5.3.61=
54-67/f3 0-7-7 14 /832451

23-10 23-10
=l011-2jhy=g,/7 =[{011-2
0-1-12/hs=gs/7 \0 0 0 0/ is=hs+h,

Veiem que la matriu ens ha quedat escalonada. Prescindint de
I'dltima fila, que és nul-la, ens quedaran dues files, per la qual cosa el
rang de la matriu és p(A)=2.

Si ara haguéssim de determinar el rang de la matriu B de files
f1=(0 3 5), fo=(2 7 4) i f3=(1 8 6), podias permutar abans I'ordre, i la
nova matriu B=(f3 fa fj)'quedaria del mateix rang. Comprova com
a exercici que aquest rang €s igual a 3.

Si volem fer rapidament el métode de Gauss, podem emprar un
algorisme (técnica de calcul) anomenat regla del pivot, que
consisteix a fer sempre i metodicament les mateixes operacions:

PRIMER PAS. El terme pivot és el aj, si a;120. Deixarem la 12 fila
igual i posarem zeros a tots els termes sota el pivot. Després,
prescindint de la 12 fila i 12 columna, per a cada terme aj ens
imaginarem com un quadrat o matriu de vértexs el pivot aji,
aquest terme ajj i els ajp i ajj. Farem el producte dels
elements de la diagonal principal menys els de la secundaria,
ai1.ajj-aj1.ayj, i el resultat by el substituirem per ajj.

SEGON PAS. El nou terme pivot és bas. Deixarem la segona fila
igual i posarem zeros a totes els termes sota el pivot. Per el
terme bj; considerarem el quadrat bag, bjj, bjg i byj, farem el
producte cij=b22.bij-bi2;b2j, i el substituirem per bjj.

Ho continuarem fent de la mateixa manera fins que la matriu ens

quedi escalonada. Evidentment, el rang sera el nombre de files
diferents de la fila nul.la.

Exemple 14. Trobem ara el rang de la matriu anterior A pel métode de
Gauss, perd fent servir la regla del pivot.

-1 0 23 -1 0 2 31 0
A=l 318 2 7 1}=[ 0 [ 7 14| =l 0 7
54 6 7 ol|l7 7 14 0o

Veiem. com abans, que el rang de la matriu és p(A)=2.
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1.2 OPERACIONS AMB MATRIUS

1.2.1 TRANSPOSICIO DE MATRIUS. La transposicis matricial és una
operaci6 monaria que converteix les files en columnes, i viceversa.
Donada la matriu A, simbolitzarem la seva matriu transposada com a
A'. Evidentment, si ord(A)=mxn tenim ord(A')=nxm, i si la matriu A
és quadrada, la seva transposada la podrem trobar fent una simetria
respecte a la diagonal principal. Clarament, es veu que es compleix la
propietat didempoténcia: (A")'=A.

Exemple 15. Donades les matrius seglients

7-20-3
2-16 -1498
A=( . B= iC=
-3 4 -7 613-7 (3-657)
25-46
les seves matrius transposades s6n
7-1-62 3
2 -3
A=|_14] . B= 2415 §{ o= -6
6 -7 0934 5
-38-76 7

Observem que la primera fila I'hem convertida en la primera
columna, la segona fila en la segona columna, etc.

1.2.2 SUMA DE MATRIUS. Partim de dues matrius A i B del mateix
ordre, mxn. Definim en primer lloc la igualtat de matrius, A=B, dient
que dues matrius s6n iguals si i només si els seus termes
corresponents (de la mateixa fila i la mateixa columna) sén iguals.

Pel que fa a l'operacié6 de suma de matrius la definim de manera -
natural fent que la matriu suma, A+B, sigui aquella on cada terme és
la suma dels termes corresponents d'amdues matrius.

Exemple 16. Les matrius A i B de l'exemple anterior no es poden
sumar, perqué no sén del mateix ordre. Agafem les noves matrius

5-14 9 35-17
“(3333) 4 (3533
601-4 -4-29 1
Trobem ara la matriu suma A+B,
543 -145 4+(-1) 9+7 ) ( 8 4 3 16-)

A+B=( 242  3+0 -7+8 8+(-5) 4 3 1 3
-6+(-4) 0+(-2) 149 -4+1 -10 -2 10 -3

Si tenim en compte la matriu nul-la (O), definida com a aquella que
té tots els seus termes nuls, i I'anomenada matriu oposada (-A), que
té com a termes els oposats de la matriu donada, veurem que
l'operaci6é de suma de matrius té les propietats segiients:

Operaci6 interna o clausura (la suma de matrius del mateix ordre
és també del mateix ordre), associativa (per a la suma de tres matrius
és indiferent la manera com s'agrupen els paréntesis), commutativa
(l'ordre de les matrius sumands no altera la matriu suma), xxisténcia
d'element neutre (O) i existéncia d'element oposat (-A).
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Consegitientment, 'estructura (Mmxn, +) formada pel conjunt de les
matrius del mateix ordre amb l'operaci6 de suma és un grup abelia. A
mes, tenim la propietat de transposicio (la transposada de la suma és
igual a la suma de les transposades). ‘

Finalment, podem definir 1'operacié de diferéncia de matrius, on la
matriu diferéncia s'obté sumant a la matriu A l'oposada de la matriu
B, A-B=A+(-B).

Exemple 17. Si fem la diferéncia de les dues matrius anteriors,
obtenim

A-B=| 22 3-0 -7-8 8-(-5) 03 -15 13

53 -1-5 4-(-1) 97 ) (2-6 5 2 )
-6-(-4) 0-(-2) 1-9 -4-1 22 -8 -5

1.2.3 PRODUCTE D'UN NUMERO PER UNA MATRIU. Es defineix el
producte d'un niumero per una matriu com l'operacié que consisteix
a obtenir una nova matriu, resultat de multiplicar el namero per
cadascun dels termes de la matriu original.

La matriu resultant sera a.A, on o és el niimero, també anomenat
escalar. Aquesta operacio verifica les seguents propietats, que es
poden veure esquematitzades a l'apartat de Formulacié matematica.

Operacié externa (el producte d'un ntimero per una matriu és una
altra matriu), associativitat i distributivitat escalar, distributivitat
matricial, element unitat (el nombre 1) i transposicié (la transposada
del producte d'un namero per una matriu es igual al namero per la
transposada de la matriu).

Exemple ‘18. Si el namero o escalar és a=2 i la matriu A és l'anterior,
el seu producte sera la matriu:

25 2.(1) 24 29 10 -2 8 18
2.A= 2.2 23 2(77 28 5| 4 6 -14 16
2.(6) 20 2.1 2.4 -12 0 2 -8

1.2.4 PRODUCTE DE MATRIUS. Diem a priori que no sempre es pot
fer el producte de matrius., ja que perqué Amxp i Bpxq siguin dues
matrius multiplicables és necessari que es compleixi la propietat de
conformitat: «El nombre de columnes de la primera matriu ha de ser
igual al nombre de files de la segonas. Es a dir, s'ha de complir n=p.

La matriu producte A*B resultant té igual nombre de files que la
primera i igual nombre de columnes que la segona. Aixi (A*B)mxq.

Exemple 19. Les matrius Ai B dels altims exemples Azyg i B3x4. que
es podien sumar perqué tenien el mateix ordre, ara no es poden
multiplicar, perqué no compleixen la propietat de conformitat.
Observem que posant els ordres seguits, (3x4)+(3x4), no coincideixen
els nombres del mig, 4#3.

Si que es podran multiplicar, en canvi, dues noves matrius A i B
d'ordres, ord(A)=3x4 i ord(B}=4x2. Notem que sén iguals els nombres
centrals (=4). La matriu resultant AB tindra per ordre ord(AeB)=3x2.
Fixem-nos que tampoc no es podra calcular BeA, perqué 2#3.
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Suposem ara dues matrius multiplicables Amxn i Bnxp- Per obtenir
la matriu resultant (A*B)mxp. no multiplicarem els termes correlatius
de la matriu (com que no son equidimensionals, hi hauria termes que
no quedarien aparellats), siné que ens fixarem en les files de la
primera matriu i en les columnes de la segona.

Exemple 20. Si volem multiplicar les matrius Agxq 1 B4x2 segiients
les posarem una a continuaci6 de l'altra en requadres:

s-10sl) (|5 |5
AB=| a2 1.7) *| | o] [7] |7
1 6

50-69
També hem escrit la matriu resultant (A*B)axg. i els termes
respectius.

Tot seguit calcularem els termes cj que resulten de sumar els
productes dels termes de la fila f; de la primera matriu amb els seus

termes corresponents de la columna € de la segona matriu: primer
pel primer, més segon pel segon, més... Es a dir, es tindrem

cij= ai1.b1j + aj2.boj + ... + ajn-bp;j
ij 1} 4] 1

Exemple 21. Fem el producte de les dues matrius anteriors
-3
[ol8l 5 6-4:048] -9-5+0+48 34
AB=|14 2 17]|° =| -8+8-9+7 12+10+7+42 |=| -2 71
5 0 69 7 | \ 10+0+54+9 -15+0-42+54 | \ 73 3
6

Aixi, doncs, podriem suposar la primera matriu com una matriu de
files A=(f; f2 ... fy)'ila segona com una de columnes B=(C; Cg ...Cp),
i després definir el que s'anomena producte escalar d'una fila per una
columna i que és definit per la formula anterior

Tie =Cij= ail-blj + aiz.sz + ...+ am.bnj

Entre les propietats del producte de matrius, que es poden veure a
I'apartat de Formulacid, destaquem l'associativa i la distributivitat
respecte a la suma. Observem que, en general, el producte de
matrius no és commutatiu. Per tant, per distingir si una matriu és en
primer o segon lloc, al producte AeB podem dir que la A
premultiplica 1a B, o també que la B postmultiplica la A.

Exemple 22. Per a les matrius Asyg i Bgxg anteriors ja hem trobat el
producte (A*B)3xe perd, com ja hem dit, no existeix BeA. Per tant,
A+B#BeA.
Si premultipliquem la matriu A per la seva transposada A’ tindrem
3-45 50 -11 -34 41
aeas|-120 3098 15 2 6
01-6 50-69 =34 2 37 -47
879 41 6 47 1%4
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Perd, en canvi, si postmultipliquem A per A' ens donara un resultat
ben diferent -

3-10 8) _3;';(5) 74 42 87
An=la2 17002002l 02 70 a7
50-69/|5 1% 87 37 142

Direm finalment que entre les propietats de les matrius hi ha la de
transposici6 (la transposada d'un producte de matrius és igual al
producte de les transposades canviades d'ordre).

Exemple 23. S'haura de verificar, per tant, la igualtat (AeB)'=B'sA'".
Comprovem-ho per a les matrius A i B que femn servir d'exemple:

3-45

B.,A.=(2 4-9 1) ‘120 ='__=( 10 -2 73)

3576/|{01-6 34 71 -3
879

que resulta ser precisament la matriu (AsB)', és a dir, la transposada
de la matriu A°B calculada a I'exemple 21.

1.2.5 PRODUCTE DE MATRIUS QUADRADES. Centrem-nos ara en el
cas particular de matrius quadrades d'ordre n (en realitat hauriem de
dir d'ordre nxn). Entre totes elles, que pertanyen al conjunt My,
trobem la matriu unitat, una matriu simbolitzada per I, formada per
uns a la diagonal principal i per zeros a la resta de termes.

Com que es tracta de matrius quadrades, trobem altres propietats,
com la d'operacié interna (el producte de matrius quadrades d'un
cert ordre és una altra matriu quadrada del mateix ordre) i element
unitat (la matriu I). En consequiéncia, podem afirmar que la terna
(Mn, +, ) té l'estructura d'anell no commutatiu amb element unitat.

Notem que pot ser que hi hagi dues matrius A i B de manera que
A+B=B*A. En aquest cas direm que sén matrius commutables.

Exemple 24. Comprovem que s6n commutables les dues matrius
quadrades de segon ordre
A=(5 3) B=( 7 6)
-12 21
Multiplicant ens donara )
AeB=( D 3) 76 =( 35-6 30+3 )___ 29 33 )
-12/3-21 7-4  -6+42 -11 -4
B-A=(7 6)_(5 3 =( 35-6 21+12)=( 29 33
21/\-12 -10-1 -6+2 -11 -4
Veiem que ens resulta la mateixa matriu i, per tant, AeB=BeA.

Si el producte de dues matrius commutables A i B ens doéna la
matriu unitat, llavors direm que una és la matriu inversa de l'altra.
Aixi B sera la inversa de A i la simbolitzarem per A-1. Evidentment,
passara que AeA-1=A-leA=].

No totes les matrius quadrades tenen inversa, perd si una matriu
en té se'n diu matriu regular. En cas contrari, es a dir, si no existeix
la seva inversa, es diu matriu singular.



24 ALGEBRA MATRICIAL

Exemple 25. Observem que les dues matrius seglients
0-12 653
A=(-1 3-3) i B=(s 4 2)
2-31 321
s6n inverses, perqué multiplicant s'obté

0-12\(653 100
A'B=(-1 3 -3)‘(5 4 2)=--.=(0 1 o)=l
2-31/\321 001
També ens donaria BeA=I. Aixi, B és la inversa de A i escrivim B=A"l.

A causa de la introduccié de la matriu inversa trobem noves
propietats com la de regularitat (si una matriu és regular el seu rang
coincideix amb l'ordre de la matriu), inversa d'un producte (és igual
al producte de les inverses canviades d'ordre) i transposicié (la
transposada de la inversa és igual a la inversa de la transposada)

En el producte de matrius ens trobem amb l'existéncia de matrius
divisors de zero, és a dir, matrius diferents de la matriu nul-la que
multiplicades donen com a resultat aquesta matriu nul-la.

Exemple 26. Siguin les dues noves matrius A i B que, evidentment,
s6n diferents de la matriu nul-la (O),

_[ -4 -2) i B=( 3 —4)
. 10 5 -6 8
si fem el seu producte ens donara

ab=( 4 23 4)-.-(99)-0
10 5/\-68 00

Resultat que ens indica que A i B son matrius divisors de zero.

1.2.6 CALCUL DE LA MATRIU INVERSA. Ja sabem que una matriu
regular A és aquella matriu quadrada que té inversa. Perd com es
calcula? Expliquem a continuacié diferents métodes per a l'obtenci6
de A-1. El primer d'ells és el métode del sistema d'equacions.

Suposem com a cas particular una matriu A de tercer ordre. La
seva inversa A-l i la matriu unitat I també s6n de tercer ordre

aj; aj2 ais X11 X12 X13 100
A=(a21 agy azs) . A'1=(X21 X292 Xzs) i I=(O 1 0)
azp asz ass !/ X31 X32 X33 001
Les matrius inversa i unitat les podrem considerar com els
conjunts de files
A-l=(H; By H3)' i I=(e; ey ey)
on Hi=(x11 X12 X13), Ho=(x21 X2 x23) i K3=(x31 X32 x33), i també
e;=(1 0 0),eq2=(0 1 0O) i e3=(0 O 1). D'aquesta manera, el
producte matricial A*A-1=] es transformara en
a1 a2 aiz \ (¥ e;
( Ag] QAgg A23 )(“2) = (92
az1 agz asg /\Hg es

Si multipliquem les dues primeres matrius i igualem, obtindrem
un sistema de tres equacions amb tres incognites:
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aj1-Hi+ajo. Hota 3. .¥z=0
agj.Hjtage. Kotasgs. Ha=Bq
ag).Hi+aga.Hotags.Ha=€3
El podem resoldre pel métode classic de substitucié (aillant una
incognita en una equacié i substituint-la en les altres dues) o bé pel
métode de reduccié de Gauss (semblant al métode d'obtencié de la
matriu escalonada). ’

Exemple 27. Trobem per sistema d'equacions la inversa de la matriu
A de l'exemple 25. Tindrem

0-12)\/#: e - 8+ 2.X3=€

-13-3|1#2|=|€ H+ 3.3 -3.Ke=6

2-31/\%s €3 2.4 -3.% + Ha=€3
si multipliquem la segona equaci6 per dos i la sumem amb la tercera,
ens quedara l'equaci6

3.H2 -5.H3=2.82+€3
Multiplicant la primera per 3 i sumant-la amb l'anterior ens
quedara
H3=3.e1+2.ex+€3=3.(1 0 0)+2.0 1 0)+(0 0 1)=(3 2 1)

Substituint en la primera, H2=2.X3-€1=2.(3 2 1)-(1 0 0)=(5 4 2)
Substituint en la segona del primer sistema

H1=3.Hp-3.¥3-€9=3.(5 4 2)-3.3 2 1)-0 1 0)=(6 5 3)
D'aquesta manera, la matriu inversa serd A"l=(e; eg e3)', és a dir

, (653
A=l 542

321

Una altra manera de calcular A-l és el métode de Gauss-Jordan.
Consisteix a emprar la matriu conjunta M, una matriu formada per la
matriu donada, seguida de la matriu unitat, M=[A|]]. Es fan una série
d'operacions elementals de manera que la matriu donada es
transformi en la matriu unitat, i queda una nova matriu conjunta
equivalent a l'anterior, M=[I|E]. Es demostra que la matriu E és
precisament la inversa que busquem, E=A-1, :

Expliquem a continuacié, a partir d'un exemple numeéric, els
passos que s'han de seguir en el métode de Gauss-Jordan.

Exemple 28. Volem trobar per Gauss-Jordan la inversa A-l de Ia
matriu dels exemples anteriors. La matriu conjunta M és M=[Al]],
perd com que a31=0 i no és possible transformar-se en un 1, podem
fer, per exemple , la combinacié lineal gq=f; -fa,
0-12 100 145 | 1-10
M= -13-3{010 E[ -13-3(010
2-31 001 2311001
Deixem la primera fila igual i transformem en zeros els termes de la
primera columna de les altres files, fent go=fo+f] i g3=f3-2.f;.
Després procedirem de manera similar, perd en la segona fila, que

quedara igual i anul-larem els termes de la segona columna de les
altres files amb les combinacions lineals g;=f]-4.f3 i g3=f3+5.fo,

t1-45]|[1-10] 10-3}-3-10
M=l 0-12 | 100 |=[[0-12]|{[100]
05-9|-221 321

001
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Ara sera la tercera fila que no canviara i farem que s'anul-lin els
termes de la tercera columna de les dues primeres files, per mitja de
les combinacions lineals g)=f]+3.f3 i go=f2-2.f3. Finalment,,
transformarem els termes de la diagonal en uns i, en aquest cas, per
aconseguir-ho només haurem de fer go=fo/(-1),

100|653 100 | 653
M=| 0-10|-54-2 |5 010|542
0o01l321

La matriu que queda a continuacié de la matriu unitat és la matriu
inversa. Com veiem coincideix amb la que hem trobat anteriorment.

Estudiem una altra técnica per trobar la inversa A-l d'una matriu,
definint préviament alguns conceptes. Comencem per la poténcia
d'una matriu quadrada, AP, que significa el resultat que s'obté en
multiplicar la matriu A per ella mateixa n vegades. Com a casos
particulars, podem posar A2=AsA, AS=A2e¢A, A4=AZeA2, etc.

Donat un polinomi d'indeterminada x, p(x), de grau n i de
coeficients reals,

pE)=x1 + 00].x0"1 + 0g.xP"2 + ... + 0p-1.X + Op
s'anomena polinomi matricial la matriu p(A) obtinguda substituint al
polinomi anterior la indeterminada x per la matriu A. Observem que
hem de posar la matriu unitat I al terme independent, i aixi tots els
sumands s6n matrius,
p(A)=AD + 01 . AP-! + 09 AP2 + ... + Op-1.A + Op.I

Direm que un polinomi matricial és un polinomi anul-lador per a
una matriu A, quan després de determinar p(A) obtenim la matriu
nul-la, és-a dir, si p(A)=0. (Més endavant, al llibre d'Algebra vectorial,
veurem la importancia dels polinomis anul-ladors).

Un altre procediment per a calcular la inversa A-1 és el métode del
polinomi anul-lador. Si coneixem el polinomi anul-lador de A, tenim

AD 4 0 A g9 A2 4 ton ] A+ onl=0
- Si passem l'iltim sumand al segon membre, traiem la A de factor
comu al primer membre i multipliquem cada membre per la matriu
desconeguda A-l, podrem determinar la inversa A-! a partir de
I'equaci6 resultant.

Exemple 29. Volem trobar la matriu inversa A"l de la matriu A dels
exemples anteriors, sabent que p(x)=x3-4.x2-11.x+1 és un polinomi
anul-lador per a la matriu A. Per tant, A3-4.A2-11.A+1.1=0.

D'aqui resulta A3-4.A2-11.A=-1 , A.(A2-4.A-11.1)=-1. Multiplicant
per A'l cada costat, A2-4.A-11.1=-A"1, d'on A-1= -A2+4.A+11.1.
Trobem primer A2

0-12\({0-12 5 9 5
A2=A°A=(-1 3 -3)‘(-1 3 -3)=---=(-9 19 -14 )
2-31 2-31 5 -14 14
Substituint en A"l= -A2+4.A+11.1 obtenim la matriu inversa

, (5 9 5 0-12 100 653
A'=-19 19 -14 [+4{-13-3|+11{010]|={54 2

5 -14 14 2-31 001 321
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1.2.7 PARTICIO DE MATRIUS. Per acabar aquesta série de métodes
relatius al calcul de la matriu inversa, comentem a continuacié
superficialment la técnica de partici6 de matrius, molt emprada en
els calculs en problemes economics, perd ja en desus degut a causa
de la introduccié dels ordinadors que permeten calcular inverses de
matrius d'ordres molt elevats.

Donada una matriu Amxn, anomenem submatriu (0 caixa) un
subconjunt S de termes de la matriu format per p files i q columnes,
Spxq- Si separem, per exemple, els elements de la matriu original A
per una linia vertical i una altra d'horitzontal, haurem fet el que
s'anomena partici6 d'una matriu, que en aquest cas haura quedat
subdividida en quatre submatrius, que podrem designar per A;j, Aja,
Ag] iAgg.

Exemple 30. Podem particionar les matrius A i B de I'exemnple 25 de
maneres diferents. Una d'elles seria

0-1:2 6:53
[-13 3] . o]0 I
As| T ] T Bls i ae

2311 3:21

on tindriem les submatrius o caixes

Au=(_01'31) R A12=(_23) s An=(2-3) 1 Az=(1)

Bu=©) . Bu=(5 3). Ba=(3) 1 Ba=(2 2)

Per a la suma de matrius particionades és necessari que totes les
submatrius corresponents siguin equidimensionals. Aixi, doncs, no es
poden sumar ‘les matrius de I'exemple anterior. Quant al producte
d'un numero real per una matriu particionada, es realitza
multiplicant el nimero per tots els termes de les submatrius.

Si volem obtenir el producte de dues matrius particionades, és
necessari que totes les submatrius implicades siguin multiplicables i
hauran de coinplir el principi de conformitat, on el nombre de:
columnes de la primera és igual al nombre de files de la segona.

Exemple 31. Fem primer la suma A+B particionant les matrius de la
mateixa manera

I ara el producte de matrius

Ann Az Bu ! B Cu : Ciz
AB=| ... .. ... W .=l
Azl i Ag Bz : B Ca : Cn

on tenim

Ci1=A11*Bi14+A19® =(0-1H65 2) =(-5-4 64)=(10
n=AnBurhBast 515 s M8 275 7 Mee)lo 1

Fent el mateix amb els altres productes tindrem Cj2=(0 0)', Cg1=(0

0) i Ca2=(1), de manera que el producte AsB resulta ser la matriu

unitat I, perqué B és la inversa de A.
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Veiem com es troba la matriu inversa per submatrius. Ho fem de
manera similar a l'exemple anterior i, per a facilitar-ho,
considerarem la matriu donada A subdivida en quatre submatrius que
designem amb M, N, P i Q, mentre que la matriu desconeguda B=A"1
tindra per submatrius incégnites X, Y, Z i U. El seu producte ha de
ser la matriu unitat I3 particionada en les submatrius que, en aquest
cas, son Iz, O2x1, Oixe i I1. Tindrem, abreujadament,

AeA-l= MN)‘(X Y)z( MeX+NeZ MeY+NeU =(I o)
PQ PeX+QeZ  PeY+QeU 01

Igualant, ens quedean els dos sistemes d'equacions matricials:
0 MeX+NeoZ=I i MeY+NeU=0
PeX+QeZ=0 PeY+QeU=I

Podem trobar, per exemple, en primer lloc Q-! i aillar Z a la
segona equacié de (I). Substituint a la primera trobarem X i a
continuacié Z. Després, al sistema (II) aillem U en la segona equacio,
determinem Y a la primera equacié i, finalment, trobem U. Aixi,
coneixent X, Y, Z i U, obtenim la inversa A-! de la matriu donada.

Exemple 32. Calculem per particié de matrius la inversa de la matriu
A de 'exemple anterior
_[MN _( 0-1 _( )
A= on M: = P= - 1
(¥3) ) (2-3) 10=(1)

PRIMER SISTEMA. Trivialment, Q@-1=(1) i aixi de P*X+QeZ=0 tenim
PeX+Z=0 i Z=-PeX. Substituint en MeX+Ne(-PeX)=I , (M-NoP)eX=I i,
per tant, X=(M-NeP)-1 , on

(9 32z 02 I (23

La submatriu X és precisament la inversa d'aquesta matriu (trobeu-la
com a exercici) i després trobeu Z substituint-la en Z=-P+X. Ha de
donar .

6 5) ;

X= i Z=

5 4 (32)
SEGON SISTEMA. De PeY+QeU=I , PeY+U=I , U=I-PeY. Substituint en
la primera equaci6 tindrem MeY+Ne¢(I-PsY)=0O , MeI+N-NePeY=0 ,
traient factor comii (M-NeP)sY=-N , Y=-(M-NeP)-leN , Y=-XeN.

Si substituim podrem trobar Y i després, amb la segona equacio.

podrem calcular U. Ha de donar

Y=(§) i U=(1)

Aixi, doncs, la matriu inversa sera

65 :3
A—l_54:2
321

Novament torna a coincidir amb totes les inverses calculades.

Observemn que el métode per calcular la inversa per submatrius és
relativament complicat i no el farem servir en la practica, si bé
resulta interessant quan s'han de realitzar els calculs manualment
amb matrius d'ordres elevats.
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1.3 TIPUS DE MATRIUS QUADRADES

1.3.1 MATRIUS TRIANGULARS. Una matriu quadrada A s'anomena
matriu triangular si s6n nuls tots els termes que estan per sota o per
sobre de la diagonal principal. Si els termes nuls estan per sota de la
diagonal principal, en direm matriu triangular superior, ja que la part
ni nu-la de la matriu forma un triangle a la part superior. En cas
contrari, si els termes nuls estan per sobre, en direm matriu
triangular inferior.

Si una matriu és alhora triangular superior i inferior, en direm
matriu diagonal, perqué, logicament, tots els termes fora d'ella seran
nuls. En el cas particular de que tots els termes d'una matriu
diagonal siguin iguals, es pot treure factor comii fora de la matriu,
que quedara reduida a un escalar que multiplica a la matriu unitat.
D'aquest altim tipus de matriu en direm matriu escalar.

Exemple 33. Posem exemples de les matrius explicades: matriu
triangular superior (A), inferior (B), diagonal (C) i escalar (D),

19-3 800 500 400
A=|0-52]|.B|-340|.C{030!iD=[040]|=4lI

007 96-5 00-8 004

1.3.2 MATRIUS SIMETRIQUES. Una matriu quadrada A=(ay)
s'anomena matriu simétrica, S, si permutant els indexs de files i de
columnes de qualsevol terme, aquest queda invariant, és a dir, aj=ajj.
En altres paraules, una matriu és simétrica si els seus termes sén
simétrics respecte a la diagonal principal. )

D'altra banda, una matriu antisimétrica, T, és aquella en la qual
permutant els indexs obtenim l'oposat del terme, ajj=-aji. Observem
que si els dos indexs sén iguals, la igualtat anterior ens indica que els
termes aii han de ser nuls. Resumint, en una matriu antisimétrica els
termes de la diagonal principal, que sén nuls, divideixen la matriu en
dues parts de forma triangular que tenen els termes oposats.

Exemple 34. Posem dos exemples d'aquest tipus de matrius

25-7 042
S={593| i T={-40-3

-73 -6 230

Entre les propietats d'aquestes matrius exposem:
Simetria (la transposada d'una matriu simétrica és igual a ella
mateixa, A'=A)
Antisimetria (la transposada d'una matriu antisimétrica és igual a la
seva oposada, A'=-A)
Semisuma (la matriu semisuma d'una matriu amb la seva
transposada és una matriu simétrica, (A+A")/2=S)

Semidiferéncia (la semidiferéncia d'una matriu amb la seva
transposada és una matriu antisimétrica, (A-A)/2=T).
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1.3.3 MATRIUS DE QUADRATS ESPECIALS. Una matriu A es diu que
és una matriu involutiva si el seu quadrat és igual a la matriu unitat, si
A2=] o també AeA=I. De la primera es desprén com a propietat que
AZ2Kk=], on k és un nombre natural qualsevol, i de la segona deduim
que A-1=A (la inversa d'una matriu involutiva és ella mateixa).

En general, diem que A és una matriu involutiva d'index m si es
verifica que A2#l, A3#l, ..., Am-1x], per6 A™=[ o, en altres paraules, m
és el nombre natural més petit de manera que la poténcia emésima
de la matriu A és igual a la matriu unitat.

Exemple 35. Comprovem que de les matrius segiients

-(33) 1 =33

la primera és involutiva
A2=A'A= ( 3 2) 3 2 )=( 1 O)=l
-4-3/\-4-3 01
mentre que la segona és involutiva d'index 3

sne (! 31 3)-(27)

oo (T 34 )

Relacionada, quant a forma, amb la matriu involutiva, tenim el
concepte de matriu ortogonal, que és aquella matriu que verifica la
igualtat AeA'=I. Per tant, una matriu és ortogonal si el producte amb la
seva transposada ens déna la matriu unitat. Com a propietat deduim
que A-1=A', és a dir que la seva inversa és igual a la seva transposada,
propietat que té molta importancia en I'estudi de 1'Algebra Vectorial.

Exemple 36. Donada la matriu A de termies reals a;1=0'96 , aj2=028
, a21=-0'28 i ag9=0'96, comprovem que €s ortogonal.
A-A‘=( 096 028 ) 096 -028 )=...= 1 0):1
-028 096 028 096 01

Una matriu s'anomena matriu idempotent si el seu quadrat és igual
a la mateixa matriu, A2=A. D'aqui deduim com a propietat que sempre
Ak=A, on k és qualsevol nombre natural; per aix0 totes les matrius
idempotents tenen “la mateixa poténcia”.

Generalitzant aquest concepte definim la matriu periddica de-
periode p com aquella matriu A de manera que A2#A, A3#A,..., AP-1A,
perd AP=A. Per tant, el periode p és el minim valor de manera que la
poténcia d'exponent p de la matriu A és ella mateixa.

Exemple 37. Comprovem que per a les matrius segiients la A €s
idempotent i la B és peridodica de periode 4

NHEEEY

A2L(26\{-26)_(2 61=3A B2 D21 _(3-1\.B
-13/\.13) 13 7-3/\-73/7\7 2
Bo[3-1\{2 1)(10),g pt=(l0)21)_(21).p
72/\-7-3/ V01 o1\.73/"\-73

Observem que si una matriu és periddica de periode 4, també sera
involutiva d'index 3.



MATRIUS 31

Direm que A és una matriu nilpotent si el seu quadrat és igual a la
matriu nul-la, A2=0. Es clar que totes les poténcies posteriors també
seran nul-les, Ak=0, k>2. 7

En general, anomenarem matriu nilpotent d'index m la matriu A
en qué A2x0, ASz0, ..., AM-120, pero AM=0. L'index m sera, doncs, el
minim natural que faci la poténcia emésima de la matriu donada igual
a la matriu nul-la.

Exemple 38. Comprovem que la matriu A de files f1=(6 4) i fo=(-9 -6)
és una matriu nilpotent
A2=A°A=(64 6 4 =(0 O)=O
9-6/1-9-6 00
Com a exercici, i per a una matriu genérica A de segon ordre, pots
provar que no existeixen matrius nilpotents d'index superior a 2.

1.3.4 MATRIUS COMPLEXES. Anomenem matriu complexa a una
matriu en que algun dels seus termes és un namero complex que,
recordem, és de la forma z=a+b., on a i b sén reals i on la unitat
imaginaria és i=V-1.

Recordem també que el conjugat d'un complex, és el complex que
s'obté en canviar de signe la part imaginaria,

Si z=a+b.i llavors z=a-b.i

Donada una matriu A, la seva matriu conjugada, A, és la matriu que
s'obté en substituir cada terme pel seu conjugat. Naturalment, en una
matriu real la matriu conjugada és igual a ella mateixa, A=A.

‘Com a generalitzacié dels conceptes de les matrius simétriques i

antisimétriques fet en I'estudi de matrius reals, la matriu hermitica
és una matriu complexa en qué la transposada de la conjugada és
igual a ella mateixa, A'=A. En canvi, una matriu antihermitica és la
que compleix que la transposada de la conjugada és igual a la matriu
oposada, (A)'=-A.

Exemple 39. De les dues matrius complexes
A=( 2 3+4.i) i B=( -6.i 2+5.i)
3-4i -5 -2+5.4 3.
comprovem que la A és hermitica,
(K)'=( 2 3-4.i'=( 2 3+4. )=A
3+4.i -5 3-44 -5
i que la B és antihermitica,
(g);( 6.i 2-5.1)’=( 6.0 -2-5.i )=( -6  2+5.1 )=_B
-2-5.i -3.i 2-5.1 -8.i -245.4 3.

1.3.5 MATRIUS EQUIVALENTS. En el proper llibre d'Algebra
Vectorial veurem que dues matrius A i B sén matrius equivalents si
existeixen dues matrius regulars P i Q que compleixen B=QeAeP.
Aquestes dues noves matrius reben el nom de matrius de pas.
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Recordem que el concepte d'equivaléncia de matrius ja s'ha
esmentat anteriorment, indicant que dues matrius sén equivalents si
es pot passar d'una a l'altra per mitja d'operacions elementals. Doncs
bé, es demostra que totes aquestes operacions elementals poden
estar englobades en les dues matrius de pas i, aixi, les dues
definicions es redueixen a una de sola.

Com a cas particular de l'equivaléncia, diem que A i B s6n dues
matrius semblants si existeix una matriu de pas P, regular, de manera
que B=P-1eAsP. També diem que A i B sén dues matrius congruents si
existeix una matriu de pas P regular tal que B=P'sAsP.

Exemple 40 Siguin les matrius quadrades de segon ordre
A=(-2 1)’B= 16 25 ),c:('95 -151) i D=(2 3
7 -4 7 11 56 89 9 14
i les matrius de pas
~(33) (3 3)
12 P& 21
Observem que A i B son equivalents, perqué

Q-A-P=(7 3) -2 1),(3 5 =(7 3),{ -5 -8 )=( 16 25 ):B
21/\7-4/\12 21 17 27 7 11
Observem també que A i C son semblants. Per aix6 hem de trobar
primer la matriu inversa de P. Tenim

PleAeP= P-l,(A,P)=(2 -5 ,( -5 -8 )=( -95 -151)=C
-13 17 27 56 89
Finalment, comprovem que A i D s6én congruents

peap=peaon=(3 M 5 2 (5 )P

1.3.6 MATRIUS NO NEGATIVES. La no negativitat és una condicio
molt habitual en problemes d'empresa (per exemple, el preu d'un
objecte és una magnitud no negativa) i per aquest motiu l'estudiarem.
Diem que una matriu A és una matriu no negativa quan tots els seus
termes s6n no negatius, a;20. Si, a més, no hi ha cap terme nul, es
tracta d'una matriu positiva.

En Estadistica ens trobem amb un tipus de matriu anomenada
matriu estocdstica, que és una matriu no negativa i que, a més, la
suma dels termes de cada fila és igual a la unitat. En Economia, si A
és una matriu no negativa, té interés estudiar la matriu de Leontiev,
simbolitzada per L, i que és igual a la matriu unitat menys la matriu
donada, L=I-A. També és interessant trobar la seva inversa, L-1,
anomenada matriu inversa de Leontiev.

Exemple 41 Observem que la matriu no negativa seglient €s una
matriu estocastica, ja que la suma de les files és igual a la unitat,
09 00 01
A=( 02 05 03 )
03 01 06
La seva matriu de Leontiev és
100 09 00 01 01 -00 -0'1
L=1-A=(0 1 0)-( 02 05 03 )=( 02 05 -0‘3)
001 03 01 06 -03 -0'1 04
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Es demostra que no existeix la matriu inversa de Leontiev d'una
matriu estocastica. (Comprova-ho amb l'exemple anterior i troba que
el rang de L és 2).

Un tipus especial de matrius estocastiques sén les matrius de
. permutacio, que tenen la propietat que multiplicades per una matriu
donada, permeten permutar les files o les columnes. En el cas
particular d'ordre 3, aquestes matrius tenen per files e;=(1 0 0),
e2=(0 1 0) i e3=(0 O 1)i se simbolitzen per Py, indicant que la
primera fila és e;, la segona e i la tercera ex. Entre les sis matrius
de permutacié possibles que existeixen en el cas d'ordre 3, tenim
per exemple: .

100 010 001
Pia=|010)] P21={1 00| Pai=={100
001 001 010

Sigui A=(f; fa f3)' 0 bé A=(C; €2 €3) una matriu que podem
considerar com un conjunt de files o bé com un conjunt de
columnes. La premultiplicacié d'una matriu de permutacié per una
matriu donada permuta les files d'aquesta matriu:

Pyjke(f1 T2 f3)'=(f; f; fi)’

D'altra banda, la postmultiplicacié de la transposada d'una matriu
de permutacié per una matriu donada permuta les columnes
d'aquesta matriu:

(€1 €2 €3)*(Pyji)'=(c; €5 Cx)'

Aquestes idees es generalitzen de manera natural per matrius
d'ordre superior a tres.

Exemple 42 Sigui la matriu donada A i la' matriu de permutacié

Pa3]
538 010
A=|147] 1 Pmq 001
962 100

Si premultipliquem per P23] per la matriu A que es pot considerar
formada per les files f1=(5 3 8), fo=(1 4 7) i f3=(3 6 2), tenim:

010)\(538 147
P231'A=(O 0 1)‘( 14 7)=(9 6 2)
100/1962 538
Observem que la matriu resultant té per files les que abans haviem
simbolitzat per fa2, f3 i f]. Es a dir, s’han permutat les files en l'ordre

indicat pels indexs de Po3j.

Si postmultipliquem per (P231)" la matriu A, que podem veure com el
conjunt de columnes ¢1=(5 1 9)', co=(3 4 6)' i ¢3=(8 7 2)', tenim:

538 001 385
As(Pasi)=[ 1479100 471
962 010 629

La matriu resultant esta formada per les columnes les ¢9=(3 4 6),
c3=(8 7 2)' i ¢1=(5 1 9}, d'abans. Per tant, han quedat permutades les
columnes segons l'ordre indicat. \
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d) FORMULACIO MATEMATICA

Concepte de matriu

Conjunts indexats: Im={ieN / 1<i<m)}, Jp={jeN / 1<j <n}
Aplicacio matriu: fa: ImxJn—K / flij)=aj

Matriu real: K=R Matriu complexa: K=C
aj;; a2 --- ain A=(ay;)
Definici6 de matriu: A=| 321 322 -+ @2n
: : . : i=1,2,....m
2ml 8m2 --* @mn j=12,...n
Linies:
fi=(aj1a2--- am) f,
fo=(as; ags--- @ f
Files: |{ * (821 822"+ 82) Matriu: A= 2
fm=(aml am2- aa amn) fm
a; a Q1n
Columnes: €= 321 | co=| 322 | ..., €= 320
aAm] am? @mn
Matriu: A=( ¢; €3 --- Cp)

Ordre d'una matriu

Definici6 d'ordre: ord(A)=mxn
Matrius equidimensionals: ord(A)=ord(B)
Conjunt matrius d'ordre mxn: Mmxn={A / ord(A)=mxn]}
Classificacid segons l'ordre:
Matriu rectangular: m#n Matriu quadrada: m=n
C. matrius quadrades d'ordre n: Mp={A / ord(A)=nxn}
Matriu fila: m=1 Matriu columna: n=1
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Diagonals en matrius quadrades

Diagonal principal: Dp=faji / i=1,2,...n}
Diagonal secundaria: Ds={ajj / i+j=n+1 , i, j=1,2,...,n}
| Traga d'una matriu: t(A)=ajj+azz+...+ann

Operacions elementals entre linies paral-eles

Suma algebraica de linies:
Files: fi=(aj; ajo --- aw) A fj=(aj1 aj --- ap) =
fii-fj=(ai1-'_rajl ajptagp --- aini-ajn)
a an ajitaj
1i J
Columnes: €;= 32 | A ¢=| 22 = CitCy= Rty
mi ar.nj
amitamj

Producte d'un ntmero per una linia:
Files: 0eR A fi=(aj; aj2...ain) = o.fi=(cnaj; o.aj2 ... 0LAjn)

aj - o.a1i
Columnes: 0eR A €= 221 | = o.C= -2

a,;li oc.émi
0
Fila i columna nul.les: 0=0 = fg=(0 0...0) A Cx= 0
0

Independéncia lineal

Combinaci6 lineal entre linies paral-leles:
Files: fy=c.L(fy,T;) < Jo.feR / fi=o.fi+P.f
Columnes: €x=c.L.(C;,€;) < JofeR / Cx=o.ci+p.c

Matrius equivalents: A=B < A—B per oper. elementals
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Independéncia lineal (cont.)

Files linealment dependents: (Igual per columnes)
fi, f..... fi,..., fs lindep. = fi=cl(f, fj, ..., 9
{fi, ..., T} lin. dep. = {fj, ..., s} sistema lligat

Independéncia lineal entre files:
f;, . ..., fi,..., fs liniindep. &
[ouTi+B.fj+.. A fi+..40.fs=fp = 0=0, $=0...., 2=0, ..., c=0]

{fi, ..., fg} lin. indep. = {fj, ..., s} sistema lliure.

Rang d'una matriu
Definici6 de rang: p(A)=maxim nombre de files lin. indep.

Matriu escalonada: Amxn escalonada < (1) + (2) on:

(1) fi=(0, 0....,0, ajp,..., ain), T=(0, O....,0, ajq,-., Ajn)
amb ajp#0, 2jg70 A j>i = p<q
@ fi=fo A i = f=fo

Propietat: Amxn escalon., frfp A fs=fo Vs>r = p(A)=r

Cilcul del rang. Métode de Gauss

a;; app a3 --- am |\ f) f;
az; a2 a3 --- an | fH go=a;;.fo-as;.f)
Matriu: A=| ag; aszz as --- asn | f3 (gs=aifz-as1.f; =
a;; ajp a; - ap | o f,
0O by baz --- bog §2 g
0O b b ... b 3 ;
. %2 B8t Ten : h3=bys.gs-b32.82 =

| O bm2 bz --- bmnv 8m lim=b22.gm-bm2-g2

aj; ap a3 --- am | f1
O by byz --- boy | 82

0 0 cg - €| hs

0 O Cm3 -~ Cmn h;“etc—
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Meétode de Gauss (cont.)
aj; a2 aj3 a4 --- A --- aip :

0 b22 b23 b24 .. b2r v bzn Si x,,;&O A

0 O c?3 c;::,4 o c:3, o c?“ A=M. escalon.
A= 0 0 0 0 ... xp ... Xin U

0 O O ... 0 ...

: O : T, Do, O p(A)=r

o o o o ... 0 ... o0
Regla del pivot

Primer Pas:

.

=\

------------------------------------------------------

Transposicido de matrius

Transposici6é de matrius: f: Amyn—A'nxm / flajj)=aji Vij

Matriu transposada: files—columnes

a;1 a2 --- QAin a3 asz:
SiA=| 221 322 - m | o, A-| 312 8z
ami Am2 --- Amn Qin a2n

Propietat d'idempoténcia: (A")'=A

am1

amn
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Igualtat de matrius
Siguin A.BeMmxn, A=(aj), B=(bj) i=1,2,...m j=1,2,...n.
[gualtat de matrius: A=B & ajj=bjj Vij
Suma de matrius
Suma de matrius: (ajj)+(bij)=(ajj+bij) Vij
a;+by;;  aj+big ajn+bin
Matriu suma: A+B=| 821*b21 a22+ba2 220+b2n
a»ml"lbml amZ’*.'bm2 amn+bmn
Matrius nul-la i oposada:
00...0
Matriu nul-la: O=(ay) / a;;=0 = O= 00:--0
00...0
-a;1 -a12 -+ -AIn
Matriu oposada: -A=(-ay) = -A=|"321-822 - @
-8m1-8m2 - -Amn

Propietats de la suma:

(1) Operaci6 interna: VA,BeMmyn = A+BeMmxn (clausura)
(2) Associativa: VA,B,Ce Mmmxn = (A+B)+C=A+(B+C)
(3)Commutativa: VA,Be Mmxn = A+B=B+A

(4) EL neutre: 30eMpa / VA=Mma = A+O=A

(1)+(2)+(3)+(4)+(5): (Mmxn,+)= grup abelid

(6) Transposicio: (A+B)' = A' + B'
(7) Diferéncia de matrius: A-B=A+(-B)
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Producte d'un niimero per una matriu

| Definici6: SioeR A AcMmvn / A=(aj) = o.(ajj)=(cua)
Escalar= namero

o.a;; o.apg .- o.ain
Matriu resultant: o.A=| *-81 a2  --. Q.8
a.aml a.amz e a.amn

Propietats: Vo,feR A VA BeMmxn
(1) Operaci6 externa: (.): RxMmsxn)—>Mmsn =~ ®.Ae Mmsxa
(2) Associativitat escalar: o.(.A)=(o.f).A
(3) Distributivitat escalar: (o+).A=a.A +B.A
(4) Distributivitat matricial: o..(A+B)=0..A + 0.B
(5) EL unitat: 31eR / 1.A=A (6) Transposicio: (o.A)'=c.. A’

Producte de matrius

Conformitat: Amm A Bpg . JA*B < n=p
Definicié del producte:
a;; ajp---a bn blz-~----b1p
a521 a:gzijja?n | ba b22---"'b2p _
[Bi] [3i2] ;- [in SRR
am1 8m2 -+ @mn | | bal buz--~--~bnp

€1 C2 --- €5 -+ Cp
n
C21 €2 -+ €y -+ Czp Cij= z ajx.by
. . . . . k=1
cil ci2 [ cij . cip l=1,2,...,m

Cml Cm2 - Cmj - Cmp
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Producte de matrius (cont.)

Ordre del producte: Amxn » Boxp A C=A*B = Cmop

Producte escalar d'una fila per una columna:

by |
Sifi=(a; ap --- am) A C= b?j = fiocj=i ajx.by;
b;‘lj k=1
Producte de les matrius Ac Mmxn i Be Mnxp:
i fiec;, fiecy ... Tiecy
A- f.2 U B=(€1 €5 ... €) = AsB- fg?cl f2?02 ng:cp
f;n fmeCy TeCo .- TreCp

Propietats del producte:
(1) Associativa: Amxn, Bnxp, Cpxq = (A*B)eC=A+(B°C)
(2) Distrib.esquerra: Amxn » B.Cnxp, = A¢(B+C)=A*B + A*C
(3) Distrib.dreta: ABmxn, Cnxp = (A+B)*C=AsC + B*C
(4) No commutatiu: En general, A*B#B°A

Pre i postmultiplicacio:
AB = Aprem.aB v Bpostm.aA

(5) Transposicio: (AeB)'=B'eA'

Producte de matrius quadrades

Conjunt de les matrius quadrades d'ordre n: Mp

10...0 N

Matriu unitat: I=| © 1---0 I=(a;)=M.unit. ij=1,2,...n =

‘ s | aElsiig A ay=0 si i
00-.-1

Delta de Kronecker: 65 on 65=1 sii=j A ;=0 sii#
Matriu unitat: I=(5)
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Producte de matrius quadrades (cont.)

Propietats: a més de les (1), (2), (3), (4) i (5) anteriors:
(6) Operaci6 interna: A,BeMp = AeBelM,

(7) EL. unitat: VAeM,, , JleM;, / Asl=IsA=A
Estructura: (Mp,+,%)=anell no commutatiu amb el.unitat
Matrius commutables: A,B commut <> A*B=BeA
Matriu Inversa: A1 inversa de A < AeA-1=A-1eA=]

Matriu regular: 3A™! Matriu singular: 7ZA™!
Propietats: (8) A regular < p(A)=n
(9) (A*B)1=B-1eA-1 (10) (A1)'=(A")-1

Divisors.de zero: 3A,BeM, , A0 A B#O / AeB-O

Calcul de la inversa per sistema d'equacions

a1 a2 a3
Cas particular: matriu AcM3; = A=| ay; agy ass

431 azz ass
Existéncia d'inversa: 3A! < p(A)=3
X1 X12 X3 100
M. inversa: A'1=( Xp] Xg9 Xo3 ) M. unitat: I=(o 1 0)
X31 X32 X33 001
Matrius fila:
Per la matriu inversa:

Ri=(x11 X12 X139  Ho=(X21 X2 Xo3) H3=(X31 X32 X33)

Per la matriu unitat:
e;=(1 0 0) e=(0 1 0) es=(0 0 1)

a;; app a3 B
Cond. d'inversa: A*A’'=I = | a3, agy a3 |* R, | =

a3] asz2 ass H3

a;;.Ki+a12.Ho+a13.K3=0;
Sistema: | a;.Hj+as.Ho+ags.Hz=€; = H;, Ho i Hgs
ag).Hi+agze. Hotazs. Ha=€3

Resoluci6 del sistema: per substitucié o per reduccié de Gauss
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Calcul de la inversa per Gauss-Jordan

Existéncia d'inversa: AceM3 ,3A! < p(A=3

Matriu conjunta:

Procés d'obtencio6:
A - M=Z[AIL] +

b2 b3

bga| bos

b3a bss

0 ci3

Cyo Ca3

0

RiZ
-

Primer pas:
b1
M=| o
0
Segon pas
C1n
M=| o
I 0
Tercer pas
dy
M=| o
0
Quart pas:
10
=101
00

)
=

~ O O
)
®

[@11] a2 a3 l100 f;
M=(AIlI) , A€M3 = M=| as; asy ass I 010 f2

az; azg as3 | 001 fs

oper.elem. —» MSI| E] — E=Al

| by
| boy
| bay

| Ci4
| Co4

| ca4

| dig
| dos
| dsq

bis
bos
bss

Cis
Cos

C3s

dis
dos
dss

€15 €16

€25 €26

bis | G1=T1
bys | Go=a11.T2-a2:.T;
bss | gs=ai1.T3-a31.T;
cig | Mi=b22.91-b12.92
Cop | h2=92
c3s | M3=b22.93-b32.Q2
die | i1=c33.hy-c13.h3
dgs | Ia=c33.ha-ce3.h3
dss | Is=h3

Ji=hi/dn

Ja=la/doo Al=(ey)

e €3 | J3=iz/dss
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Polinomis de matrius

Poténcia d'una matriu: A" = AsAe..n...°A
Polinomi: p(x)=x"+0;.x" 14+05.x02+ ... +0ln-1.X+0n
Polinomi matricial: p(A)=A™+o;. A" 1409, A% 2+ ... 405 1. A0 ]
Polinomi anul.lador: p(x)=pol.anul. de A < p(A)=0
Calcul de la inversa a partir d'un polinomi anul.lador:
pA)=0 = A"+0,;.A™ 4. 405 1.A+0p =0 = F.comui A =
Ae(A™ 140y A2 ... 4 0. D)= -0n] = Premult. perAl =
Ié‘l= - 0. (A™ Ly AP 24 .. 4 ocn.l.Iﬂ

Particioé de matrius

Submatriu: ScA < [ Va;eSpq = a3j€Amm ] On psm A g<n

Particié d'una matriu rectangular: Ae Mmsxn , Be Mpxq

A=( A A12) AneMmpn, A2e Mm xn, = {m1+m2=m

nj+ns=n
A21 A22 AZIEM mMaXnj A22EM maxXng 1 2

B= Bll B12 BIIEMP‘XQI BlzeMPlX‘h = P1+P2=p
Ba1 Baz d1+q2=q

B2 16 Mpzqu B22€ Mpzxqz

Suma de matrius particionades:

m;=p; mMo=pPy A;1+B;; A»+B
A+B=| A11tB11 Aja+Bio
n;=q; n2=q2} = At (A21+Bz1 A22+1322)

Producte d'un ntimero per una matriu particionada:

SioceR A A=( A A12) = (X.A=( A O(.Alz)
Ag1 Agy o.Ag1  OLAg

Producte de matrius particionades:
M=P1| _ aep-{A11°Bi1+A12¢Ba; Aj1*Bia+A12°Bys -
ny=p3 A21°B11+Ag2°By; Ag1°Bia+Ag2°Byy

21 Coa Cai1eM maxq; Co2€ M moxqs
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Matriu inversa per submatrius

Cas particular: AcM 4 A pA)=4 = JAleM, / AsAl-L
Particié matricial: {M, N, P, @, X, Y, Z, U, I, Ole M,

wn] w53 el 9) - (eaHETHA )

Pg
MeX+NeZ=I A MeY+NeU=0
PeX+QZ=0 PeY+QeU=I

(Si Q-1 és facil de trobar, aillarem primer la Z, després X, etc.)

MN
PQ

A=

Sistema doble: {

Soluci6:
Trobar primer @1. Si @1=R = X=(M-NeReP)1
Y=-XNeR Z=-R+PX U=R-ReP¢Y
Matrius triangulars
M. triangular superior M. triangular inferior
AeMp / Vi>j = aj5=0 AeMp / Vigj = aj=0
a1 a2 a3 --- @In a; O o ... 0
A O agp ag -+ amm ap; @ O .- O
5 0 0 ag .- as A=| a3 azg agzg - O
0 0 0 - 2m a1 @n2 @3 - Aan
Matrius diagonal i escalar '
Matriu diagonal Matriu escalar
Vig = aj=0 M. diagonal + (Vi = ajj=0)
= M. triang.sup. + infer. = A=o0l
a;, 0 0 ... 0 - [100...0
0 a2 O ... O 010..-0
A= 0 0 ag - 0 A=00001---0
0 0 0 .. an 000...1
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Matrius simétrica i antisimétrica

Matriu simétrica Matriu antisimeétrica
- Vij = aji=ayj Vij = aji=-aj
= Simétrics resp. Dp A = Dp nulla
aj] ap2 a;3--- an ' 0 ajpp aiz-.--apn
aj2 azy az3 --- asn -aj;2 0 ags--- agy
A=l a3 423 433 :-- Asn A= -a13 -agz 0 ° 83n
Qin a2n aQ3n --- Qnn -d1n -a2n -a3n:-- O
Propietats:
(1) Asim. = A'=A (2) A antisim. = A'=-A
(3) s:A—;A' = S=sim. @ T=A5i = T=antisim.

Matrius involutiva i ortogonal

M. involutiva: AsA=I (A2=]) Propietat: A-1=A A2k=]
M. invol. d'index m: 3meN, m=min. / A™=I Pr.: AK™M_] VYkeN
M. ortogonal: AeA'=I Propietat: A-1=A'

Matrius idempotent i periddica

M. idempotent: AsA=A (A2=A) Propietat: Ak=A VkeN
M. periddica: IpeN, p=min. / AP=A Prop.: AKP=A VkeN

Matrius nilpotents

M. nilpotents: AsA=0 (A2=0) Propietat: An=0 VneN
M. nilp. dindexm: 3meN, m=min. / A™=O Prop.: Ak™=Q0

Matrius complexes

M. complexa: Afa;) M.complexa = dayeC

M. conjugada: Si Alay) = A=(ay) / z=a+bi —>Z=a-bi

M. real: A=A

M. hermitica: (4)'=A M. antihermitica: (A)'=-A
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Matrius equivalents

M. equivalents: A equiv. B < 3P,QeMj regulars / B=QeAsP

M. semblants: A semb. B < JPcM, regular / B=PleAsP

M. congruents: A cong. B & JPeMj regular / B=P'*AsP

Matrius no negatives

M. no negatives: A>0 < ajj20 Vij
: n

(M. positives: ajj>0)

M. estocastica: Vij => a20 A Y, aj=1

J=1

(La suma dels termes de cada fila és igual a la unitat)

Matriu de Leontiev: L=I-A

Inversa de Leontiev: L-1=(I-A)-1

Matrius de permutaci6: (cas particular: M)

Matriu de permutaci6: Pijk=(€i €;j ex)
onei=(1 0 0),e2=(0 1 0) i e3=(0 0 1)
Obtencio: permutant files de I Nombre total: 3!=6 matrius

100 010
P123=(0 10 Poi3={1 00
001 001
100 010
Piza={0 0 1 Py31={0 0 1
010 "\100

Multiplicacié per una matriu A—(

f,

Premultiplicacio: Pyx*A=Pijx$ f, |7

f3

001)
P3i2={1 00
010
001)
P321={0 1 0
100

v A=(cl Co C3)Z

f;
LF
fx

Postmultiplicacio: Ao(Pijk)'=(c1 Cy c3)o(Pijk)'=(ci Cj Cy)
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e¢) PROBLEMES RESOLTS

1.1. CARACTERISTIQUES DE LES MATRIUS

Concepte de matriu

1. Les matrius s6n un conjunt d'elements disposats en forma de
files i columnes. Aquests elements no necessariament han de ser
numeros, com veurem en al problema segiient, proposat a Euler:

«Un grup de 16 oficials de 4 graduacions diferents a, b, c i d, i
pertanyents també a 4 regiments diferents o, B, Yi 8, s6n cridats per
passar revista. El general vol que formin en “quadre”, de manera que
en cada linia horitzontal, en cada vertical i en cada diagonal es trobin

4 oficials de diferent graduacié i també de diferent regiment. Quina
€s aquesta formaci6?»

Solucié. Formem primer un “quadre” amb els 16 oficials de
diferents graduacions a, b, ¢ i d, de manera que a.cada fila,
columna o diagonal no n'hi hagi dos de la mateixa graduacio.

Del primer quadre que partim escollim a la primera columna les
graduacions a, b, ¢ i d, que hem quadriculat a la figura. Eliminarem

després les lletres que quedarien repetides a cada fila, columna o
diagonal.

[BalEa i8] |2 Jralteldy] [alaln]e
d2lad|2t2y o [2¥2E [oc[a]a
galealaalzel (e fzalaslzz] [<|v|a]a
calcofed)2a] [4lialeis [afale v

De les dues graduacions possibles que pot tenir l'oficial de la
segona fila i segona columna, c i d, escollim per exemple la c. Ara
tornem a eliminar les graduacions repetides a la segona fila, a la
segona columna i a la diagonal principal.

Veiem que 1'altim oficial tindra la graduacié b, que assenyalem
amb un requadre. Si continuem eliminant les graduacions repetides
arribem al quadre (o matriu) de la dreta, que té per files:

fi=@ d b ¢),fa=b c a d),fs=(c b d a) i Tg=(d a c b)

I per columnes, on posem () per indicar que ha d'estar escrita
verticalment:

Ci=(a b ¢ d)',ca=(d ¢ b a)',c3=(b a d ¢ i cg=lc d a b)
I per diagonals, principal i secundaria: '
di=(@a ¢ d b) i da=(c a b d)
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Per formar el quadre en qué els oficials siguin dels diferents
regiments o, B, yi8 substituim les lletres llatines per les gregues i
obtenim: :

d |b
al|d Y o|B |Y |8 aa B yca
b
L L I Bl®|8|" "ol ol 5|y
d a |c |b
s |lalY|B Y |6 |a|B y| 8| ol B

Si superposéssim directament els dos quadres veuriem que un
mateix oficial hauria d'ocupar diverses posicions. Per evitar-ho
només cal fer una simetria respecte a la diagonal principal i
superposar el quadre resultant grec al llati.

Ara si que es compleix la condicié del general!

2. Repartim les vint-i-cinc lletres de l'alfabet en un quadrat de 5x5
segons les files f1=(Q,Y,A,H,0), f2=(X.E,G,N,P), f3=(D,F,M,T,V),
f4=J,L,S,U,C) i f5=(K,R,Z,B,]). Substitueix cada lletra pel seu numero
d'ordre en l'alfabet i escriu la matriu numérica corresponent. Quina
és la suma de cada linia? Troba els maxims MF;j de cada fila. Quin és
el minim m(MF;j) d'aquests maxims? Fes el mateix amb les columnes
i troba MC; i m(MCy). Coincideix el m(MF;) amb el m(MCy)? Passara
sempre? Justifica-ho amb un exemple d'una matriu d'ordre 3.

Solucié. Substituirem les lletres donades pel niimero d'ordre que
els corresponen:

A=1 B=2 C=3 D=4 E=5

F=6 - G=7 H=8 =9 J=10
K=11 L=12 - M=13 N=14 0=15
P=16 Q=17 R=18 S=19 T=20
U=21 V=22 X=23 Y=24 Z=25

Segons aquests valors, obtenim el quadre o matriu de la plana
segiient. Calculem la suma de cada fila, columna i diagonal: '

Yf1=Xfo=Yf3=2f1=Yfs=65 Yc]=XCo=2C3=XC4=2C5=65
2d1=Xd2=65
Ens resulta, doncs, un quadre magic de suma 65.

Mirem cadascuna de les files i apuntem-ne el numero maxim,
que designarem per MFj.

MF;=24 MF=23 MF3=22 MF4=21 MF5=25
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El minim d'aquests maxims sera {m(MFy)=21

Fem el mateix per a cada columna, trobem el seu maxim i
simbolitzem-lo per MC;.

MC;=23 MC3=24 MC3=25 MCy4=21 MCs=22
El minim dels maxims de les columnes sera m(MCj)=21

En aquest cas concret obtenim el mateix valor, peré no sempre
es compeix aquest fet, com podem veure agafant la matriu

123
B456
789

Tenim MF1=3, MF2=6 i MF3=9, d'on m(MFj)=3. D'altra banda,
MC;=7, MC2=8 i MC3=9, d'on m(MCj)=7. Tenim m(MFj#m(MC;).

Quadre donat Quadre magic El niimero =«
Q|YIAIH|O 17 [24| 1|8 |15(f; 214|3|6|9]|=24
X|E|G| N| P 23| 5| 7|14]16|fy 6|5]2|7|3{=3
D|IFIM|T|V 4|6 |13|20|22|f5 119194 2|=25
JILIsiu|c 10112]19|21| 3{f, 3|8|8f6|a]=20
K|R|Z{B|I 11{18[25[ 2 | 9 |f5 5|3|3|1]|5]|=17
A

Com a curiositat i complement d'aquest problema, i tenint en
compte les 25 primeres xifres del nombre x:
3'141.592.653.589.793.238.462.643....

Col-loquem la primera xifra de =, 3, al lloc marcat amb un 1 del
quadrat mégic anterior, la segona xifra, 1, al lloc marcat amb un 2,
etc. Queda una disposicié en forma de matriu, indicada a la figura
anterior. '

Si ara sumem cadascuna de les files i columnes obtindrem:
If1=Yc4=24 2f2=3c5=23 2f3=3c3=25
2f4=Yc9=29 | Yf5=Xc1=17
Fet sorprenent a causa de l'aleatorietat de les xifres del niimero

%, ja que, malgrat que s’han obtingut milions de xifres decimals amb
potents ordinadors, sembla que no tenen relacié entre elles!

3. Forma una matriu A(4x7) imitant els dies del mes de febrer i
troba el Max(min f), el min(Max f), el Max(min ¢) i el min(Max c).
Quina relacié hi ha? Es verificara sempre? Justifica-ho amb la matriu
B que té per files 11=(3 7 5), f2=(4 1 2) i f3=(9 6 8).
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Solucié. El mes de febrer de l'any 1993 té forma rectangular,
amb 4 files i 7 columnes: :

FEBRER-1993

DI |{Dm| Dq Dj| Dv| Ds Dg)

1§ 21 3{ 4f 51 61 7|h
81 911011 121137141,
15116117/ 18119120} 21]f,
9971931941251 26127128

Cg Cy Cc3 C4 C5 cg C7

Aquest rectangle es pot escriure també com una matriu A(4x7)
de la manera segiient:
1 2 3 4 5 6 7
Ad 8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28

Les seves files son 1=(1234567), fo=(89 10 11 12 13 14),
f3=(15 16 17 18 19 20 21) i T4=(22 23 24 25 26 27 28). I les seves
columnes, €i=(1 8 15 22)', c9=(2 9 16 23), c3=(3 10 17 24),
C4=(4 11 18 25), c5=(5 12 19 26)', €s=(6 13 20 27)' i, finalment,
c7=(7 14 21 28)'".

Calculemi primer els minims de les files: m(f1)=1, m(f2)=8,

m(f3)=15, m(f4)=22. El seu maxim sera

Calculem ara els maxims de les files: M(f1)=7, M(f2)=14,

M(f3)=21 i M(f4)=28. El seu minim sera

Per a les columnes farem el mateix. Minims de les columnes:
m(c)=1, m(c2)=2, m(c3)=3, m(C4)=4, m(C5)=5, m(Ce)=6 i m(c7)=7.

El seu maxim sera

El maxim de cada columna és: M(c1)=22, M(c9)=23, M(c3)=24,
M(c4)=25, M(Cc5)=26, M(cg)=27 i M(c7)=28. El seu minim sera

Notem que es verifica IM(mf):m(Mc)l i lm(Mf):M(mc)I.

Aquesta igualtat no es verifica sempre, com podem comprovar

amb la matriu:
375
B4 12
9 68

A les files: M(mf)=M{3,1,6}=3, m(Mf)=m{7,4,9}=4. 1 a les
columnes : M(mc)=M{3,1,2}=3, m(Mc)=m{9,7,8}=7. Observem que
en general sén diferents.



MATRIUS 51

4. Les masses en grams de 9 particules, que estan distribuides en
el seu interior, de manera uniforme, sobre un reixat en forma de
matriu quadrada de 1 cm de costat, s6n mj3=143'80, mj2=14'92,
|m13=12'12, mg;=15'08, m22=7'51, my3=17'89, mg3;=21'96,
m32=30'11 i m33=8'22. Quina és la massa total Mt?

Si els “moments” de cadascuna d'aquestes masses respecte al
vértex que esta proxim a mj; ve donat per gj=my.(i2+j2)1/2, escriu
la matriu G de moments i el moment total Gr=XXgjj. Quin és el radi
de gir r si r=Gp/Mt? A quins dels dos possibles punts de la matriu
pot estar situat el centre de gravetat?

Soluci6. Fem la grafica del reixat, que contingui al seu interior
les nou particules donades, i dibuixem també la distancia di; de la
particula mj; al vértex A. Farem el mateix per a les vuit particules
restants:

A

D C

La massa total, M, és evidentment la suma de les masses de
totes les particules
3

Mr=2 my=143'80+14'02+...48'22=271'61 g
1j=1

Calculem el moment gj de cada particula sabent que ens és
donat per la formula gij=mij.W

PRIMERA FILA: g11=m];.V12+12=143'80.4/2=203'363 g.cm
g12=m]2.V12+22=14'92 V5=33'362 g.cm
g13=m;3.V12+32=12'12.Y10=38'326 g.cm

SEGONA FILA: g21=m21.m15'08.\/—§=33'719 g.cm
go2=moo.V22422=7'51./8=21'241 g.cm
g23=mg3.\22+32=17'89.413=64'503 g.cm

TERCERA FILA: g31=m31.V32+12=21'96.\10=69'443 g.cm
g32=m32.V32+22=30'11./13=108'563 g.cm
g33=m33.\32+32=8'22.V18=34'874 g.cm
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La matriu de moments G es troba col-locant al lloc corresponent
de la particula mj; el seu moment respectiu gj. Obtenim:
203'363 33'362 38'326
G={ 33'719 21'241 64'503
69'443 108'563 34'874

Per a calcular el moment total Mt haurem de sumar tots els
moments gj de les particules:
3

GT=Z £1=203'363+33'362+...+34'874=607'394 g.cm

14=1
El “radi de gir” r donat per r=G1/Mr és:
_ Gr _607'394 g.cm 55
e VI <2236 cm]

Ens demanen finalment en quins punts pot estar situat el centre
de gravetat (c.d.g.). Aixd significa que la massa total de les nou
particules, MT=271'61 g, es pot concentrar en algun dels nou punts
de la matriu.

Com que el radi de gir és r=2'236 cm, i com que aquest valor €s
aproximadament v/5, tindrem r1=V12+22 0 bé ra=\22+12, i aix6 vol
dir que el c.d.g. pot estar en el lloc de la particula o béen el

dela..

Definicié de matriu

5. Per al conjunt indexat I={1,2,3,4} construim una aplicacio
fa:IXI-R definida per fa(i,j)=ay on aj=(i-1)2+(-2)2. Escriu la matriu
A=(aij). De quin tipus és? Quin és el seu ordre? Quines sén les
diagonals principal i secundaria? Quina és la traca de la matriu?

Solucié. Com que el cardinal dellconjunt indexat I és n()=4,
perqué esta format per 4 elements, el cardinal del conjunt
producte IxI és n(IxI)=n(I).n(I)=4.4=16. Aixi, la matriu A esta
formada per 16 termes donats per la formula aj=(i-1)2+(j-2)2:

12 FiLA:  aj)=(1-1)2+(1-2)2=1 ajo=(1-1)2+(2-2)2=0

22 FILA:

32 FILA:

a13=(1-1)2+(3-2)2=1
a91=(2-1)2+(1-2)2=2
a23=(2-1)2+(3-2)2=2
ag1=(3-1)2+(1-2)2=5
a33=(3-1)2+(3-2)2=5

a14=(1-1)2+(4-2)2=4
ag0=(2-1)2+(2-2)2=1
a924=(2-1)2+(4-2)2=5
az2=(3-1)2+(2-2)2=4
a34=(3-1)2+(4-2)2=8
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4° FILA: a41=(4-1)2+(1-2)2=10 a42=(4-1)2+(2-2)2=9
a43=(4-1)2+(3-2)2=10 a44=(4-1)2+(4-2)2=13
La matriu formada per aquests setze termes sera
1 0 1 4

2 1 2 5
A

5 4 5 8

10 9 10 13

Veiem que és una matriu quadrada, ja que el nombre de files
coincideix amb el de columnes. Com que aquest nombre igual és 4,
direm que és una matriu quadrada d'ordre 4. )

La diagonal principal que va des del primer terme aj] fins a
l'altim as4, €s |Dp=(11513)|. L'altra diagonal de la matriu,

anomenada diagonal secundaria, és [Dg=(4 2 4 10)].

La traca T(A) de la matriu no és res més que la suma de tots els
termes de la diagonal principal, 1+1+5+13, |T(A)=20|.

Operacions elementals entre linies

6. D'una matriu quadrada A coneixem les segiients sumes de files i
columnes: f1+f2=(19 15 19 15), f3+f4=(15 19 15 19), €;+C9=(25 9
25 9)'i €3+C4=(9 25 9 25)', on la () designa una disposicié vertical.
També coneixem els quatre vértexs aj;=15, a14=6, ag1=11i aqq=12.
Quina és aquesta matriu? Quant sumen els termes de cada fila? I els
de cada columna? Quina és la traca de la matriu? I la suma dels

termes de la diagonal secundaria? Quin és el conjunt ordenat de
termes de la matriu?

Solucio. Apuntem la matriu, en forma de quadrat, on tots els
termes, tret dels quatre vértexs, son desconeguts.

151212 231 6 f]

ag1|99|agsfagy| fy

1 |240|ly3|12] &4
Ci C2 ¢c3 ¢4

D'aquesta grafica podrem deduir tots els termes desconeguts, si
anem aplicant les condicions del problema.

a) Al ser f1+f2=(19 15 19 15), resulten les equacions segiients:
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15+a91=19 (1) ajg+ago=15 (2) ajs+ag3=19 (3)
6+ag4=15 (4) De (1) i (4) obtenim [ag1=4] i |a24=9)]

b) Com que f3+f4=(15V19 15 19), ens queda:
az1+1=15 (5) agg+aqoe=19 (6) agz+aq3=15 (7)
agq+12=19 (8) De (5) i (8) es té Ia31=14| i lau54=7|

c) Al ser €1+C9=(25 9 25 9)', deduim que:
15+ a12=25 (9) agi+a292=9 (10) agi+ase=25 (11)
1+a42=9 (12) De (9) i (12) és [a12=10] i [a42=8]

d) Com que €3+C4=(9 25 9 25)', obtenim:

a13+6=9 (13) ag3+agq=25 (14) az3z+asz4=9 (15)

a43+12=25 (16) De (13) i (16) queda [a13=3] i |a43=13]
Veiem que encara ens resten per saber els termes interiors:
15|10/3 | 6
4 |32)a23| 9
14 |a35|333| 7
118(13(12

Agafem, per exemple, les files i fixem-nos en les equacions on hi
surt el terme desconegut.

De (2) resultara agp=15-a12=15-10=5,
De (3) obtindrem as3=19-a13=19-3=16,
De (6) trobarem azo=19-a49=19-8=11, |azgg=11

De (7) és agz=15-a43=15-13=2,

Escrivint el quadre resultant en forma de matriu, queda:
15 10 3 6
4 5 16 9
14 11 2 7
1 8 13 12

Resulta ser un quadrat madgic, perqué la suma dels termes de
cada fila, de cada columna i de cada diagonal és sempre la mateixa:

£f1=2fy=3f3=24=[34] $€1=2Co=XC3=XC4=[34]

2dp=34 = La traca és T(A)=[34] zds=[34]

Finalment, el conjunt ordenat dels termes de la matriu és el
conjunt format pels 16 primers nombres naturals, .
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7. Les tres primeres files d'una matriu quadrada positiva d'ordre 4
son f1=(1 21 2), 12=(2 3 4 6) i f3=(2 6 8 9). L'ilima fila f4 compleix
el teorema de Pitagores amb les tres primeres; és a dir, es verifica la
condicié (f4)2=(f1)2+(f2)2+(f3)2, on el quadrat d'una fila simbolitza el
quadrat de cadascun dels seus elements. Troba 14ltima fila. Podem
assegurar que €s combinacié lineal de les tres primeres?

Soluci6. Sigui la matriu donada on la ultima fila és desconeguda.
1212
2346
2689
xyzt
Aplicant el teorema de Pitagores per a cada terme de la ultima
fila, h2=(c1)2+(c2)2+(c3)2, obtenim

x=Y12422422=1/9=3 y=V22+32+62=\49=7
z=\12+42+82=/81=9 t=\22+62+92=4/121=11

Per tant, Ialtima fila és [f4=(3 7 9 11)

Mirem si 4 €s combinacié lineal de fy, f2 i f3. Perqué sigui aixi,
hem de trobar tres nomhres reals o, B iy en qué:
f4=0.T1+B.fo+y.f3
Substituint, (3 7 9 11)=a.(1 2 1 2)+B.(2 3 4 6)+.(2 6 8 9)
Multiplicant els nombres per les matrius,
(B 79 1)=(o 20 o 20)+(2B 3B 4B 6B)+(2y-6y 8y )
Sumant les matrius,
(B 7 9 11)=(a+2B+2y 20+3B+6y o+4P+8y 20+65+9y)
Identificant els termes corresponents, ens queda el sistema
o+2.8+2.y=3 " (1)
2.0+3.p+6.y=7 (2)
o+4.3+8.v=9 (3)
2.0+6.5+9.y=11 (4)
Agafem tnicament les tres primeres i mirem d'eliminar Y

3.(1}-(2): 8.0+6.p+6.y=9 4.(1)-(3): 4.0+8.p+8y=12
-2.0-3.5-6.y=-7 -0-4.3-8.y=-9
Sumant, '
‘ a+3.p=2 (1)) 3.0+4.p=3 (29

Resolem el sistema (1Y) i (2') multiplicant la primera equacié per
4, la segona per (-3) i sumant

4.(1)-8.2): (@.0+12.0)-9.0+12.8)=8-9 , -5.0=-1 , [a=1/3].
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Substituint en (1Y, (1/5)+3.p=2 , 1+15.3=10, 15.=9 , 5.p=3 ,
B=3/5|. Trobem ara y substituint en (1): (1/5)+2.(3/5)+2.y=3 .,

146+10.y=15 , 10.y=8 , 5.y=4 , |y=4/5|.

Finalment, com que ens hem deixat l'ultima equacié, (4), cal
comprovar-la per als tres valors trobats:

2.046.p+9.7=2.(1/5)+6.(3/5)+9.(4/5)=(2+18+36)/5=56/5=11'2
- Ara bé, com que de (4) es té 2.a+6.p+9.y=11 i com que 11'2#11,
resulta que no se satisfa l'equaci6 (4) i, per tant, els valors de a, B i

v no sén solucié del sistema original.
Per tant, l'altima fila no és combinacié lineal de les tres

primeres, [f4¢oc.f 1+B.f2+y.f3!.

8. Estudia si s6n linealment dependents les files de la matriu A,

trobant els valors o i B de manera que fz=o.f1+.f2. Passara el mateix
per a les columnes? Calcula una combinaci6 lineal. La matriu és:

3 2 4 8
Ad] 5 1 -1 12}

0O 7 23 4

Solucié. Posem l1ltima fila f3=(0 7 23 4) en combinacié lineal de
les dues primeres f1=(32 4 8)i fa=(5 1 -1 12), és a dir

fa=o.f1+B.fo = (0723 4)=0.(3248)+p.561-112)

Multiplicant, (0 7 23 4)=(3.a 2.a 4. 8.a)+(5.5 B B 12.0)
Sumant, (07 23 4)=(3.a+5.p 2.0+ 4.0-f 8.a+12.p)

Igualant els termes corresponents, ens queda el sistema de
quatre equacions amb dues incognites

3.0+5.p=0 (1) 2.04P=7 (2) 4.a-f=23 (3) 8.0+12.p=4 (4)
Si considerem només la (2) i la (3) i les sumem, 6.0=30, a=5.
Substituint en (2), p=7-2.0=7-2.5=7-10=-3, p=-3.
Comprovem les altres dues equacions:
(1) 3.0+5.p=3.5+5.(-3)=15-15=0 es verifica.
4) 8.0+12.$=8.5+12.(-3)=40-36=4 i també es verifica.
En resum, podem dir que f3 és combinacié lineal de f; i fo, ja
que f3=5.11-3.T9, i, per tant, I{fl,f 9,f3} son linealment dependents|.
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Mirem ara si les columnes sén també linealment dependents.
Posem I'altima columna €4=(8 12 4)' com a combinaci6 lineal de les
tres primeres €1=(3 5 0)', €2=(2 1 7)'i c3=(4 -1 23)"

C4=0..C1+P.Co+Y.C3 = (8 12 4)'=0..(3 5 0)'+B.(2 1 7)'+y.(4 -1 23)"

Multiplicant i sumant obtindrem

(8 12 4)'=(3.ai+2.p+4.y 5.0+B-y 7.p+23.7)

Hem de resoldre el sistema de tres equacions amb tres
incognites:
3.0+2.8+4.y=8 (1) 5.0+B-y=12 (2) 7.p+23.y=4 (3)
Eliminem o amb les dues primeres equacions, multiplicant la (1)
per 5, la (2) per -3, i sumant 15.0+10.5+20.y=40
-15.0-3.8+3.v=-36
7.5+23.v=4

Com que ens ha quedat igual que (3), aixd vol dir que el sistema
tendra infinites solucions. Aillant B en aquesta equacio6, tenim:

4-23. -
B=—= L per exemple y=2 = B= %6— =-6

Trobem a substituint en (2), 5.04+(-6)-2=12, 5.0=20 , a=4.

D'aquesta manera, una possible combinacié lineal entre les
columnes pot ser €4=4.€1-6.€9+2.C3 .

Conclusio: I{cl,cz,03,c4} sOn també linealment dependents].

Rang d'una matriu

9. Aplica la regla del pivot en el métode de reduccié de Gauss per
trobar el rang de les dues matrius segiients:

1 2 5 3 4 2 4 -2 0
6 7 3 2 0| ; nd-5 0 -1520
11 12 1 1 -4 12 8 4 -8
5 5 -2 -1 -4 -3 -4 3 -2

Solucié. Comengarem pel terme inicial aj) i fem tots els
productes possibles de la manera indicada

Olg2 5 3 4 1]2 5 3 a4

7 3 2 0 || O0[-5 -27 -16 -24 |_
11112 1 1 -4 | | 0 |-10 -54 -32 -48
515 -2 -1 -4 0]|-5 -27 -16 -24
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Per exemple, el primer és bog=aj].ag2-a21.a12=1.7-6.2=7-12=-5 i
IMaltim bgs=a1.a45-a41.a15=1.(-4)-5.4=-4-20=-24.

Després de dividir la segona i la quarta fila per -1 i la tercera per
-2, continuem el métode del pivot, agafant, perd, com a element
multiplicador el bga=5.

1 2|5 3 4 1 2 5 3 4

| o 7 16 24 |_|[0].5_27 16 24
0 57 16 24 0 0l0 O O
0 5[27 16 24 0 0 0]oOo O

El primer terme que trobem és el c3z=baa.b33-b32.b23, que ens
déna ¢33=5.27-5.27=0, i el mateix ens resulta per als altres
productes.

No cal continuar fent operacions, perqué la matriu, com es pot
veure a la figura, ja ens ha quedat escalonada. Com que la matriu té
dues files diferents de la fila nul-la (la formada tnicament per zeros)

i és equivalent (=) quant al rang a la matriu inicial M, podem dir

que el seu rang és dos, |p(M)=2|.

De manera similar actuem amb la matriu N, simplificant-la
primer i després aplicant el métode del pivot per aj1=1.

2 4 -2 0 -1 0 112 -1 0
Nd B 0 -15 20 |_ 3 2 |_| 02 2 -4
12 8 4 -8 1 -2 ol-4 a4 -2
-3 -4 3 -2 3 2 o|-2 o0 2

Després el tornem aplicar per bgg=1 i finalment per c33=2, i la
matriu ja queda escalonada

1 2 -1 O 2 -1 O -1 O

1 12
_| 0 D2 2 |0 1 -2 2 |_||O]L1_ -2 2
|1 0 2721 0 O -3} 1{lo o}l o -3

0O 1] 0 -1 0 0 2/7&73 0O 0O o]o

Com que el nombre de files diferents de la fila nul-la de la matriu

equivalent és 3, el seu rang és [p(N)=3|.

10. Per mitja de les matrius fila, dedueix el rang de la matriu
seglient, emprant el métode de reducci6 de Gauss. Escriu les
combinacions lineals que has fet servir i després troba la relacié que
hi ha entre les dltimes files i les primeres. Farem servir la matriu P,
que té per vectors files f1=(-2,-4,3,4,1,8), f2=(1,2,0,-2,1,-1),
f3=(3,6,3,-6,6,3) i 14=(2,4,2,-4,4,2):
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Solucié. Apuntem en primer lloc la matriu donada P(4x6),
indicant explicitament les seves quatre files
-2 -4 3 4 1 8 \f
p4 1 2 0 -2 1 -1 |fa
3 6 3 -6 6 3 |[f3
2 4 2 -4 4 2/

Com que hem de fer servir el métode de reduccié de Gauss per
calcular el rang, deixem fixa la fila f; i transfomem les altres files
en unes que tinguin el primer terme nul.

Les combinacions lineals que es poden fer entre la primera fila i
la fila corrresponent sén

-2 -4 3 4 1 B8]
p= 0 3 0 3 6 |82=2.45+f)
(0] 15 0 15 30 g3=2.f3+3.fl
0 5 0 5 10/g=f+f

Continuem escalonant la matriu agafant com a fixa la fila gq i fent
que els termes sota ago siguin nuls. Fent les combinacions lineals
necessaries obtenim

-2 -4
p=|l0__0

3 4 1 _8
- 0 3 0 3 6l
) t)j 0 0 0 0 |hy3=g35.28,
0 {0f 0O 0 O O /h=3.g75.8,

No cal continuar, ja que la matriu P esta escalonada (és a dir que
té un triangle inferior-esquerre format per sis zeros). El rang de la

matriu és .

Aix6 voldra dir que hi ha dues files linealment independents, per
exemple f; i fa, mentre que f3 i f4 depenen linealment d'aquestes
dues. Trobem ara aquesta relacié de dependéncia.

Com que h3=(0 0 0 0 0 0) és la fila nul-la, h3=f(, substituint per
les combinacions lineals que hem fet servir ens queda

g3-5.92=Tp , (2.f3+3.11)-5.(2.To+f1)=fg . 2.13+3.11-10.12-5.11=fg
-2.11-10.12+42.3=fg , -f}-5.fg+f3=fg , |f3=F1+5.1|.
De la mateixa manera obtenim:
hy=fp , 3.94-5.g2=Tp , 3.(f4+f1)-5.(2.Ta+F1)=To
3.14+3.11-10.12-5.11=fg , -2.f1-10.f2+3.f4=fg , 3.14=2.11+10.fo
f4=(2.11+10.15)/3 o també [f4=2.(f1+5.19)/3)].

Per a comprovar aquestes dues combinacions lineals trobades,
només cal substituir.
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11. Per als diferents valors del parametre m, m#0, estudia el rang
de la matriu A, utilitzant la regla del pivot en el métode de reduccié

de Gauss:
2m 3 1
Aﬂ( 2 3m 1 )
2 3 m

Solucié. Sigui a;;=2.m l'element pivot. Fent els productes
d'aquest terme amb alguns altres de la matriu, com ens indica el
métode del pivot, com per exemple bao=ajj.agz-az1.a12, que déna
boo=2.m.3.m-2.3=6.m2-6, tenim:

2m| 3 1 2.m | 3 1
A5 2 I83m 1 |= 0 6.m2-6 2.m-2
213 m 0 6.m-6 2.m2-2

Dividint la segona i tercera fila per 2, traient factor comu i
continuant €l métode del pivot per I'element bag, ens queda

2.m 3 1
2.m 3 1 O
A= 0 m-1_|= oi 3.(m%1) | m-1
0 3.(m-1) | m2-1 0 Oj I@

Per raons practiques, trobem el terme c3g explicitament, ja que
és un element basic per al calcul del rang de la matriu.

c33=3.(m2-1)2-3.(m-1)2=3.(m4-2.m2+1)-3.(m2-2.m+1)=
=3.(m%-2.m2+1-m2+2.m-1)=3.(m4-3.m2+2.m)
" Calculem els valors de m que anul-len c33. Igualant a Zéro,
3.(m4-3.m2+2.m)=0 = m4-3.m2+2.m=0 = m.(m3-3.m+2)=0

Una solucié és m=0 perd no és valida, ja que per hipotesi m#0.
Les altres les obtenim resolent I'equacié cubica m3-3.m+2=0. Es

veu ben clar que una altra solucio és .

Comprovem-ho per Ruffini: I 1 0 -3 2
1 1 1 -2
[ 1 .1 -2 (0

Si fem l'equaci6 resultant, m2+m-2=0, obtenim

e -144/124.1.(-2) _ -1#Y9 _ -133
- 2.1 T2 2
Amb el signe positiu ens queda m=1 que ja teniem. Amb el signe

negatiu tindrem .
Estudiarem ara el rang de la matriu donada pels tres casos
conflictius:

PRIMER CAS: m=1. Substituint aquést valor de m a la matriu
escalonada, obtindrem
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~

231
000

El seu rang és

SEGON CAs: m=-2. També substituint ens quedara:

-4
A
0

00O
3 1
0 45 -5
o o

El seu rang és

TERCER CAS: m#1 i m#-2 (i també per hipétesi m%O)

2.m 3 1
AS 0 3.(m2-1) m-1
0 0 c3520

1.2. OPERACIONS AMB MATRIUS

Operacions elementals: (), (+) i ()

El seu raﬁg és

12. A principi de maig, una companyia de roba de vestir formada
per tres sucursals ven 4 classes de productes: camises, pantalons,
Jjerseis 1 americanes. Les existéncies actuals sén 52¢, 68p, 73j 1 49a
per a la primera sucursal, 33c, 47p, 85j i 21a per a la segona i 59c,
76p, 80j i 97a per a la tercera.

Les vendes al cap del mes han estat de 17c, 32p, 21j i 16a per a la
primera sucursal, 22¢, 12p, 35j i 5a per a la segona i 28c, 13p, 24j i
36a per a la tercera. Expressa en forma matricial la matriu
d'existéncies, la matriu de vendes i la nova matriu d'existéncies:

Soluci6. En primer lloc fem unes taules de doble entrada on es
reflecteixen les existéncies de roba i les vendes en les sucursals.

EXISTENCIES VENDES
SUC.| Cam| Pan| Jer| Ame SUC.| Cam| Pan| Jer| Ame
12 1 52 | 68 | 73 | 49 12 117 [ 32 |21 | 16
22 | 33 | 47 | 85 | 21 22 122 |12 |35 | 5
32 |59 | 76 [ 80 | 97 3 |28 [13 |24 ] 36

Tant les existéncies inicials, E;j, com les vendes, V, les podem

escriure en forma matricial

52 68 73 49
33 47 85 21
59 76 80 97

E=

a

22 12 35 5

17 32 21 16)
28 13 24 36
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La nova matriu d'existéncies Eq és, evidentment, la diferéncia de
les dues matrius anteriors

E2=E1-V=(

52-

33-22
59-28

17 68-32
47-12

76-13

Fent aquestes diferéncies, obtenim

Eg=

35 36 52
11 35 50
31 63 56

73-21  49-16
85-35 21-5
80-24 97-36
33

)

61

Retornant al quadre esquematic inicial, és ben clar que el
nombre de camises, pantalons, jerseis i americanes que existiran a
cada sucursal sera

NOVES EXISTENCIES

SUC.| Cam| Pan| Jer| Ame
12 | 35 | 36 | 52 | 33
22 111 35 | 50 16
32 131 | 63 | b6 | 61

13. Per a les dues matrius A i B troba les matrius C=A+B i D=A-B i
després E=(1/2).C i F=(1/2).D. Qué donara la matriu suma de E i F?I
la matriu diferéncia? Comprova-ho fent-ho directament. Les matrius

donades sén:

270 252
A5 5 41 i BH74-5
2-55 015

Solucié. Trobem les matrius suma i diferéncia, sumant i restant
els termes corresponents ’

C=A+B:(

-27 0
541
2-55

-25 2
7 4-5
015
){—25 2

7 4-5
015

-2-2 7+5
)=( 5+7 4+4
2+0 -5+1
-2+2  7-5
)= 5-7 4-4
2-0 -5-1

0+2 -4 12 2
1-5 ):( 12 8 -4 )
5+5 2 -4 10
0-2 o 2 -2
2 )8 2 2]
5-5 2 6 O

Trobem ara E=C/2 i F=D/2. Fem-ho en primer lloc amb el calcul

-270
D=A-BH4 5 4 1
2-55
matricial.
-4
B=C=14 12
2
F=Q=L( _%
2 2 9

12 2 -4/2 12/2
8 -4 )= 12/2 8/2
-4 10 2/2 -4/2
2 -2 0/2 2/2
0O 6 Fl -2/2 0/2
6 O 2/2 -6/2

2/2 -2 6 1
-4/2 (6 4 -2)
10/2 1 -2 5
-2/2 0 1 -1
A
0/2 1 3 O
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La matriu suma E+F és:

-261)(01-1\({-240 6+1 1-1 -270
E+F=(6 4-2}'(-1 03 ):( 6-1 440 -2+43 =(5 41 )
1-25/11-30 1+1 -2-3 540 2-55
Observem que el resultat és la matriu inicial A, .

Fem el mateix per a la diferéncia de matrius, E-F

-2611/01-1 -2-0 6-1 1+1 {-252
E-F946 4-21-10 3 =( 6+1 4-0 -2-3 k7 4-5

1-25/11-30 1-1 -2+3 5-0 015
En aquest cas la matriu diferéncia és la B, .

Comprovem-ho directament substituint en les definicions de C,
D, EiF:

E+F= c + D_C+D . (A+B)+(A'B) - A+B+A-B =2.A =A
2 2 2 2 2 2
EF=-C.D_CD_A+B-(A-B) aBA+B_2B_p
2 2 2 2 2 2

14. Direm que tres matrius A, B i C s6n linealment dependents si

podem trobar dos nameros o i B de manera que a.A+B.B=C. Calcula
els valors dels parametres x i y a la matriu C perque les tres matrius
siguin dependents. Quina és la relacié de dependéncia? Les matrius

son:
-12 3 0-11 -5 x y
A=-34-1] , BH-35-.2 i CH-9 10 -1
01-2 10-5 -2 5 0

Solucié. Calculem la combinacié lineal ‘a.A+B.B de les matrius
donades Ai B.

123 0-11 "o 2.0 3.a+f
«A+f.B=0f-3 4 -1 +B{-35 -2 -3.0-3.B 4.045.p -a-2.8
01-2 10-5 B o -2.0-5.p

Com que ha de passar que a.A+B.B=C, igualem les matrius
-o 2.0-B 3.0+

-5 x y
-3.0-3.p 4.0+5.8 -a-2B |=| -9 10 -1
B « =205p) ‘2 5 0

Es pot veure directament dels termes a3, i a3j, per exemple, que

ha de ser i .
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Comprovem que es verifica pels termes numerics que falten i de
passada trobem les indeterminades x i y, substituint a la matriu
-5 2.5-(-2) 3.5+(-2) 5 x vy
-3.5-3.(-2) 4.5+5.(-2) -5-2.(-2) )=( -9 10 -1 )
-2 5 -2.5-5.(-2) -2 5 O

Per tant, x=2.5-(-2), i també y=3.5+(-2), .

15. Donades les matrius quadrades de tercer ordre A i B,
determina dues matrius X i Y que verifiquin el sistema segient:

( 1-24 ( 21-2
2.X-5.Y=A .

n A - B
-X+3.Y=B ° 01 3) ' 301

4-5-9 -13 6

Soluci6. Partim del sistema donat 2.X-5.Y=A (1), -X+3.Y=B (2).
Sense substituir 1a A i la B per les seves matrius corresponents,
resolem el sistema.

Eliminem primer la Y 3.(1)+5.(2): 6.X-15.Y=3.A
-5.X+15.Y=5.B
Sumant, X=3.A+5.B

Fem el calcul matricial

1-24 21-2 3 -6 12 10 5 -10)
X=3101-3¢5({3 01 0O 3 -9 15 0 5 F
4-5-9 -13 6 12 -15 -27 -5 15 30

3+10 -6+5 12-10 13 -1 2
=l 15 3 -4

0+15 3+0 -9+5

12-5 -15+15 -27+30 7 0 3
Eliminem ara la X (1)+2.(2): 2.X-5.Y=A
-2.X+6.Y=2.B
Sumant, Y=A+2.B

Substituint les matrius i operant, obtenim

1-24 21-2\(1-24 4 2 -4
Y401-3F2{301H01-3 6 0 2 F
4-5-9 -136/\4-5-9/\-2 6 12

1+4 -2+2 4-4 5 O 0
= 0+6 1+0 -3+2 F 6 1 -1
1

4-2 -5+6 -9+12 2 3
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16. Comprova la propietat de distributivitat numeérica amb els
nombres racionals a=3/4 i f=-1/2 i la matriu A de files f;=(4 0 -12),
f2=(0 8 -4) i 3=(-16 20 0).

Solucié. Donats els niimeros a i B i la matriu A, per comprovar la
propietat de distributivitat numeérica hem de verificar la igualtat

(o+B) .A=oc.A+[3.A|. Comprovem-ho.

: 4 0 -12\/10-3
(a+B).A=[% +- %)].A= l( 0 8 -4 Ho 2-1

4116 20 0 / \a50
4 0 -12 4 0 -12
a.A+B.A=-2—( 0 8 -4 )4(%).( 0 8 -4 )=
.16 20 0 .16 20 0O

3 0 -9 -2 0 6 10-3
= 0 6 -3 o -4 2 02-1
-12 15 O 8 -10 O -450

Al quedar igual els dos costats, voldra dir que es verificara la
propietat esmentada.

17. Donades les matrius A i B segiients, calcula les matrius XiY
que verifiquen X+Y'=A+B i X'-Y=A-B:
' 21-4
i Bf352
-20-1

5-42
A5031
6 7-3

Solucié. Ccalculem primer la suma i la diferéncia de les dues
matrius donades: .

5-42 21-4\ (7-3-2
AtB503 1|+(352|=(383

6 7-3 -20-1 47-4
5-42\ (2 1-4 3-56
A-B=(03 1|/-[{352]= -3-2-1)
6 7-3/ \-20-1 87-2

De les dues equacions (1): X+Y'=A+B i (2): X-Y=A-B, que sembla
“a priori” que tenen 4 incégnites X, X', Y i Y', mirarem d'arreglar la
(2) transposant cada costat.

2): X-Y)'=(A-B)) = X'-Y'=(A-B)) = X-Y'=(A-B)'

Per tant, el nou sistema sera (1) X+Y'=A+B
(2) X-Y'=(A-B)'
Sumant, 2.X=(A+B)+(A-B)’

D'aquesta manera, X=[(A+B)+(A-B)'1/2. Si ara restem obtenim
Y'=[(A+B)-(A-B)'l/2, d'on podrem trobar la Y.
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Substituint les matrius A+B i A-B, on aquesta ultima s'haura de
transposar (és a dir, canviar files per columnes) tenim

1 7 -3-2 3-38 1 10 -6 6 5-33
X=§ 383]|+|-5-27 ) -2 6 10 F||-13 5
47-4 6-1-2 10 6 -6 53-3

Per trobar la matriu Y restem les equacions matricials del
sistema anterior, i després transposem

7-3-2\ (3-38 4 0 -10\ [20-5
Y=é— 383|-[-5-27 =42L 8 10 -4 Fl4a5-2
4 7-4) \6-1-2 2 8 -2/ \14-1

Transposant,

2 4-1
054
-5-2-1

Producte de matrius

18. Una empresa de mobles consta de 4 botigues repartides per la
ciutat que venen armaris, cadires, taules i sofdas. Actualment les
existéncies sén de 8a, 26¢, 12t i 5s per a la 12 botiga, 15a, 32c, 14t i
7s per a la 22, 9a, 22c, 18t i14s per a la 32 botiga i 7a, 24c, 16ti 10s
per a la 42 botiga.

Si els preus actuals de cada moble sén 45000pts/a, 3200pts/c,
12500pts/t i 28900pts/s, calcula la “matriu inventari” M per a saber
el capital total que pot disposar en cada botiga.

Solucié: Esquematitzem en dues taules les dades de l'enunciat
del problema :

EXISTENCIES ACTUALS PREU/UNIT
BOTJArm | Cad| Tau| Sof MOB| Preu
12 | 8|26|12 | 5 Arm| 45000 |
28 115 |32 )14 | 7 Cad| 3200
321 9|22]|18 |14 Tau | 12500
42 | 7|24 16|10 Sof | 28900

D'aquestes dues taules podem formar immediatament la matriu
d'existéncies E ila matriu de preus P:

8 26 12 5 45000
gd 15 32 14 7 3200
9 22 18 14 12500
7 24 16 10 28900
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Per realitzar el problema sense fer servir el calcul matricial i per
trobar el capital de la primera botiga, per exemple, fariem:
C1=(8a).(45000pts/a) + (26c).(3200pts/c) + (12t).(12500pts/t) +
+ (5s).(28900pts/s)= ... = 737700 pts
Recordant la definici6 de producte de matrius, és clar que si
volem trobar la matriu del capital de cada botiga, o matriu inventari
M, haurem de realitzar el producte de les dues matrius anteriors,

=) |

Per simplificar els calculs dividim els preus per 100, la qual cosa
vol dir que les unitats sén “centenars de pessetes”. ]
8 26 12 5 450) [ 8.450+26.32+12.125+5.289
M={ 15 32 14 7 32 ||15.450+32.32+14.125+7.289 |_
9 22 18 14 ||125]|9.450+22.32+18.125+14.289
7 24 16 10 /1289/ \7.450+24.32+16.125+10.289
3600+832+1500+1445 7377\ -
=| 6750+1024+1750+2023 | | 11547
4050+704+2250+4046 | | 11050
3150+768+2000+2890 8808

Aixi, els capitals de qué disposara cada botiga sén els seglients:

|C1=737.700 pts] |C2=1,154.700 pts|
|C3=11105.000 pts] [€4=880.800 pts].

19. Aplicant la condicié de conformitat i tenint en compte 1'ordre
de la matriu resultant, troba tots els productes possibles que es
poden realitzar amb dues matrius diferents, per a les tres matrius:

2-3 o
{333) - o{13) 1 efsy)
) a2

Soluci6. Les dimensions de les matrius donades sén A(2x3),
B(3x2) i C(2x2). ‘
Recordem que perqué es pugui efectuar el producte de dues

matrius ha de passar que «el nombre de columnes de la primera
matriu sigui igual al nombre de files de la segona.

El nombre total de possibles productes sera el de variacions de
tres matrius agafades de dues en dues, V3 2=3.2=6.

PRIMER CAS: A(2x3)°B(3x2) Possible A*B(2x2):

2
oB= -) - L2+(-1).1+2.4] [1.(-3)+(-1).0+2.2]\
AB ({El ’( 0.2+2.1+(-1).4 mm—n—z)-

= 2-1+8 -3+0+4 (9 1)
0+2-4 0+0-2 -2-2
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SEGON CAS: A(2x3)°C(2x2) No és possible (3#2).

TERCER CAS: B(3x2)°A(2x3) Possible BeA(3x3):

[1.1+0.0]

Y—

.(-1)+0.2]

2 -3 -
ooa- ESHEETE) -
2+0 -2-6 443
= 1+0 -140 240
4+0 -4+4 8-2

QUART CAS: B(3x2)eC(2x2)

14.1+2.0|

L.2+0.

-1)]

[2.1+(-3).0 [2.(-1)+(-3). ‘;Jl 2.2+(-3). -11)

4.(-1)+2.2

4.242.

-1)]

2-87
1-12
406

FIEE

Possible BeC(3x2):

BeC=

4-6 2-9 -2 -7
={2+0 140 2 1
8+4 4+6 12 10

EE- (e

[1.2+0.2]

[4.2+2.2]

|2 2+! 3).2] [2.1+(-3). 3])
(1.1+0.3

4.1+2.

CINQUE CAS: C(2x2)°A(2x3)

Possible CeA(2x3):

o 2 1 ,( ) 2 1:1.0 2019 [2.2+¢1.(1)
ot 273 Ill 2.1+3.d [2.(-1)+3.2] [Z2+3.(-1)
=( 240 -2+2 4-1 \_[({20 3)
240 -2+6 4-3 241

SISE cAS: C(2x2)eB(3x2)

No és possible (2#3).

20. Estudia la condici6 de conformitat

commutatiu el producte matricial (¢) amb les matrius:

-12
SR
4 -6

, i comprova que no és

Solucié. Fem primer el producte de A per B, i observa que és
possible, ja que A(2x3)*B(3x2)=A*B(2x2):

Asp2-1 1) slo =( 2-3+4  4+0-6 )=( 1 2
0381|521 0+9+20 0+0-30 S 29 -30

D'altra banda, també és possible realitzar el producte de la matriu
B per la A perqué B(3x2)°A(2x3)=B*A(3x3).
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Observem que no es verifica la commutativitat | AsB#BeA], perqué

A¢B és una matriu quadrada de segon ordre i BeA una altra de tercer
ordre. Trobem, perd, aquest ultim producte. :

L2\ o) [ 240 146 -1+10)\ [[-2~ 7 9
BeA; I@]{O 3H)= 6+0 ~-3+0 340 I 6 -3 3
4 -6 8+0 -4-18 4-30 8 -22 -26

ot

21. Calcula els productes A*B i BeA de les matrius quadrades de
tercer ordre segtients i analitza el resultat:
123 1 -2 1
A1 3 3) i B=( -1 1 0 )
243 2/3 0 -1/3

Soluci6é. Multipliquem les matrius tenint en compte les files de
la primera matriu i les columnes de la segona. Aixi, per exemple,
el terme cj2 dela matriu producte és la suma dels productes
corresponents de la fila fy=(aj; a2 a13) per la columna €a=(bi3 bas
b3a), que ens donara el valor c19=2a; 1.bi1o+ajs.boo+arz.bas.

No cal dir que les dues matrius s6n multiplicables, ja que totes
dues s6n matrius quadrades de tercer ordre. Per exemple,

A(3x3)*B(3x3)=A*B(3x3)
D'una banda tindrem,

123 1 -2 1 1-2+2 -242+0 1+0-1
AB=11331-1 1 0 |=| 1-3+2 -2+3+0 1+0-1 |=

243/\2/3 0 -1/3 2-4+2 -4+44+0 2+0-1
100

=0 1 0Fl = AeB=Il
001

D'altra banda ens quedara,
1 -2 1 ){1 2 3) ( 1-2+2 2-6+4 3-6+3 )

B'A=( -1 1 0 133 -1+1+0 -2+3+0 -3+3+0
2/3 0 -1/3/12 4 3 (2/3)-(2/3)(4/3)-(4/3) 2+0-1
(1 0 0} :
=0 10F = BeA=]

001

En resum, A*B=BeA=], la qual cosa significa que A i B s6n matrius
inverses, perqué sén commutables i el seu producte és la matriu
unitat.

Podrem escriure o també .
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22. Donades les matrius A i B segiients, aplica les operacions de
producte i de transposicié per trobar (A*B)', (BeA)', A'eB' i B'eA'.
Quines relacions d'igualtat es verifiquen? Les matrius son:

102 -76-1
As031 i Bg10-1
420 1-21

Soluci6. Calculem cadascun dels productes matricials,

102\/[-76-1\ [ -7+40+2 6+0-4 -1+0+2 -5 2 1
AB4031410-1F 0+3+1 0+0-2 0-3+1 [ 4 -2 -2
420/\1-21/ \-28+2+0 24+0+0 -4-2+0 -26 24 -6
-76-1\{102 -7+0-4 0+18-2 -14+6+0) (-11 16 -8
BA510-1/403 1| 1+0-4 0+0-2 2+0+0 -3 -2 2
1-21/\420 1+0+4 0-6+2 2-2+40 5 -4 0
Les transposades d'aquestes matrius sén,
-5 4 -26 -11 -3 5
(A*B)'5| 2 -2 24 i (BeA'| 16 -2 -4
1 -2 -6 -8 2 O
Les transposades de les matrius donades A i B son,
1 04 711
A0 32| i BH60-2
210 -1-11
Si fem els productes demanats, ens queda
104\(-711 -7+0-4 1+40-4 1+0+4 -11-35
A*B503216 0-2F 0+18-2 0+0-2 0-6+2 |5|| 16 -2-4
210/\-1-11/ \-14+6+02+0+02-2+0 -8 20
-711\(104 -7+0+2 0+3+1-28+2+40 -54 -26
B*A= 6 0-2/110 3 2 F| 6+0-4 0+0-2 24+0+0 || 2-2 24
-1-11/1210 ~140+2 0-3+1 -4-240 1-2 -6

Observem com es verifica per aquest cas la propietat general: da
transposada d'un producte de matrius és igual al producte, en ordre
invers, de les seves matrius transposades». En efecte, ens ha

resultat que [(AsB)'=B'°A’| i [(B+A)'=A"*B'|.

23. Donades les matrius B i C de Moxs, troba l'ordre ord(A)=mxn
d'una altra matriu A perqué es pugui verificar la igualtat AsB=C. Quina
és la matriu A? Quant han de valer els dos parametres desconeguts x
i y? Les matrius son:

1 7x
C
) :(5 0 y)

12-3
2-14

>
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Solucio. La matriu A desconeguda té un ordre A(mxn). Com que
ha de ser multiplicable amb la B(2x3) i ha de donar la C(2x3):
A(mxn)eB(2x3)=C(2x3) = m=2 i n=2.
Per tant, A ha de ser una matriu quadrada de segon ordre. Si els
seus termes son ajj=a, ajg=b, ag1=ci ago=d, tenim

A,Bz( a b) 12 -3)=( a+t2b  2ab -3a+db
cd/\l2-14 c+2.d 2.c-d -3.c+4.d
Com que ha de passar que A*B=C, igualant
( at2b  2ab -3a+4b|_ ( 17 x)
c+2.d 2.c-d -3.c+4.d 50y

Ens resulten dos sistemes d'equacions, més dues equacions que
ens permeteran trobar els parametres x i y:

1 {a+2.b=1 ) 2 {c+2.d=5 ‘ 3) [x=-3.a+4.b
(v 2.a-b=7 @ 2.c-d=0 ) y=-3.c+4.d
Multipliquem la segona equacié per 2 i la sumem amb la primera,
a+2.b=1 c+2.d=5
4.2-2.b=14 4.¢c-2.d=0

5.a=15 = 5.c=b = |c=1

Substituint tenim,
a+2.b=1 , 3+2.b=1 , 2.b=-2 , |b=-1

c+2.d=5 , 1+2.d=5 , 2.d=4 ,

La matriu demanada és, doncs,

(13

Trobem finalment els parametres x i y, substituint en (3),
x=-3.2+4.b=-3.3+4.(-1)=-9-4=[-13]
y=-3.c+4.d=-3.1+4.2=-3+8=[5]

24. Trobant el producte A*B de les dues matrius A i B, comprova
que son divisors de zero. Passara el mateix amb el producte BeA? Les

dues matrius sén:
1-11 123
A=_32-1 i Bg246
-210 123

Soluci6. Fem primer el producte de la matriu A per la B

1-11\(123 1-2+41  2-442 3-6+3 000
AB={-32-1112 4 6 F| -3+4-1 -6+8-2 -9+12-3} 0 0 0 |FO
-=210/\123 -2+2+0 -4+4+0 -6+6+0 000
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Designant amb O la matriu nul'la, i com que A#O, B#O i A*B=0,
direm que, efectivament, [A i B son divisors de zero|.

Recordem que, en general, el producte de les matrius no és
commutatiu, per la qual cosa no podem assegurar, en principi, si
també BeA=0. Calculem-ho:

123\/1-11 1-6-6 -1+4+3 1-2+0) (-11 6 -1
B’A=(2 4 6){-32—1)=( 2-12-12 -2+8+6 2-4+0} -22 12 -2
123/\-210 1-6-6 -1+4+3 1-240/ \-11 6 -1

. Observem, doncs, que BeAzO.

25. Quina condicié s'ha de verificar per tal que dues matrius Ai B
compleixin la igualtat (A-B)2=A2+B2? Comprova-ho per a les matrius:

2-3-5 -135
A=-145 i BH1-3-5
1-3-4 -135

Soluci6. Trobem la condicié que hauran de complir A i B perqué
es verifiqui la formula anterior. Desenvolupem el primer membre,

(A-B)2=(A-B)*(A-B)=A¢A+Ae(-B)+(-B)*A+(-B)*(-B)=
=A2-A*B-BeA+B2
Com que el resultat ha de coincidir amb A2+B?2, aixd significa que
-A*B-BeA ha de ser la matriu nul-la, -A*B-B*A=0 , [A*B+B*A=0|.

Aquesta condici6é també es pot expressar amb |A*B=-BeA|, i llavors
direm que el producte de A i B ha de ser “anticommutatiu”.

Comprovem que les matrius A i B donades compleixen la igualtat
(A-B)2=A2+B2:

2-3-5\ [-135)\ (2+1-3-3-5-5 3 -6 -10
A-B=(-1 4 5)( 1 -3-5)=(-1-1 4+3 5+5)=( -2 7 10 )
1-3-4/ \-135/ \1+41-3-3-4-5 2 -6 -9
3-6-10 ){3 -6 -10) ( 9+12-20 -18-42+60 -30—60+90)

(A—B)2=(-27 10 [{-27 10 [| -6-14+20 12+49-60 20+70-90
2-6 -9 /12-6 -9 6+12-18 -12-42+54 -20-60+81

100
{020k
001 ,
Ara trobem A2+B2 i comprovem que també s'obté la matriu unitat.
2 (2 -3-5){ 2 -3-5}( 4+3-5 -6-12+15 -10-15+20 }( 2 -3-5)
A*=|-14 5[1-14 5 | -2-4+5 3+16-15 5+20-20 F|-14 5
1-3-4/\1-3-4 2+3-4 -3-12+12 -5-15+16 1-3-4
-135\(-135 1+43-5 -3-9+15 -5-15+25 1) (-13 5
1 -3-5){ 1 -3—5}=( -1-3+5 3+9-15 5+15-25 ):( 1 -3-5)

-135 1+3-5 -3-9+15 -5-15+25/ \-13 5
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Observem que A2=A i B2=B (com que es.compleix aquesta
propietat, A i B es diuen “matrius idempotents”). Trobem A2+B2,

2-3-5\ [-135 2-1 -3+3 -5+5 100
-145]+|1-3-5F -1+41 4-3 5-5 010FI
1-3-4/ \-135 1-1 -3+3 -4+5 001

Ja hem’ comprovat que (A-B)2=A2+B2, perd encara ens falta veure
que les matrius A i B compleixen la condicié AsB+BeA=0.

2-3-5\(-13 5 -2-34+5 6+9-15 10+15-25 00O
A*B4-145141-3-5 1+4-5 -3-12+15 -5-20+25 F{ 00O

1-3-4/\-135 -1-3+4 3+49-12 5+15-20 000

AZ%B2=

-135\(2-3-5\ { -2-3+5 3+12-15 5+15-20-\ {000
BeAq 1-3-54-14 5 2+3-5 -3-12+15 -5-15+20 /|0 0 O
-135/11-3-4/ \ -2-345 3+12-15 5+15-20 000

Obtenim A*B=0 i B*A=0 (com que A#O i B#O, podem dir que Ai B
son divisors de zero). Notem que es compleix A*B+BsA=0+0=0.

26. Tenim quatre matrius de tercer ordre, A, B, C i D, i sabem que
son dues parelles de matrius commutables. Realitza els productes
pertinents per saber les relacions de commutativitat. A més de la
commutativitat, quina relacié hi ha? Les matrius son:

112
i D231
-12 4

123 10 0 -5 -2-1-6
A94320|.Bf§ -9 6 3 |.C4329
-1-1-1 7 -3 1 -1-1-4
Soluci6. Hauriem de fer V4 9=4.3=12 prbductes possibles, ja que
hi ha 4 matrius i les multipliquem de dues en dues. Comencem:

123)/10 0-5)(10-18+21 0+12-9 -5+6+3 13 3 4
AB53 201 -9 635 30-18+0 0+12+0 -15+6+0 12 12 -9
-1-1-1

7 -31 -10+9-7 0-6+3 5-3-1 -8 -3 1
12 3)\/[-2-1-6 -24+6-3 -1+4-3 -6+18-12 100
A°C=(3 2 O)‘(S 2 9)=( -6+6+0 -3+4+0 -18+18+0 )=(O 1 0)=I
-1-1-1/\-1-1-4 2-3+1 1-2+1 6-9+4 001
Comprovem a continuacié que també CeA=I:
-2-1-6\/1 2 3 -2-3+6 -4-2+6 -6+0+6 100
C'A<(3 29 {3 2 O)=( 3+6-9 6+4-9 9+0-9 010¢FI
-1-1-4/\-1-1-1 -1-3+4 -2-2+4 -3+0+4 001

Es verifica |AsC=CeA=I|. Per tant, A i C sén matrius inverses i
resultara C=A-1, o també A=C-1.

Es probable que l'altra relacié que cerquem sigui la de les altres
matrius B i D. Veiem-ho.
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001
Les altres dues matrius commutables s6n la B i la D. Més encara,

compleixen la relacié {BeD=D*B=15.1|.

10 0-5 12\ ({10+0+5 10+0-10 20+0-20
B°Dﬁ( -9 6 3){ 23 1H -9+12-3 -9+18+6 -18+6+12
7 -31/\-12 4 7-6-1 7-9+42 14-3+4
15 0 O 1
=( 0O 15 O )=15(o )=151
0O 0 15 00
112\/10 0-5 10-9+14 0+6-6 -5+3+2
D°B=(2 31 <( -9 6 SH 20-27+7 0+18-3 10+9+1)
-12 4 7 -31 10-18+28 0+12-12 5+6+4
15 0 O 100
=( 0 15 O )=15. 01 o)=15.I
0O 0 15

Cilcul de la matriu inversa

27. Pel métode del sistema d'equacions, troba la inversa Al de la

matriu:
6 1 -4
Ag5/2 1 -3/2

-9 -2 6

Soluci6. Partim de la matriu donada A i de la desconeguda A-1:
6 1 -4 ) X11 X12 X13
As 2'5 1 -1'5| 1 A= Xa] X3 Xa3
-9 -2 6 X31 X32 X33
Si considerem les files de la matriu inversa
Ri=(x11 x12 X13) Ro=(x21 X22 X23) H3=(x31 X32 X33)
podem escriure la matriu desconeguda com a A-l=(H; Hg K3)', on
la () indica transposicié i és, per tant, una matriu columna.
També designant amb e;=(1 0 0), e2=(0 1 0) i e3=(0 0 1) les
files de la matriu unitat I, tenim I=(e; eg e3)".

Ara bé, com que A i A"l son inverses, ha de passar que A*A-1l=I.
Substituint per les seves matrius corresponents,

6 1 -4 Hi\ [e; 6.H+Ho-4.H3 e;
2'5 1 -1'6{Hz2| €2 = 2'5.K1+Ho-1'5.H3 = €o
-9 -2 6 Hgz/ \€3 -9.H-2.Ho4+6.Hg €3

Igualant termes obtenim el sistema
‘6.}{1+}{2—4.}{3=91 {nge 1-6.H1+4. .43 (1)
2'5.K1+Ho-1'5.Hg=89 = 5.H1+2.H2-3.43=2.85 (2)
\-9.}{1—2.82+6.}{3=93 -9.H1-2.4o+6.H3=35 (3)
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Substituim (1) en (2} i (3),
5.%1+2.(e,-6.H+4.H3)-3.H3=2.85
-9.81-2.(€1-6.%;+4.H3)+6.Hz=€3

Operant,

5.H1+2.81-12.H1+8.Hs-3.}{3=2.82 -7.8145.83=-2.0+2.85 (2

-O.H1-2.€1+12.H,-8.H3+6.Hz=€3 3.H-2.43=2.€1+€3 (39

Multiplicant la primera per 2 i la segona per 5, .
-14.K%1+10.H3=-4.2+4.8, Sumant,

15.8;-10.%5=10.e+5.e3 |ﬁ=6-el+4-92+5E|

De la mateixa manera, multiplicant (2') per 3 i (3') per 7,
{-21.xl+15.}{3=-6.e 1+6.84 Sumant,
21.4;-14.H3=14.e+7.€3 B3=8-81+6-82+7a
Per tant, trobem Ho substituint en (1),
Ho=€]1-6.X1+4.83=€1-6.(6.€1+4.€2+5.83)+4.(8.81+6.89+7.83)=
=€)-36.e1-24.€2-30.e3+32.1+24.9+28.e3
En resum, Iﬁ2=-3.e 1+O.ez-2.e3l.

Trobem ara els termes de la matriu inversa
K1=6.€1+4€2+5.83=6.(1 0 0)+4.(0 1 0)+5.(0 O 1)=
=(6 0 0)+(0 4 0)+(0 0 5)=(6 4 5)
Igualment, Ra=(-3 0 -2) i ®3=(8 6 7).
En conclusid, la matriu inversa A-1=(X] Hg #3)' sera
645
A“=(-3 0 -2)

867

28. Per Gauss-Jordan, calcula la matriu inversa A-! de la matriu A i
després troba la matriu A*A-1. La matriu A és:

1-44
A2 14
-34-9

Solucio. Formem la matriu conjunta, M=[AlI] que consta en
primer lloc de la matriu donada A i a continuaci6, separada per una
linia vertical, de la matriu unitat I.
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Per trobar la inversa A-1 de la matriu A, mirarem de convertir la
matriu conjunta M en una altra dequlvalent M=[IIB], que en
primer lloc tingui la matriu unitat I i en segon lloc una matriu B,
que sera precisament la inversa que busquem, A-1=B.

Com que es tracta d'una matriu quadrada de tercer ordre, seguim
els quatre passos segiients.

PRIMER PAS: Considerem fixa la primera fila i transformem en
zeros el segon i tercer termes de la primera columna:

1-34|1 0 0f| &=h
M “0 7-4t21 0 g2=f2-2.f1
Qi-5313 0 1183=f3+3.f

SEGON PAS: Ara és la segona fila que és fixa, i els termes que s’han
d'anul-lar sén el primer i tercer de la segona columna:

{7@ 16| 1 3 o]h1=7g1+3.gz
|

=O7 -4 | -2 10l h2=g2
o{oj 1|11 57

h3=7.83+5.82

TERCER PAS: Deixem la tercera fila igual i anul-lem el primer i
segon termes de la tercera columna:

7 o -175 -77 -112 Tii=h-16.hg
M={o 7§ 42 21 28 i2=hz+-4.h3
o111l 5 7 ] liz=hg

QUART PAS: Transformem la primera matriu a la matnu unitat,
dividint cada fila pel terme de la diagonal:

1 00]-25 -11 -16 1i1=i)/7
MS010
001

6 3 4 |ig=i2/7
5 7 lig=ig
En conseqiiéncia, la matriu inversa sera la que és en segon lloc
q -25 -11 -16
A=l 6 3 4
11 5 7

Comprovem que és la inversa fent el producte AeA-l. Es clar que
hem d'obtenir la matriu unitat L.

1 1-341(/-25 -11 -16)\ [-25-18+44 -11-9+20 -16-12+28
AsAT=12 1 4 6 3 4 -50+6+44 -22+3+20 -32+4+28 F
-34-9 5 7 75+24-99 33+12-45 48+16-63
100
=01 O)=I
001

Si calculem A-leA també obtindrem la matriu unitat I. Comprova-
ho com a exercici.
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29. Comprova que la inversa del producte de matrius és igual al
producte, canviat d'ordre, de les seves inverses. Utilitza les matrius:

-21 : 7-9 ’

A B=

=(5 -3) ' {3 -4)

Solucié. Trobem la inversa de la matriu A, A-l. Ho farem per
sistema d'equacions. Partim de les matrius,

-21 -1_[ X11 X12 : {10
A=(5-3 - A _(le X22) ' ‘ I=(0 1
Si anomenem Xi1=(x]; X)2) i Ko=(Xx2] X99) les files de A-1,
observem que A-l1=(X] X2)'. Fem el mateix amb la matriu unitat I,
posant e1=(1 0) i €2=(0 1), i queda I=(e; eg)'.

Com que ha de passar que A*A-1=], si substituim i operem, tenim

(-21 ,(HlHel) - {-2.}{1+82=e1 (1)
5 -3/\Hal \ey 5.H1-3.Ho=85 (2)

En aquest sistema eliminem Hg multiplicant (1) per 3 i sumant
amb (2),

-6.81+5.H1=3.e1+82 , H1=-3.€1-83 , |H1=(-3-1)

Trobem ara Ko multiplicant la (1) per 5, la (2) per 2 i sumant,
5.H2-6.H9=5.€1+2.89 , Ho=-5.1-2.89 , |Ho=(-5 -2)

La matriu inversa de A és doncs

A-1=('3' 1)
-5-2

Calculem després la matriu inversa de B, B-1. Per variar, ho farem
pel métode de Gauss-Jordan. Comencem posant la matriu conjunta
i fent que el terme ag; s'anul-li:

M:{7-9 1 O]fl E[7-9 1 0]g1=f1
3-410 11lf2 10-11-3 7] g9=7.£5-3.f

Ara anul-lem el terme ajg i després dividim els termes de la

diagonal principal de manera que ens quedi la matriu unitat,

M=[ 7 0| 28 -63 ] hi=g1-9.¢2 _[1 0|4 -9} ii=hy/7

0-11 -3 7 Jhg=go L0 113-7]ig=-hg
La matriu inversa és la que esti a la dreta de la matriu unitat,
Bl( 4 —9)
3-7

D'altra banda, hem de trobar el producte A*B de les dues matrius
donades Ai B

A,B=(-21H7-9)=( 1443  18-4 )=(-11 14
5-3/13-4 35-9  -45+12 26 -33
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Com a exercici, troba la inversa (A*B)-! de la matriu A*B. Tant si
es fa per sistema d'equacions com per Gauss-Jordan, s'obté:

(A'Brl: 33 14)
26 11

Per acabar el problema trobarem B-1¢A-1 i comprovarem que déna
igual que la matriu anterior,

B—I,A-l=(4—9H~3-l)=(—12+45 -4+18 )= (33 14
3-7/\-5-2) "\ -9435 -3+14 26 11
Es verifica |(AsB)-1=B-1eA-1|, com podem comprovar ficilment
observant que
(AsB)e(B-1eA-1)=As(BoB-1)oA-1=Ae[eA-1=AeA-1=] = (AsB)-1=B-leA-l

30. Sabem la relacié matricial X'=4.A'+12.B-1-AsB. Troba primer la
inversa B-1 i després fes les operacions pertinents per trobar la
matriu desconeguda X. Les matrius Ai B sén:

213 101
Aq412| 1 B2 1-1
011 12-1

Solucié. Calculem la inversa B-! de la matriu B, emprant per
exemple el métode de Gauss-Jordan. Formem la matriu conjunta,

101]/100]f1 -
M=2 1-1
12-1

010|fs
001l1fs
Fixant la primera fila transformem en zeros els termes ag; i agg, i
després fem el mateix treballant sobre la segona fila i anul-lem els
termes ajq i asza,

101|100]g=h 10 1|10 0]h=¢g
M50 1-3}-21 0|go=fo-2.f; =0 1-3-21 0 |ho=gs
0 2-21-10 11 gs=fs51; 00 413-211hs=gs2.g,

Ara actuem sobre la tercera columna, anul-lem els termes aj3i
agg i dividim tots els termes per 4 perqué ens doni la matriu unitat,

4 00]|1 2-1]i1=4.hy-h3 100|1/4 2/4-1/4]j1=i1/4
M= 04 0[1-23|ig=4.ho+3.hs =0 1 0|1/4-2/4 3/4 |jo=ia/4
0 0 413-21Jis=hg3 00 113/4-2/41/41]j3=i3/4
Ja hem trobat la inversa B-1, que és donada per
1/4 2/4-1/4

B'= 1/4-2/43/4

12-1
o millor per | B'l= li,.23
3/4-2/41/4

4\3.91
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Hem de trobar després el producte de les dues matrius donades
AiB,

AB={412[121-1 4+2+20+1+4 4-1-2 851

011/\12-1 0+2+10+1+42 0-1-1 33-2

Calculem la matriu X' donada per X'=4.A'+12.B-1-A¢B,
240 12-1 77-2
X=4.(1 1 1)+12-i-(1-23)-(8 5 1)
321 3-21 33-2
Multiplicant pels coeficients i sumant obtenim,

8 16 O 36-3 -7-72 4 15 -1

X=l 4 4 4 |+|3-69]+|-8-5-1|=| -1 -7 12

12 8 4 9-63 -3-32 18 -1 9
Finalment, transposant la matriu,

4 -1 18
Xq4 15 -7 -1
-1 12 9

21 3)(1 0 1) (2+2+30+1+6 2-1-3) (7 7-2)

Poténcies i polinomis de matrius.

31. Si AcM3 és la matriu A=(ay) on ajj=1 Vi,j, troba les poténcies A2
i A3 i dedueix la matriu AP, Prova-ho per induccié completa.

Solucié. Per a la matriu quadrada A de tercer ordre formada
tnicament per uns, trobem el seu quadrat,

) 111\/111 1414114141 141+1 33
A%=AAS 1 1114111]|={1+1+11+1+11+141]=(3 3
111 111 1+1+114+1+114+1+1 33

Traient 3 factor comu, ens queda
333 111
33 3}3.( 11 1) = A%=3A
333 111
A partir d'aquesta relacié ja podem trobar qualsevol poténcia. de
A. Aixi, per A3 ens queda
AS=A2¢A=(3.A)°A=3.(A*A)=3.A2=3.(3.A)=9.A = A3=32A

Per A4 tenim
A4=A3'A=(9.A)'A=9.(A°A)=9.A2=9.(3.A)=27.A = A%=33.A

Es veu facilment que en general es compleix [An=3n-1A]

Demostrem la relaci6é en general per induccié completa.
a) Es verifica per n=1, ja que A1=31-1 A=30 A=1.A=A.

wWww

AZS
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b) Suposem que es compleix per n, és a dir An=30-1.4, i provem
que també es compleix per n+l

AD+1=AneA=(3n-1 A)eA=30-1 (AeA)=30-1 A2=30-1 (3.A)=3n-1+1 A

Es a dir, que ens queda An+1=3(M+1)-1 A  per la qual cosa també es
compleix per n+1.

32. Estudia si es verifica la relacié (A+B)2=A2+2.(A*B)+B2 en el
conjunt de les matrius quadrades Despres comprova-ho per:

1 45
B
3) -21

Solucié. S'ha de tenir en compte que el producte de matrius no
compleix la propietat commutativa. Per tant

(A+B)2=(A+B)¢(A+B)=A*A+A*B+BeA+BeB=A2+A*B+BeA+B2
I com que en general A*B#BeA, tenim

[(A+B)22A2+2.A+B+B2|

Fem una petita comprovacioé per a les matrius donades. Trobem
en primer lloc el primer membre

g ) (43)-(

(avB)=( 8 4)(6 4)-( 368 24+16) _[[ 28 40
241\-24 -12-8 -8+16 -20 8
Calculem ara el segon membre

A2=(2-1) 2- 1) 4+0-2-3) (4-5

03/\l0 3/ lo+oo0+9) o9

2A-B=2.{2"1 4 5) 5 (8+2 10-1 (109 20 18
03) ;|2 (os 0+3)= —63(-126

B2=(4 5) 45)=(16 10 20+5)=( 6 25)

21/1-21,

-8-2 -10+1 -10 -9
A2+2.A-B+B2=(4’5 (20 18 ( 6 25 )\|(30 38)
09/\-12 6 -10 -9 -22 6
Queda clar que ens ha sortit ben diferent!

Hem de notar que

ger algan cas Earticular pot donar-se el fet
que es verifiqui (A+B)2=A2+2.A*B+B

perd aixo, evidentment, no
significa que es verifiqui sempre. Com a exercici pots resoldre de
nou aquest problema amb les matrius

3] )
0-1
Sol. Tha de quedar igual, ja que les matrius sén commutables
(A+B)?=A%2.AsB+B? o 36 32 )

4

A°B=B-A=( 8 11 )
0 -3
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33. Donades les matrius A i B, calcula en primer lloc els seus rangs
respectiis. Quina d'elles té inversa? Determina-la pel métode del
sistema d'equacions o bé per Gauss-Jordan. Quina sera la poténcia
| vuitena de la matriu A? Compara després M=(A-B)2 i N=A2-
2.(A*B)+B2. Qué observes? Es verificara sempre aquesta relacié?
Perqué? Les matrius sén:

-1 0 2 2 0 .1
A 0 -1 4 i Bg -4 0 10

0O o0 1 0O O 3

Soluci6. Comencem trobant en primer lloc el rang de les dues
matrius pel métode de reduccié de Gauss.

Com que la matriu A ja esta escalonada i té les tres files diferents

de la nul-la, el seu rang és [p(A)=3|. En canvi, la matriu B s'haura de
triangularitzar (o triangular):

20 11\fi {20 1 \g=f 20 1 \h=g
B=-40 10 |2={0 0 12 |go=f+2.f; =[{ 0 0 12 |ho=gy
00 3 /fz \00 3 /gs=fs 00 O /hs=4.g5go

Eliminm l'dltima fila, que és nul-la, i com que ens en queden
dues, tenim |p(B)=2|.

Nomeés podrem trobar la matriu inversa de la matriu A, perqué el
seu rang coincideix amb l'ordre de la matriu. La matriu B no tindra
inversa.

Per calcular A-l, ho farem, per exemple, pel métode del sistema
d'equacions. Recordem que emprem la matriu columna

desconeguda A-1=(X; ®o X3)' i la matriu unitat escrita en la forma

I=(e; ep e3)'. Sabem que passard AeA-l=I; substituint per les
matrius, obtenim el sistema

-10 2\ /(1) (e, f—xl +2.H3=0
0-14 MHal=[(eq = -Hot4d.Hg=B9
0 0 1/\H3/ \eg \ Ha=€eg3

De l'dltima equacié tenim directament Hz=e3, que substituim en
la segona, -Hg+4.e3=ey , -Kgo=€9-4.83 , Ho=-89+4.€3 . De la
primera tindrem -Hj+2.e3=€; , -H;=e;-2.e3 , Xj=-€1+2.e3.

En resum, Hi=(-1 0 2), H2=(0 -1 4) i ®3=(0 O 1). Aixi, la matriu

inversa és
. -102
A'Sl0-14

001

Observem que A-l1=A i aixi A és una “matriu involutiva”. Com a
conseqiiéncia tenim A2=A*A=A*A-1=], és a dir .
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Evidentment, per a calcular la poténcia vuitena de A no és
necessari fer tot el calcul. Ens aprofitarem que A2=I.

A8=(A2)4=I4=] =

Com que 1'altima part del problema és analoga a la del problema
anterior, ens limitarem a apuntar els resultats de les operacions
perqué es puguin comprovar:

9 0 -5 100 205
M=(-16 1 22 A’=lo10 A'B=(402
0O 0 4 001 \oo03

(4 0 5 9 0 -5

B= -8 0 26 N5 -16 1 22

0O 0 9 0O 0 4

En aquest cas, observem que (A-B)2=A2-2.(A*B)+B2 perqué
A*B=B*A. Perd no sempre és aixi, perqué en general AsBzBeA.

34. Sabent que P(x)=x2-4.x-5 és un polinomi anul-lador per a la
matriu A que depén dels parametres a i b, Troba els valors d'aquests
parametres i escriu les quatre matrius que compleixen aquesta

condicié. La matriu és:
abb
Adb ab
bba

Solucié. Que P(x)=x2-4.x-5 sigui un polinomi anul-lador per a la
matriu A significa que A2-4.A-5.1=0, on I és la matriu unitat i O la

matriu nul-la. També podem posar |A2=4.A+5.1

Trobem, per tant, les matrius A2 i 4.A+5.1

abbllabb a%+2.b? 2.a.b+b? 2.ab+b?

b a b){b ab|=|2ab+b? a%2b? 2.ab+b?

bballbbal |, 12 2abi? a2b?
abb 100 4.a+5 4b 4b

4A+5I=4lb ab5{010|=| 4b 4atb 4b

bba 001 4b 4b 4.a+b

Igualant els termes de les matrius obtenim el sistema,

{a?+2.b2=4.a+5 {am.b2=4.a+5 ()
=

2.a.b+b’*=4.b (2.a+b).b=4b (2)

De l'equacié (2) es desprenen dues possibilitats:

AZ=AeA=

PRIMERA POSSIBILITAT: [b#0]. Podem simplificar en (2) i queda
2.a+b=4, d'on b=4-2.a.

Substituint en (1), a2+2.(4-2.a)2=4.a+5 , a2+32-32.a+8.a2=4.a+5,
9.a2-36.a+27=0 , a2-4.a+3=0, que té com a arrels a;=3 i ag=1.
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Els valors corresponents de b sén b;=4-2.a;=4-2.3=4-6=-2 i
bo=4-2.22=4-2.1=4-2=2.

Dues possibles solucions sén [a1=3 , bj=-2] i [ag=1, ba=-2].

SEGONA POSSIBILITAT: . Substituint en (1) quedara l'equacié
de segon grau a2-4.a-5=0, que té per arrels a3=5 i ag=-1.

Aixi, dues solucions més s6n |az=5 , b3=0] i [ag=-1, b4=0|.

Apuntem -finalment les matrius que resulten de substituir els
possibles valors de a i b, i que sén les matrius solucié del problema:

3-2-2 122 500 -100
A={-23-2] . A={212]| . As={050 i As0-10
-2-23 221 005 00-1

35. Comprova que p(x)=x3+3x2+3x+1 és un polinomi anul-lador per
a la matriu A de files f1=(3 0 8), f3=(3 -1 6) i f3=(-2 O -5). Podries
trobar la inversa A-l a partir d'aquest polinomi anul-lador? Comprova
que, efectivament, A-1 és la inversa de A.

Solucié. Hem de provar que A3+3.A2+3.A+I=0, on I i O sén les
matrius unitat i nul-la, respectivament. Trobem,

) 308)\/308)/[9+0-16 0+0+0 24+0-40 \ [-70 -16
A%=A*A=3-16 [13-16 || 9-3-12 0+1+0 24-6-30 |=|-61 -12

-20-5/\-20-5/ \-6+0+100+0+0 -16+0+25 / {4 0 9
-70 -16\{3 0 8) ( -214+0+32 0+0+0 -56+0+80 | [ 11 O 24
A3=(-6 1 -12) 3-1 6)=( -18+3+24 0-1+0 -48+6+60 )=( 9 -1 18
40 9 /\-20-5/\ 12+0-18 0+0+0 32+0-45 -6 0-13

Substituint ara al polinorni matricial,

3 . 11 0 24 -70 -16 308 100
A°+3.A“+3.A+1 9 -1 18 F3{-61 -12 H313-16 010F
001

-6 0 -13 40 9 -20-5 )
0
0
0

0

1

0

11 0 24\ (-21'0 -48\ /90 24 100)/0
=l 9 -1 18 -183-36)49-318 010F0O0
-6 0 -13 12 0 27/ \-60-15/\00 1/ \o

Al ser [A3+3.A24+3.A+1=0), queda provat que pX)=x3+3.x2+3.x+1
€s un polinomi anul-lador per a la matriu A.
A continuacié trobarem l'expressi6 de la matriu inversa A-1, a
partir del polinomi anul-lador anterior. Fem els diferents passos,
A3+3.A2+3.A+I=0 , A3+3.A2+3.A=-1 , Ae(A2+3.A+3.1)=-1
Multiplicant a I'esquerra per A-1,
AleAe(A243 A+3.1)=A-1e(-]) , Is(A2+3.A+3.I)=-A"1

o
0
0
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Finalment, [A-1=-A2-3.A-3.1|, i si substituim cada matriu pels seus

termes, ens queda
-70 -16 308 100}
-61 -12)-3-(3-1 6)-3-(0 1 o)z
40 9 -20-5 001
70 16 -90 -24 -300 -50-8
(6-1 12) (-93 -18 +(O-30)= (-3-1-6)
40 -9 6 0 15 00-3 203

Comprovem que A-l és realment la inversa de A. La manera més
senzilla sera veure que A*A-1=].

. 308\(-50-8)({-15+0+16 0+0+0 -24+0+24 100
A*A7=[3-16 |1-3-1-6 F| -15+3+12 0+1+0 -24+6+18 F{0 1 0 FI

-20-5/\203 10+0-10 0+0+0 16+0-15 001

. A-I= _

Particié de matrius

36. Sigui la matriu A de quart ordre on volem trobar la seva inversa.
Utilitza el métode de particié de la matriu donada en 4 submatrius.
La matriu és: -

-

1000
A2100
4210
2311

Solucié. Suposem que la matriu donada A esta subdividida en
quatre submatrius (o caixes) de la manera segiient:

AMN onM=( ’ OO)'P 42)5 ¢ )
00 -23 11

També suposarem que la matriu inversa A-1, que estem buscant, i
la matriu unitat de quart ordre I4 estan subdividides en 4 caixes,
cada una d'elles de segon ordre

[ XY : IO
Al I _(
zul 7 ®lo1

Com que A*A-l=ly, si substituim i operem, obtenim

MN {xy (1 o) - ( MeX+NeZ MeY+NeU )= I o)
PeX+QeZ  PoY+QeU 01

Identificant els termes corresponents obtenim els dos sistemes
matricials segiients
MeX+NeZ=I (1) A [MeY+NeU=0O (3)
PeX+QeZ=0 (2) PeY+QeU=I (4)
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De (1), i com que N és la matriu nul-la, N=O, ens quedara MeX=I,
i per tant,

Substituint X en (2), PeM-1+4QeZ=0 , QeZ=-PsM-1. Multiplicant a
l'esquerra per Q-!, Q-1e(QeZ)=Q-1e¢(-P*M-1) i com que Q-leQ=I
podem aillar la Z,

Igualment, de (3) i com que N=O, MeY=0. Multiplicant a
I'esquerra per M-1, M-1le(MeY)=M-1e0 , [¢Y=0O ,

Substituint en (4), PeO+QeU=I , QeU=I, d'on ja directament

podem deduir que

Fem ara els calculs numérics necessaris per calcular les
submatrius X, Ui Z, perqué ja sabem que la Y és la matriu nul-la.

Per calcular les inverses de M i Q emprarem, per exemple, el
meétode de Gauss-Jordan, on M.C. simbolitza a la matriu conjunta.
Fem-ho primer per a la matriu M

10{10[fi_[1 0|1 0]gi=f; -1_{1 0
e} o3 o]5-(3[3 w3 e)
21101l lo 12 1] g=fo2fy, = 21
Trobem després la matriu inversa de Q

10|10 f1=[1010 gi=f1 -1_(10
M.C.=[1 110 l]fz— 011 1]g2=f2-f1 = Q (—11)

Com hem vist, X=M-1 i U=Q-1. Per tant,
10 =( 1 O)
X
:(-2 ]~ Y

Ens queda per trobar la submatriu Z,

- lepeymrle _ (1 O) 42) 10 =(-10H4-4 O+2)=
Z=-Q P M (—11 —23{—21 1-1/1-2-60+3

(1 3HS3)-(0 29 )-8 = |33

Finalment, com que la inversa A-l! esta formada per les
submatrius X, Y, Zi U, tenim

Es pot comprovar que aquesta matriu és la inversa de la matriu
donada calculant AsA-l i obtenint I com a resultat. Observem que
tant la matriu A com la A-1 sén matrius triangulars inferiors (tots els
termes de sobre la diagonal principal sén nuls).

Es evident que el producte de A per Al ha de donar la matriu
unitat, ja que, com veurem en el problema segiient, el producte de
dues matrius triangulars del mateix tipus és una matriu triangular
del mateix tipus que té per termes de la diagonal els productes
dels termes corresponents de les diagonals respectives.
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7.3. TIPUS DE MATRIUS

Matrius triangulars, diagonal i escalar

37. Fes els productes AsB, A'sB, A*B' i A'*B' per a les dues matrius
triangulars A i B. Podem dir que els termes de la diagonal del
producte de dues matrius triangulars del mateix tipus és igual al
producte dels termes corresponents de les seves diagonals
respectives? Les matrius son::

-3-25 -400
A406-1 i Bf310

004 2-6-5

Soluci6. Calculem els quatre productes matricials demanats,
transposant directament la matriu, si cal,

-3-25\(-40 0\ (12-6+10 0-2-30 0+0-25 16 -32 -25
AB506-1{43 10 | 0+18-2 0+6+6 0+0+5 16 12 5
004/\12-6-5 0+0+8 0+0-24 0+0-20 8 -24 -20
-300\(-400 12+0+0 0+0+0 0+0+0 12 0 O
A"B=(-2 6 O){3 1 O)=( 8+18+0 0+6+0 0+0+0 )=( 26 6 O
5-14/12-6-5/ \-20-3+8 0-1-24 0+0-20 -15 -25 -20

En AeB les dues matrius son triangulars de diferents tipus (la

primera triangular superior i la segona inferior) i el producte resulta

ser una matriu no triangular. En canvi, si tant A' com B s6n

triangulars inferiors, llavors el seu producte A'eB és també triangular
inferior.

Calculem els altres dos productes,
-3-25\(-43 2 12+0+0 -9-2+0 -6+12-25 12 -11 -19
A'B506-1/40 1 -6)=( 0+0+0 0+6+0 0-36+5 H 0 6 -31
004/\00-5 0+0+0 0+0+0 0+0-20 0O 0 -20
-3001\/-43 2 12+0+0 -9+0+0 -6+0+0 12 -9 -6
A"B'=(-26 0){0 1 -GH 8+0+0 -6+6+0 -4-36+0 )=( 8 O —40)
5-14/\10 0-5/ \-20+0+0 15-1+0 10+6-20/ \-20 14 -4

Observem que succeeix el mateix. Les matrius A i B' son triangulars
superiors i el seu producte A*B' és del mateix tipus.

Si ens fixem en les diagonals principals de les matrius donades i
de les seves transposades, veiem que

Per a les matrius A'*B i A*B' que ens han quedat triangulars,
tenim com a diagonals principals
Dp(A'sB)=Dp(A*B)=(12 6 -20)

Notem que aquests termes son el producte dels termes de les
diagonals anteriors,

12=(-3).(-4) 6=6.1 -20=4.(-5)
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38. Sigui la matriu triangular inferior A que té com a matrius fila
fi=(a; 0 0 0), f2=(b; bg 0 0), f3=(c; ¢ c3 0) i f4=(d; dg d3 d4), on a;,
b2, c3 i d4 sén diferents de zero. Prova que es tracta de matrius files
linealment independents. Podriem dir el mateix de les columnes?

Solucié. Si designem com a foé(o 0 0 0) 1a fila nul-la, el fet que

les files de {f;, fo, 3, f4} siguin linealment independents vol dir
que perqué es verifiqui la combinacié lineal nul-la és necessari que
siguin nuls tots els coeficients. En altres paraules,

a.fi+b.fa+c.f3+d.fy=fg = a=0, b=0, c=0 i d=O0.

Provem-ho. Substituint en el primer membre de la combinacié
lineal nul-la i operant,

a.f1+b.fa+c.f3+d.fa=a.(a; 0 0 0)+b.(b; by O O)+c.(c1 c2 c3 O)+
+d.(d} dg d3 dy4) = (a.a; 0 0 0)+(b.b; b.by O O)+(c.c; c.co c.c3 O)+
+(d.d; d.do d.d3 d.dy) =

=(a.aj+b.by+c.ci+d.d; b.bg+c.co+d.da c.ca+d.ds d.dy)

Com que aquesta expressié ha de ser igual a fo=(0 0 0 0), podem

igualar els termes corresponents, i aixd en déna el sistema,
a.a)+b.bj+c.cyj+d.d;=0 (1) b.bg+c.co+d.do=0 (2)
c.cg+d.d3=0 (3) d.d4=0 (4)

De la (4), i com que per hipétesi d4#0 tenim . Substituint
en la (3), c.c3=0 i com que c3#0, és . Substituint en la (2),
b.ba=0, i com que byz0, resulta . Finalment, substituint en (1),
a.a1=01i com a;#0 ens queda .

Queda clar, doncs, que les files fy, g, f3i f4 de la matriu donada
A s6n linealment independents.

Per fer el mateix per a les columnes, apuntarem de nou la matriu
A i notarem les columnes per g1, g2. g3 i g4,

a) 0 0 0 fay o (0 0
' by by O 0 _ b _ by _[O : O
A c1 cs c3s O 9=, | - 927 eyl * 95 cs| 1 9F 0
d; do dsz dg d; dz ds dy

Per simplificar l'escriptura, posarem les columnes horitzontals,
transposant-les

g1=(a; by c1 d1)' , g2=(0 bz ca da) , g3=(0 O c3 dg)'
g4=(0 O 0 d4)' ilacolumnanulla go=(0 0 0 0O)
Per tal que les columnes i, g2, g3 i g4 siguin linealment
independents, llavors, igual que a les files, haura de passar que
a.g1+b.gg+c.g3+d.g4=gp = a=0, b=0, c=0 i d=0.
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Substituint al primer membre,
a.g1+b.gs+c.g3+d.gg=a.(a; b1 c1 d1)'+b.(0 by co da)'+c.(0 O c3 d3)'+
+d.(0 0 O dg)’

Multiplicant pels coeficients, sumant i després igualant a la
columna nul-la go=(0 O O 0) resulta el sistema

a.a;=0 (1) a.b1+b.ba=0 (2)
a.ci+b.co+d.c3=0 (3) a.dj+b.dg+c.dg+d.d4=0 (4)

De la (1) i com que a;#0, resulta - substituint en (2), en (3) i

en (4) ens anira donant [b=0|, [c=0] i [d=0|, per la qual cosa també
les columnes de A s6n linealment independents.

39. Troba el quadrat de la matriu A de columnes €1=(2 6 6 8)',
C2=(0 -2 -4 -4)'", €3=(0 0 2 4)' i c4=(0 O O -2)'. De quin tipus és la
matriu resultant? Quant val A3? De quin tipus és aquesta matriu? I la
poténcia matricial A10?

Soluci6: Observem que la matriu donada A és una matriu
triangular inferior. Calculem-ne el quadrat:
2000\/2000
2_ 6-2001[16-200
=AeA=
A 6-420]{6-420
8-44-2/\18-44-2

4+0+0+0 0+0+0+0 0+0+0+0 0+0+0+0
12-12+0+0 0+4+0+0 0+0+0+0 0+0+0+0
12-24+12+0 0+8-8+0 0+0+4+0 0+0+0+0
16-24+24-16 0+8-16+8 0+0+8-8 0+0+0+4

4000 1000
_[0400|_4/0100]|_4;
0040 0010
0004 0001

Com que A? ens ha quedat una matriu escalar, €és molt
senzill trobar les succesives poténcies de la matriu A:

A3=A20A=(4.])*A=4.(IsA)=4.A A%=A2¢A2=(4.1)*(4.)=16.1 etc.

Trobem Al10=(A2)5=(4.1)5=45.1=1024.1 , |A10=1024.1

Observem que les poténcies de la matriu triangular A sén de dues
classes diferents: si I'exponent és imparell, ens quedara una matriu
triangular del mateix tipus (en aquest cas sera triangular inferior),
mentre que si l'exponent és parell, llavors es tracta d'una matriu
escalar (en el nostre cas és 4.I).
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Matrius simeétrica i antisimétrica

40. Calculant la transposada de les matrius A, B, C i D comprova
que les dues primeres sén simétriques i les altres antisimétriques.
Realitza les combinacions lineals M=2.A+3.B i N=3.C-2.D. S6n també
M i N simeétrica i antisimétrica, respectivament? Troba després els
productes P=AsB i Q=Ce¢D. Continuaran complint que P i Q sén
matrius simétrica i antisimétrica, resp.? Les matrius donades sén;

52-6 1-43 03-5 014
A52-31|.B5-475].CH-30-2| i DH-10-6
-61 4 3 5-2 520 -46 0

Solucié. Calculem les transposades de les matrius donades i
recordem que duna matriu donada A, és simétrica si es verifica
A'=A; mentre que si A'=-A, llavors és antisimétrica.

52-6 1-43 0-35 0-1-4
A52-31].BH-475|.CH302| i D5106
61 4 35-2 -5-2 0 4-60

Com que A'=A i B'=B, resulta que |AiB sén simétriques|.

Per6 com que C'=-C i D'=-D, llavors [CiD sén antisimétriques|.

Calculem M=2.A+3.B, combinacié lineal de matrius simétriques, i
després trobem la transposada:

52-6 1-43 10 4 -12 3 -12 9
M=2{2-31|+3|-475|={ 4 -6 2 |+[-12 21 15 |=

-61 4 35-2 -12 2 8 9 15 -6
13 -8 -3
={ -8 15 17
-3 17 2
( 13 -8 -3 )
Matriu transposada, M'=| .8 15 17
-3 17 2

Com que M'=M resulta que M és simétrica. Per tant, «la
combinaci6 lineal de dues matrius simétriques és també simétrican.

Sigui ara N=3.C-2.D, on C i D sén antisimétriques. Calculem la
matriu N i la transposada,

03-5 014 0 9 -15 o -2 -8
N=3. -30—2)-2--10-6 =( -9 0 -6 |+ 2 0 12 |=
520 -46 0 15 6 O 8 -12 O
( o 7 -23) o -7 23)
= -7 0 6 Matriu transposada, N'=|{ 7 0 -g
23 -6 0 -23 6 O

Com que N'=-N, observem que N és antisimétrica i podem dir
que «a combinaci6 lineal de dues matrius antisimétriques és també
antisimétrica».

Calculem tot seguit el producte P=AeB de les dues matrius
simeétriques i després trobem la transposada,
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2-311-475 2+12+3 -8-2145 6-15-2
-614/\3 5-2 -6-4+12 24+7+20 -18+5-8

-21 -36 37 -21 17 2

= 17 -24 -11 Matriu transposada, P'g -36 -24 51

2 51 -21 37 -11 -21
Veiem que P'#P i P'+-P, per la qual cosa P no és simétrica ni
antisimétrica. Concloem que: «La matriu producte de dues matrius

simitriques no és necessariament simeétricas.

{5 2-6){1-43) ( 5-8-18 -20+14-30 15+10+12)
P =

Finalment, trobem Q=CeD, on C i D s6n matrius antisimétriques, i
després escrivim la seva transposada
03-5\/01 4 0-3+20 0+0-30 0-18+0
Q4-30-2[1-10-6 =

0+0+8 -3+0-12 -12+0+0

520/\-460 0-2+0 5+0+0 20-12+0
17 -30 -18 17 8 -2
=]l 8 -15 -12 Matriu transposada, Q'§ -30 -15 5
-2 5 8 -18 -12 8

En aquest cas tampoc Q no és simétrica ni antisimeétrica, ja que
Q'#+Q i també Q'#-Q. Apuntem, per acabar el problema, que «a
matriu producte de dues matrius antisimétriques no és
necessariament una matriu antisimeétrican.

Matrius involutiva i ortogonal

41. Sabem que una matriu A és involutiva d'index p si aquest p €s
el minim nombre natural de manera que AP=I. Si p €s 2, een diem

simplement involutiva. Si fy=(-1 -1 -1), f2=(0 1 0) i f3=(0 0 1) s6n
matrius fila, estudia aquesta definicié per a les matrius A=(f; g f3)’,
B=(fg 3 f3)'i C=(f2 f3 1)

Solucié. Calculem les successives poténcies de les matrius
donades fins obtenir la matriu unitat. Apuntem en primer lloc les

matrius
-1-1-1 010 010
A4 01 0~) . B{-l-l-l) A C=(o 0 1)
001, 001 -1-1-1

POTENCIES DE A:
-1-1-1)/-1-1-1\ [ 140+0 1-140 1+0-1 100
A2=A'A{o 1 o){o 1 o)=( 04040 0+1+0 0+0+0 Ho 1 o)
001/\001/\ 0+0+0 0+0+0 0+0+1 /\0 0 1

Com que A2=], observem que A és una matriu involutiva d'index
2, o simplement, [A és una matriu involutiva|.
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POTENCIES DE B:
010\/010)\/( 0-140 0-140 0-140 \ [-1-1-1
BZ=B-E~=(-1-1-1){-1-1-1)=( 0+1+0 -1+1+0 O+1-1 )=(1 0 o)
001/\001/\ 0+0+0 0+0+0 0+0+1 / \0 0 1
-1-1-11/0 1 0) [ O+1+0 -1+140 O+1-1 100
B3=B2°B'=( 10 o){-1-1-1)=( 0+0+0 1+0+0 0+0+0 )=( 01 o)
001/\001 0+0+0 0+0+0 O0+0+1 001
‘Com que B3=], resulta que |B és una matriu involutiva d'index 3|
POTENCIES DE C: .
010)\/010)/ 0+0+0 0+0+0 O0+1+0 \ (0O 1
CZ=C-C=(0 01 {o 01 H 0+0-1 0+0-1 0+0-1 H-1-1-1)
-1-1-1/\-1-1-1 04+0+1 -1+0+1 O-1+1 100
001)/010)\( 0+0-1 0+0-1 0+0-1 \ [-1-1-1
C3=C2~0=(-1-1-1){0 0 1)=( 0+0+1 -1+0+1 O0-1+1 Hl 0 o)
100/\-1-1-1 0+0+0 1+04+0 0+0+0 010
-1-1-1\{0 1 0\ { 0+0+1 -1+0+1 O-1+1 100
C4=CS°C=( 10 o){ 001 )=( 0+0+0 14040 0+0+0 )z(o 1 o)
010/\-1-1-1/ \ 0+0+0 0+0+0 0+1+0 /00 1
Com que C#=l, diem que |C és una matriu involutiva d'index 4].

42. Sigui la matriu A donada al. Redueix tots els termes a comu
denominador, treu factor comu, determina la transposada A' i
després el producte A*A'. De quin tipus és la matriu donada?

3/13 4/13 12/13
A 12/17 -12/17 1/17
148/221 141/221 -84/221

Solucié. Com que 221=13:17 observem que el minim comii
multiple dels denominadors és precisament 221. Reduim, doncs, a
comu denominador,

:( 17.3/221 17.4/221 17.12/221 )
A

13.12/221 13.(-12)/221 13.1/221
148/221 1417221 -84/221

Multiplicant, traient factor comu el denominador i transposant la

matriu,
51 68 204 51 156 148
A=-1—2:L1(156 -156 13) = A'=1—21—1( 68 -156 141)
148 141 -84 204 13 -84

Calculem el producte AsA',

, (Bl 68 204)(51 156 148
AsA'= 51156 -156 13 {{ 68 -156 141
(121)°{ 148 141 -84/\204 13 -84
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Realitzant les operacions anteriors amb una calculadora, obtenim

48841 O 0 100

Aea=—lL ( 0 48841 O )=4 41{010)=I
28841| o O ,g8a1) 4884110 1

Com que AeA'=l vol dir que IA €s una matriu ortogon@. Com
també sempre AeA-l=I, deduim que en les matrius ortogonals
s'esdevé que A-1=A', és a dir, que da inversa d'una matriu ortogonal
és igual a la seva transposada».

Matrius idempotents i nilpotents

43. Si c1=(2 -1 1), €2=(-2 3 -2)' i €3=(-4 4 -3)' sbén les columnes
d'una matriu A, troba la seva poténcia enésima. De quin tipus és la
matriu donada A?

Solucié. Formem les successives poténcies de A,

2 2-2-4\(2-2-4 4+2-4 -4-6+8 -8-8+12) [2-2-4
A“=A*AS-13 4 1-13 4 [ -2-3+4 2+9-8 4+12-12{-13 4

1-2-3/11-2-3 2+2-3 -2-6+6 -4-8+9 1-2-3
Com que ens doéna AZ2=A significa que
[A és una matriu idempotent|. Per tant,

A3=A2eA=ArA=A2=A A4=A3eA=A*A=A2=A etc

Resulta, doncs, que . ja que en general Af=A, VneN.

44. Troba els productes AeB i BeA per a les matrius A i B. Qué
observes? Prova que aquesta conclusi6 significa que les matrius Ai B
son idempotents i comprova-ho per a les matrius donades, que sén:

2-3-5 2-2-4
AS-145 i BH-134
1-3-4 1-2-3

Soluci6. Calculem els dos productes A*B i BeA i ens fixem en el
resultat obtingut,

2-3-5\(2-2-4 4+3-5 -4-9+410 -8-12+15 2-3-5
A*B=-14 5 ‘(-1 34 ( -2-4+5 2+12-10 4+16-15 }(-1 4 5)
1-3-4/\1-2-3 243-4 -2-9+8 -4-12+12 1-3-4
2-2-4\(2-3-5 4+2-4 -6-8+12 -10-10+16)\ (2 -2-4
BeA=5-1341-145 ( -2-3+4 3+12-12 5+15-16 )=(-1 3 4)
1-2-3/\1-3-4 2+2-3 -3-8+9 -5-10+12 1-2-3
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Observem que |A*B=A| i [BeA=B]. Partint d'aquestes dues igualtats

hem de demostrar que A i B s6n dues matrius idempotents; és a
dir, que A2=A i B2=B. Provem-ho.

AZ=A*A=(A*B)*A=As(B*A)=A*B=A , A2=A , [A idempotent
B2=B+B=(B+A)*B=B¢*(A*B)=B°A=B , B2-=-B ., |B idempotent

Comprovem que és aixi trobant el quadrat de cada matriu
5 [2-3-5}(2-3-5 4+3-5 -6-12+15 -10-15+20) (2 -3-5
A=-145[4-145

-2-4+5 3+16-15 5+20-20 -14 5
1-3-4/11-3-4 2+3-4 -3-12+12 -5-15+16 1-3-4

2-2-4\(2-2-4 4+2-4 -4-6+8 -8-8+12)\ (2-2-4
B%*= -1341-13 4 | -2-3+4 2+9-8 4+12-12/5-13 4

1-2-3/\11-2-3 2+2-3 -2-6+6 -4-8+9 1-2-3
Com que ha quedat A2=A i B2=B, tant A com B s6n idempotents.

45. Calcula les poténcies successives de A, i dedueix si es tracta
d'una matriu involutiva, idempotent o nilpotent. La matriu és:
113
A9526
-2-1-3

Solucit. Trobem les diferents poténcies de A fins que ens doni la
matriu unitat I, la matriu nul-la O o la mateixa matriu A.

113}/113 1+45-6 1+2-3 3+6-9 000
52 6){5 2 6)=(5+10-12 5+4-6 15+12-18)= 33 9)
-2-1-3/\-2-1-3/ \ -2-546 -2-243  -6-6+9 J \-1-1-3
000\/113 0+0+0 0+0+0 0+0+0 00O
A3=(3 3 9){5 2 6)= 3+15-18 3+6-9 9+18-27 (00 0

-1-1-3/\-2-1-3 -1-54+6 -1-2+3 -3-6+9 000
Com que A3=0, {la matriu A és nilpotent d'index 3.

A%

Matrius complexes

46. Siguin les dues matrius complexes A i B donades al final.
Troba'n les transposades i després les conjugades d'aquestes
transposades. De quin tipus sén aquestes dues matrius?

i 1+i 2-3i 1 1+4i 2+3i
AS -1+ 2i 1 -1 B 1-i 2 -i
-2-3i -1 0] 2-3i i 0
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Soluci6é. Comencem fent primer l'operacié de transposicié i
després la de conjugacio

i -1+ -2-3.i _ - -1-i -2+48.
A 1+ 2i -1 ) , A 14 2.1 -1
2-3i 1 0 2431 1 0
1 1-i  2-3. __ 1 1+i 2+43.
B’=( 1+i 2 i ) ., B'el 14 2 -i
2+34i i 0 2-3.i i 0

Resulta directament que [A és antihermitica| mentre que la

matriu [B és hermitica|, ja que respectivament verifiquen
A=A i B'=B

Matrius equivalents, semblants i congruents

47. Prova que la matriu Q' és semblant a la matriu original Q fent
servir la matriu P, on hauras de trobar la matriu inversa P-1 per
sistema d'equacions. Sabem que:

2314 00-1
@f100| i PH0-12
010 -12 3

Soluci6. Diem que dues matrius Q i Q' son semblants si i només
si existeix una matriu regular P en qué Q=P-1¢Q'eP. Per tant, hem
de trobar la inversa de P i el métode que seguim és el de sistema
d'equacions,

0 0-1)/(X1) (&1 ;—us=e1 (1)
0-12 [{Ha2[Fles = -Hot2 . Hg=89 - 2)
-12 3/\H3z/ \e3 \—}{1+2.}{2+3.H3=93 (3)
De (1) tenim Hz=-€1, i substituint en (2), -Ho+2.(-€;)=€9 , d'on
. Ho=-2.@1-89. Substituint també en (3), -#1+2.(-2.e1-€2)+3.(-e1)=€3,
-H1-4.e1-2.e2-3.e1=€3 , H1+7.81+2.89=-B3 , H1=-7.€1-2.€2-€3,
En resum, H1=(-7 -2 -1), Ho=(-2 -1 0) i #3=(-1 O 0), i la matriu

inversa de P és
. -7-2-1
P’=l-2-10

-100

Com que ha de ser Q=P-1eQ'eP trobarem en primer lloc el
producte N=Q'sP i després P-1¢N, que haura de ser igual a Q.

210\/00-1 0+0+0 0-1+0 -2+2+0 0-10
N=Q"P530140-12}F 0+0-1 04+0+2 -3+0+3 F|-12 0

400/\-123 0+0+0 0+0+0 -4+0+0 00-4
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1 -7-2-11{0-10) [0+2+07-4+0 0+0+4)\ (2 3 4
P leQ'eP=P"eN=-2.10 {-12 0 | 0+1+02-2+0 0+0+0 = 1 0 0
-100/10 0-4/ \0+0+01+0+00+0+0/ \0 1 0
Ens ha quedat P-1eQ'sP=Q i aix6 vol dir que |Q és semblant a Q.
Fem notar que la condici6 P-1¢Q'eP=Q , si la multipliquem a
I'esquerra per P, sera equivalent a la Q'eP=P¢Q. També podriem

realitzar la comprovacié emprant aquesta condicié, on no fa falta
saber P-1, :

Matrius quadrades no negatives

48. Comprova que sén estocastiques les matrius A, Bi C, i després
calcula AsB, BeA, C2i C3. S6n també matrius estocastiques? Les

matrius donades sén:
0'2 0'5 0'3 0'1 0'8 0'1 1/5 2/5 2/5
Aﬂ( 0'4 0'1 05}, B=( 0'4 02 04| i 02(2/5 1/5 2/5)
0'7 0'1 0'2 2/52/51/5

0'6 0'3 0'1

Solucié. Sabem que una matriu és estocastica si tots els termes
s6n no negatius i la suma dels de cada cada fila és la unitat.

De manera immediata veiem que les tres matrius donades
verifiquen les condicions i sén, per tant, estocastiques. Calculem
els productes AB i B*C, sense exposar tot el calcul numeéric,

0'2 0'5 0'3\(/0'1 0'8 0'1 0'43 029 028

A‘Bl{ 0'4 0'1 0'5 {0'4 0'2 0‘4) =( 0'43 039 0'18

0'6 0'3 0'1/10'7 0'1 0'2 0'25 055 020

0'1 0'8 0'1\({0'2 0'5 0'3 0'4 016 044
BeA= 0'4 02 0'4 [{0'4 0'1 0'5 |= .. 0'4 034 026
0'7 0'1 02/\0'6 0'3 0'1 0'3 042 0'28
Tant AsB com BeA s6n matrius estocastiques perqué els seus
termes sén no negatius i la suma de cadascuna de les seves files és
igual a la unitat. Aixi, per exemple, a la primera fila de A*B tenim,
211=0'43+0'29+0'28=1

En realitat, podriem provar la propietat general que el producte
de dues matrius estocastiques és també una matriu estocasticas.

Per facilitar els calculs de la matriu C, escriurem els termes en
forma decimal

2/51/5 2/5 0'4 0'2 0'4
2/5 2/5 1/5 0'4 0'4 0'2
Logicament C2 i C3 son estocastiques, perqué en realitat una

poténcia matricial no és més que el producte d'una matriu per ella
mateixa. Comprovem-ho.

C{ 1/5 2/5 2/5) (0'2 0'4 0'4)
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0'2 0'4 0'4 0'2 0'4 0'4 0'36 0'32 0'32
CZ=C°C=( 0'4 0'2 0'4 ){ 0'4 0'2 0'4)=--->( 0'32 036 0'32
0'4 0'4 02 0'4 0'4 0'2 0'32 032 0'36
0'36 032 0'32 0'2 0'4 04
C"’=Cz-0=( 0'32 036 0'32 )*( 0'4 0'2 0'4 )=
0'32 032 0'36 0'4 0'4 0'2
0'328 0'336 0'336
=...9 0'336 0'328 0'336)
0'336 0'336 0'328
Notem que també C2 i C3 s6n estocastiques, com ja haviem dit.
Per exemple, en C3 resulta
>f1=0'328+0'336+0'336=1
i el mateix succeeix amb el reste de les altres files.

49. En l'analisi de matéries primeres i productes resultants
s'estudia la “matriu de coeficients técnics” A, de termes positius i en
la qual la suma dels elements de cada columna és sempre inferior o
igual a la unitat.

Comprova que la matriu donada és una matriu de coeficients
técnics, troba la matriu de Leontiev L associada a aquesta matriu i la
seva inversa L-1. La matriu és:

0'8 0'2 0'04
AS 0'1 0'2 024

0'05 0'6 0'72

Solucié. Directament ja es veu que tots els termes de la matriu A
s6n positius. Calculem la suma dels termes de cada columna,

>€3=0'8+0'1+0'05=0'95 = 2=l
2€2=02402+0'6=1'00 = €<l
¥€3=0'04+0'24+0'72=1'00 = 2X€3<l

Com que aquestes sumes sé6n inferiors o iguals a la unitat,
observem que [A és una matriu de coeficients técnics |

Trobem ara facilment la matriu de Leontiev associada

100 0'8 0'2 0'04 0'2 -02 -004
L=I-A=5{ 01 0-|{ 01 020'24|=| -0'1L 08 -024
001/ \0050'6072 -0'05 -0'6 028

El calcul de la seva inversa L-1 ens presentara una mica més de
complicacié. Dels dos métodes de resolucié estudiats, per sistema
d'equacions o per Gauss-Jordan, fem-ho amb el primer.

( 0'2 -02 -0'04 ){xl) (el) } 0'2.8] -0'2.K2-0'04.Rz=€,
-0'1 0'8 -0'24 (Ha2[F|€2] = -0'1.H,+0'8.H3 -0'24.Hz=B9
-0'05 -0'6 0'28 /\H3/ \ej \-0'05.}{1 -0'6.42o+0'28.43=23
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Per evitar les operacions amb decimals, multipliquem. per 100
les tres equacions anteriors,
20.%; -20.4y -4.¥3=100.e; (1)
-10.}{1+80.}{2 -24 . H3=100.e5 (2)
\ -B.H| -60.%o+28.H3=100.e3 (3)

- Réapidament podem trobar H;, perqué si sumem les tres
equacions, obtenim

5.81=100.;+100.e2+100.e3 , [#1=20.€:+20.€9+20.€3

Simplifiquem les dues primeres equacions,
5.H; - 5.4y - Hs= 25.e; (1)
-5.81+40.%5 -12.H3= 50.e52 (2)
-5.#,-60.H2 +28.X¥3=100.e5 (3)

En comptes de substituir, eliminem Hj, que ja coneixem, sumant
(1+(2) i (1)+(3) )
35.85 -13.435=25.e+ 50.e5 (1)
-65.H2+27.H3=25.€,+100.e5 (2
Eliminem X3 multiplicant la primera per 27, la segona per 13
27.(1Y: 945.H9 -351.83=675.€1+1350.e9
13.(2"): -845.89+351.83=325.€1+1300.e3

Sumant, 100.49=1000.e,+1350.€9+1300.e3
Per tant, |Hp=10.e1+13'5.e0+13.e3]

Eliminem X2 multiplicant la primera per 13, la segona per 7

13.(17: 455.47 -169.43=325.€1+650.849
7.(27: -455.H2+189.483=175.1+700.e3

Sumant, 20.83=500.81+650.€9+700.€3
R3=25.8,+32'5.80+35.e3]

Simplificant,

Aixi, doncs, la matriu inversa de Leontiev és

,1(20 20 20)
L=

10 13'5 13
25 32'5 35

50. Sigui la matriu A de files f;=(1 2 3), fo=(4 5 6) i f3=(7 8 9).
Escriu les matrius de permutacié Pgi3 i Pig2. Troba les matrius
producte que es poden formar entre elles. S6n també matrius de
permutaci6? Comprova el significat d'aquestes matrius de
permutacio, fent els productes matricials M=Pg;3%A i N=A*P33.
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Solucié. Les matrius de permutacié s'obtenen permutant les
linees (files o columnes) de la matriu unitat I. Com a cas particular,
la P23 significara que a la primera fila l'element -unitat estara al
segon lloc, a la segona fila al primer, i a la tercera fila al tercer.

Igualment per a la P132 que tindra de files f1=(1 0 0), f2=(0 O 1)
i f3=(0 1 0). Apuntem aquestes dues matrius
010 100
P21§(1 0 O) A P132=(0 0 1)
001 010

Hem de trobar el producte d'aquestes dues matrius, perd com
que no es verifica la commutativitat i com que no ens diuen l'ordre
de multiplicacio, trobarem els dos productes possibles

010\/100 0+0+0 0+0+0 O0O+1+0 001
P213"P13f( 10 O){O 01 )=( 1+0+0 0+0+0 O0+0+0 )= 100
001/\010 0+0+0 0+0+1 O0+0+0 010
100)\/010 0+0+0 1+0+0 0+0+0 010
P13#Pa1=[ 00 1 )‘( 100 =( 0+0+0 0+0+0 O0+0+1 00 1)
_ 010/\001 0+1+0 0+0+0 0+0+0 100
Com que P213°P132=P312 i P132°P213=P231 hem comprovat que el

producte de dues matrius de permutacié és també una matriu de
permutacio.

Finalment, veiem el significat d'aquestes matrius de permutacio,
segons si es multiplica-per l'esquerra o per la dreta d'una matriu
donada A. Primer fem-ho per l'esquerra.

010\({123 0+4+0 O0+5+0 O0O+6+0 456"
M=Po122A5{1 004456 1+40+0 2+0+0 3+0+0 123
001/\789 0+0+7 0+0+8 O0+0+9 789

Com que la matriu original A té per files f1=(1 2 3), f2=(4 5 6) i
T3=(7 8 9) es pot veure que, en multiplicar per l'esquerra per P213,
el que ha resultat ha estat la permutacié de les files en l'ordre
segiient: To, f1if3.

Fem després la multiplicaci6 per la dreta, ]
123)/100 1+0+0 0+0+3 O0+2+0 132
N=A*P13=4 56 400 1| 4+0+0 0+0+6 O0+5+0 465
789/\010 740+0 0+0+9 0+8+0 798
" Com que les columnes de la matriu A sén €31=(1 4 7)', c2=(2 5 8§)'

i c3=(3 6 9)', en multiplicar per la dreta per P;32, les columnes
s'han disposat en aquest ordre: €1, €31 Ca.

En resum, la multiplicacié per una matriu de permutacio6, si és
per l'esquerra, permuta les files, mentre que si és per la dreta,
permuta les columnes.
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f) PROBLEMES PROPOSATS

1.1. CARACTERISTIQUES DE LES MATRIUS
Concepte de matriu

51. Un terreny de forma quadrada s'ha dividit en 25 parcel-les per
mitja de 5 files i de 5 columnes, ja que s'ha comprovat que la seva
fertilitat €s variable. Es disposan de 5 tipus d'adob diferent aj, ag, a3,
a4 ias i també de 5 varietats de blat bj, ba, b3, bg i bs. Es vol fer un
estudi de l'eficacia del trinomi terreny-adob-blat disposant a cada
parcel-la un tipus d'adob i de blat diferent de manera que no es
repeteixin ni a cada fila ni a cada columna.

Si les primeres files de la parcel-la sén fi=(a)bj, agbs, agbz, agbas,
asbs), To=(azbs, agbs, asb1, asbg, a1bg), fa=(agba, asbs, asba, ajbs, azb;)
i f4=(aqbs, asbi, ajbg, agbs, asby4), quina sera l'altima fila? Si s'ha
comprovat estadisticament que el pes del blat obtingut ve' donat per
pij=(6-1).(7-j).am.bn, on ay i by s'on l'adob i el blat col-locats a la
casella corresponent amb els valors ap=3.m-2 i b,=32/2n, forma la
matriu P=(pjj). A quina casella correspon el pes maxim? I a quina el
pes minim?

Sol. fs=(asbs, ajby4, asbs, azbi, ayba), am=(1,4,7,10,13)
bp=(16,8.4,2,1) p;=(480, 800, 560, 300, 130), pa=(192,
140, 2560, 1248, 32), p3=(1008, 600, 312, 9, 384),
P4=(120, 2080, 64,96, 56) i p5=(312, 10, 16, 336, 160).
Max: p23=2560 = agzibj. Min.: p34=9 = a;ibs.

52. Formem una matriu quadrada d'ordre 4 de manera que la suma
de 4 elements qualssevol que no siguin ni a la mateixa fila ni a la
mateixa columna sigui, per exemple, sempre igual a 20. Trobem 4
nameros que, sumats, donin la seva meitat, 10. Aquests poden ser
X=(1,3,2,4). Canviem lordre i obtenim un altra possibilitat
Y=(3,4,2,1). Forma la matriu A=(ajj) on ay=x;+y; i comprova que’
compleix la condicié de I'enunciat.

Calcula ara el Max(min f) i el min(Max f). Fes el mateix per a les
columnes, Max(min ¢) i min(Max c¢). Quina relacié hi ha entre
aquests quatre valors?

Max(min f)=5 min(Max f)=5

SolL A< 6754
56 4 3| Max(min €)=5 min(Max ¢€)=5
7865

S6n iguals
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53. Si Q=(qo. q1.-..» q8) és la successié (4, 5, -12, 20, -27, 33, -39,
39, 0), construeix la matriu A=(aij) de tercer ordre en forma de
quadrat magic, on els seus termes vénen donats pel polinomi de
Newton p(k) segiient en qué ajj=p(k), on k=3.i4:

3

p0- 3, )

m=0

Sol. au=p(2)={(2)).qo+(?).ql+(§).q =2 etc. = A=(

NN
- O ©
@ Wb
P

Definicié de matriu

54. Siguin els conjunts indexats I={i / 1<i<3} , J={j / 1<j<4} i
'aplicaci6 matricial fa definida per fa: (i,j)—a;j, on aj=5.i-3.j. Escriu
la matriu A=(aj). Quines son les seves files i columnes? De quin tipus
és la successi6 dels termes de cada fila? I la dels de cada columna?

1 4 7y f=@ -1 4D
4 1 -2 |f,=(7 4 1 -2) Pr.arit. d=-3
9 6 3

2

Sol. A5 7
12 fs=(12 9 6 3)

2

7

{3 o

55. Per 1={1,2,3} i J={1,2} definim la matriu A per l'aplicaci6
fa(i,j)=m.a.(i,j), on m.a. és la seva mitjana aritmética, i la matriu B
pels conjunts indexats I'={(1,2} i J'={1,2,3} i per l'aplicacio
fp(i,j)=m.g.(i,j), on m.g. és la seva mitjana geométrica. Construeix les
matrius A i B. Quin és el seu ordre? Sén equidimensionals?

1 3/2 —
Sol. Aj(?)/z 5 1 12 VE) qrd(A) 3x2
2 5/2 12 2 16 / ord(B)=2x3

Prog. aritmeét. d=5

B No equidim.

Operacions elementals entre linies

56. Donada la matriu A, estudia si les matrius fila sén linealment
independents, determinant els valors dels coeficients x, yizala
combinaci6 lineal x.f1+y.fo+z.T3=1g, on fp és la fila nul-la. Passara el
mateix per a les matrius columna? Comprova-ho. La matriu A és:
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[o) (e ¥
[N )

i

57. La matriu de Durer (s.XVI) és una matriu quadrada de quart
ordre que esta formada pels 16 primers nombres naturals i té com a
columnes extrems €1=(16 5 9 4)' i €4=(13 8 12 1)'. Sabent que la
suma de les files, columnes i diagonals és sempre constant, dedueix
l'any a42a43 en que es va estudiar i després els altres termes que
falten. Es cert que la quarta fila és combinacié lineal de les tres
primeres? Comprova-ho. Quant val el quocient q=(f4-11)/(fa-f3)?

Sol. S=34 , Any=1514 , faiten 2,3,6,7,10,11 , c2=(3 10 6 15)
€3=(2 11.7 14)" , f4=f1+3.f3-3.f35 @=3.

8
2 |
3/ Sol x=y=z=0, a.C1+b.Ca+c.C3=Co = a=b=c=0. Lin.Ind.

Rang d'una matriu

58. Pel métode de reduccié de Gauss, troba la matriu escalonada i
dedueix el rang de les matrius segtients A,B,Ce Maya:

122-1 2 1 -4 3 2 6 -4 8
A5302-2|.B4 6 -3 12 6 |iC4 -3 9 6 -12

1433 4 -2 8 4 -1 3 2 -4
Sol. p(A)=3 , p(B)=2 i p(C)=1.

59. Siguin les matrius files f1=(1 -3 7 2 -8), f3=(2 1 0 4 -2), f3=(3
61-46), 14=(408-40) i f5=(5 2 8 -1 -2). Estudia si sén o no
linealment independents per mitja del calcul del rang de la matriu
A=(f, g, T3, T4, T5) aplicant el métode de reduccié de Gauss.

Sol. p(A)=4 , 4#n® files = ({f,, Ty, f3, fy, f5)=lin. dependents.

60. Analitza si la matriu A és escalonada i, sense fer cap calcul,
escriu el seu rang p. Quantes files s6n linealment independents?

‘Considera la matriu transposad A'=(C; €2 ... €g)' i calcula el rang p'.
Coincideixen els rangs? Escriu la combinacié lineal entre les
columnes dependents de la matriu A. La matriu de partida és:
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2-11223 p(A)=4 = 4 files lin.ind. , p'(A)=4
‘ 011311 L ee=(c -
A 001111/ So c5_(t;1 4.C+6.C3+2.C4/8
000411 Ce=(5.€1-4.Co+6.C3+2.C4) /8

1.2. OPERACIONS AMB MATRIUS
Operacions elementals: (), (+) i ()

61. Una empresa d'electrodomeéstics té dues botigues que venen
tres tipus d'aparells: radio-cassets, televisors i neveres. Les
existéncies actuals sén 15 rad., 21 telev. i 8 nev. per a la primera
botiga, i 12 rad., 17 telev. i 23 nev. per a la segona. Expressa-ho en
forma matricial.

Si es rep una nova comanda de 8 rad., 5 telev. i 9 nev. per a la
primera botiga i 3 rad., 7 telev. i 2 nev. per a la segona, quina és la
nova matriu d'existéncies? Resol el problema en forma matricial.

(15 21 8 _(859) _ _(23 26 17)
E= Eo= . E=E+Eo=
Sol Ex= 15 17 23 ) F*37 2 527 15 24 25

62. Una sabateria per a homes i dones disposa dels segiients
nimeros de calcat: 38, 39, 40, 41 i 42. Al comencament d'any els
preus de cada tipus de sabates d'home sén 2.300ptes el 38,
2.640ptes el 39, 2.780ptes el 40, 2.860ptes el 41 i 2.900ptes el 42,
i per a dona 2.560ptes el 38, 2.700ptes el 39, 2.920ptes el 40,
3.040ptes el 41 i 3.100ptes el 42.

Si a les rebaixes de gener es fa un descompte del 25%, quins seran
els nous preus de venda? Expressa-ho tot en forma matricial.

s LP=(2300 2640 2780 2860 2900) Po=P1-25%.P
oL 1=\ 9560 2700 2920 3040 3100/ 2 0L

Py= Q.PF( 1725 1980 2085 2145 2175
4 1920 2025 2190 2280 2325

63. Calcula les combinacions lineals M=(1/3).A-(5/2).B+(1/6).C i
N=(1/6).(2.A-15.B+C). Quina relacié hi ha entre elles. Perqué? Les
matrius A, Bi C son:
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31-2 25 9 -4
» B50-34 i CH .22 -47 60
2-10 38 3 -10

) comu denominador M-=N.

64. Escriu la matriu E com a combinacié lineal de les matrius A, B,
C i D, donades j)er

S P RS e B PR B RS

Sol. E=2.A-5.B+3.C-4.D.

65. Resol el sistema matricial de tres equacions. amb tres
incognites 2.X-3.Y+Z=A , 3.X+Y-2.Z=B i X-2.Y+3.Z=C, on les matrius
de segon ordre son:

ad -5 7) ' B=(4-2) i 02(39)
-12 -11 -7-3 72

Sol. X=(-A+7.B+5.C)/24 x=(21),Y 4'1) i z=(32
oL X=[-A+7.B+5.C)/ 30 =(25 ' “Ho04

66. Per a la matriu A de columnes ¢€1=(1/3 -3/2)", co=(-1 2)' i c3=(0
3/4)' ila B de files f1=(2/3 1/2 2) i f2=(0 -1 -1/4), comprova amb
I'enter a=-2 la propietat de distributivitat matricial.

Sol. o..(A+B)=0.A+0.B =(-2 1 -4)
3-2-1

67. D'unes matrius conegudes estudiades en economia, M, N i P, i
d'unes altres de desconegudes X i Y, sabem que guarden les relacions
seglients: X-Y=M, X+X'=N i Y-Y'=P. Troba XiY si:

1-12 2-15 0-10
M=-30-5| . Ng-12-2 i Pq41 0-2
510 5-22

020
"N X=(M+N+P-M")/2
Sol. X'-Y'=M' , Y=X-M X= (

—

— b

0
2

At

01
1-5
31

™
DN bt st
-0



104 ALGEBRA MATRICIAL

Producte de matrius

68. La seccié de formatgeria d'un hipermercat disposa de 5
marques diferents de formatge: A, B, C, D i E. Diariament es venen
154kg de A, 168 de B, 143 de C, 172 de D i 185 de E. A més, se sap
que els preus de cost s6n de 63pts/kg per a la marca A, 57 per a la
B, 71 per ala C, 59 per a la D i 54 per a la E, mentre que els preus
de venda sén de 84pts/kg per la marca A, 81 per la B, 91 per la C,
82 perlaDi 76 per la E. ,

Troba la matriu de benefici de dues maneres diferents, aplicant la
propietat de distributivitat matricial.

Sol. Bi=E*By = Br=Ee(Py-PC) A Br=EePy-EePc on
E=(154 168 143 172 185) , Py=(84 81 91 82 76),
Pc=(63 57 71 59 54)' , Br=18152pts.

69. Amb les matrius A,Be Mg, que tenen respectivament els termes
ayi=1, aj2=2, ag1=2, aga=4, b11=6, b1a=-8, ba1=-3 i bga=4, troba en
primer lloc el producte M=BeA i després P=M*B

Sol M -10 _20) 0 O) MzO A B#O = M°B=0

5 10 00 M i B divisors de zero

70. Dedueix els valors que han de tenir els parametres m i n
perqué commutin les matrius:

-34 6-1
Sol. AeB=B*A = m=5 A n=4.

71. Digues si s6n multiplicables les matrius A, B i C segiients i
comprova que el producte de matrius té la propietat associativa:

(201 (1032
‘1-23 .

A B - - -
319 , 112) 1 03121)

1131 201-1
Sol. (AsB)eC=As(BeC) = AoBoC:( 34 -7 13 '21)
32 -7 32 0

72. Calcula els productes matricials M=(A*B*C)', N=A'eB'eC' i
P=C'eB'sA'. Quina relacié d'igualtat es verifica?. Les matrius son:

S I CHI
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_ 25 45 ) —_(eR'eA' 29 16 )
=P *BeC)'=C'sBA' , N
Sol M 1 -97 = (Ae*BeC)'=C 98 -28

73. Comprova si es verifica la propietat distributiva per l'esquerra
del producte de matrius respecte a la suma. Utilitza les tres matrius

quadrades: ]
3-10 502 -430
A{-zs 2) ' B=(3 1-4) i C=(o-25)
40-3 -120 536
0O 10 5
Sol. Si, A*(B+C)=A*B+AsC { 21 -1 13 )
-8 -3 -10

74. Es pot aplicar la llei de simplificaci6 per al producte
matricial?. Es a dir, de A°B=A+C es dedueix necessariament que B=C?
Quina condici6 s'ha de complir perqué sigui aixi? Aplica després les -
teves conclusions trobant els productes i el rang de la matriu A si:

1-32 1410 21-1-2
Aq921-3] . Bf2111| i C93-2-1-1
4-3-1 1-21 2 2-5-10

A*B=AsC % B=C -3 -3 0 1 BzC
Sol » AB=A*Cs{ 1 15 0 -5
Cond: 3A! = p(A)=3 -3 15 0o -5 | plA)=2

75. Una matriu A té per files f1=(x y 2z), fo=(5 2 0) i f3=(0 -4 5).
Determina el valor positiu que han de tenir les incognites x, yiz

perqué es verifiqui la propietat commutativa de A amb la seva
transposada A'.

Sol. AsA'=AA = x=2 , y=3 i z=4.

76. Calcula la matriu M=(-1/2).(A2-AsB+BeA-B2-CeA+C*B), que
préviament hauras de simplificar, on les matrius A, B i C sén:

10-1 121 1-40
A9011|.,Bfg0-1-1] i C4101
212 2-1-2 -4-1-2
1-7-7
Sol. M= - L. (A+B-C)+(A-B) M:( 10 1)
2 -85 3
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Cilcul de la matriu inversa

77. Per a la matriu A que té com a columnes €1=(7 5)' i C2=(4 3)',
calcula la seva inversa A-! tant pel métode del sistema d'equacions
com pel de Gauss-Jordan:

A-l=(“l) M=[7 4|1 o] Al(3-4
Sol. Ho 5301 (-57

78. Troba la matriu indeterminada X que compleix l'equaci6
matricial AeX+B=5.1, on I és la matriu unitat i les matrius A i B son:

895 18 -19 7
A5 67 4 i BF 10 -10 6
321 2 -2 3

.11 1 1-23
Sol. X=A"1e(5.1-B) A'1=( 6 -7 -2 ) , X:(-4 5 _4) :
-9 11 2 3-21

79. Per a la matriu A de quart ordre troba la seva inversa A-1l,
emprant un sistema de 4 equacions amb les 4 incognites que son les

files f1, fo, f3i f4 de la matriu inversa. La matriu de partida és:

1231 1-210
1332 -1.1-22-3
A 1
2433 Sol. A 01-11
1111 -23-23

Poténcies i polinomis de matrius

80. La matriu Ae Mg té per files f1=(a 0) i fo=(b c). Calcula les seves
poténcies fins a trobar una llei de formacié. Apunta-la introduint un
sumatori.

Sol. A=

n-1

¢ O) on a=an , B=b.y, alcntl | y=cn,
i=0

By

81. Per a la matriu A de files 11=(2 1) i To=(1 2) i a partir de
I'equacié matricial A2+m.A+n.I=0, determina les incognites m i n,
essent I la matriu unitat i O la matriu nul-la.

Sol. m=-4 , n=3.
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82. Demostra que, en general, les matrius no compleixen la
propietat «Suma per diferéncia, igual a diferéncia de quadrats». Per
que? Comprova-ho per a les matrius:

2-10 01-2
A=-34 1 i B1-53
5-23 23-1

Sol. M=(A-i-B]0(A-B)=A2-A°B+B°A-B2 , N=A2-B2 , AsB#BeA = MzN

-2 6 -4 10 5 -6
M= 12 -25 14 |, N5 -14 -18 27
16 -15 20 30 -3 1

83. Comprova que el polinomi P(x)=x3-7.x2+11.x-5 és un polinomi
anul-lador per a la matriu A segiient. Ho seria també el polinomi
Q(x)=x*-7 x3+11.x2-5.x? Troba també la inversa A-1 per Gauss-Jordan
i a partir del polinomi anul-lador.

221 32 62 31
A= 131 Sol A%< 31 63 31 |. A>-7.A%11.A-51=0 , Si
122 31 62 32
4:2-1
Al=14-15-1
-1-24

84. Comprova que p(x)=x3-2.x2-9.x és un polinomi anul-lador de la
matriu A. com que p(x)=x.q(x), on q(x)=x2-2x-9, podem dir que el
polinomi q(x) és un altre pol. anul-lador de la matriu A? La matriu és:

213 55 5)  qA)#0 =
A91-12 Sol. p(A)=0 , qlA)q 1-1-1
121 3-3-3 qx)=P. no anul.

Particié de matrius

85. Donades les matrius Ae Mgxg i BeMgxs fes la segiient particié
de la matriu A, Ay, Aj2, A13, Az, Agg i Aoz on totes son de Moys, ila
partici6 de la matriu B, By, B21, B3] de Msxg i B1g, Bao i B3y de Msx1.
Calcula després el producte A*B, per mitja de les quatre matrius
particionades resultants My, Mj2, M3 i M4 de A*B. Les matrius sén:

1 -2 3 4 5 6 7 -8 9
A -10 11 -12-13 -14 15 -16 17 -18
19 -20 21 -22 28 -24 25 -26 27
-28 29 -30 31 -32 33 -34 35 -36
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9 -10 27

-8 11 -26 )

7 -12 25

6 13 -24 Sol Ajr Are AIS) g;i g;z (MIIMIZ)
B 5 -14 23 Ag; Agg Ags Bs; Bs Mo Ma2

-4 15 -22 165 -690 975

3 -16 21 AB -570 1824 -2938

-2 17 -20 975 -2958 4701

1 -18 19 -1380 4092 -6564

86. Particionant la matriu Ae M4 mitjancant 4 matrius M, N, Pi Q
de segon ordre, calcula la seva inversa i comprova que, efectivament,
A*A-1=]. La matriu A és:

1374 0 1 1 -1

—0-1.[-54 -1_ 1 4 3 -4

Sol. R=Q (9 -7) A -22  -91 -74 95
38 156 127 -163

ad3621
5274
7895

1.3. TIPUS DE MATRIUS
Matrius triangulars, diagonal i escalar

 87. Siguin les matrius triangulars inferiors A i B i la triangular
superior C. Calcula el producte P=A¢B i el quadrat Q=C2. Observa que
es verifica py=aij.byj . gij=(ci)2 per a tots els termes. Passara sempre
en els productes de les matrius triangulars? Comprova-ho fent el nou
producte R=BeA.

1000 1050 0 0 66 21
2300 42 600 012 53
B
A 15-10 70590] " o o0 -7-6
2-34-5 52 143 0 0 01
105 0 0 O 36 36 4 1
84 18 0 O 2| 0 144 25 9
As _
Sol 280 25 9 0 |'S 0 0 49 36
104 -3 16 -15 0 0 0 1
105 0 0 O
30 18 0 O
Be
No B*A 54 60-9 0

25 14 8 -15
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88. Calcula en primer lloc la inversa A-1 de la matriu A plantejant i
resolent un sistema d'equacions. Després troba el producte M=A-1¢B
i, finalment, la matriu N=MeA. De quin tipus és la matriu resultant N?
Les matrius de partida sén: :

11-1 5-1-2
A50-10 i BJo020
221 -4-23

100
,» N5 0 2 0| N=M.diagonal.
007

Matrius simétrica i antisimétrica

89. Comprova per transposicié que la matriu A és una matriu
simétrica. Calcula la seva inversa A-l fent un sistema d'equacions. Es
també simétrica aquesta matriu inversa?

1-32 123
A~-33-1 Sol. A'1=(2 4 5) A"'=M. simét.
2-10 356

Matrius involutiva i ortogonal

90. Comprova per la matriu A de files f1=(4 3 3), fo=(-1 0 -1) i
f3=(-4 -4 -3) que A2=I. Com s'anomena aquesta matriu? Troba
després les matrius B=(I+A)/2 i =(I-A)/2 i calcula B2 i C2. Com
s'anomenen les matrius B i C? Troba també el seu producte i,
observant el resultat, digues com sén entre elles les matrius B i C.

5/2 3/2 3/2 -3/2-3/2-3/2 B2-B
Sol A=M. invol. B={-1/2 1/2 -1/721CH 1/2 1/2 1/2 =
-2 -2 -1 2 2 2 C%=C

B, C=M. idemp. , B°C=0 = B C divisors de zero.

91. Una matriu Ac Mg ve donada per les files f;=(12/13 5/13) i

f2=(-5/13 12/13). Comprova que es tracta d'una matriu ortogonal.
Quines seran les columnes de la matriu inversa?

Sol. AsA'=] A'1=A' C 1=f1 C2=f2_
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92. Per a la matriu A de termes decimals, calcula en primer lloc la
seva transposada A' i després la seva inversa A-l per sistema
d'equacions. Existeix alguna relaci6 entre aquestes matrius? Queé

podem deduir?
0'36 0'48 -0'8
A 048 064 0'6
0'8 -06 0
Sol. A'=A"1 = A=M.ortogonal.

Matrius idempotents i nilpotents

93. Prova que la matriu A donada al final és idempotent. Es també
idempotent la matriu B=I-A? Qué succeeix amb els productes A°B i
BeA?

2-3-5
Ag-14 5
1-3-4 Sol. A2=A B=M. idémp. A*B=0 A BeA=0O.

94. Calcula les poténcies successives de la matriu A. Quina
conclusié podem deduir?. La matriu A que té per files f1=(1 -2 -6),
fo=(-3 2 9)if3=(2 0 -3).

-5 -6 -6
Sol. A2=( 9 10 9 ) , A3=A = A=M. period. (p=3)
-4 -4 -3

Matrius complexes

95. Per a la matriu complexa de segon ordre A=i.l on i és la unitat
imaginaria i I és la matriu unitat, calcula les potencies A2, A3, A%i A5
i dedueix una llei de formacié per trobar la seva poténcia enésima.
Quant val A1992?

Sol. A=( (i) ° ) JAZ=1, A%=A L, AT, A%=A L L AT
1
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Matrius equivalents, semblants i congruents

96. Utilitzant les matrius P i Q, troba dues matrius M i N
equivalents a la matriu A. Calcula després els rangs de A, M i N. Queé
dedueixes? Les matrius inicials son:

465 2-30 -14 2
Aq132| ., Pq-145]| i Q450-3
798 3-21 31-2

: 22 24 -7
» N=PeA*Q= 349 183 -169

61 16 139
Sol. M=QeA*PH4 -2 13 16
145 87 " -67

-2 13 16
pA)=2 = pM)=2 A p(N)=2.

97. Sigui la matriu simétrica Ae My i la matriu de pas P. Troba una
nova matriu M que sigui congruent amb la matriu A. Es també M una
matriu simétrica? Justifica la resposta. Les matrius donades sén les
segiients:

1-24 0 20-13
23-68] |, 1320
A=
465-9] ' PY320-1
08-97 0-13-2

-12 2 -5 -1
1 17 '11 32 '16 z 1 ] 1
=P'eAoP M'=(P'eAeP)'=...=M.
Sol. M=P'sA: 13 1 -43 95 Si (P'eAsP)
35 -1 37 -5

Matrius quadrades no negatives

98. Troba la combinaci6 lineal M=5.A-2.B per a les dues matrius
estocastiques A i B. La matriu M continuara essent ‘estocastica? Les
matrius sén:

0'24 051 0'25
A= 0'37 046 0'17
0'48 0'14 0'38

09 1'83 027
Sol M= 1'39 146 0'15

1'78 0'36 0'86

0'23 0'42 0'35
0'31 0'17 0'52

0'15 036 0'49
i B

No.
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99. En l'estudi comercial realitzat entre dues nacions, la condici6
d'equilibri en els ingressos de cadascuna és Y=C+I+X-M, on Y sén els
ingressos, C el consum, I les inversions, X les exportacions i M les
importacions. A més, sabem que el consum de cada nacié és
proporcional al seu ingrés, C1=c1.Y] i Ca=c2.Y2 i passa el mateix amb
les importacions, Mj=mj.Y] i Mg=m3s.Y3.

Com que suposem que les dues nacions s'exporten i importen
mutuament, les exportacions d'una depenen dels ingressos de l'altra,
X1=ma.Yg i Xo=m;.Y]. '

Troba els ingressos Yj i Yo d'equilibri per mitja de la matriu de
Leontiev L i de la seva inversa L-1. Considera els valors c1=3/4,
c2=5/6, mi=1/2, ma=1/2, 11=120 i 12=280.

Sol (YI) _ ( c;-m; mo ) Yl) . (Il) Y=AsY+B
Yo m; co-m2/\Ys) \l2) [ey-B = v=L"l8B

1/4 1/2 [374-1/2) ;-1_[8/3 2 880
A’(1/2 1/3) ’ L"(-1/22/3 L ‘( 2 3 )Y 1080)

100. Escriu una matriu de permutacié P de quart ordre que ens
permeti permutar les parelles de files f1 , fg i també f3 i f4. Després
estudia els productes matricials F=PeA i C=A*P. Qué succeeix? La
matriu A €s:

abcecd

ijkl o 0001 PoA=(fy ) T4 13
mnop 0010/ AeP=(CsCqCyqCa
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APENDIX 115

PROVA D'AUTOAVALUACIO

PROBLEMES PARAMETRITZATS

Presentem a continuacié una llista de dotze problemes que, com és
16gic, no sén representatius de la gran varietat d'exercicis que es
podrien proposar. Tots aquests problemes de matrius depenen d'un
parametre “a”, que pot valer 1, 2, 3 o 4. Per a cadascun dels
anteriors valors obtindras una resposta diferent entre les vuit
possibles donades. :

En els segiients problemes parametritzats substitueix en primer

lloc el parametre a per 1, resol el problema, escull I'opcié correcta i
després fes una creu al quadre de respostes:

Matrius

1. Tenim una matriu quadrada A de tercer ordre, on el valor de
cadascun dels seus 9 termes, ajj, s donat segons els seus indexs de
fila i columna per
12.(-1 1+J{lil _5_)
1200 |

Determina la matriu A. Si ara calcules la suma S de tots els seus
termes, t'ha de donar:

A) S=45 B) S=41 C) S=37 D) S=57

E) S=65 F) S=69 G) S=49 H) S=33

2. Les files d'una matriu A(3x3) sén f1=(2.a+4 a2+3.a+2 a2-a-6),
fo=(2+a-a2 -a-a? 1-a?)if3=(10-a2 1-2.a 1-5.a). Comprova que la
tercera fila es pot posar en combinacié lineal de les altres dues, per
mitja dels coeficients A} i A2. El producte p d'aquests coeficients és:
A) p=5/7 B) p=5/3 C) p=2/3 D) p=3/2
E) p=4/3 F} p=3/4 G) p=7/5 H) p=3/5

3. Calcula el rang r de la matriu quadrada A de quart ordre que té per
columnes ¢1=(1 a 2.a a+l), co=(2 a+1 2.a+2 a+3), ¢3=(3 3 6 6)
icg=(-4 -4 -2.a -8). Llavors, el valor m=r/a sera:

A) m=2/3- B) m=3/4 C) m=3/2 D) m=2

E) m=1/4 F) m=1 G) m=1/2 H) m=1/3
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4. Partim de la matriu quadrada A de segon ordre que té per termes

aj1=a, aj2=i, ag1=i i agg=a, on i és la unitat imaginaria (i=V-1). Troba
en primer lloc els coeficients m i n que verifiquen l'equacié matricial
A2+m.A+n.1=0, on I és la matriu unitat i O la matriu nul-la. El valor

R=+\] m+n sera
A) R=0 B) R=3 C) R=5 D) R=4
E) R=2 F) R=7 G) R=1 H) R=6

5. Donades les dues matrius quadrades A i B de tercer ordre
1-12 a-4 a+l a-2
-4a-2| 1 B={a+3 a a-3
3-34 a+2 a-1 a+4
si calcules la matriu M=A*B-BeA, observaras que la traca és nulla i
que la suma dels termes de la diagonal secundaria és igual a -12, pero
si trobes la mitjana p dels seus vértexs, p=(mj1+mj3+mg3i1+m33)/4,
obtindras el valor:
A) p=4 B) p=3 C) p=2 D) p=6
E) p=7 F) p=5 G) p=8 H) p=1

A=

6. Partim de 'equacié matricial A*X=a.(B+C), on les matrius s6n:

A=(a a)’B=1 0 ; =( 0 1)
a 2a (o 12/a R P
Calcula per mitja d'un sistema d'equacions la matriu indeterminada X.
Veuras que esta formada per dues columnes iguals, que son:
A) (-8, 9 B) (-5, 6)' Q (-1, 2y D) (-3, 4
E) (-10, 11)' F) (-4, 5)' G) (-12, 13 H) (-2, 3)

7. Per a la matriu A de files f1=(2 a 0), f2=(5 2.2 3) i f3=(2 a 1),
calcula la seva inversa A-l pel métode de reduccié de Gauss. La traca
T d'aquesta inversa, €s:

A) T=1 B) T=3/4 C) T=2 D) T=4/3
E) T=3/2 F) T=0 G) T=2/3 H) T=3

8. Se sap que pj(x)=(x-4).(x-2)2, pa(x)=(x-5).(x-1)2, p3x)=(x-3).(x-2)2
i p3(x)=(x-2)3, son respectivament els polinomis anul-ladors de les

3-11 221 210 200
020),A2=(131),A3=(01-1)iA4=(020)
1-13 122 024 122
Calcula tnicament la matriu inversa (Ag)-1 que et correspén segons
el valor del parametre. La suma S dels termes de la primera fila és:
A) 5=2/9 B) S=1/12 C) 8=2/7 D) S=1/2
E) S=3/4 F) 5=2/3 G) 5=1/5 H) S=3/8

A=
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9. Per a la matriu A=(1 2 a)ila B de files fj=(1 0 -1), fo=(a 1 1) i
f3=(-2 O 1), calcula per Gauss-Jordan la matriu inversa B-l. Si ara
trobes I'anic element donat per la matriu X=AeB-1eA', obtindras:

A) X=27 B) X=9 C) X=13 D) X=33
E) X=11 F) X=19 G) X=44 H) X=22

10. Les quatre files d'una matriu quadrada A sén f1=(8-a 0 0 0),
fo=(7-a 8-a 0 0), f3=(6-a 7-a 8-a 0)if4=(5-a 6-a 7-a 8-a). Fixa't
que es tracta d'una matriu triangular inferior i calcula la poténcia A4.
La suma S dels termes de la primera columna sera:

A) S=8.156 B) $=20.507 C) S=46.721 D} S=28.704

E) S=57.258 F) S=37.512 Q) S=12.405 H) S=4.240

11. Troba les matrius suma S=A+B i diferéncia D=A-B de les matrius
complexes

A=l a4 2 l-ai -12/a 24 -l+ad
-i I+ai 3 ~a+i  l+ad i
Després calcula el terme pj; de la matriu producte P=SeD. El
resultat és un namero real igual a:
A) p11=73 B) p11=217 C) p11=160 D) p11=97

E) p;1=83 F} p11=80 G) p11=185 H) p11=125

1 a+ i 3.i 12/a a+i
i B=

12. Una matriu quadrada A de segon ordre té com a termes
ari=1/(a+2), aijgo=-(a+3)/(a+4), agi=-(a+4)/(a+5) i ags9=1/(a+3).
Determina la matriu de Leontiev L i la seva inversa L-1. Si calcules el
valor N=k.S, on k és la constant 3360 i S la suma de tots els termes
de la matriu L-1, obtindras:

A) N=3.465 B) N=2.128 C) N=4.368 D) N=2.739

E) N=3.984 F) N=5.763 G) N=5.147 H) N=4.130
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QUADRE DE RESPOSTES:

T
[p] Okl
[¥c] (=l

‘EEE
B0
FEE

IOzl
[r][el (5]

EEE
BlO&
BielE

EEE
B0
el

E |
!E!‘
]

EEE
Bleln
&

“EEE
BIORE
el =

“EEE
BIOE
FlEE

Després de resoldre
tots els problemes,
fes una creu a les
respostes que
consideris correctes.

Si creus que la resposta
no figura entre les vuit
donades, posa la creu

al cercle central.

EEE
B0
Bleln

TAEE
5O
HEE

O[]
[r][el] =]

Puntuacio:
Respostes encertades: | | Punts positius (x4):

equivocades: [ | negatius (x(-1): [ ]

Puntuacidtotal: [ |

Respostes correctes en funci6 del parametre:
(a=1, 2, 3i 4, respectivament)

P:F-A-C-H  Pg:B-D-GE  P3:D-CFG  PsAGEB
Ps: C-B-AF  Pg E-F-H-C P F-AD-E  Pg:H-G-B-D
Py:B-C-F-A  Pyo:E-D-G-H Pj;: G-E-AF  Pjg: C-H-E-A
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Qualificacié:

Per obtenir la nota N farem servir la “Part entera”, on prendrem
I'enter inferior a la puntuaci6 donada. Aixi E(5'3)=5. Pel que fa a la
qualificaci6, ens basarem en el barem segiient:

Susp.(N<5) Apr.(5sN<7) Not.{7<N<9) Exc.(N29)

Nota [N=E(P+3)/5l: [ | Qualificaci: [ |

Si la puntuaci6é no ha estat prou alta, es pot tornar a resoldre la
prova, repassant abants els conceptes i exemples, peré ara emprant
el parametre a=2. Després es pot fer servir el parametre a=3 i,
finalment, el parametre a=4.
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GLOSSARI DE CONCEPTES

Exposem a continuacié un recull dels termes matematics emprats,
seguits de la plana en qué es poden trobar. Els nimeros en negreta
indiquen que la paraula és a la part de “Formulacié matematica”. En

cas contrari, son a la part de “Conceptes i exemples”™:

o A =

=D -

Abelia, grup 21 38
Algebraica, suma 16 35
Anell no commutatiu 23 41
Antihermitica, matriu 31 45
Antisimetria, prop. 29 45
matriu 29 45
Anul-lador, polinomi 26 43
Aplicacié matriu 13 34

Associativa, prop. 20 22 38 40

Associativ. escalar, prop. 21 39

o @ -

Caixa (o0 submatriu) 27 43
Calcul de la mat. inversa 24 41
Clausura, prop. 20 38
Columna comb. lineal 17 35
d'una matriu 14 34
nul-la 16 35
matriu 15 34
Combinacio lineal 16 35
columna 17 35
fila 17 385

Commutables, matrius 23 41
Commutativa, prop. 20 38
Complexa, matriu 13 31 34 45
Conformitat, prop. 21 39
Congruents, matrius 32 46
Conjugada, matriu 31 45
Conjunt de les matrius 14 34
indexat 13 34

Conjunta, matriu 25 42
Corresponents, termes 20

Delta de Kronecker 40
Dependents, linealment 17 36
Diagonal principal 15 35
secundaria 15 35
Diagonal, matriu 29 44.
Diferéncia de matrius 21 38
Diferéncia, matriu 21
Distributiva, prop. 22 40

Distribut. escalar, prop. 21 39
matr., prop. 21 39
Divisors de zero, matrius 24 41

- B =

Element neutre, prop. 20 38
oposat, prop. 20 38
unitat, prop. 21 23 39 41

Elementals, operacions 17 35
Equacié de lligadura 17 36
Equidimensionals, matr. 14 34
Equivalents, matr. 17 31 35 46
Escalar 21 39

Escalar, matriu 29 44
Escalonada, matriu 18
Estocastica, matriu 32 46

o B o

Fila combinaci6 lineal 17 35
d'una matriu 14 34
nul-la 16 35
Fila, matriu 15 34
Fila-columna, prod. esc. 22 40
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- @ -

Gauss, métode 18 36
Gauss-Jordan, métode 25 42
Grup abelia 21 38

- Bl -

Hermitica, matriu 31 45

=1 o

Idempoténcia, prop. 20 37
Idempotent, matriu 30 45
Igualtat de matrius 20 38
Independents, lineal. 17 36
Index, element 13

Indexat, conjunt 13 34
Inferior, mat. triangular 29 44
Inversa producte, prop. 24 41

Inversa, calcul matriu 24 41
matriu 23 41

Involutiva, matriu 30 45

= -

Jordan, métode Gauss- 25 42

R -

Kronecker, delta de 40

R

Leontiev, matriu de 32 46
Lineal, combinacio 16 35

Linealment dependents 17 36
independents 17 36

Linia d'una matriu 14 34
Linies paral-leles 15 16
Lligadura, equaci6é 17 36
Lligat, sistema 17 36
Lliure, sistema 17 36

- M -

Matricial, polinomi 26 43

Matriu 13 34

antihermitica 31 45
antisimétrica 29 45
columna 15 34
complexa 13 34
complexa 31 45
conjugada 31 45
conjunta 25 42

de Leontiev 32 46
de pas 31

diagonal 29 44
diferéncia 21
escalar 29 44
escalonada 18 36
estocastica 32 46
fila 15 34
hermitica 31 45
idempotent 30 45
inversa 23 41
inversa, calcul 24 41
involutiva 30 45
nilpotent 31 45
nul-la 20 38
oposada 20 38
ortogonal 30 45
particionada 27 43
periddica 30 45
producte 21
quadrada 14 34
real 13 31 34 45
rectangular 14 34
regular 23 41
simétrica 29 45
singular 23 41
suma 20 38
transposada 20 37
triangular 29 44
triang. inferior 29 44
triang. superior 29 44
unitat 23 40

Matriu, aplicaci6 13 34

columna d'una 14 34
fila d'una 14 34

linia d'una 14 34
ordre d'una 14 34
particié d'una 27 43
poténcia d'una 26 43
rang d'una 18 36
traca d'una 15 35

Matrius commutables 23 41 -

congruents 32 46
de permutaci6 33 46
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divisors de zero 24 41
equidimensionals 14 34
equivalents 17 31 35 46
multiplicables 21
no negatives 32 46
. positives 32 46
semblants 32 46
Matrius, conjunt de les 14 34
diferéncia de 21 38
igualtat 20 38
producte de 21 39
suma de 20 38
termes 13
transposicié 20 37
Meétode de Gauss 18 36
de Gauss-Jordan 25 42
sistema d'equacions 24 41

Multiplicables, matrius 21

- N -

Permutacié, matrius de 33 46
Pivot, regla del 19 37
Polinomi anul-lador 26 43
anul-lador métode 26 43
matricial 26 43
Positives, matrius 32 46
Postmultiplicaci6é 22 40
Poténcia d'una matriu 26 43
Premultiplicaci6é 22 40
Principal, diagonal 15 35
Producte de matrius 21 39
escalar fila-columna 22 40
numero-linia 16 35
numero-matriu 21 39
Producte, matriu 21
ordre del 40

QQQ

Nilpotent, matriu 31 45

No commutatiu, anell 23 41
No commutativitat 22 40
No negatives, matrius 32 46

Nul-la, columna 16 35
fila 16 35
matriu 20 38

Namero-linia, prod. 16 35
Namero-matriu, prod. 21 39

-©@ -

Quadrada, matriu 14 34

o R -

Operacions elementals 17 35
- Operaci6 externa, prop. 21 39
interna, prop. 20 23 38 41
Oposada, matriu 20 38
Ordre conj. indexat 13
d'una matriu 14 34
del producte 40

Ortogonal, matriu 30 45

=P o

Rang d'una matriu 18 36
Real, matriu 13 31 34 45
Rectangular matriu 14 34
Regla del pivot 19 37
Regular, matriu .23 41
Regularitat, prop. 24 41

-8 -

Paral-leles, linies 15 16
Particionada, matriu 27 43
Partici6 d'una matriu 27 43
Pas, matriu de 31
Periédica. matriu 3Q 45

Secundaria, diagonal 15 35
Semblants, matrius 32 46
Semidiferéncia, prop. 29 45
Semisuma, prop. 29 45
Simetria, prop. 29 45
Simétrica, matriu 29 45
Singular, matriu 23 41

Sistema d'eq. métode 24 41
lligat 17 36
lliure 17 36

Submatriu (o caixa) 27 43

Suma algebraica 16 35
de matrius 20 38

Suma, matriu 20 38
Superior, mat. triangular 29 44
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Termes corresponents 20 Unitat, matriu 23 40
d'una matriu 13
Traca d'una matriu 15 35 - % =

Transposada, matriu 20 37

Transposicié de matrius 20 37

Transposici6, prop. 21 23 24
39 40 41

Triangular, matriu 29 44
superior, matriu 29 44
inferior, mat. 29 44

Zero, matrius divisors de 24 41
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